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Capitulo 1

Introduccion

Estas notas estan destinadas para estudiantes con un poquito de conocimientos de teoria de proba-
bilidad que quieren aprender las bases de modelizacién aleatoria de sistemas informéticos. El libro
corresponde a un curso de 28 horas y cubre nociones basicas de la teoria de colas, la modelizacién
de redes locales y de la internet. Para profundizar en la teoria de colas, pueden leer [13, 6]. Maés
sobre la modelizacién de redes locales se encuentra en [8, 14]. Sobre la modelisacién de la internet,
pueden ver en [1, 3, 4].

En este curso, presentamos herramientas para primero representar una sistema informético por
un modelo que tiene las caracteristicas de base del sistema original pero es mas simple, y después,
usando este modelo, mostramos como analizar su rendimiento. Las medidas de rendimiento que son
importantes son las esperanzas y distribuciones de tiempo de espera, de retardos, de probabilidad
de perdidas de paquetes en sistemas (causado por la congestién), etc.

Porque necesitamos modelos? Con el sistema original podemos tratar de medir el rendimiento.
Pero, a menudo

e tales experimentaciones necesitan mucho tiempo,
e es dificil o imposible cambiar los parametros en el sistema real para experimentar su influencia

e A veces podemos experimentar solamente el comportamiento global, y no lo que pasa dentro
del sistema.

Un ejemplo es la internet. Podemos experimentar las caracteristicas del trafico en la fuente, pero
es dificil de medir el trafico en los enrutadores. Es dificil o imposible cambiar los pardmetros de los
enrutadores que pueden estar en otros paises.

Cuando tenemos un modelo podemos estudiarlo con simulaciones o con herramientas matematicas.
La teoria de colas es una herramienta matematica que usa métodos probabilisticos. La teoria de co-
las ha tenido mucho exito en el andlisis de sistemas informédticos. A veces, una sola ecuaciéon puede
darnos la distribucién o la esperanza de retardos, tiempo de espera o tasa de pérdidas. Un ejemplo
de esto son las redes de Jackson, que pueden contenir decenas de colas (que representan enrutadores
o conmutadores), donde la esperanza de retardos o tiempo de espera puede representarse por una
ecuacion sencilla.

Otro exito de los modelos matemaéticos de colas ha sido en las redes telefénicas, que son mode-
ladas como "redes de perdidas”. Estos modelos permiten frecuentemente estudiar varias politicas de
enrutamiento de conexiones telefénicas para minimizar la probabilidad de encontrar la linea ocupada.

7



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

La mayoria de modelos que usamos son probabilisticos. La razén para el uso de probabilidades en
nuestros modelos es que los objetos que influyen el rendimiento de sistemas informéaticos y de redes
son frecuentemente aleatorios: el tamafio de programas o de archivos, el tiempo de llegadas de tareas
al sistema, el trafico sobre la Internet, la duracién de llamadas telefénicas, etc. Por eso, necesitamos
hacer un repaso sobre herramientas de la teoria de probabilidad, como las funciones generadoras de
probabilidad, las transformadas de Laplace-Stieltjes y las cadenas de Markov.

Escribi estas notas cuando era Profesor invitado en el C.E.S.I.M.O. en la facultad de Ingenieria
de la Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela, en el ao 2001. Quisiera expresar mi gratidud
a la Prof. T. Jiménez que me ayudo mucho preparando estas notas, a la Prof. M. Ablan, Prof. J.
Dévila y el Prof. G. Tonella que me invitaron al C.E.S.I.M.O. y me ayudaron en mi trabajo, asi que
a la Prof. N. Morenos Salas y a F. Zerba.

Quisiera expresar mi gratitud también a Prof. U. Yechiali que era mi Profesora del curso de
teoria de colas de espera. Durantes mi estudios en el Technion en Haifa, viaje de Haifa a Tel-Aviv
dos veses por semana mas que 100Km para escuchar sus cursos interesantes. Parte de la materia
aqui y de los ejercicios vienen de su curso, de cuillo tengo todavia mi cuaderno.



Capitulo 2

Probabilidad: repaso

Vamos a recordar algunas bases de la teoria de probabilidad. Vamos a ver algunas distribuciones y el
célculo de probabilidades condicionales. Pueden leer mas en http://csicl.csic.edu.uy/EMC/licest /probabilidad1/
sobre los bases de probabilidad.

2.1 Probabilidad y espacio de probabilidad

La probabilidad es una funcién que tiene por dominio una familia de eventos cuya occurencia es
posiblemente incierta. A cada evento, la probabilidad da un nimero entre 0 y 1, tanto més grande
cuanto mayor sea la confianza que ocurra.

Para definir una probabilidad sobre un espacio 2 (que represente todos los eventos elementales o
los estados posibles del sistema), tenemos entonces que definir primero el dominio de la probabilidad
que es una familia A de partes de €.

A tiene que ser una dlgebra, que significa que

1. A es no vacia,

2. Si A € A entonces A° € A (A° es el complemento de A, es la parte de 2 que tiene todos los
elementos que no estan en A).

3. SiA; €A i=1,..,n, entonces U ; A; € A.

Ejemplo 2.1.1 Arrojamos un dado cuyas caras estin numeradas de 1 a 6. Sea ) todos los resultados
posibles. Las familias siguientes son dlgebras:

e Ay = todos los subconjuntos de 2
[ ] A2 = {Q’ @}7
o A3 ={Q,{1,2,3},{4,5,6},0}.

Para €2 que tiene un numero infinito de elementos definimos una o-dlgebra como una algebra A
que tiene la propiedad que si 4; € A, i =1,2,...,, entonces U2, A4; € A.
Si A es un o-dlgebra, entonces (£2,.4) se llama un espacio probabilizable.

Una funcién P sobre un espacio probabilizable {€2,.4} se llama una probabilidad si

9



10 CAPITULO 2. PROBABILIDAD: REPASO

1. P(Q)=1,

2. SiA; € A,i=1,2,..., es una sucesiéon de eventos disjuntos, entonces

oo

P(UZ,4) = Y P(A4).

Esta definicién implica que

P(®) =0,
o P(A°)=1— P(A),

Si A C B entonces P(A) < P(B).

La segunda propiedad se cumple también con un numero finito de elementos A;: Si A; € A,
i =1,2,..., N, es una sucesion de eventos disjuntos, entonces

(UN A ZP

(22, A, P) se llama un espacio de probabilidad.

2.1.1 Probabilidad Condicional

En nuestro ejemplo del dado, podemos definir una probabidad simétrica a partir de P({i}) = 1/6.
Tenemos entonces P({1,2,3}) = P({4,5,6}) = 1/2 gracias a la tltima propiedad.

En este ejemplo, todos los resultados tienen la misma factibilidad.

Ahora, suponemos que sabemos que el resultado es mas grande que 3. La factibilidad de obtener
1 =4,5,6 deviene més grande. Llamamos este nueva probabilidad de un evento A una probabilidad
condicional de A. Aqui, condicionamos esta probabilidad sobre el evento B = {4, 5,6}, y la escribimos
P(A|B).

Tenemos la relacion:

P(ANB)
P(A|B) = ———

En nuestro ejemplo logramos para ¢ = 4, 5, 6:
_ 6 1

y para i =1,2,3, P({i}|B) = 0.
Suponemos que sabemos que solo un evento de By, Bo, ..., By puede ocurrer. Entonces €2 = U By,
y 0 = B; N Bj, i # j. Entonces,

P(A)=P(ANQ)=PAN(UB)) = P(U(AN By)) = ZP(A N Bg).
k

Entonces:

P(4) = Y P(A|By)P(By).
k



2.2. VARIABLES ALEATORIAS 11

Ahora,
P(ANnB;)  P(A|Bj)P(B; _  P(A|B;)P(B;
P(A) P4 ~ Yx P(A|Bx)P(By)’

P(Bj|A) =

Aqui P(Bj|A) esta definido usando { P(A|By)}. Esta ecuacién se llama la Ley de invercién de Bayes.

2.2 Variables aleatorias

Llamamos o-dlgebra de Borel de IR a la minima o-dlgebra que contiene los intervalos de la forma
[a,b]. Lo escribimos B.

Definicién 2.2.1 Dado un espacio probabilizable (2, A), X : Q@ — R se llama una variable aleatoria
real si la preimagen de todo conjunto B de B es un evento en A.

Definicién 2.2.2 Dada una variable aleatoria (VA) real X, la funcion Px : R — R definida por
medio de Px(B) = P(X 1(B)) = P({w: X(w) € B)} se llama la distribucién de probabilidad de la
variable aleatoria X.

Teorema 2.2.1 La terna (R, B, Px) es un nuevo espacio de probabilidad.

2.3 Distribuciones de probabilidad
Definicién 2.3.1 Fx : R — R™ definida por
Fx(z) = Px({w: X(w) < x})

se llama la funcion de distribucion de probabilidad de la variable aleatoria real X.

Una variable aleatoria se dice absolutamente continua cuando su funcién de distribucién tiene
derivada seccionalmente continua, y, la funcién de distribucién puede escribirse como integral de su
derivada. A este derivada se le llama funcidn de densidad de la distribucién de probabilidad. Si la
densidad de la distribucidon de probabilidad es fx, entonces

P = [ i,y Pa<x<t= [ ixa

Ejemplo 2.3.1 X es una VA exponencial con pardmetro i st
Fx(a) =1 — exp(—pa).
Para obtener la densidad de su distribucion de probabilidad derivamos:
fx(t) = pexp(—put).

Ejemplo 2.3.2 Sea X una VA exponencial con pardmetro u. Calcular P(X > a+ bl X > b), donde
a,b>0.



12 CAPITULO 2. PROBABILIDAD: REPASO

Solucién:
P(X>a+bX>b)=P(X >a+b)=e Hath),
Entonces,
e—H(a+b) e
P(X >a+b|X >b)=——=e¢

Vemos que P(X > a+b/X > b) = P(X > a). Una VA con esta propiedad se llama VA sin memoria,
o con rata de falla constante (constant failure rate). Una VA donde P(X > a+b|X > b) < P(X > a)
tiene una rata de falla creciente (increasing failure rate).
2.4 Distribuciones conjuntas
Dadas dos variables aleatorias X,Y’, definimos la distribucién conjunta Px y:

Pxy((a,b],(c,d]) =P{a <X <b}N{c<Y <d})=Pla<X <bc<Y <d)

Esta permite definir la distribucién conjunta Pxy de todos los subconjuntos de B3, que es la
o-algebra minima que contiene a los rectdngulos.

Definiciéon 2.4.1 Fxy : R? — R* definida por
FX7y(£L‘,y) = PX7y(X S :L‘,Y S Y)
se llama la funciton de distribucion de probabilidad de la pareja de variables aleatorias X,Y .

Tenemos las propiedades:

e F'xy es no decreciente en cada uno de su argumentos,
hd FX,Y(—OOﬁU) = FX,Y(JJ7 —oo) = 0 para todo x,y.

e Fxy(oo,y) =Fy(y),y Fxy(z,0) = Fx(x). Llamamos Fy y Fx las distribuciones marginales
de (X,Y).

Definicién 2.4.2 La pareja X, Y es absolutamente continua cuando su funcidn de distribucion Fx y
puede representarse como la integral

x y
Fxy(z,y) = / dz’ / fxy (' y)dy'.
fx,y sellama la funcion de densidad de la distribucidn conjunta.

Tenemos - ~
Fx(r) = /_oo Ixy(z,y)dy, Fy(y) = /_oo fxy(z,y)dz.
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2.4.1 Variables aleatorias independientes

Los eventos { A;, i € I} son independientes si P(N;enA;) = [I;en P(A;i), para todo N C I, donde
N es finito (I puede ser infinito).

La familia de variables aleatorias X = {X; : i € I} es independiente cuando para cualesquiera
conjuntos B; € B, la familia de eventos {{X; € B;},i € I'} es independiente.

Ejemplo 2.4.1 Sea X una VA exponencial con pardmetro u, y' Y una VA independienta de X con
distribucion exponencial con pardmetro A. Sea § = min(X,Y"). Cual es la distribucion de 6%

Solucion:
P(# >a)=P(X >a,Y > a) = exp(—pa) exp(—Aa) = exp(—(p + A)a).

Entonces 6 tiene una distribucién exponencial con parametro p + A.

2.5 Esperanza y esperanza condicional

2.5.1 Esperanza de variables aleatorias

La esperanza de una VA X con recorrido discreto {z1, 9, ...} esta definida como

E[X] = Z:ch(X = ;).
J

Como una funcién ¢ de una VA es también una VA, podemos ver que

Elg(X)] = > g(xj)P(X = ;).

Para una pareja X,Y de VAs, una funcién g(X,Y) es de nuevo una VA, podemos ver que

Elg(X,Y)] =3 g(wi,yj) P(X =2, Y =y;).

Si X tiene una distribucién absolutamente continua con densidad fx, entonces

B = [t

y también -
Blo(x)) = [ o®fx(t)at

(si las integrales son absolutamente convergentes).

Para una pareja X,Y de VAs que tienen una duncién de densidad,
Bl(x )= [ dt [~ g(t.w)fxlts)ds

La esperanza es un operador lineal:
ElaX +bY] = aE[X]| + bE[Y],

donde X y Y son VAs, y a y b son constantes.
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2.5.2 Esperanza condicional

Ya vimos la probabilidad condicional. Podemos definir ahora la distribucién condicional como

Pxy(X € AY € B)

P A|B) =
xiv(A1B) Py(Y € B)
si el denominador noe es zero. La funcién de distribuciéon condicional estd definida por:
FX y(a, b)
F alp) = 22X\ 7

Para (X,Y’) con recorridos discretos definimos

Elg(X)[Y =y =3 g(@:)Pxy (X =z;]Y =y).

Condicionar sobre una VA Cuando escribimos P(X € A|Y), la condicién misma es una VA.
Entonces, P(X € A|Y') es una VA. Si Y tiene el recorrido yi, ...y, entonces

P(X € AlY) = P(X € A|Y = yk) con prob. Py (yx).
Podemos entonces calcular la esperanza de P[A|Y]:

E[P(AlY)] =) P(X € AlY =y)Py(yx) = Y P(X € A,yx) = P(X € A).
k !

Cuando escribimos E[X|Y], la condicién misma es una VA. Entonces, E[X|Y] es una VA. Si Y
tiene el recorrido y1, ...y entonces

E[X|Y] = E[X]|Y}] con prob. Py (y).
Podemos entonces calcular la esperanza de E[X|Y]:

E(EIX|Y]) = Y E[X|y|Py(ye) = Y xiPxy(zjlye) Py (yk) = Y i Px,y (x;,yx)
k k,j k,j
= ijPx,y(a:j) = F[X].

Este exprecién sirve también cuamdo el recorrido de la VA que aparaesse en la condicién no es
discreto. Si (X,Y) tienen una densidad, entonces existe una densidad condicional

Ixy

x|y = I
Entonces
BP(X e AV)] = Bl sxp@dal = [~ vy [ sxytelde = [~ ay [ ety
= [ | vt pie = [ fx(@yiz=P(X € 4)
AJ—oco A

Ejemplo 2.5.1 La distribucién hyper-exponencial:

Sea X wuna VA con distribucion exponencial con un pardimetro Y, donde Y es una VA también; Y
tiene valores en {u1,...,pur}, y definimos p; = P(Y = u;). 2 Cual es la distribucion y la esperanza
de X ?
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Solucién:

P(X > a) = E[P(X > a|Y)] Zpe pia
y ademds, como E(X|Y = p;) = ui_l,

B[X] = B(B(X|Y)) Zuz

2.5.3 Esperanzas y variables aleatorias independientes

Si X y Y son independientes, y tienen esperanzas finitas, entonces
E[XY] = E[X|E[Y].

Ademas, para cada funcién f y g tal que E[f(X)] y E[g(Y")] son finitos,

E[f(X)g(Y)] = E[f(X)|E[g(Y)].

Ejemplo 2.5.2 Sea X una VA exponencial con pardmetro u, y Y una VA exponencial con pardmetro
A. Sea = min(X,Y). Ya vimos que 0 tiene una distribucion exponencial con pardmetro p+ .

1. Calcular P(X >Y).
2. Calcular P(0 > a,X >Y) y calcular P(8 > a|X >Y).

Solucidn:
1. - 5
P(X >Y)=E[P(X >Y|Y)| = Elexp(—uY)] = / e_'“y)\e_Aydy = m
0
2.

PO >a,X>Y) P(X>Y,Y >a)= /:o fr(y) /yoo fx(z)dzdy

= / e Me M dy = ﬁe‘o““‘)“ =P(X >Y)P(0 > a).

Entonces,
PO >alX>Y)=e OtWa = P> q)

y 0 = min(X,Y) y 1{X > Y} son independientes!

2.5.4 Momentos, varianza y covarianza
E[X™] se llama el momento de orden n de la variable X. La varianza de X esta definida por
var[X] := E([X — E(X)]?).

Claro que
var[X] = B([X]*) — (B[X])*.
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Tenemos siempre que var[X| > 0, y cuando X es una constante, var[X]| = 0. var[X]| = 0 se usa como
una medida de variabilidad de una VA.

Miés generalmente tenemos para toda funcién f convexa de una VA X que
E[f(X)] > f(E[X]).

Esta relacidn se llama la desigualdad de Jensen.

Sean Y =" ; X,, donde X,, son independientes con la misma distribucién. Entonces
E[Y] = nE[X],

y también

var[V] = E(zn: X,)? — (E[zn: X,])? = nE[X?] + n(n — 1)(E[X])? — n*(E[X])? = nvar[X].

La covarianza de dos VAs X y Y esta definida como Cov[XY|=E[XY]|-EX|E[Y]. SiX yY
son independientes entonces Cov[XY] = 0. Llamamos a E[XY] la correlacién entre X y Y.

2.5.5 Ejemplos de variables aleatorias

VA Bernoulli
Esla VA X que vale 1 si un evento A ocurre, y 0 si non. Si P(A) =py P(A°) =1—p = ¢, entonces
E[X*] = p para todos k = 1,2, ... y var[X] = p — p% = pq.

Distribucién binomial Bin(n, p)
Consideramos n VAs de Bernoulli independientes. Estas representan n experimentos independientes
sucesivos. Llamamos X; el resultado del experimento 7, y sea B, = > 1 ; X;. Entonces

P(B, = k) = (})p*q" .

Ahora, E[B,] = np, E[B2] = npq + n’p? y var|B,] = npq.
Distribucién geométrica Geo(p)
Repetimos de nuevo N experimentos independientes como antes, donde en cada experimento, A

ocurre con probabilidad p. Sea N el nimero (aleatorio) de ensayos que deben realizarse antes de
obtener por primera vez el resultado A. Entonces

P(N =k) = ¢ 1p, k=1,2,3, ...

La distribuciéon de N se llama geométrica con parametro p. Obtenemos:

&, ke dgd Ay
d(1—¢)7t 1 1
dg (1-¢? p
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Distribuciéon multinomial

Esta distribucién generaliza la distribucién binomial. Ahora tenemos n experimentos independientes.
En cada experimento hay k resultados (eventos) posibles, Ay, ..., Ax, con probabilidades p1, pa, ..., Pk-
Sea Y; el ntmero de veces que obtenemos A; durante todos los n experimentos. Entonces, por
ni 4+ ... + ng = n, tenemos

_ _ _ n! niy . no ng
P(Yl = nl,...,Yk = nk) = Wpl p2 pk .
Distribucién de Poisson
Una VA X tiene la distribuciéon de Poisson can pardmetro A si
)\ n
P(X =n)= (n)' e, n=20,1,2,...

Entonces,

oo

é n! gn )\Z n—l -
93k

E[X] =

2.6 Proceso de Poisson

En un proceso de Poisson con pardmetro A, el nimero de llegadas en un intervalo de longitud ¢ es
una VA de Poisson con pardmetro At. La probabilidad de que lleguen exactamente n clientes durante
un intervalo de longitud ¢ esta dada por la ley de Poisson:

(At)" oM
n!

gn(t) =

donde A es la velocidad media de llegadas.

2.6.1 La relacion con la distribucién exponencial

Montramos que para este proceso de llegadas, el tiempo entre llegadas tiene la distribucién expo-
nencial. La probabilidad a(¢)ét de que un tiempo entre llegadas se encuentre entre ¢ y ¢ + 6t es la
probabilidad de que no haya llegadas durante un tiempo ¢, multiplicada por la probabilidad de que
exista una sola llegada durante el intervalo de longitud ¢t. Entonces

a(t)A(t) = qo(t)q1(At) = e M Ate A

Ahora, si At — 0, obtenemos
a(t) = Ae ™

que es la densidad de la distribucién exponencial.
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2.6.2 Particionamente y suma de Procesos de Poisson

Suponemos que tenemos k colas y un proceso de llegadas de Poisson. Cuando el cliente ¢ llega, va a
la cola C; € {1,2,...,k}. C; son independientes y P(C; = j) =pj,j =1,...,k. ;Cual es el proceso de
llegada a cada cola?

Sea N(t) el nimero de llegadas durante un intervalo de longitud ¢, y sea N;(t) el niimero de
llegadas a la cola j durante este intervalo. Entonces

P(Ny(t) = ny, ..., Ni(t) = ng|N(t) = n) = %Wp’flpSQ...pzk

donde n1 + ... + ny = n. Entonces,

n1!n2!...
n n
et (AP
— H e Apzt% = H PPoisson()\pi)(Ni = nl)
=1 : =1

Entonces, obtenemos un particionamente a n procesos de Poisson independientes!

El contrario es también cierto: Si N;(¢) son procesos de Poisson independientes con pardmetros \;,
i =1,...,k, entonces N(t) = Y¥_, Nj(t) es también un proceso de Poisson con pardmetro A = Y5 \;.
Demonsramos este propiedad més tarde con detalles. Pero, una explicacién de eso, es que como N;(t),
i =1,...,k, son procesos de Poisson, entonces para cada tiempo s, el tiempo X;(s) hasta la proxima
llegada en el processo i tiene la distribucién exponencial con pardmetro A;, como lo vimos en la
subseccion 2.6.1. La primera llegada en el proceso N hasta el tiempo s es ocurre despues el tiempo
6 = min;—;, ;X;(s). 0 tiene la distribucién exponencial con pardmetro A, como lo vimos ya en
Ejemplos 2.4.1 y 2.5.2. Usando de nuevo la relacién entre proceso de Poisson y la distribucion
exponencial entre llegadas de la subseccién 2.6.1, vemos que N(t) es un proceso de Poisson con
parametro \.

Finalmente, otra razén para trabajar con Procesos de Poisson es que cuando una cola tiene un
procesa de Poisson como llegada, el proceso de salida es también Poisson si los tiempos de servicios
tienen la distribucién exponencial; este resultado se generaliza también cuando hay méas que un
servidor (a sistemas que se llaman M/M/C/c0). Esta propriedad nos permite analizar redes de
colas que tienen una topologia de arboles. Pero, se pueden analizar también redes con topologia
general cuando los procesos de llegadas son Poisson (redes de Jackson [10, 11]).

2.7 Ejercicios

1. Calcular las segundos momentos y las varianzas de VAs Uni(0,1), Bin(n,p), Geo(p), Exp(}),
Poisson(\).

2. Sea Y una VA con distribucién Geo(p). ;Cual es la probabilidad P(Y > i)? ;Cual es la
probabilidad que Y sea un ntmero par?

3. Sea X una VA con distibucidon exponencial con pardmetro A. Sea Y = jsij < X < j+1,
donde 7 = 0,1,2,... ;Cual es la distribucién de Y'?
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4. Sean X; VAs exponenciales independientes con parametros \;, ¢ =1, 2, ..., k. Mostra que
Aj

’ .

i=1 Ad

P(X; < Xi,Vi = 1, k) =

19
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Capitulo 3

Funciones Generadoras, Transformada
de Laplace-Stieljes

Veremos aqui las Funciones Generadoras de Probabilidad (FGP) y la Transformada de Laplace
Stieltjes (TLS) que nos facilitan el cdlculo de distribuciones y de momentos de las variables aleatorias.
La primera se usa para variables aleatorias con valores discretos no negativos, y la segunda para
valores reales no negativos.

3.1 Funciones Generadoras de Probabilidad de Variables Aleato-
rias

Definicién 3.1.1 Si{ag,a1,...} es una secuencia de nimeros reales, entonces A(z) 1= > 52 a;z*, se
llama la funcién generadora de esta secuencia.

A(z) tiene las propiedades siguientes:

1. Convergencia. Hay un nimero R > 0, llamado el radio de convergencia, tal que la suma
converge absolutamente si |z| < R, y diverge si |z| > R. La suma converge uniformemente
sobre conjuntos con la forma {z : |z| < R’} donde R’ < R.

2. Derivacién e Integracién. De la convergencia uniforme tenemos que para derivar (o integrar)
G, podemos cambiar entre la suma y la derivada (o la integracidn).

3. El Teorema de Abel. Sia; > 0 para todo 4, entonces lim,y; A(z) = 32, a;, ain si la suma
no converge.

4. Obtener a;. Si R > 0 entonces '
_ A9

a; =

7!
donde A® es la i-ésima derivada de A.

5. Convolucién. Sea {bg, b1, ...} otra secuencia de nimeros reales y definimos
n
Cn =Za1~bn_i, n=0,1,2,..
i=0

21
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La secuencia c se llama la convolucién de {a;} y {b;}. Si a; y b; son no-negativos, entonces
podemos cambiar el orden de sumatorias y obtener:

oo oo n oo oo oo . oo
Z cp2" = Z Z a;bn_i2" = Z Z aiby_i2" = Z a; 2" Z bp2F.
n=0 =0 k=0

n=01:=0 =0 n=1

Vemos que la FGP de la convolucién de {a;} y {b;} nos da el producto de las FGPs de las dos
secuencias.

Sea X una variable aleatoria discreta con valores en 0,1,2,..., y a; = P(X =1i),i = 0,1,2,....
Entonces Gx(z) := Y 2y a;z"* se llama la funcién generadora de probabilidad de X. Podemos
escribirla como

Gx(z)=F (zX) = iP(X =i)7".
i=0

Tenemos en convergencia para todo z t.q. |z| < 1, entonces R > 1.

3.1.1 Propiedades y ejemplos de FGPs

Sea W :=X +Y, donde X,Y € {0,1,2,3, ...} son independientes.
PW=n)=> P(X=0P(Y=n-i), n=012,..

Entonces Gy (z) = Gx(2)Gy(z). Podemos verlo también de

Gw(z)=F [zX+Y] =F [zXzY] =F [zX] E [zy] = Gx(2)Gy(z). (3.1)

Obtener las probabilidades
Usamos x° = 1 para todo = (aun 0° = 1), y 0 = 0 para todo z # 0.

P(X =0)=0"P(X =0)=)_0'P(X =1) = Gx(0),
=0
a® o
P(X=k) = )2!( ), kE>1

Célculo de momentos: G(1) =1, E[X] = G'(1), porque

]

z=1

Otros momentos:

B X(X -1)..(X —k+1)]=6®@1), k>1
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Calculo de la varianza:

Var[X] = G"(1) + G'(1) — (G'(1))%

Usamos la convencién que si el radio de convergencia de G es 1, entonces G*)(1) := lim,; G*)(z).

c

Ejemplo 3.1.1 Si X = ¢ casi seguro, entonces Gx(z) = a°.

Ejemplo 3.1.2 Si X es Bernoulli: X = 1 con probabilidad p y X = 0 con probabilidad 1 — p
entonces Gx(z) =1—p + pz.
Ahora, vemos que

P(X =0)=Gx(0)=1—np, P(X =1) = G%(0) = p,

y ademds,
E[X]=G'(1) =p, G(")(z) =0, Vn > 1,Vz,

entonces E[X(X —1)] =0 y E[X?] = E[X] = p.

Ejemplo 3.1.3 Si X es Binomial B(n,p): X; = 1 con probabilidad p y X; = 0 con probabilidad
1—p, X =301 ,X;, X; son i.i.d. Entonces Gx(z) = (1 —p+pz)" (usando ecuacion (3.1)).

Ejemplo 3.1.4 Si X tiene la distribucion de Poisson con pardmetro \:

P(X =) = 2 exp(-2),
entonces
Gx(z) = ZP(X i)z" = exp(— Z = exp(—A) exp(Az) = exp(—A(1 — z2)).
1=0 1=0

Ejemplo 3.1.5 Si X tiene la distribucién geométrica con pardmetro p: P(X = i) = (1 — p)"'p,
1=1,2,3,..., entonces

zzoo —p) T lpet = zil .
Gx(2) ;(1 p)’ 'p -

3.1.2 Suma aleatoria de VAs

Sea {X;} una secuencia de VA ii.d. y

g 0, siN=0
Tl ZNX, siN>1.

Entonces, Gg(z) = Gn(Gx(2)), |2] < 1:

@s() = E[:] =B (B[*|N]) = E(E[Xl+ +XN\N])

B ((BDY) = £ ((6x(2)" ) = Gn(Gx(2)
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3.1.3 Suma de Procesos de Poisson

Sean N;(t) procesos de Poisson independientes con pardmetros \;, i = 1,...,k, entonces N(t) =
>k | N;(t) es tambien un procesos de Poisson con pardmetro A = Y%, ;. Para mostrarlo, recor-
damos que la funcién generadora de probabilidad de una variable aleatoria de Poisson con pardmetro

Ait es dada por
Gy (2) = e N2,

Entonces,

Gyw(z) = E [zN(t)] =F [zzf—l Ni(t)] = ﬁ E [zNi(t)]
i=1

k
— H e—)\it(l—z) — e—)\t(l—z).

=1
3.2 Transformada de Laplace Stieltjes de Variables Aleatorias

Sea X una variable aleatoria no-negativa. La Transformada de Laplace Stieltjes (TLS) de X
(o de su distribucién Fx) esta definida como

X*(s) = E(efSX) = / e **dFx(x)
0
donde Fx(z) es la distribucién de probabilidad de X.
Si X es un variable continua con densidad de probabilidad fx, entonces
X*(s) = E(e_SX) = / e T fx(x)dx
0

y X*(s) se llama la transformada de Laplace de fx.

Estas transformadas son definidas para todo s > 0.

3.2.1 Propiedades de la TLS

1. Momentos de X: X*(0) =1, F[X] = —(X*)"(0), porque
dX*(s) _ dE[exp(—sX)] dexp(—sX)]
ds |s=0 - ds ds

Otros momentos:

:E[

= B[ - Xexp(—sX)L:O = —E[X].

s=0 s=0

EX*) = (- x)®(0), k>1L
2. El converso: Si [X*] < oo entonces
Ay 5[p'¢)

X' =Y

Jj=0

(—s) + o(sF).

3.81Z=X+4+Y,y X yY son independientes, entonces
Z%(s) = X*(s)Y(s),
porque

Z*(s)=E <—esz) =F <—es(X+Y)) =F (—eSX) E (—esy) = X"(s)Y™*(s).
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3.2.2 Ejemplos

Ejemplo 3.2.1 X tiene la distribucion uniforme sobre (a,b), a > 0, si su funcion de densidad de

distribucion es
x €= [a,b],

fX(“’C):{ )

Entonces,

Ejemplo 3.2.2 Si X tiene la distribucion exponencial con pardmetro A\: P(X > r) = exp(—Ar),
entonces

X*(s) = / €A M dx = \ / e~y — T i .
0 0

Cdlculo de momentos:

dX*(s) =\ IETTYAVE.
Py e entonces E[X] = —-X*(0)' = N

d2X*(s 2\ . 2
dsz( ) = EFE entonces E[X?] = X*(0)® = ovk

y Var(X) = 1/)2,

3.2.3 La distribucién de Erlang y de Gamma

Una distribucidn se llama de Gamma con pardmetros A y n para n positivo y real (no necesariamente
entero) si la densidad de probabilidad es

At
f(t)y=e? OB (3.2)

La definicién de I'(«) es
(o) = / e M o lag,
0

Sin es entero entonces la distribucién se llama también Erlang(n), y tenemos I'(n) = (n — 1)!. Para
verlo, integramos en partes:

dU = e “'dt, V = %t L4t

Entonces,
U=—-a"te™,  dV = (a—1)\%*2
y logramos
T(a) = /UdV = UV|;O - /VdU = (a - 1)T(a - 1).
Ademas,

(1) :/ et = 1.
0
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Sean X;,i = 1,...,n V.A.s exponenciales con parametro A, independientes. Sea Y, = > ;" ; X,.
Vamos a mostrar que Y, tiene la distribucién E,,. Tenemos

e = (5) - (3.3

y ElY,] =n/A.
Vemos si obtenemos lo mismo de (3.2):

o) [e%S) )\ntn—l
/0 f(t)e o ¢ ° (n—1)!

— 2\ /OO e—()\-{—s)tﬂdt
0 (n—1)!
A+s 0 (n—1)!

A n
- ()\ + s) )
La ultima integral es igual a 1 porque es la integral de una densidad de probabilidad (de la distribucién
E,, con pardmetro \ + s).

Manera directa de obtener la densidad:
Sea N(t) el nimero de llegadas durante [0,¢]. Tenemos N(¢) > n siy solamente si Y, < ¢. Como las
llegadas siguen un proceso de Poisson,

0 J

P(N(t) >n) = Z e M ();t')
j=n ‘

Entonces,
dP(Y, <t) |, Mt e (A)?
fr(t) = = e — e
v(t) dt ; (j -1 5!
— )\e—At ()‘t)nil

Congergencia a una constante

Consideramos una secuencia X; de VAs todos con la misma esperanza, y donde X; es Erlang(i), )
(como es la suma de i VAs exponenciales con parametro i)\, su esperanza es A y no depende de 7).
Vamos a mostrar que X; converge a una constante (en distribucién). Por eso vamos a mostrar que
su transformada de Laplace converge a exp(—s/\):

Efexp(=sXi)] = (z;:\rs) - (1 - Mj—s)i’

Entonces

. : s\ . s\
ilirgloE[exp(—st)] = zliglo (1 T 5) = lim (1 - a) = exp(—s/]).
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3.2.4 Suma aleatoria de VAs
Sea {X;} una secuencia de VA ii.d. y

P if N =0
NTI SN X, N>

Entonces, By (s) = Gn(X*(s)):
BTV(S) - E [efsBN] — E (E [67381\/‘]\7]) — E (E [6*3(X1+~~~+XN)‘N])

— B(B)Y)=F ((X*(s))N) = Gn(X*(s))

Ejemplo 3.2.3 Sea X; VAs con distribucion exponencial con pardmetro u, y sea N una VA con
distribucion geométrica con pardmetro p. Recordamos que

_ bz
e = 1= (1-p)2’
Entonces:
” A
B* (8) — pX (S) — )\—|1—)s _ Ap _ Ap
N 1—(1—p)X*(s) 1—(1—p)%+s At+s—(1—=pA s+

Vemos que By tiene una distribucion exponencial con pardmetro Ap!

Ejemplo 3.2.4 (Particionamiento de Procesos de Poisson y otros procesos)

Suponemos que tenemos un sistema de k colas. Los tiempos entre llegadas al sistema X;, 1 = 1,2, ...
X; son independientes y tienen transformada de Laplace-Stieltjes (TLS) X*(s). Cuando el cliente i
llega, va a la cola C; € {1,2,...,k}. C; son independientes y P(C; = j) =pj,j =1,..., k.

1. 4Cual es la TLS S}(s) del tiempo entre llegadas a la cola j?

2. Si el proceso de llegadas al sistema es Poisson con pardmetro N\, cual es el proceso de llegadas
a cada cola?

Solucién:
(1) El tiempo entre llegadas a la cola j esta dada por:

N(7)

S;=> X
=1

donde N(j) tiene una distribucién geométrica con pardmetro p;. Usando el ejemplo precedente,
vemos que
Si(s)= — X )

’ 1—(1—p;j)X*(s)

(2) Cuando el proceso de llegadas al sistema es Poisson con pardmetro A, X tiene la distribucién
exponencial con el mismo pardmetro. Podemos entonces usar de nuevo el ejemplo precedente para
ver que S; tiene una distribucién exponencial con pardmetro Ap;. Podemos entonces concluir que el
proceso de llegadas a la cola j es Poisson con pardmetro Ap;. Este es un método alternativo de lo
que vimos en la Subseccién 2.6.2.




28CAPITULO 3. FUNCIONES GENERADORAS, TRANSFORMADA DE LAPLACE-STIELJES

Calculo de la esperanza de By

BBy = — SBB) __dGNXTG) (dGN(Z) dX*(s)
N| = ds |s—o N ds =0 N dz 2= X*(s) ds 0
Cuando s =0, X*(s) =1,y
dGN(z)
= E[N].
& |, ~ FIN
Ademais,
dX*(s)
- = E[X].
dS s=0 [ ]
Entonces E[By| = E[N]|E[X].
Caélculo del segundo momento de By
BB = IBy(s)] den(X*(s)| d (dGN(z) dX*(s)
N ds? _ N ds? 0 ~ ds dz |,—x=s) ds 0
(dZGN(z) (dX*(s))z N (dGN(z) d2X*(s)>
dz2 2= X*(s) ds o0 dz 2=X*(s) ds? 0
Cuando s =0, X*(s) =1,y
d*Gn(2) 2
— = E[N*] — E[N].
Gr | —ENI-EN)
Ademais,
d>X*(s) 2
T o — E[X ].
Entonces,

E[BY] = (EIN?] - EIN])(E[X])’ + EIN]E[X?] = E[N*)(E[X])” + E[NJvar[X]  (3.4)

3.3 La cola G/M/1/0

Consideramos ahora llegadas a un servidor sin cola. Una llegada que encuentra el servidor ocupado
se pierde. Un ejemplo de tal modelo son los redes telefonicos. Alla, el servicio represente una
comunicacién. Cuando conversamos, otras llamadas no pueden llegar.

El tiempo de servicio tiene la distribucidén exponencial con pardmetro u. Sea t, el tiempo de la
n-ésima llegada, y T), el tiempo entre la n y la n + 1 llegada: T}, = t,,41 — t.

Suponemos que 7}, tienen una distribucién general y que {7,,} es estacionaria, independiente de
los tiempos de servicio. Permitimos que 7, no sean independientes entre ellas. Este sistema se llama
la cola G/M/1/0 (veremos mds tarde que significan cada simbolo).

i Cual es la probabilidad de bloqueo de una llegada?.

iCual es el rendimiento?

Inmediatamente después de ¢, el servidor estd ocupado sirviendo un cliente. Este cliente cor-
responde a la n-ésima llegada, si encontrd el servidor desocupado, o una llegada precedente, si el
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servidor estaba ocupado inmediatamente antes de t,. Sea R, el tiempo que le falta al servidor para
terminar el servicio de este cliente. R, tiene la distribucién exponencial con parametro u.

La n + 1 llegada encuentra el servidor ocupado si y solamente si R,, > T;,. Entonces,
P(bloqueo) = P(Ry > Ty) = E[P(Rn > Ta|T,)] = Elexp(—uT,)] = T* (i),

El rendimiento es A\(1 — T*(u)), donde A = 1/E[T,,].

Ejemplo 3.3.1 Suponemos que el proceso de llegadas a la cola G/M/1/0 es Poison con pardmetro
M. Entonces,

P(bloqueo) = T*(pu) = ——,

y el rendimiento es

AL =T"(n)) =

Por exemplo, si A = p entonces el rendimiento es \/2.

3.4 Numero de llegadas en un intervalo

Sea X (t) un proceso estocdstico de Poisson con pardmetro A. El ntimero de llegadas N(Q) en el
intervalo [0, Q] (donde Q es fijo) es una VA con distribucién de Poisson con pardmetro AQ. Entonces,

GN(Q) (2) = exp(=AQ(1 — 2)).
Ahora, cual serd la FGP de N(Q) si Q es una VA?
Cua®) = E[0] = E[E(:"[Q)] = Elexp(-AQ(1 - )]

= Elexp(-(\(1-2))Q)] = Q*(\(1 - 2)).

Caélculo de la esperanza de N(Q)

_der(Md-2))|  _ (4@ () d(A(1 —2))
FIN@I= dz =1 ( Ay ly=x(1-2) : dz ) =1
Cuando z=1,y=A1—-2)=0,y
dQ*(y)
&y o™ —E[Q].
Ademis,
d(A(1—2)) B
P - -\

Entonces, E[N(Q)] = AE[Q]-
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Célculo del segundo momento de N(Q)

2 N* — % .
EN@QY| - BINQ) = TEUC=A 4 (dey(y) A1) o >)>
==l Y — z=1
_ [P d(A(1 - 2))\? .
= ( dy? y=A(1—3) ( dz ) ) B E[Q7]A
Entonces,
E[N(Q)?] = \X2E[Q?] + AE[Q]. (3.5)

Ejemplo 3.4.1 Sea Q exponencial con pardmetro p. ;Cual es la distribucion de N(Q)?

Solucién:
Recordamos que

* M

@)=t
Entonces,
* o 1 zZp
V@A) = @A =) = T ST

donde

b P

A p

Vemos que G N(Q)(z) es la FGP de X — 1 donde X tiene la distribucién geometrica con pardmetro
p. Entonces, P(N(Q) =n) = (1 —p)"p.

3.5 Funciones Generadoras de Probabilidad de Vectores Aleatorios

3.5.1 Definicién

Sea X = (X1, ..., Xk) un vector aleatorio. Definimos z = (21, ..., 2K ),

Gx(2) = B (27 ) = 3 P
11=012=0

” Mg
||
—~
~.
S
‘.S
=
R
=
EN
3
K
N
B .
M)
N
=

Tenemos la convergencia para todo z t.q. |z| < 1.

3.5.2 Propiedades

Sea W =Z+Y, donde Z y Y, son independientes. Entonces

Gw(z) = E [zX1+Y1zX2+Y2...z§K+YK] =F [zfﬁzé)Q 2K X 222 }QK]

= E[z{xlzX2 ;((K]E[zfl 3. YK] Gx(z)Gvy(z)
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Obtener las probabilidades Gx(1,...,1,2,1,...,1) = Gx,(z), donde z estd en la posicién i. En-

tonces

P[X; = 0] = Gx(1,..,1,0,1,..., 1),
donde 0 esta en la posicién . Similarmente,
P[X; =0,X; = 0] = Gx(1,...,1,0,1,...,1,0,1, ..., 1),
donde hay 0 en las posiciones ¢ y j. Las otras probabilidades estan logradas con

1 Gx(1,..,1,2,1,...,1,y,1,....1)

PX;=kX;,=/()=—
( i=0= 1~ 925yt o
donde z y y estan en las posiciones k y /.
Célculo de momentos: Gx(1,...,1) =1,y
0Gx(1,...,1,2,1,...,1
ppx) = 28l b b D)
< z=1
*Gx(1,...,1,2,1,...,1
BlXi(X; —1)..(Xi —k+1)] = x( - )
z z=1
donde z estd en la posicidn i.
Correlaciéon: Por j # ¢ tenemos:
’Gx(1,..1,2,1,..,1,y,1, .., 1
E[XZX]]: X(a s Ly Ry Ly ey LY, Ly eeny )
020y emly=1

3.5.3 Numero de llegadas en un intervalo

Sea X;(t) un proceso estocastico de Poisson con pardmetro \;, i = 1,..., K. Suponemos que X;(t)
son independientes, i = 1, ..., K. El nimero de llegadas N;(Q) en el intervalo [0, Q] (donde Q es fijo)
es una VA con distribucién de Poisson con pardmetro \;Q.

Ahora, cudl serd la FGP de N(Q) si Q es una VA?
GN(Q) (z) = E(Z{W(Q)zé%(Q) . Z%K(Q))
= E[E( Q@ M@ z%K(Q)‘ Q)]

— E (E [e_)‘lQ(l_zl)|Q]E[e_MQ(l_”)‘Q]...E [e—/\KQ(l—zK)|Q])
— E[e*MQ(lle)ef)\zQ(lfzz)mef)\KQ(l—zK)}

= Blew (= (M0 -)Q)] - @ (L1 -20).
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Correlaciones: Por j # ¢ tenemos

PG, (1,...,1,21,..,1,9,1,...,1)
EINQN;(@)] = —Me—
z=1l,y=1
_ P N1 —2)+ 201 —y)
020y emly=1
= NN EQ7].

Entonces
Cov[Ni(Q)N;(Q)] = E[Ni(Q)N;(Q)] — E[N:(Q)|E[N;(Q)] = XiA;Var[Q).

Ejemplo 3.5.1 Sea Q exponencial con pardmetro .
¢ Cual es la FGP multi-dimencional de N(Q) (el nimero de llegadas durante este intervalo)?
¢ Cual es la la correlacion E[N;(Q)N;(Q)], j #1i?

Solucién:
Recordamos que
ooy M
Q') = A=
Entonces,
X p
G =Q" ANi(l—2)) = .

Ademds, tenemos E[N;(Q)N;(Q)] = MM\ E[Q?].

3.6 Transformada de Laplace Stieltjes de Vectores Aleatorios

3.6.1 Definicién

Sea X = {X1, Xy, ..., Xk} un vector aleatorio no-negativo. La Transformada de Laplace Stieltjes
de X (o de su distribucién Fx) estd definida como

X*(s) = E(ef(51X1+32X2'”5KXK)) :/0 e S*dFx(x)

donde Fx(x) es la distribucién de probabilidad de X.

3.6.2 Propiedades de la TLS
1. SSZ=X+Y y Xy Y son independientes, entonces

7*(s) = X*(s)Y*(s).

2. X*(0) =1y X*(0,...,0,s;,0,...,0) = X*(s;)-

2
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. Momentos y correlacion:

dX*(0, ...,0, 5;,0,...,0)
— = F[Xi],
dSrL‘ $;=0 [ ]
1 d™X*(0,...,0,s;,0,...,0)
_1 m_— 7 7 Y 7 — EI X'I’n , > 07
(1" e =B m
y para j # i,
d?x*(0, ..., 0, 54,0, ...,0, 5;,0,...,0) _ BIX.X)
de. - (NI
dSzdSJ si=8;=0
Exercicios

. Obtener el primero y el segundo momento de las distribuciones siguientes, de sus FGP:

(i) Binomial B(n,p), (ii) Poisson(\), (iii) Geométrica (p),

. Obtener el primero y el segundo momento de las distribuciones siguientes, de sus TLS:

(i) Uniforme(a, b), (ii) Erlang(2).

. Consideramos la cola G/M/1/0. Sea A = 1/E[T,]. Mostrar que la distribucién de T, que

minimisa el probabilidad de bloqueo, por esta A, es la constanta: T,, = 1/\. ;jCual es la
distribucién de T;, que maximisa el rendimiento por esta A?

. Sea @, una VA con distribucién Erlang(k, u). Sea N(t) un proceso de Poisson con intensidad

A. {Cual es la distribucién del nimero de llegadas durante Q7 (Ver la Seccién 3.4.)
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Capitulo 4

Modelos de colas y cadenas de Markov

4.1 Clasificacién y caracterizacién de colas

Hay dos tipos de colas, o de redes de colas:

e Sistemas de perdidas: con colas finitas. Las llegadas son perdidas si la cola esta llena.

e Sistemas de espera: con colas infinitas (que sirve tambien de modelo para colas finitas pero
grandes).

Caracterizacién de colas

1. segin el processo de llegadas,

2. segun la distribucién del tiempo de servicio

3. segun el numero de servidores (que pueden trabajar al mismo tiempo). Usamos S (servidor) o
C (canales) para este numero. Trabajaremos con S = oo también.

4. segun el tamano de la cola N > 0,

5. segun el régimen:

FIFO (First In First Out) o FCFS (First Come First Served), aqui el orden del servicio
sigue el orden de llegadas.

LIFO (Last In First Out), aqui el servicio de una tarea se para por cuando hay una llegada
de una nueve tarea.

PS (Processor Sharing), el servidor divide su capacidad y sirve todos las tareas que es-
peran simultanamente. FEl servicio de una tarea empeza inmediatamente cuando llega.
Naturalmente, el servicio de una tarea dura méds cuando hay mas tareas en la cola.

RS (Random Selection), el orden de servicio es aleatorio.

Prioridades

Para definir la distribucién de los tiempos entre llegadas y la distribucién del tiempo de servicio,
usamos las notaciones:
M - para una distribucién exponencial,

35
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D - para tiempos deterministas (constantes),

G - para una distribucién general (donde conocemos al menos la esperanza y el segundo momento),
GI - para una distribucién general pero independiente (el tiempo de servicio de todos los clientes
(paquetes) o el tiempo entre sus llegadas son independientes). A veces se escribe G también.

Ej, - para una distribucién de Erlang (o de Gamma) de orden k,

Py, - para una ”phase type distribution”.

Escribimos: A/B/C/N /R, donde A represente el tipo de llegadas, B representa la distribucién
del tiempo de servicio, C' - el nimero de canales, N el tamano de la cola, y R el régimen.

Por ejemplo: M/M/1/00/FCFS se usa para un proceso de Poisson de llegadas (los tiempos entre
llegadas tienen una distribucién exponencial), tiempos de servicio con distribucién exponencial, un
solo servidor, tamano infinito de cola, y el régimen de FCFS.

4.2 El paradoja del tiempo de espera

Suponemos que los buses llegan a una parada en los tiempos {7;}$2,, donde 79 = 0. Sea a; = 7, —74_1.
Concentremonos en los n primeros que han llegado. Tenemos T := 7, = Y1 { a;.

Suponemos que un pasajero llega en un tiempo aleatorio ¢ (con distribucién uniforme en [0,77).
;Cual es su tiempo promedio de espera E[W (t)]?

wW(b)

Figure 4.1: Paradoja del tiempo de espera

La probabilidad de que un pasajero llege durante [r;,7;4+1), 2 =0,....,n — 1 es

Qs

T

Sea J el indice del intervalo donde llega el pasajero. Entonce si llega en t € [7;, 7i+1) entonces J = i.
La esperanza de W (t) condicionado que el viajero llegue durante [7;,7;4+1), 2 =0,....,n — 1 es

Pi =

s

EW()|t € [ri,mis1)] = BIW@)|T =] = -

Entonces,
W] = BRI = 3 % x % l"f af
B T T2 T T &y
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Podemos escribirlo como ) .
Lyrla? _ BAY
2% 2?511 ay 2E[A]

E[W] =

donde A es el tiempo aleatorio entre llegadas del bus.

Conclusiones:
e Si A =a es una constante, entonces E[A%] = a® y E[W] = E[A]/2 = a/2.

e Si A tiene un distribucién exponencial con pardmetro y, entonces E[A] = p~t, E[A?] = 272
y W) = ! = B[A]

e En general, como E[A?] > E[A]?, tenemos siempre que E[W] > E[A]/2, con igualdad solamente
cuando A es una constante.

e Aun si a; tienen todos la misma distribucién, ay no una distribucién diferente, y

Elaj) = E[A?]/E[A] > E[A] = Elai].

El paradoja: Vimos que cuando A tiene una distribucién exponencial con pardmetro u, tenemos
que esperar en promedio 1/p hasta el préximo bus. Ademds, por la misma razén, ya pasado un
tiempo promedio de 1/ desde el dltimo bus que pasé. Entonces el tiempo promedio entre dos buses
es 2/u. Pero sabemos que el tiempo entre llegadas tiene una distribucién exponencial con pardmetro
1/, entonces su esperanza deberia ser 1/u!

4.3 Tiempos residuales

Suponemos que a; tienen una distribucién general con densidad f(¢).

e Tenemos una probabilidad proporcional a ¢ de llegar durante un intervalo de duracién .

e La probabilidad de tener un intervalo de duracién entre ¢ y t+ A (para A pequefia) es aproxi-
madamente f(t)A.

Sea A(t) el evento que la longitud de un intervalo es entre ¢t y ¢ + A.

Entonces, la probabilidad que un intervalo donde hay una llegada sea de duracién entre t y t+ A
ara A pequena) es
p peq

g(t)A = P(hayunallegadaduranteelintervalo N A(t))
= P(hayunallegadaduranteelintervalo|A(t))P(A(t)) = (at)(f(t)A)

Entonces, la densidad de probabilidad de la duracién de un intervalo donde hay una llegada
aleatoria es

g(t) = at f(1).

Para conocer « integramos:

1= /0°° g(t)dt = /0°° atf(t)dt = a/ooo tf(t)dt = BIAL.
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Entonces a = 1/E[A], y

Logramos Bl
BE[W] = /0 tg(t)dt = E[[ A]].

La distribucién de probabilidad de la duracién v de un intervalo donde hay una llegada aleatoria

P(y<uz)= (L= Fly)ldy _él(f])]dy,

es

donde F(y) es la distribucién de A.

Llamamos el tiempo desde la dltima llegada de un bus hasta una llegada aleatoria de un pasajero
el tiempo residual pasado y lo escribimos WP,

Llamamos el tiempo desde una llegada aleatoria de un pasajero hasta la préxima llegada de un
bus el tiempo residual futuro, y lo escribimos W/,

Tenemos

2
E[W?P*] = ElW/*] = —i&‘? A}.

4.4 Cadenas de Markov y colas

Una cadena de Markov es un proceso estocédstico en tiempo discreto {X,,n = 0,1,2,...} que puede
tener un nimero finito o infinito (enumerable) de valores (estados), y tal que para todos los estados
10581y -ees bn—1,12, ], teNEMOS
) . . ) . . . n+l
P(Xpy1 = j1Xo = i0, X1 = i1, 00, Xnmt = in1, X = 0) = P(Xpp1 = j| X, = 1) = P;"".
SiP,; =P, J’-"H no depende de n entonces la cadena tiene probabilidades de transiciones estacionar-
ias. Escribimos estas probabilidades como una matrix:

Py  Por
P=| Po Pu

La linea ¢ describe la probabilidad de pasar de un estado ¢ a todos los estados 7 en un paso. Tenemos
para todo 4, 3522 P; j = 1,y P;; > 0 para todos i y j. Si sabemos que P(Xo = i) = p;, entonces
P(Xo=14,X1 =i1,.,Xpn =in) =piPisy - Pip_y i
Ejemplo 4.4.1 Supongamos que el profesor hace un examen cada semana, y escoje el dia del examen
en una manera aleatoria con distribucion uniforme sobre los 5 dias de la semana. Supongamos que
X; vale 1 si hay un examen en el dia ¢ y 0 sinon. ;X; es una cadena de Markov?
Non! por ejemplo, si sabemos que en el seqgundo dia de la semana no habia examen, pero no sabemos
si habia o non examen en el primer dia, entonces P(X3 = 1|X2 = 0) = 1/4. Pero no es el mismo
que si sabemos también lo que pase en el primero dia:

P(X3=1|X=0,X; =0)=1/3, (X3=1X2=0,X;=1)=0.
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4.4.1 Ejemplo: colas infinitas en tiempo discreto

Consideramos una cola infinita con un servidor. Suponemos que el tiempo de servicio de un paquete
es una unidad. Si hay paquetes esperando en el comienzo de una unidad entonces sera servido. Sinon,
esperamos hasta la proxima unidad.

En la n-ésima unidad de tiempo llegan un nimero aleatorio de llegadas &, con una distribucién
de probabilidad:
a, := P(¢ = k).

Por ejemplo, si la distribucién de &, es Poisson entonces

AR
ar — € AH.

Si es geométrica entonces
ar, = (1-p)*'p.

Sea X, el nimero de paquetes en el sistema al final del tiempo n. Entonces:

X 1= Xn_1+£n—|—1a anla
nt Entis X, =0.

X, es una cadena de Markov con una matriz de probabilidad:
ap a1 a2 ag

apy a1 a2 as

P={P;}=| 0 a a1 a
0 0 ag aq

Esta cola sera estable si p := Y 7= kar < 1, e inestable si p > 1.

4.4.2 Ejemplo: la cola M/G/1

Las llegadas siguen un proceso de Poisson con parametro A. El servicio es general con una distribucién
B.

Consideramos la cola en tiempos de salidas: X, es el nimero de paquetes inmediatamente despues
el n-ésimo fin de servicio, y sea P;; = P(X, 1 = j| X, = 1).

Sea &, el nimero de llegadas durante un servicio y notamos ay = P(§, = k). Entonces

00 0o v k
ap = E[P(6n = k|V = v)] = /0 P(én = K[V = v)dB(v) = /0 e A ),

De nuevo, esta cola serd estable si p := Y 72 kax < 1, e inestable si p > 1. Aqui, p = AE[V] = \/u
(la esperanza del nimero de llegadas durante un tiempo V).

Ejemplo 4.4.2 En una cola M/M/1, B(v) = P(V <wv)=1—e " entonces

a; = / e_)‘”@ue_“”dv
0 i
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= X\ /oo e_(A+“)”@ldv
0

7!

_ k(A i/oo i+~ (0)'
- )\+u()\+u> 0 (Atp)™e 7! dv

_ L(L)Zf)i
Adp \ A+ p 1+ p)yitt’

La dltima integral es igual a 1 porque es la integral de una densidad de probabilidad (de la distribucion
de E;11 con pardmetro A+ p). Tenemos

a; :ai_ll_l_p.

Ejemplo 4.4.3 Consideramos una cola M/D/1 Tenemos

ag=a °,

Tenemos la misma dindmica que en el modelo precendente:

X | = Xn_1+£n—|—la XnZL
mt £n+la Xn =0.

En el primer caso, después que un paquete sale, empieza inmediatamente el servicio de otro paquete
en el sistema . £,41 es el nimero de llegadas durante este servicio. En el otro caso, no quedan
patuetes en el sistema; el préximo paquete a ser servido es también el préximo que sale del sistema,
y cuando sale hay &,4+1 paquetes en el sistema que corresponden a los llegados durante su servicio.

4.4.3 Propiedades de cadenas de Markov: repaso

Sea X una cadena de Markov con un espacio de estados S discreto, con probabilidades de transiciones
estacionaras P. Sea Pj; = P(Xyn = j|Xm = i). El teorema de Chapman y Kolmogorov dice que

Py =Y PiRLT, 0<r<n

kEeS
donde
1, 1=3
0 ._ ) Js
= { 0, i#].
Podemos escribirlo en forma matricial
P =PpPrpnT,

Definicién 4.4.1 Los estados i,j se dicen comunicantes si hay enteros m > 1 yn > 1 tal que
P >0y P; >0.
Una cadena se llama irreductible si todos los pares de estados son comunicantes.
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e Sea f;7 la probabilidad de llegar de ¢ a j después n pasos por la primera vez.

%= P(Xy =, Xp # ok = 1,n — 1|Xg = ).

Tenemos f;; = f% =0,y lej = F;;.

1

o Sea fi; :=Y o2 f1 la probabilidad de regresar a ¢ si salimos de i.

e Sea m; la esperanza del tiempo para regresar a i:

oo

. n
mg; ‘= E nJf;;-

n=1

Definicion 4.4.2 Un estado i se llama recurrente si f; = 1, y se llama transitorio si f;; < 1.
Teorema 4.4.1 El estado i es recurrente si y solamente si y oo P} = oc.

Definicion 4.4.3 Una cadena de Markov es ciclica si el estado puede presentarse como la union de
k > 2 conjuntos disuntos de estados X1, X2, ... XX, tal que en tiempo nk +1i, n € N, la cadena de
Markov tiene valores en X', 1 =1, ..., k.

Teorema 4.4.2 Sea X una cadena de Markov irreductible y sin ciclos con un espacio discreto S.
Entonces todos los estados son recurrentes (y la cadena se llama recurrente), o todos son transitorios
(y la cadena se llama transitoria).

Teorema 4.4.3 Sea X una cadena de Markov irreductible, sin ciclos y recurrente con un espacio
discreto S. Entonces para todo j € S,

. . 1
lim P = lim — ZPZk = — =7
n—oo —oo 7 J ms
k=1 v
Sim(i) > 0 entonces 7 se llama recurrente positivo. Si 7 (i) = 0 entonces i se llama nulo recurrente.

Vemos que ¢ es recurrente positivo si m; < 0o, y nulo recurrente si m; = oo.

Teorema 4.4.4 Sea X una cadena de Markov irreductible, sin ciclos y recurrente con un espacio
discreto S. Si hay 1 tal que m; > 0 entonces m; > 0 para todo j.

Definicion 4.4.4 Sea X una cadena de Markov irreductible, sin ciclos y recurrente con un espacio
discreto S. X se llama recurrente positiva si m; < 0o, y nulo recurrente en caso contrario.

Teorema 4.4.5 Sea X una cadena de Markov irreductible, sin ciclos y recurrente con un espacio
discreto S. Entonces existe un vector w tal que m; > 0,Vj € S, con

lim P* =7,
et 33 = T

que satisface

P =, Z m; = 1.
JES

7« se llama la probabilidad estacionaria de la cadena. La llamamos estacionaria porque si la
cadena tiene la distribucién de probabilidad & en tiempo 0, mantendra esta distribucién en todos los
tiempos.
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4.5 La Cola M/G/1

4.5.1 Célculo de la probabilidad estacionaria de la cola M/G/1

Recordamos que X, en una cadena de Markov que significa el nimero de paquetes inmediatamente
después el n-ésimo fin de servicio, y que las probabilidades de transicién son

apg a1 ag ag
ap a1 a2 as

P={P;}=| 0 a a a
0 0 ay a1

con

00 k
a :/ e_’\”()\v) dB(v).
0 k!

Solucion directa: Las probabilidades estacionarias son la solucién de 7P = m,% ;p; = 1. La
linea j de 7P = 7 se escribe como:

j+1
T = Toa; + Z Tij—141- (4.1)
i=1

Tenemos un sistema infinito de ecuaciones que tiene una solucién. Definimos

G(z) =) mj2,
j=1

A(z) = Z ;2
7j=1

(recordamos que A(z) = V*(A(1 — z))). Multiplicamos la linea j de (4.1) por 2/
. . j+1 .
7TjZ] = Woajzj + Z 7riaj_1+1.z],
=1

y sumamos sobre todos los j’s:

[e] oo oo j+1
domid = ma + D> maj_1417,
J=0 7=0 j=0i=1
para obtener
G(z) = moA(2) + - Z Z 7Tz'aj—1+12]+1 - = Z Z aj+1z7+1.
*j=0i=1 ?j=0i=1
Entonces,
1 1
G(z) = mA(z) + - (G(z)A(z) - 71’()&0) — —mp (A(z) - ao), (4.2)
z z
y obtenemos:
-1
6oy — A= Do
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Ahora falta my. Podemos obtenerlo de (4.2) con la condicién A(1) =1y G(1) = 1:

. z—1 1
t=GW=mln 7y =™ —aay

Entonces mp =1 — A’(1) =1 — AE[V] =1 — p. Obtenemos

VA1 =2))(z—1)
z2—=V*(A1-2)))

Gz)=(1-p)

Solucién con FGP: Vimos que

X — Xn_1+£n—|—1a anla
i fn—i—la X, =0.

En el estado estacionario, X,, y X, 41 tienen la misma distribucién de probabilidad. Entonces:

G(Z) _ E[ZX] _ E[ZX—I{X>O}+§] — E[ZX—I{X>0}]E[z§] _ E[ZX_I{X>O}].A(Z).

Tenemos:
o0 o0 o0
E[zXfl{X>0}] _ ZMZFI{DO} _ Zwizifl-}—l{izo} _ Zmzifl 70
i=0 i=0 i=1
S 1
= Zmzz_l + (1l =271 = ZG(z) + mo(1 — 271
i=0 o
Entonces,
A(z)(z —1)

G() =m0 25

En la proxima subseccién mostraremos que 7(0) =1 — p.

Hasta aqui estudiamos la distribucién o la FPG del proceso del nimero de paquetes en la cola
en tiempos de salida. Vamos usar ahora dos teoremas importantes para lograr la distribucién en
cualquiera tiempo.

e Primero, usamos el Teorema de Burke [9] que dise que en el estado estacionara de cualquiera
cola, la districion del estado de la cola just despues una salida es la misma districién que just
antes de una llegada. Este teorema no necesita la distribucién de Poisson de las llegadas.

¢ Como las llegadas siguen un proceso de Poisson, podemos usar la propiedad de PASTA (Poisson
Arrivals See Time Average en ingles): la distribucién del estado de un sistema de colas con un
proceso de llegadas de Poison en cualquiero tiempo es el mismo que la distribucién en tiempos
de llegadas de paquetes

Entonces, la FPG que calculamos y la esperanza del nimero de paquetes que vamos a calcular son
también los que vemos just antes llegadas y tambien en caulquier tiempo.
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Prueba de la propiedad de PASTA:
Sean

e X(t)= el estado del sistema et tiempo ¢,
e P(t) = P(X(t) = k), la probabilidad de X (¢) = k en cualquiera tiempo ¢ fijo,
e Ry (t)= la probabilidad que X (t—) = k cuando sabemos que hay una llegada en tiempo t¢.

Vamos a mostrar que Ry (t) = Ry(t).
Sea A(t,t + At) el evento que hay una llegada durante el intervalo (¢,¢ + At). Entonces

Ri(t) = lim PIX(t) = KA(t,t + Ab)] = P[X(t) = kN A(t,t + At)]

P[A(t,t + At)]

4.5.2 Célculo de 7(0) y la esperanza del nimero de paquetes

Buscamos E[X]. Podemos obtenerlo como
E[X] =G'(1).

Otra solucién mas ficil: Ya vimos que la probabilidad de que el servidor esté vacio es mp =1—p

Yy que
Xn+1 = Xn -1+ 5.r +£n+1-

donde 6,, = 1{X,, = 0} y tenemos E|[é,] = mo. Entonces,

X§+1 = X246, +(1—=Eu1)? +2(Xnbn 4 (Engp1 — D)6 + X (€ny1 — 1))
= XYQL + 6n + €n+1(€n+1 - 1) + (1 - £n+1) + 2((5n+1 - 1)6n + Xn(€n+1 - 1))
Con E[X?] = E[X2, ] (estado estacionario) obtenemos
0 = Elbn] + Elént1(nt1 — D] + B[l = £na](2E[6n] + E[X,]).
Entonces Ble(e —1)]
R (e
Ahora,
Ble€ - 1)] = A% (z)|
donde A(z) = V*(A(1 — 2)), entonces E[£(& — 1)] = A2E[V?]. Tenemos la formula de Pollaczek-

Khinchin:
\E [VQ]
2(1-p)

EX|=p+
Sea L, el numero de paquetes en la cola, y Y el nimero en el servidor (1 o 0). Tenemos:
X=L,+Y,y E[Y] =1—-m = p. Entonces

NE[V?  p*+ Nvar[V]
200—p)  20-p)

E[Lq] =

Vemos que
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e la esperanza del nimero de paquetes en la cola crece con p, y converge a infinito cuando p — 1.
Vemos de nuevo que la cola no puede ser estable cuando p > 1.

o la esperanza del niimero de paquetes en la cola crece de una manera lineal con la varianza del
tiempo de servicio.

Ejemplo 4.5.1 En la cola M/M/1, E[V? = 2/u%. Entonces

B )\ZE[VQ] B )\2 _ p2 _ p
Blld=5a—p =wa-p-1-, ¥ PX=1=,

Ejemplo 4.5.2 En la cola M/D/1, E[V? = 1/u®. Entonces

2(1-p)

es la mitad que la cola M/M/1!

4.5.3 Tiempo de espera

Sean

o W4= El tiempo de espera en la cola,
e W= El tiempo del sistema: W = W, + V.

Observacion: sea X, el nimero de paquetes cuando el paquete n sale, y su FGP en el estado
estacionario G(z). Entonces X,, son todas las llegadas durante el tiempo de sistema W,,. Sea W* la
TLS de W, en el estado estacionario. Sabemos que el FGP del ntmero de llegadas durante W, es
W*(A(1 — z)). Entonces,

V(A1 —-2))(z—1)
z=V*(A1-2)))

WL - 2)) = W (ML= )V (A1 = 2)) = G(z) = (1 = )

Entonces,

Wi = 2) = (1= D) =

Con s = A\(1 — 2) tenemos z =1 — s/\, entonces:

*(g) — (1—-p)s . (1—-p)s
Walo) = Sy — (1 s/~ (s~ (A —s)

Ejemplo 4.5.3 En la cola M/M/1, V*(s) = n/(1n+ s). Entonces

= s S = = = .
1 2 — (A=) T uts A= 2(u+s) p—Ads

Entonces, W, tiene la distribucion de probabilidad exponencial con pardmetro p — X!
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La esperanza del tiempo de sistema (cola M/G/1):

2 2
BIW,] = ~W;(0) = o0 EIW] = WW,J+ BIV] = 300 L+ B[V
Recordamos que
2 2 2 2
ElL,] = % E[X] = W[L,] + E[Y] = % s

Entonces:
E[X] = \E[W], E[L,] = AE[W,].

4.6 Colas G/G/1

El cargo de trabajo V(t): Definimos el cargo de trabajo como el tiempo que necesita para que
todos los paquetes que estan en la cola salen. Es la suma del tiempo residual en tiempo ¢ y el tiempo
de servicio de todos los paquetes en la cola.

Sea V), el cargo de trabajo just antes la n-ésima llegada. Entonces para colas con régimen FIFO,
tenemos la relacién:
Wi = Vn.
Sea V,, el tiempo de servicio de la n-ésima llegada, y S, el tiempo entre la n-ésima llegada y de
la siguiente. Entonces tenemos la recurcién que se llama la ecuacién de Lindley:
Vo1 = max(V, + V,, — Sy, 0). (4.3)

Sea &, = V,, — Sy,. La solucién de este recurcion es

Vat1 = max (€ns (€n + Enmt)soos (€n F Enmt + oo+ €0), (Gn + Eat + o+ G +0),0). (44
Podemos mostrarlo por induccién. Cuando n = 0 (4.3) y (4.4) son los mismos. Suponemos que (4.4)
es verda para n — 1. Entonces usando (4.3) con la expresién (4.4) para V,, logramos (4.4) para Vi, 41
también.

4.7 Ejercicios

1. Hacen un graf del nimero de paquetes L(t) en un sistema como funcién del tiempo ¢ para un
sistema con un solo servidor, cuando los tiempos de llegada y servicio son:

Cliente No. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tiempo de llegada | 1.0 14 26 3.5 4.1 4.2 45 53 55 6.0
tiempo de servicio | 0.8 2.0 1.0 0.7 06 09 0.2 13 05 1.1

El regime de servicio es FIFO.
Por cada paquete ¢ = 1,2, ...,10, calcular el tiempo de espera en la cola W,(i) y el tiempo de
sistema W (i). Calcular también los valores promedios y las varianzas.
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2. En una cola M/G/1, un paquete que encuentra el servidor ocupado, reune la cola con proba-
bilidad 1-p, y sale sin servicio con probabilidad p.
;Cual es la distribucion estacionar de la probabilidad del numero de paquetes en tiempos de
salidas?

3. Hay en un banco dos servidores: a y b. Clientes llegan al banco segun en proceso de Poisson
con velocidad A, Un paquete que llega va primero al servidor a donde recibe un servicio V; con
distribucién exponencial con pardmetro 1, y despues va al secondo servidor donde recibe un
servicio V5 con distribucién exponencial con pardmetro po. Un consultador propone que cada
servidor reciba la midad de las llegadas (un processo de Poison con velocidad A/2) y de un
servicio continue distriubido como V' = V; + V5 a cada paquete.

;Cual es el tiempo promedio de espera en cada método?
{Cual método es mejor?

4. Puequetes llegan segun un proceso de Poisson con pardmetro A a una cola para ser transmidos.
El tiempo de transmicidon de un paquete es una VA V general. La transmicién puede fallar con
probabilidad p, y entonces tenemos que retransmitir el paquete. ;Cual es el tiempo de sistema?
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Capitulo 5

Invarientes en colas, colas con
prioridades y vacaciones

Hay algunas relaciones sensillas en la teoria de cola que pueden usarse con distribuciones cualquieras
de servicio y de tiempo de llegada. La ley de Little es una de estes relaciones. Una relacién o una
exprecién que no depende de las distribuciénes de VAs pero solamente de sus esperanzas (o de otro
parametro) se llama invariante.

5.1 Ley de Little

La ley de little hace una relacién elegante entre una cuantidad del sistema: el nimero promedio de
paquetes en el sistema, y una cuandidad del individo: su tiempo promedio de sistema (el tiempo de
espera mas el tiempo de servicio). Estas dos cuantitades son proporcionales segun la ley de Little.
Una relacién similar exsiste entre el nimero promedio de paquetes en la cola y el tiempo promedio
de espera de un paquete.

Empesamos con algunas notaciones.

Consideramos un sistema de espera entre 0 y 7. Definimos

e Nj:= el numero de paquetes presentes en el tiempo 0,
e N(T):= el nimero de llegadas durante (0, 7.

Ap:= la suma del tiempo de sistema que necesitan todos los paquetes presentes en el tiempo 0,

e A*(T):= la suma del tiempo de sistema que necesitan todos los paquetes presentes en el tiempo
T

Y

A(T):= la suma del tiempo de sistema que necesitan todos los paquetes presentes en el sistema
durante [0, 7.

e \(T):= el rendimiento promedio de llegadas al sistema:
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e W (T):= el tiempo promedio de sistema de los paquetes que han llegado durante (0,7]:
A(T) — Ag

I(T) = A(T) ;A*(T)
Tenemos por definicién de W (T):
I(T) = A(T) ;A*(T) _ W(T;N(T) % 3 % _ XTY(T) + % 3 g

A A

Figure 5.1: Ley de Little

Si existen
A= lim A7), W= Tlim W (T),

T—o0

y silimp_o(Ag — A*)/T = 0, entonces

Esto se llama la ley de Little.

En sistemas ergddicos y estacionarios donde las esperanzas de L y W son iguales a los promedios
temporales, tenemos:

E[L] = AW,

y A = E[N(t)]/t para todo t > 0.

Podemos hacer lo mismo para el tiempo de espera promedio W, (en lugar del tiempo de estancia)
y el nimero de paquetes en la cola L, (en lugar de L) para obtener:

E[Lg] = A[Wq].

Para una prueba més detallada, pueden ver [15].
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5.2 La ocupacién del servidor, cola G/G/.

Consideramos una cola con un servidor. El rendimiento de llegadas al servidor es A, y el tiempo
promedio de servicio es E[V]. Sea p = AE[V]. (Si es una cola G/G/o0, y si la tasa de llegadas es
menor que la tasa de salidas, entonces A es también la tasa de llegadas a la cola).

Cual es la probabilidad p que en un tiempo arbitrario un servidor esté ocupado?

Aplicamos la Ley de Little al sistema que contiene solamente un servidor. Tenemos
E[L]=1-p+0-(1—-p)=p.
Ademis, tenemos W = V. Entonces:

p=E[L] = \E[V] = p.

5.3 Otra manera de andlisis de la cola M/G/1

Aqui, vamos a utilizar la ley de Little para obtener, de otra manera [8], la esperanza del tiempo de
espera y del nimero de paquetes en la cola.

El tiempo de espera del paquete ¢ es:

1—1
W.=Ri+ > V
j=i—N}

donde

e R; es el tiempo residual de servicio cuando llega el paquete 1,
. Né es el nimero de paquetes en la cola cuando llega el paquete ¢,

. W; es el tiempo de espera del paquete 7.

Entonces:
E[W,] = E[R] + E[V]E[N,]. (5.1)

Sabemos que E[L,] = AE[W,]. Ahora, como las llegadas siguen un proceso de Poisson, podemos
usar la propiedad de PASTA (Poisson Arrivals See Time Average en ingles): la distribucién del
estado de un sistema de colas con un proceso de llegadas de Poison en cualquiero tiempo es el mismo
que la distribucién en tiempos de llegadas de paquetes y E[N;] = E[L,]. Entonces [N,] = AE[W,].
y tenemos con p = AE[V]:

E[W,] = E[R] + pE[W,].

Finalmente,
E[R]
p
Sea M (t) el nimero de servicios terminados durante [0,¢]. Cuando un nuevo paquete j comienza su
servicio, r(t) salta de 0 a Vj, y después r(¢) baja linealmente. Entonces P-a.s.

t

1
E[R] = tllglo; | r(r)dr,
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Entonces,

1 1. M@, MOy o
“VE=21 1 =111 _ )y
; 2" 2itee  t ieo M (t) 2

E[R] = lim
t—o0
y obtenemos la formula de Pollaczek-Khinchin

AV(©2)
E[W,] = A=)

5.4 Colas con prioridad

Cuando hay prioridades en la red, podemos ofreser servicios con meno tiempo de espera, meno
variacién de tiempo de espera, y meno pérdidas para trafico mas prioritario.

Por ejemplo, en redes de ATM, paquetes tienen un bit que indique su prioridad. Paquetes mas
prioridades pueden ser servidos antes los otros en enrutadores.

Consideramos una cola M/G/1 donde hay K clases de llegadas:

e La clase 1 tiene la prioridad la mas alta, y la clase K - la mds baja;

e Las llegadas de la clase 7 formen un proceso de Poisson con parametro A;, i = 1,..., K. Los K
procesos de llegadas son independientes.

e Los tiempos de servicios son independientes. La esperanza del tiempo de servicio de clase k es

vk v el segundo momento es v,(f).

Vamos a ver dos modelos de prioridad.

5.4.1 Prioridades non-preemptivas

En este método, cuando el servidor termina un servicio, escoge un paquete de la clase con la prioridad
la mas elevada, segun el orden de llegadas en esta clase. El sigue sirviendo este paquete aun si llegan
paquetes con mas prioridad durante este servicio.

Notacién:

o F [R(k)] es la esperanza el tiempo residual de servicio cuando llega un paquete,
e E[N (k)] es la esperanza del nimero de paquetes de clase k en la cola,

o F [Wq(k)] es la esperanza del tiempo de espera de un paquete de la clase k,

o p; se llama la carga de clase k y pr = A\pvg.

Ahora, consideramos el sistema cuando llega un paquete (el n-ésimo) y spunoemos que somos en
el régimen estacionaria. Hay dos objetos cuilla distribucién no depende del orden del servicio de los
paquetes ya en el sistema (y entonces de sus prioridads):

e La carga de trabajo V,,

e El tiempo residual R.
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Estes catitades no dependen tampoco de la identitad de la llegada (su clase).

Notamos que en el régimen FIFO tuvimos que el tiempo de espera del n-ésimo paquete estuvo el
mismo que la carga de trabajo V,. Pero ne es verdad en sistemas de prioridades!

Para computar E[R], vamos a cambiar el orden de servicios y usar un modelo equivalente de
una cola M/G/1 donde hay un solo proceso de llegadas de Poison con pardmetro A = A\; + ... + A\
(pero donde el régimen no es FIFO). Un paquete que llega apertenece a la clase k con probabilidad
pr = Ax/A. Entonces, la esperanza y el segundo momento del tiempo de servicio de una llegada
cualquiera son

K K
v = &vk, v® = ﬁv,(f).
i A i A
Logramos que
pYIS) 1 & ()
E[R] = == A .
[R] 2 2 k;l KUk

La carga equivalente es

k
P = Av = Z )‘kvka
k=1

y la condicién de stabilidad de este sistema es p < 1.

Ahora, como hicimos en (5.1) para lograr la formula de Pollaczek-Khinchin, tenemos aqui
EW] = E[R] + v;E[NW].
Usando la ley de Little, tenemos que E[N(1)] = AlE[Wél)]. Entonces logramos:
EW{V] = B[R] + p EIWV],

y finalemente

Ahora, el tiempo de espera de paquetes de clase 2 es dado por
E[Wc1(2)] = E[R] + (1 E[NW] + 0, E[N@]) + ()\1U1E[Wq(2)]).

Aqui, la expresién v; E[NM] 4 v, E[N®?)] coresponde a la esperanza del tiempo de espera de todos

los paquetes ya en la cola de clase 1 y 2. La expresiéon Alle[W¢§2)] coresponde a la esperanza del
tiempo de serivicio de todos los paquetes de clase 1 que llegan durante el tiempo de espera de nuestro
paquete C(2). Estes paquetes llegan despues la llegada de C'?) pero seran servidos antes de el!

Usando la Ley de Little, logramos E[N()] = )\QE[Wq(2)]. Entonces:
EW?] = E[R] + p EWV + p2 EW] + m EW),

y finalemente
E[R] + p E[Wq"]
L—pi—p2

EW®] =

Substituando el valor de E[Wq(l)], logramos
B[R]
(1 =p)(1 = p1—p2)

EW®] =
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De la misma manera podemos calcular la esperanza del tiempo de espera de paquetes de clase k:

E[R]
(I=p1 == pr—)(I = p1— . — pi)

EWM] =
La esperanza del tiempo total de un paquete de clase k en el sistema es E[Wq(k)] + vg.

Ley de conservacion

Calculamos La cuantidad YK pkE[Wch)]. Por eso, notamos primero que
1 ( 1 1) o
a\z—a z) (z—a)(x)

E[R]
L= pr— =o)L — p1— o — 1)

1 1
- E[R) (1 — ) .
P1— - — Pk—1 P1L— - — Pk

y entonces,

prEWH)] = Pr]

Tomando la suma, logramos

3 (k)] = S S
S BV = BRI (1= ) = BRI

Obtuvimos que esta suma es una constante, que depende solamente de E[R| y de p, pero no del
orden de prioritades.

;Porque logramos aqui esta constante?

{Que represente E <EkK:1 pkE[Wq(k)])?

La lei de conservaciéon es una consecuencia de que la carga de trabajo V, y el tiempo residual

no dependen del orden de servicio, y e entonces no dependen del orden de prioridades. Usando la
definicién de la carga de trabajo y la ley de Little vemos que

EVa]=E (fﬁ vkE[N““)]) +E[R = E <fj pkE[Wé’”]) + E[R]

k=1 k=1

para cualquier orden de servicio. Entonces E (Ele pkE[Wq(k)]) no depende de los orden de priori-

dades. Ademads, F[V,] es el mismo que en la cola equivalente de M/G/1 con el régimen FIFO donde
tenemos:

w® AT e S e

EVy] = EW,] = 2(1 — p) 20—p) 20 -)p)

1 & 5
B[R] = 2 >~ M.
k=1
Entonces

E (i E[W<’°>]> = E[V,] — E[R] = E[R] (L - 1) = E[R]——
k=1 o ! N ! N 1=p - 1—p
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5.4.2 Prioridades preemptivas

En este met método, cuando el servidor termine un servicio, escoje un paquete de la clase con la
prioridad la més elevada, segun el orden de llegadas en este clase. Pero no sigue serviendo un paquete
C si un paquete mas prioridade llega durante este servicio: el interrumpe el servicio y lo recomenza
solamente cuando no hay paquetes mds prioridades que C en el sistema.

En este método, paquetes de classes 1, ..., k no sienten ningun influencia de otros paquetes, y para
analyzar el tiempo de espera o de sistema de los clases 1, ..., k podemos olvidar la existencia de otras
clases.

En prioridades preemptivas aun despues el tiempo de espera de un paquete, su servicio puede ser
interpumpido si otro paquete con mads prioridad llega. Entonces el tiempo de sistema es una medida
més importante aqui que el tiempo de espera.

La esperanza del tiempo de sistema de un paquete C}, de classe k se compose de 3 partes:

1. La esperanza del tiempo hasta que todos los paquetes de clases 1, ...,k presente en su llegada
salen. Este parte es la misma que la esperanza del tiempo de espera de Cy en una cola M/G/1
sin prioridad donde hay solamente llegadas te clases 1,..., k. Podemos escribirlo como

E[Ry]
1—p1 — o — pi

13
. donde  E[Ry] =33 Al
1=1

2. La esperanza del tiempo para servir todos la paquetes de clases mds prioidades, 1,....,k — 1,
que llegan durante que C} esta en el sistema:

k—1
ST vk BEIW®)] + vy
=1

3. La esperanza de su proprio tiempo de servicio.
Con este, logramos

ey = ZEL

E[Ry] n Vg,
Q=p1— =o)X =p1— o —pr)  1—=(p1+ ...+ pr—1)

EW®] =

5.5 Colas con vacaciones

5.5.1 Introduccién

Hay muchas situaciones donde el servidor de una cola no esta disponible todo el tiempo para prestar
el servicio. Puede, por ejemplo, necesitar acciones de mantenimiento o reparacién (se tiene una falla).
A veces un servidor tiene que interrumpir el servicio para tomar café y comer un sandwich.

Para analisar colas con vacaciones tenemos que definir cuando sale el servidor para una vacacidn.
Ademids, tenemos que definir a quien va a servir cuando regrese de vacaciones. Hay varios regimenes:

1. El régimen ” Gated”. El servidor sirve solamente los paquetes que encuentra cuando regresa
de vacaciones. Los paquetes que llegan durante este servicio tienen que esperar hasta el final de
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la préxima vacacién. Por ejemplo, en el metro de Paris habian puertas que se cerraban cuando
llegaba el tren. Los pasajeros en la estacién podian subir, pero los que llegaban mientras que
el tren estaba en la estacién tenian que esperar la partida del tren para que las puertas se
abrieran.

. El régimen exhaustivo. En muchos sistemas, el servidor se queda sirviendo hasta que no

hay paquetes en la cola. Entonces el servidor sirve todos los que encuentra cuando regresa de
vacaciones y tambien todos los que llegan durante este servicio.

Cuando regresa el servidor de vacaciones, si no hay paquetes en la cola puede,

tomar otra vacacién. Este se llama el modelo de vacaciones repetidas.

esperar hasta que llegue el primer paquete y empezar a servirlo. Este se llama el modelo de
vacaciones isolados.

Aqui, vamos a estudiar vacaciones repetidas.

5.5.2 EIl modelo y primeros resultados

Definiciones:

Tiempo de servicio: Cada llegada necesita un tiempo de servicio distribuido como una VA
B con esperanza b y segundo momento b(?).

Vacaciones: El tiempo D,, de la n vacacién es una VA con esperanza d y segundo momento

d®.
El tiempo T, donde regresa el servidor de la n vacacién se llama el n "tiempo de polling”.

Sea J, el tiempo donde el servidor estaba trabajando antes de tomar la n vacacién (permitimos
Jn, = 0, por ejemplo para vacaciones repetidas).

El periodo C,, = T,,+1 — T, entre dos tiempos de polling se llama el n ciclo. Tenemos C,, =
Jn + D,,.

Sea ), el numero de paquetes esperando en la cola al tiempo T,.

B(i) == Z;’:l Bj donde Bj son independientes con la distribucién como B. Es el tiempo para
servir ¢ paquetes.

N(T):= El ntimero de llegadas en un intervalo de tiempo que dura 7.

p := Ab se llama la carga del sistema.

Suponemos que (J,, D, ) son estacionarios y ergddicos. Entonces la proporcién de tiempo (y la
probabilidad) que el servidor trabaje es E[.J]/E[C]. Pero sabemos que es también p. Entonces

_ E[J] _ E[C]-d
P=EC] T E[C]

Entonces,

BlO)= .
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Este expresion no depende de las distribuciones de las vacaciones, de los tiepmos entre llegadas y de
los tiempos de servicios. Solo las esperanzas importan. Tampoco, no necesitamos independencia.

Ahora suponemos que los paquetes llegan a una cola (infinita) segin un proceso de Poisson con
pardmetro A, y qye los tiempos entre llegadas, los tiempos de servicio y de vacaciones son todos
independientes.

Entonces, en el régimen gated tenemos que el nimero promedio de llegadas durante un ciclo es
d
E[N(C)] = A\—. (5.2)
I—p
Adémas, es también el nimero promedio de paquetes presentes en la cola en el principio de ciclo.

En el regimen Exhaustive, el nimero de paquetes presentes en la cola en el principio de ciclo
coresponde a las llegadas durante una vacacién, y su esperanza es entonces Av.

5.5.3 El régimen exhaustivo

Ahora mostramos como usar la Ley de Little para obtener la esperanza del tiempo de espera en colas
M/G/1 con vacaciones repetidas. Suponemos que a cada vez que el servidor empieza a trabajar, el
sigue trabajando hasta que la cola esté vacia. Si no hay paquetes al final de una vacacién, el servidor
toma otra vacacién. El tiempo de la vacacién i es D;, y {D;} son independientes e idénticamente
distribuidos.

Sea R el tiempo hasta el principio del préximo servicio. Puede ser un tiempo residual de servicio
o de vacacién! Por las mismas razones que en el sistema sin vacaciones, obtenemos

E[W,] = E[V]E[N] + E[R]

donde N es el nimero de paquetes en la cola just antes de una llegada. Usamos la Ley de Little y

la propriedad de PASTA, logramos
E[R]

1-p
Sea I(t) el nimero de vacaciones terminadas hasta ¢. Sea M (t) el ntimero de fin de servicios hasta
t. Tenemos:

E[Wq] =

1t AR T 150y
tllglo— ; r(r)dr = tli)rgo? ; §VZ +t1££o¥ ; EDZ-. (5.3)

La esperanza del tiempo de vacaciones en [0,%] es (1 — p). Entonces

. tl—p) _
N TR

Entonces la segunda parte de (5.3) converge a (1 — p)d®)/d. Obtenemos finalmente:

E[R] AVE@ 4@
EW, = — = — —. (5.4)
1—-p 21—-p) 2
Vemos que la esperanza del tiempo de espera crece de una manera lineal con la varianza del tiempo
de servicio y del tiempo de vacacién. Adémas, vemos que es finita para p < 1. p < 1 es la misma
condicién de estabilidad que tuvimos en colas sin vacaciones.
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5.5.4 El régimen ”Gated”

Tenemos la dindmica:
Qn-l-l :N(Cn)a Ch :B(Qn)“—Dn'
Podemos entonces escribir una recursiéon con Q,:
Q@n+1= N(B(Qr) + Dn), (5.5)
o con Cy:

Cp = B(N(Cy 1)) + Do, (5.6)

El andlisis a partir de @), se llama el método de ocupacién de cola, y el andlisis a partir de C,, se
llama el método de tiempo de estacion.

Calculo del segundo momento
De (3.5) tenemos que
E[N(Cn)?] = N’ E[C}] + AE[Cy]

De (3.4) vemos que
EIB(N(C,))*] = (BIN(Cw))?] = EIN(C)]) E[V]? + EIN(C,)V®.
Entonces, tomando el segundo momento de cada lado de (5.6), logramos (sin escribir los indices)
E[C?] = p*E[C?] + AE[C]V® + d®) 4 2dpE]C].

Entonces,
MV 4 2dE[V]) + (1 — p)d®

BICT] = T A1)

Tiempo de espera // El tiempo de espera de una llegada cualquiera se composa de dos elementos:
1. CT"t el tiempo residual futuro del ciclo donde habia la llegada,

2. el tiempo de servicio de todos los que llegaban antes este llegada en el mismo ciclo, c.f. durante
el ciclo residual pasado, CP*%.

Tenemos (Sec. 4.3) que

E[CT] = BlcPes) — ;EE[([Z} - _1p2 ((1 )s ~+dp+ )\V(2)>

Entonces

BIW, gated)] = B[P + pEIC) = (1+ i = & oL (dp v,

Vemos que

E[W,(gated)] = E[W,(exhaustive)] + i

—p

5.6 Ejercicios

Usando la recurcién (5.5), calcular la esperanza y el secundo momento de @,,. (Usar las relaciones

(3.4) v (3.5)).



Capitulo 6

Redes locales

6.1 Métodos de acceso multiple en redes locales

En cada red que permite a varios fuentes de conectarse a varios destinaciénes, hay el problema
del acceso al red. Al meno de usar la solucién costidiosa de tener lazos fisicos entre cada fuente y
cada destinacién, tenemos que repartir el acceso. Este problema es particulamente importante en
comunicacidnes celulares y satellitares porque el mismo canal radio deve ser repartido y no podemos
isolar comunicaciénes como lo hacemos en comunicacidénes con fibros opticos, buses o cables.

Hay varios methodos de acceso segun la reparticion:

e La reparticién estatica: una quantitad fija de recoursos es dedicado a una conecciéon. Las
métodos tradiciénales son: TDMA (reparto temporal: Time Devision Multiple Access en
inglés), FDMA (reparto frequencial: Frequency Devision Multiple Access en inglés). CDMA
(reparto en cédigos: Devision Multiple Access en inglés).

e La reparticién segun la réclamacién: son métodos dinamicas que permiten de dar recursos (tiempo
de transmicién, frecuencias, etc) a una coneccidn segun su necessidad punctual y segun la
disponilidad. Exemplo: los token rings.

e El acceso aleatorio: Acqui vemos métodos de acceso independentes, que pueden entonces se
hacer simultanamente. En consecuensia, pueden resultar colisionces (y pérdidas) de paquetes,
y hay una necesidad de retransmisiéon. Ejemplos: ALOHA, Ethernet.

6.2 Metodos de reparticién estatica

6.2.1 Reparto frequencial - FDMA

En el FDMA, toda la banda de frecuenza esta trinchada en M partes, y cada fuente tiene su propria
banda de frecuenzia, donde puede transmitir independamente de losotros.

En este método hay un problema de intermodulacién: hay interferencias de frecuencias vesinas.
Por solucionar este problema, dejan zonas de frecuencias non-usadas entre las partes.

Para analyzar el FDMA, suponemos que los paquetes tienen un tamano constante. Cada paquete
de cada fuente necessita M unidades de tiempo para ser transmitido: como dividimos la banda de
frequenzia, més la dividimos, més tiempo necessitamos para transmitir un paquete de cada fuente.
Hay A\/M paquetes promedio que llegan a cada coneccién por unidad de tiempo.
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Cada de M fuentes se comporte como una cola M/D/1, y obtenemos para cada fuente con p = A,
w=1/M:
(\/M)M? AM AM

EWw] = 21— X)) 21—-)) E[W]:MJrM'

A
- ()
A
- (+)

Figure 6.1: Modelisacion del FDMA

6.2.2 Reparto temporal - TDMA

En TDMA, definicimos un siclo trinchado en M periodos temporales. Cada fuente transmite durante
un periodo fijo predeterminado. Silas peticiénes de capacidad no estan los mismo, pueden dar algunas
periodos en cada ciclo a una misma fuente.

El TDMA se usa mucho en comunicacidnces satelites y mobiles. Por ejemplo, el satelito geosta-
cionar Eutelsat usa este método con periodos de 2ms. A menudo se usan TDMA combinado con
FDMA.

Las problemas de TDMA con relacién a FDMA son

e TDMA necesita sincronizaciéon temporal,

e TDMA mecesita mas poder instantdneo de transmicién, porque toda la transmicién esta con-
sentrada en un periodo.

Para facilitar el analysis de TDMA, concideramos primero una variante de FDMA [7, p. 149]:
suponemos que hay M fuentes que usan FDMA, pero suponemos que la transmicién de un pa-
quete puede empezar solamente en tiempo M, 2M,3M, ... Este variante se llama FDMA sincronizada
(SEDMA). Para calcular el tiempo de espera promedio, usamos el modelo M/G/1 con vacaciones.
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Las vacaciones tienen todos la misma duracion M que necesita la transmicion de un paquete en
FDMA. Entonces E[D] = M y E[D? = M?. Usando (5.4), logramos

AM M

E[W,(SFDMA)] = VAR

Regresamos ahora al TDMA, y consideramos la fuente que puede transmitir en los tiempos M, 2M,3M, ...
Vemos que el nimero de paquetes esperandos de esta fuente es el mismo que obtenimos en SFDMA.
Entonces

AM M pw(rDpMAY = E[W,(TDMA)] + 1.

E[W,(TDMA)] = -

Vemos que

M

E[W,(TDMA)] = E[W,(FDMA)] + % E[W(TDMA)] = E[W(FDMA)| - (7 —1).

Entonces, usando TDMA

e el tiempo medio de espera es mds largo,
e el tiempo de transmicion es mas corte,

e ¢l retardo medio de un paquete es mas corto.

Obtenimos esto por A < 1. Quando ) se aserca a 1, vemos que el tiempo medio de espera y el retardo
medio devienen largos, y la diferencia entre FDMA y TDMA deviene insignificante.

6.3 El acceso aleatorio

El acceso aleatorio permite de usar eficientamente el canal porque al contrario de métodos de repar-
ticién estatica, el canal esta usado solamente quando lo necesitamos. Estas métodos son usados para
transmitir paquetes de informacién y tambien en conjunto con métodos de reparticién estaticas, para
hacer una reservacién de un parte del canal.

6.3.1 Descripcion de ALHOA

ALOHA es el primero método de acceso aleaorio, y estaba dearollada y usada por la primera ves
en una red de difusién por radio de paquetes entre las islas de Hawai, en 1970. Este método esta
siempre usado en redes de satelites y redes mobiles celulares.

La transmicién en ALOHA es completamente decentralizada. Al fin de cada paquete transmisido
por cada fuente, un recibo (ACK) regresa a las fuentes para indicar si habia una colisién o si un
paquete estaba bien recibido.

Este método tiene dos problemas:

e Hay un riesgo de un regime instable: més hay retransmiciénes, mas hay colisiénes, que crean
m4ds retransmiciénes. En consequencia, a veces, el rendimiento baja considerablemente: todos
las fuentes estan retransmitidos paquetes.
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e Elrendimiento maximo es de 0.18, que implica que todos las fuentas juntos ne pueden transmitir
més que 18% del tiempo. Por ejemplo, si hay 60 fuentes, cada fuente puede transmitir solamente
durante 0.3% del tiempo. Si tratamos de transmitir mds que 18% del tiempo, el sistema se
volve instable, y se crea una congestiéon grave con demasiado retransmicidnes.

Para amjorar el rendimiento de ALOHA, podemos aniadir un sincronizacién entre las fuentes.
El tiempo esta discretizado: esta divisido en unidades de tiempo que se llaman ”slots”. La duracién
de un slot es egual al tiempo de ir y regressar maximal entre dos puntos del red. Las estacidnes
son syncronisadas y saben quando empiesa un slot. Una estacién puede empesar de transmitir un
paquete solamente en el principio de un slot. Este método tiene el mismo problema de estabilidad,
pero su rendimiento maximal es 0.36, el doble que ALOHA.

Ahora vamos presentamos un analisis de las dos versiénes de ALOHA, basado sobre [7].

6.3.2 Analisis de ALOHA ranurado
Comesamos a analisar el ALOHA ranurado. Suponemos que

e (1) la duracién de cada paquete es de una unidad.

(1)

e (2) Las llegadas siguen un processo de Poisson con parametro .
(3) Hay m = oo de estacidnes, y cada paquete llega a un otra estacion.
(

e (4) Los tiempos de retransmiciénes estan escojidos tal que los tranmicidnes y retransmicines
formen un proceso de Poisson con parametro G > A.

La hipotesis que m = oo nos da una limite superiora por un modele donde no hay colas en las
estacidnes, y donde si un paquete esta transmitido o si espera una retransmicién en una estacién,
otro paquetes no pueden llegar a este estacion.

Recordamos que la probabilidad de tener n transmiciénes (de paquetes nuevos o retransmitidos)
en una unidad de tiempo esta
-G
P(X = n) = PG,
n!
Entonces, la probabilidad de una buena transmicién en una unidad de tiempo es
P(X =1) = Gexp(—G).

Esta exprecion representa el rendimiento.

Para conocer el rendimiento maximum de ALOHA ranurado, buscamos la condicién de equilibrio,
definido como la valor de G tal que

tasa de salida = tasa de llegadas (= el rendimiento ).

Obtenemos la condicidon:

A = Gexp(—Q).
G exp(—G) como funcién de G tiene su maximom en G = 1, y el valor de A en este maximo es
1/e = 0.386.

Por un rendimiento A inferior a 0.386, hay dos puntos de equilibrio, que estan la intercectién entre
la constanta A y la curba G — Gexp(—@G). Sean G G5 los valores de G en estes equilibrios, donde
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Tasa de llegadas

Ye | ... .
A ______________________________________________________
Gexp(-G)
G=0 G1 G=1 G2 G
Equilibrio Equilibrio Tasa de salida
estable congestionado

Figure 6.2: Los dos equilibrios en ALOHA ranurado

G1 < G4. El equilibrio G9 se llama el equilibrio congestiénado, donde hay mas retransmicidnes,
y donde el tiempo hasta una retransmicién con ecsito es mdas granda a causa de los colisiénes y
retransmiciénes.

Esta analisis esta aproximada, pero un analisis exacte no da tambien dos equilibrio. Un tal
analisis nos muenstra que en GGo no solamente hay maés retransmiciones, pero tambien el rendimiento
esta inferior.

6.3.3 Analisis de ALOHA

Usamos priomero el mismo modelo sobre el sistema, salvo que ahora suponemos que no hay sin-
cronizacién temporal entre las estacidnes.

Suponemos que un paquete esta transmitido en el tiempo ¢. Definimos el periodo de vulnerabil-
idad como el interval [t — 1,¢+ 1]. Si un otro paquete esta transmitido en este interval, abra una
colision.

La probabilidad que no hay otra transmicién o retransmicién durante [t — 1,¢) o en (¢, + 1] es
exp(—G@), entonces la probabilidad que sea una transmicién sin colisién es

P,

éxito = exp(—2G).

El rendimiento es

Rendimiento = G x Py = Gexp(—2G).

Xito

G exp(—2G) como funcién de G tiene su maximom en G = 1/2, y el valor de A en este maximo es
1/(2e) = 0.193.
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Por un rendimiento X inferior a 0.193, hay dos puntos de equilibrio, que estan la interceccidon
entre la constanta A y la curba G — G exp(—2G), con el mismo interpretacién que antes.

En este modelo no dicimos como escojer exactamente el tiempo de retransmicion. No sabemos si
es posibile te escojerlo tal que los tranmiciénes y retransmiciénes formen un proceso de Poisson con
parametro G > .

Podemos usar un otro modelo para las retransmicidones, donde un paquete colisionado sera retrans-
mitido despues un tiempo 7 con distribucién exponencial con parametro x: P(r > a) = exp(—za).

Por una transmicién en tiempo ¢, el periodo de vulnerabilidad es [t — 1,¢ + 1]. si hay n otras
fuentes con paquetes a retransmitir in ¢, entonces el tiempo hasta la transmicién o retransmicién
proxima (o pasada) tiene una distribucién exponencial con parametro

G(n) = A+ nz.
Entonces la probabilidad que en ¢ hay una transmicién sin colisién es
PéXitO = exp(—QG(n)).

El rendimiento es

Rendimiento(n) = G x Py G(n) exp(—2G(n)).

xito =
Logramos entonces las mismas conclusiénes que antes.

Tasa de llegadas

Equilibrio
~ estable
. Equilibrio
T E— R : . congestionado
N AN S P
G exp(-2 G)
G=\+nz
' ‘ n
G=2M\ G=1/2 Tasa de salidas

Figure 6.3: Los dos equilibrios en ALOHA

6.4 Ejercicios

1. Consideramos el cambio de los protocoles de Aloha, donde una estacién que transmite escoje
entre dos niveles de potencia de trancmicién con la misma probabilidad con la misma probabil-
idad. Suponemos que si hay dos estaciones que transmiten en el mismo tiempo con potencias



6.4. EJERCICIOS

diferentes, la mas puisente no pierde su paquete.
;Cual es el rendimiento de ALOHA?
;Cual es el rendimiento de ALOHA ranurado?
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Capitulo 7

Analisis de Protocolos de Internet

Nos concentraremos principalmente en el “protocolo de control del transporte” o TCP (Transport
Control Protocol en inglés) que controla la congestién en la red.

7.1 Descripcién general del TCP

7.1.1 Objetivos del TCP

El TCP es un protocolo que tiene tres objetivos:

e Adaptar el rendimiento de la transmisién de paquetes al ancho de banda disponible,
e Evitar la congestién en la red.

e Fiabilizar la comunicacién y retransmitir los paquetes que se pierden en la red.

7.1.2 Control por ventana

Para alcanzar estos objetivos, cada paquete transmitido tiene un nimero de secuencia. Para controlar
la velocidad de transmisién, la fuente no puede introducir en la red mas que un nimero determinado
de paquetes. KEste nimero se llama ventana y la denotamos W. Después que W paquetes son
transmitidos, la fuente no puede transmitir mds paquetes hasta que sepa que un paquete ha salido
de la red y llegado a su destino. Para saberlo, la fuente recibe informacién del destino que se llaman
ACKNOWLEDGEMENT (acuso de recibo).

7.1.3 Acuses de recepcion

El ACKNOWLEDGEMENT o ACK tiene dos objetivos:

o Regularizar el ritmo de transmision del TCP, asegurando que los paquetes pueden ser trans-
mitidos solamente cuando otros paquetes han salido de la red,

e Fiabilizar la transmisién: dar informacién a la fuente para que ella sepa si tiene que retransmitir
algin paquete.

67
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;Como sabe el destino que falta un paquete?
;,Como sabemos que un paquete esta perdido?
;. Que informacion lleva el ACK?

El ACK dice a la fuente cual es el numero de secuencia de paquete que espera. Suponemos que
los paquetes nimero 1,2,...,6 llegaron al destino (en orden). Cuando el paquete 6 llega, el destino
manda un ACK para decir que espera el paquete 7. Si el paquete 7 llega despues, dice que espera
el 8. Ahora, si el paquete 8 estd perdido, entonces el paquete siguiente que llega es el 9. En este
instante, el destino manda un ACK diciendo que sigue esperando el paquete 8. Un tal ACK se llama
“ACK repetido”, porque informa de la recepcién del mismo paquete (8).

El método siguiente se llama “ACK implicito”. Es un método robusto a pérdidas de ACKs. Por
ejemplo, suponemos que un ACK diciendo que esperamos el paquete 5 se pierde y despues llega el
siguiente ACK que dice que esperamos el paquete 6. Entonces la fuente sabe que el paquete 5 llego
también.

Un paquete del TCP es considerado perdido si

e Tres ACKs repetidos por el mismo paquete llegan a la fuente, o

e Cuando un paquete es transmitido, hay un temporizador que empieza a contar. Si su ACK no
llega durante un periodo T, hay un “Time-Out” y el paquete se considera perdido.

;Como escoger Tp? La fuente tiene una estimacion del promedio del tiempo RTT, que es el
tiempo que necesita un paquete para llegar al destino y para que su ACK regrese a la fuente, asi que
su variabilidad. T esta derminado por estas estimaciones:

To = RIT + 4D

Donde RTT es la estimacidon del RTT, y D es la estimacién de la variabilidad del RTT. Para estimar
el RTT, medimos la diferencia M entre el tiempo de transmision de un paquete y el tiempo que
tarda su ACK. Despues calculamos:

RTT — ax RTT + (1 —a)M,
D « aD + (1 — a)|RTT — M|.

Para disminuir el nimero de ACKs en el sistema, el TCP usa frecuentemente el método de “ACK
retrasado” donde solamente un ACK es transmitido después de cada dos paquetes que llegan.

7.1.4 Ventana dindmica

Desde principios de los anos 80, durante muchas anos el TCP operd con una ventana fija. Las redes
eran inestables, y tenian periodos largos de congestién muy duros, donde los rendimientos bajaban
mucho y habia muchas retransmisiones. Para solucionar este problema, Van Jacobson propuso [12]
usar una ventana dindmica: su tamano puede variar segun el estado de la red. Cuando la ventana
es pequena puede crecer rapidamente, y cuando es grande tiene que crecer muy lentamente. Cuando
hay congestién, el tamano de la ventana tendra que disminuir mucho. Asi podemos solucionar
rapidamente la congestién y al mismo tiempo usar bien los recursos del sistema.

Mgés precisamente, definimos un unbral Wy, que se llama “slow start threshold” que representa
nuestra estimacion de la capacidad de la red. La ventana empieza con el valor de uno. Con cada
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ACK que llega, la ventana crece de uno. Asi transmitimos primero un solo paquete. Cuando su ACK
llega, podemos transmitir dos paquetes. Cuando dos ACKs llegan, la ventana crece a 4, y podemos
transmitir 4 paquetes. Vemos que hay un crecimiento exponencial. Este periodo de crecimiento se
llama “slow start”. Se llama asi porque a pesar que el crecimiento es rapido, es mas lento que si
hubiese empezado directamente con W = Wy,.

Cuando W = Wy, pasamos a un periodo que se llama “congestion avoidance”, donde la ventana
W crece de 1/|W] con cada ACK que llega. Entonces despues de transmitir W paquetes, W crece
de 1. Si transmitimos los W paquetes en t, entonces en t + RTT transmitimos W +1, y en t+ 2RTT
transmitimos W + 2, etc... Vemos que el crecimiento es lineal.

7.1.5 DPerdidas y umbral W,, dinamico

No solamente W es dindmica, Wy, también lo es. Fijamos Wi, a la mitad del valor de W cuando
hay una pérdida de paquete.

Hay algunas variantes del TCP: En la primera variante que se llama “Tahoe”, si una pérdida
es detectada, la ventana se reduce siempre a 1 y empieza un periodo de slow-start. Es una caida
extrema de rendimiento.

En las variantes que se usan hoy, llamadas Reno o New Reno, la ventana baja a 1 solamente si la
pérdida es detectada por un time-out. Si no, baja a la mitad del valor de la ventana, y no se inicia
el “slow-start”; quedamos en “congestion avoidance”.

7.2 Modelado del TCP

Los objetivos del modelado del TCP son:

e Dimensionar la red: para obtener un rendimiento dado, y cuales son los elementos de red que
tenemos que usar (cables de transmisién, enrutadores, etc).

e Desarrollar otros protocolos: el TCP se usa para transmitir datos. Hay un gran nimero de
nuevos protocolos que estan desarrollado para envio de voz o de video, por ejemplo la telefonia
sobre Internet. Como la mayoria del trafico en la Internet es TCP, hay una presién para que
los nuevos protocolos no tomen demasiados recursos y que sea repartido el ancho de banda
de la misma manera que TCP lo hace. Por ello, tenemos que obtener ecuaciones simples del
rendimiento del TCP.

La mayoria de los métodos de modelisacién del TCP usan un enfoque “fluido” (en continuo).
Muchos métodos desprecian el tiempo de espera en las colas en la red. Estos métodos dan soluciones
mas simples porque el RTT" permanece constante.

7.2.1 Modelo fluido de TCP con un enrutador congestionado

Consideramos una sola conexién TCP. Suponemos que hay un enrutador que es el mas lento y donde
la congestion ocurre.

Para analizar este modelo con un enfoque fluido escribimos

dw _ dw o dack(t)  dW
dt  dack(t) dt  dack

X thpout
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donde thp,y: es el rendimiento de la conexién TCP a la salida del enrutador, y ack(t) es el nimero
de ACKs que han llegado hasta el tiempo ¢. Tenemos

dw B 1 siW < Wth7

dack

W=t siW > Wy,

Suponemos que no hay una cola en el enrutador, y que el RTT es constante. Entonces la velocidad
de transmisién de paquetes en el tiempo t es thpi, = thpeu = W(t)/RTT.

Entonces:

dw % siW < Wth;

d | A s> W

Entonces la evolucién de W (t) para W < Wy, es la solucién de

dw w

—_— s ]_

dt  RTT’ 0 =1,
que es

t

Para W > Wy, la solucion es

dw 1

o = wmrr "V ) = W
que es

W)= =0 (7.1)
T RTT '™ '

Suponemos que la velocidad maxima de transmision de paquetes del enrutador es p. Habra
pérdidas cuando
we . .
RTT
Entonces, el tamartio de la ventana cuando hay pérdidas es

Wnax = RTT/%

y Wy, = RTT /2.
La cantitad RTTu corresponde al nimero de paquetes que pueden estar en la red antes de tener
una pérdida. Entonces, la red tiene una capacidad de contener paquetes a pesar que no haya colas!

Detecciéon por ACKs duplicados en Reno y New-Reno
Si todas las pérdidas son detectadas por ACKs duplicados, entonces habrd un régimen periédico
donde la ventana crece de Wy, hasta Wiyax de una manera lineal y regresa (con un salto) a Wy,. El
periodo dura

_ RTTu _ RTT?u

- 2RTT-1 2

El tamafio promedio de la ventana es

—  [fw@ya 1 [ T1? 3RTTy
= — - = _— T = — = .
w srrT T W SRTT T th 4

T T
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El rendimiento promedio es

Vemos que no depende de RTT"!

Deteccién para Timeout, o la versiéon Tahoe
Si la versiéon Tahoe del TCP es usada, o si las pérdidas causan Time-out, entonces habra un régimen
periédico con una hase de Slow-Start y una de Congestion-Avoidance.

70
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Figure 7.1: Simulacién de la evolucién de la ventana del TCP en Tahoe

Sean la duracién de Slow-Start es Ty, y la duracién de Congestion-Avoidance es T, = RTT?p /2.

Entonces
W — ( Ts )
th = €XP RTT )

RTT
T,s = RTTlog Wy, = RTT log ( a ) .

La cuandidad @ de paquetes que transmitimos durante un periodo es

RTTu

0= [ " W= /OT” exp <L> dt = RTT [exp ( Tas ) = 1] = RTT(

-1
0 RTT RT )

Como Wy, no puede ser inferior a la ventana minima de 1, tenemos RTTu/2 > 1, y entonces @ > 0.
Logramos

= Q1 RTTp T2,
W= 7= Tss + Tea RIT(—; D+ sprp + WinTe
1 TT TT3 12
=t (prp e gy 3RITAT
TSS + Tca 8

El rendimiento promedio es thp = W /RTT.

Con los mismos métodos que vimos aqui podemos también calcular el modelo cuando RT'T no es
fijo, y cuando hay otros flujos no-controlados que usan el mismo enrutador. Para mds informacién
pueden leer [5].
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7.2.2 Modelo fluido de TCP con pérdidas aleatorias independientes

Cuando hay una red grande con muchas conexiones, la contribucién de una conexién a la congestioén
es insignificante. La congestién es causada por el efecto agregado de todas las otras conexiones. Esto
se representa como un proceso aleatorio. Sea T, el tiempo de la n-ésima pérdida y sea S,, = T,+1—T»
el tiempo entre pérdidas de paquetes de una conexiéon TCP. Suponemos que

e S, son independientes con la misma distribucién. Sea s = E[S,] y s?) = E[S2].

e Usamos la version Reno o New-Reno del TCP, y todos las pérdidas son detectadas por ACKs
duplicados.

e RTT es constante.

Asi se considera solamente la fase de Congestion-Avoidance donde la ventana crece linealmente.
Sea X, la ventana justo antes la n-ésima pérdida. Entonces

Xnt1 =vX, +aS,, (7.2)

donde v = 1/2, y donde o = RTT L.
Sea x = E[X,] y ® = E[X2]. En el régimen estacionario,  no depende de n. Tomamos la
esperanza de (7.2). Logramos: x = vx + as, y entonces

as
1-—v

X

No es el tamano promedio de la ventana, pero solamente su tamano antes de las pérdidas.

Ahora, tomamos la esperanza del cuadrado de cada lado de (7.2). Logramos
2 =023 4 o25? 4 2aus

entonces

22 — a?s® + 2vazs a2y2 (S(z) n 2V82>

1— 12 11— 1—v

El tamafo promedio de la ventana se logra por

W ! E TlXtdt 1E /T1 X t)dt
e _ — — +
E[Sl] TO ( ) s TO (’/ 0 (6% )
1 QO 9y Vs 5@
= gE[VX(]SO + 550] =« (1 — + 2—3 (73)

Usamos aqui la independencia de Xg y Sp, que da E[X(Sy| = E[Xo|E[So]. Tenemos esta indepen-
dencia porque Xy es una funcién de S; con i < 0, y no de ¢ > 0.

Vemos que si s es un constante, entonces W crece con s(2).

7.2.3 Modelo fluido de TCP con pérdidas aleatorias generales

Medidas sobre la red han mostrado que en conexiones largas las pérdidas son independientes. Pero
en conexiones sobre distancias de algunos kilémetros los tiempos entre pérdidas son dependientes [1].
Aqui mostramos como se generaliza la solucién, usamos el método de [1].
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(7.2) es una ecuacién de diferencia, y su solucidén es

X, =« Z v* S k1. (7.4)
k=0

Como S, es estacionaria, podemos suponer que X,, es estacionaria tambien. Tomando la esperanza,
podemos ver que la solucién de E[X,,] no cambia.

Sin embargo, el célculo de W cambia porque ahora E[XySy] # E[Xo]E[So]. Podemos usar de
nuevo (7.3) donde solo E[X(Sy| cambia. Tenemos de (7.4):

E[XySo] = « Z VkE[S_k_lso] =« Z l/kR(k +1)
k=0 k=0

donde definimos R(k) = E[X, X,+k]. R(k) no depende de n porque X,, es estacionaria. Usando
(7.3) con esta expresion, logramos

w=2 [@ + i ykR(k)] .
s k=1

La probabilidad de perder un paquete es

_RIT 1
P="W% = asw

porque la tasa de pérdidas es 1/s y el rendimiento es W/RTT. Denotamos las correlaciones normal-
idadas R(k) = R(k)/s?. Entonces

_ > 1 [R S
W = as R()+Z FR(E)| = — @Jrzukfz(k)
k=1 pW 2 k=1
Entonces,
— 1 |RO0) & -
W=—,—=+ ) vFR(k),
y el rendimiento es
w1 RO) X
The = 77 RTT\/IJJ 2 g_:l” R(k),

Vemos que
e El rendimiento promedio de TCP es inversamente proporcional al RTT'.

e El rendimiento promedio de TCP es inversamente proporcional al /p.

Notamos la funcién de covarianza normalizada:
Ck)=R(k)—1=

Entonces

w 1| 14w o) & -
Thyp = = kO(k).
P=RrT RTT\/;E\I 21—1) 2 +k§” (k)
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Si S, son independientes entonces Cr=0 para todo k # 0, entonces

_ 1 , -
iy J tv CO)

T RIT  RIT\20-v) = 2

Si S, son constantes entonces C’k = 0 para todo k.

7.2.4 Modelo de red

El dltimo modelo ha representado toda la red por un proceso de pérdidas que tiene una conexion.
Ahora preguntamos la pregunta si dado una arquitectura de red, es posible predecir los procesos de
pérdidas y el rendimiento. Vamos a usar un enfoque de punto fijo [2] para hacerlo.

Sea G = (V, L) una red donde V son los nodos y L los enlaces. Hay un conjunto I de clases de
conexiones de TCP.

e Una conexion de clase ¢ tiene la fuente S; y el destino D;, y

e un camino {vd, -+ Un(i) }, donde
v} es el primero nodo despues la fuente de 7, y
Un(i) €s el ﬁltimo IlOd.O antes el destino D;.
Sea m;(u) = {0}, ..., U;(i)} el camino desde la fuente S; hasta u.

e Sea M = {p1,...,pv|} el vector de capacidades donde u, es la capacidad del nodo v.

e Sea ' = {7;y,7 € I,v € V} una matriz donde -y;, = 1 si conexiénes de clase i pasan por el nodo
v, y z€ro sino.

e Sea p=(p1,..-s p‘v‘) el vector de probabilidades de pérdidas; p, corresponde a la probabilidad
que un paquete sea perdida en el nodo v.

e Suponemos que las pérdidas en varios nodos son independientes. Entonces la probabilidad de
pérdida de un paquete de la conexién 7 es dado por

Ki = Z Do H (1 = py)- (7.5)

VET; u€m;(v)\v

o T' = (T1,...,Tjg)) es el vector de tasas de transmisién, donde 7; es la tasa de transmisién de
sesion de tipo .

e N, i € I es el niimero de conexiones de clase i. Sea [NT] = (N1T1, ..., N|;|T 1) el vector donde
N;T; es la suma de las tasas de transmisiones de conexiones de clase 3.

Ahora, tenemos las restricciones de capacidad:
oy | I (0 —pu) | NiTi(ki) < po, v €V, (7.6)
€l uem;(v)

Entonces, tenemos |V| desigualdades con |V| variables para determinar: pi,...,pjy|. El conjunto de
soluciones de (7.6) no es nulo. Por ejemplo, p, = 1,Vv € V es una solucidn.
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Pero sabemos también (de experimentos y simulaciones) que hay una probabilidad significante
de pérdidas en un nodo si y solo si este nodo esta congestionado: la tasa de transmisién en este nodo
es igual a su capacidad. Entonces logramos la relaciones

Do (uv — > Vv ( II a —pu)) NZ-Ti(fw)> =0, (7.7)
el u€m;(v)
para todo v € V. Ademads, tenemos
0<p, <1, vevV (7.8)
Llamamos a (7.6)-(7.8) PC (Problema de Complementaridad).

Sea

Ay =po =Y v JI (1 -pa))NTi(p))

el u€m;(v)
Lemma 7.2.1 PC es equivalent al problema PF' (punto fijo) siguiente:
Pv = PT[O,I] {pv - aAv}; (7.9)

donde a >0 y Pryg1j{x} es la proyeccion sobre el intervalo [0,1]:

0, =<0,
Prigi{z} =4 =, 0<z<1,
1, 1<z

Prueba Sea p una solucién de PC, y escogemos v € V cualquiera. Notamos que A, > 0. Sila
desigualdad (7.6) es estricta, entonces p, = 0. Entonces tenemos

0= Pr[oyl]{O — ozAv},

y logramos (7.9). Si p, > 0 entonces A, = 0 y logramos (7.9) (gracias a (7.8)).

Ahora sea p una solucién de PF, y escogemos v € V' cualquiera. Logramos (7.6) de la proyeccién
Pr. Mostramos la desigualdad (7.6). Suponemos al contrario que A, < 0. Entonces vemos de (7.9)
que p, = 1. Pero si p, = 1, entonces A, = p, > 0, y logramos una contradiccién. Mostramos
la relacién (7.7). Tenemos que mostrar que no podemos tener simultanamente p, > 0y A, > 0.
Suponemos lo contrario. La desigualdad A, > 0 implica p, — @A, < 1. Entonces, obtenemos de
(7.9),

Do = Dy — QA

que es una contraciccién. Entonces (7.7) se satisface también.

Teorema 7.2.1 El modelo de la red de TCP (7.6), (7.7) y (7.8) tiene una solucion si las funciones
T;(k;) son continuas.

La prueba sigue el Teorema de punto fijo de Brower.

En varias topologias, es posible mostrar que la solucién de (7.6), (7.7) y (7.8) es tnica. Ademads,
podemos usar iteraciones

P = Prg g {p?) — 0, (pM) }

v € V para calcular soluciones.
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7.3 Ejercicios

En el modelo de pérdidas aleatorias de TCP de la seccién 7.2.2, calcular el tamaiio promedio de la
ventana cuando S, (i) tiene la distribucién exponencial con pardmetro A, (ii) es constante, (iii) S,
tiene la distribucién uniforme (a, b).



Capitulo 8

Soluciones de Ejercicios del Curso de
Teoria de Colas

8.1 Capitulo 2

8.2 Capitulo 3

(3) Usamos la desigualdad de Jensen para obtener:
P(bloqueo) = T*(p) = Elexp(—pTy)] > exp(—pE[Ty])] = exp(—pu/A)]-

Ahora, cuando 7,, = 1/A por todo n, tenemos igualdad, y logramos el Entonces el minimo de
P(bloqueo). Por el rendimiento tenemos:

Thp = M1 —T*(n)) < A1 — exp(—p/A)])

con igualdad cuando 7;, = 1/A por todo n.

(4) N(t) tiene la distribucién de la suma de k copias independientes de Y definido en Ejemplo 3.4.1.

Entonces,
k!

yilyaly 'pn(l_p)k'

P(Z=n)= )

Y1+...4+yYn=~k

8.3 Capitulo 4

8.4 Capitulo 5

Calculo de Esperanzas de ),
Usamos aqui el método de ocupaciéon de cola que se base sobre el proceso Q.

Recordamos que E[N(T)] = AE[T], y que E[E;VZI Bj] = bE[N]. Entonces
E[Qn+1] = E[N(B(Qn)) + Dn)] = AE[B(Qn) + Dn)] = A(bE[@n] + d).
En el estado estacionario, E[Qn11] = E[Q,] =: Q tenemos:
Q = \0Q + d).

7
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Entonces
d

Q=\——.
Q=i

Vemos que logramos la misma espresion que en (5.2), porque en el régimen "gated”, N¢ tiene la
misma distribucién que Q,,: los clientes que encontramos al principio del ciclo n son los clientes que
habian llegado durante el ciclo n — 1!

Calculo del segundo momento de @,
Recordamos de (3.4) que

E([B(Qx)) = (EIQA] — E[Qu))Y” + E[Qu]b®.

De (3.5) vemos que
E[N(B(Qn))*] = ¥ E([B(Qn)]*) + AE[B(Qu)],

y también
E[N(D,)*] = A2d® + Ad.
Entonces,
Q2] = BIN(B(@n) + Do)’

= AME([B(Qn)]?) + AE[B(Qn)] + A2d® + A\ + 2X2dbE[Q,)]
= X[(BIQ}] - ElQu)Y* + E[Qu® | + NE[Qn] + Xd®) + A +2)\dbE(Q,).

Como E[Qn+1] = E[Qn] = Q = A\d/(1 — p) donde p = \b, logramos

QD1 —p%) = QUMD — %) + p+ 2pAd) + A2dP + Ad
Mdb®) + 2p\2d?

+ 224
1-p

= (14 p)Ad+

Entonces,
3 71(2) 2 72 2 1(2)
gm_ M Ndb —2i—2p)\d+ A2d
L—p  (1=p3(1+p) (1+p)(A-p)
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