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ADVERTENCIA.
liste tratado de Aritmética general, que confor

me al nuevo programa de enseñanza debe servir para 
el estudio de las Matemáticas en los colegios de la Re
pública del Ecuador, diíiero notablemente de las de
mas obras de su género que hasta ahora se han usado 
así en esta República como en otros estados.

La Aritmética, como ciencia, es la teoría de los 
números, de donde fundándose en las nociones quo 
el común de los hombres tiene acerca del número, de
be desarrollar su objeto hasta ponerle en consonan
cia con las aplicaciones mas elevadas del cálculo inte
gral! Solo espoliemos al presente la parte inferior de esta 
ciencia, tal cual suele esplicarse en la enseñanza secun
daria; mas, con la mira de dar una esplicacion mas cabal 
de la misma, nos ha parecido conveniente desarrollar la 
teoría del número con mayor ostensión que aquella con 
que hasta ahora se ha acostumbrado; no dudando que los 
principios establecidos en las páginas de esta obra, 
satisfarán á las exigencias de una verdadera y  só
lida filosofía, así como á los deseos de los que mas do 
lleno, quieran imponerse en las ciencias do las Mate
máticas.

No es frecuente á la verdad ver en los tratados do ^  
Algebra la idea exacta del número positivo, negativo, 
algébrico y  mucho ménos la del imaginario y  complejo. 
Vemos así (pie el señor P .L . Cirodde, en sus lecciones do 
Algebra, traducidas al castellano por Don Lopo Gisbort, 
obra francesa y (pie por el titulo do científica, tanta 
difusión ha adquirido, seespresaen el n? 281 del mo
do siguiente, sobre las cantidades imaginarias: “Cuan
do entran, dice, en un cálculo espresionos imaginarias 
de la forma n+/3\/—] sin atribuirles idea alguna de can
tidad, lo cual soria absurdo, convendremos en someterlas 
á Lis reglas establecidas para las cantidades reales.” 
Siempre se lia creído (pie el objeto adecuado do las 
matemáticas es la cantidad y que solo con la cantidad
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puede el Algebra verificar sus cálculos; pero, según es
te autor, los matemáticos pueden hacer algo mas (pie 
los otro*.1 hombres. Con electo, según él las espresioncs 
imaginarias, no solo no contienen cantidad alguna, si
no que hasta es absurdo atribuirles tal significación; 
y no obstante convienen los matemáticos en verificar 
sus cálculos por tales espresioncs, y por consiguiente 
calculan no con cantidades sino con absurdos ó con 
ideas quiméricas de cantidad, y lo qtio es mas, valién
dose de premisas desconocidas, reflexionando con ideas 
absurdas llegan siempre, en fuerza de la consecuencia ló
gica, á los verdaderos y sublimes resultados de las cien
cias exactas. Don Joaquín M. Fernandez yCardin,á quien 
á pesar del órden poco lógico de su obra, ciertamente 
han hecho célebre las seis ediciones de la misma publica
das hasta 1869, reconoce la cantidad en las espresiones 
imaginarias; pero nimia palabra dice sobre el modo co
mo pueden representarla, salvando al principio de estos 
cálculos la dificultad, diciendo: “Se ha -convenido en apli
car á las cantidades imaginarias las mismas reglas que 
van espuestas para el cálculo de las cantidades reales y  
en que {'V—l)s = —1 En esta doble hipótesis &a.” Las 
palabras “se ha convenido” indican por lo ménos cjue la 
idea que á las cantidades imaginarias corresponde os 
este'ril ó probablemente semiabsurda ó desconocida. ■

Por lo que toca á nosotros nos ^abstendremos' de 
deshonrar con semejantes aserciones á una ciencia que 
justamente ha merecido el nombre de ciencia exacta.

Bien conocemos que una obra destinada á la en
señanza secundaria, ademas del mérito científico debe 
tener una suma aptitud didáctica, por lo que se supri
me en ella toda dificultad ménos útil: pero no se pue
de negar riñe el fundamento es lo mas importante y  
principal del edificio, y  esperamos de la pericia y  celo 
que adornan á los profesores de que dispone la Repú
blica, conseguirán en la instrucción de la juventud mu
cho mas de lo que puedan imaginarse otros ménos 
interesados y celosos.

Empezando como es natural por los números ab
solutos, espoliemos la teoría de los números positivos

II
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y  negativos, ó sea de los números destinados a súman
se ó restarse, haciéndose abstracción del número abso
luto con quien tienen esta relación. Un número que- 
puede ser a la vez positivo y negativo se dice que es. 
algébrico: esta es la primera abstracción aritmética que 
conduce á generalizar el cálculo; y claro está que 
en órden á esta clase do números habrán de tener su va* 
lorias demostraciones. Aplicando los números positivos y  
negativos á la espresion de posiciones geométricas, so 
ve cuan perfectamente pueden representarles si son es
tas completamente opuestas; y  generalizando este mé
todo-de considerar los números como símbolos do posi-r 
cien, se manifiesta cómo pueden las posiciones aun cuan
do no sean completamente opuestas ser significadas 
por números. De aquí resulta la idea de mañeros de po
sición que espresan á la vez una cantidad ó distancia 
absoluta y  una posición determinada al rededor de un 
punto fundamental que sirve departida. Los números- 
de posición forman la segunda abstracción aritmética, 
la mas general posible, (pie convierte la Geometría en 
Aritmética, haciendo que las relaciones de distancia y  
posición angular entre puntos de un plano, se sujeten, 
á las reglas del cálculo como cantidades paramento 
numéricas. Pertenecen á esta suprema clase todos los 
números conocidos, bien sean positivos ó negativos, rea
les, imaginarios ó complejos, y se demuestra (pie no puo- 
de haber otra dase mas elevada. Fundados en este prin
cipio geométrico bien podremos determinar para todos 
una misma y  -general regla de cálculo sin necesidad do 
hacer suposición alguna. “No coiirrninios por consiguien
te en someter las expresiones imaginarias y  complejas 
á las reglas establecidas para las cantidades reales”; 
sino que partiendo del principio general que las uno á 
todas, demostramos absolutamente que aquellas so su 
jetan á las leyes de estas; ó para capí-osarnos con mas 
exactitud, que las de las primeras como nerteneeien 
tés á la suprema clase, rigen también á la segundas, 
que no son sino una especio de la misma clase. Mu
cho conduce al fin propuesto la definición general 
de la multiplicación dado en el § ¡l'.1 quo es el fun-
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«Jumento do la mayor parte de la Aritmética, y  que se lia 
demostrado por su aplicación á todos los casos posibles.

Bien podrá abreviarse el tratado de los números 
imaginarios y complejos contenido desde el § 77 al 86, 
lo cual tendrá lugar en la 2? edición. Por atora, como lo 
suponemos menos conocido y  en algunos puntos com
pletamente nuevo, liemos creído deber esponerle con 
mayor ostensión y diligencia,, de suerte que no quede 
duda alguna en las demostraciones. Queda por consi
guiente á la inteligencia y  discreción del maestro el 
elegir lo- mas necesario para la enseñanza secundaria.

Tal vez la oposición de los nombres real ó imagina- 
ri«,aplicados á la cantidad, lia inducido á algunos á creer 
que solo tienen existencia real las cantidades reales, y  
«pie las imaginarias solo existen en la imaginación ó que 
son imposibles. Semejante modo de considerar las 
cantidades solo, puede ser verd ulera,, si se coneiea á 
la cantidad puramente discreta,.que no, permita espli- 
cacion alguna geométrica, pero es evidentemente falso 
aplicado á la cantidad en general.

El cálculo de las cantidades concretas se reduce 
pues al de las cantidades abstractas, el de los números 
enteros es.un caso particular del de los quebrados, el 
de los números absolutos está contenido en el- de los 
algébricos y el de los números reales algébricos sigue 
las mismas reglas que el délos números complejos. Siem
pre tiende la Aritmética á generalizar por los métodos 
mas universales; si bien puede suceder en algún caso 4 
particular que el resultado de un problema debe nece
sariamente ser un número entero y absoluto, é incapaz 
por la naturaleza de la cuestión de los caractères ima
ginario, positivo, 'negativo ó fraccionario.

Si se pregunta, por ejemplo, cuántos hombres se 
necesitan para hacer en 8 dias la- obra que 15 hombres, 
han. acabado en 17 dias; responde la Aritmética 3 1 J  
hombres, cantidad que concreta como debe ser es evi
dentemente imposible. No se sigue de aquí que las 
fracciones en general sean cantidades imposibles, sino 
que no pudiendo satisfacerse al problema mas que con 
un número fraccionario, contiene dicho problema u j

IV
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absurdo. Del mismo modo cuando en la resolución db 
un problema, que debo ser satisfecho por una cantidad 
¡real, obtenemos un número imaginario, solo podremos 
inferir que el tal problema contiene alguna condición 
absurda é imposible por lo tanto de realizarse, v no que 
sean imposibles los números imaginarios.

Así que, nías convendría derivar el nombre cuníb- 
clad imaginaria de la palabra imagen, esto es, espresion 
de tal cantidad que puede gráficamente designarse.

L a  multiplicación de cantidades complejas puede 
siempre verificarse de dos maneras diferentes, á saber, 
puramente algébrica ó por la suma de los ángulos quo 
contienen. Esta propiedad tan fundamental es conse
cuencia necesaria del carácter délas cantidades com
plejas, y  por ella se verifica el tránsito sencillo de los 
números y líneas rectas á cantidades que á primera vis
ta parecen tan heterogéneas, como son los ángulos y  
arcos.

De todos es conocida la gran dificultad en demos
trar geométricamente las fórmulas trigonométricas. Ca
si nunca se encuentran demostradas con el rigor, que 
exige la generalidad con que han de aplicarse; y  solo 
para establecer la fórmula del seno ó coseno de (o,+ ^ )e s  
necesario descender á una multitud de casos. L a  
teoría de los números complejos suministra como 
consecuencias sencillas estas fórmulas en toda su 
generalidad, por manera quo presupuesta la noeion do 
las funciones goniométricas, b jsta aplicar la definición 
general de la multiplicación, para deducir fácilmente 
las cuatro fórmulas generales.

L a teoría enteramente nueva consignada así en los 
§§ 91-95 juzgamos nos autoriza para (pie separándonos 
de la costumbre hasta ahora seguida, tratemos do laG o- 
niometría como parto del Algebra. Fuera do esto, nos 
mueve á adoptar este método la simple reflexión de quo 
perteneciendo á la Geometría las funciones Goniomé- 
tricas, no deben por lo mismo considerarse fuera del ob
jeto de la Aritmética, y  aun con mas razón parecen 
ser del dominio inmediato de esta ciencia quo do la Geo
metría atendido su carácter de números abstractos; pues-

'V
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:to t|Vio son cocí un tos que representan las rehu-iones 
.existentes así entre las partes da nn número complejo, 
como entre este y su únanlo. Por esto el uso do los nú

meros complejos como algébricos, es lo mas frecuente 
en las matemáticas superiores.

Manifestemos por fin el propósito que constante
mente nos lia acompañado durante este trabajo de em
plear el método mas sencillo y apto para la inteligen
cia do los jóvenes. Una larga esperiencia en seme
jantes ocupaciones nos lia proporcionado medios sufi
cientes de elección, ya sea respecto de las materias, 
ya respecto del método y demostraciones.

Ademas del testimonio de nuestra conciencia, mi
rásemos como premio de nuestra diligencia en procu
rar la sencillez y  claridad, la aprobación de los maestros, 
y  la que con su diligente aplicación y  constancia eu 
aprovecharse de estos trabajos, manifiesten los discípulos.

No se ha dejado sinembargo que prevalezca este 
cuidado de la sencillez al deber de dar, cuando se ofre
ce, demostraciones sólidas y  completas, capaces de sa
tisfacer de lleno al entendimiento deseoso de la verdad. 
Muy bien conocemos que no hay en materia de instruc
ción preocupación mas perjudicial (pie el pretender 
eludir las dificultades científicas cubriéndolas con la fal- 
Ba apariencia de semidemostraciones, y  esto nos ha mo
vido á proponer bajo las formas que se pueden ver en el 
§17 las demostraciones relativas al órden indiferente de 
los factores, las do la multiplicación de los polinomios al
gébricos y  división de los mismos en los §§ 22 y 25 y  
otras varias. Concluimos finalmente con advertir (pie en 
ciencias de un carácter práctico tan marcado, como las 
que son objeto de la “presente obra, nadie debe conten
tarse con la simple especulación y teoría: al matemáti
co como al soldado le forma el ejercicio; y por esto nun
ca se encarecerá demasiado la necesidad del cálculo nu
mérico y  demas aplicaciones prácticas que acompañen ó 
sigan inmediatamente á la adquisición de los principios 
teóricos.

Quito, setiembre 24 de 1872.

VI

E l Autor.
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Aritmética general

Y

ALGEBRA;

INTRODUCCION GENERAL.

I. i. Todo lo que miedo aumentarse ó disminuirse r<> lia
ran cantidad. Una cantidad que se presenta como numerable, so 
llama cantidad niimñ'icti ó dinercia; una cantidad que so represen
ta como cstensa y meiis'urablo, se llama cantidad ¡/mlnílnca ó con
tinúa. Son, por ejemplo', cantidades: una propiedad, una deuda, 
ún bosque de árboles, una línea, una superficie, la intensidad do 
la luz, el peso de un cuerpo &a. Todo usto puedo aumentarse ó 
disminuirse sin que dejéii sor ó propiedad, 0 deuda, 6 un bos- 
que &a,

2. Una cantidad numérica cualquiera, por ejemplo, una multi
tud do árboles ó peso's, se compone de cosas inticjanlen (conside
rando su naturaleza; fin ó forma &a.), pero clistiiitan ó indepen
dientes entro sí por sn individualidad y naturaleza (un árbol, un 
¡leso constituye un ser por sí mismo independiente do otro). Esta 
distinción natural do las cosas quo formal! una pluralidad, se 
entiende cuando décimos que la cantidad í'iunícrica Os disocia. 
Frecuentemente solo por una operación do nuestro entendimien
to, considerando la «eiríojftifzrf répfi'tida Cu elida individuo do una 
pluralidad, nos formamos la idea du fple fcstas pertenezcan unas 
á otras y formen uit fd'h; de un drdcii stipcrior, Compuesto du
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partes que pueden numerarse; y como esto todo lógico podría 
contener un número mayor ó menor de partos distintas, se llama 
cantidad numérica. Una cantidad numérica, por tanto, no es otra 
cosa que un número de cosas semejantes y discretas comprendi
das por su semejanza como un todo.

3. Las cantidades geométricas pertenecen todas al espacio y 
se reducen ú tres cjases según el núnlfeto (le lns.diÉnénsiones que 
tienen, es decirí á las líneas (con'ulni)', á las superficies (con 
dos) y á los cuerpos (con tres dimensiones). Estas cantidades 
constituyen siempre un todo por sí mismo antes de operación al
guna de nuestro entendimiento. Por otra parto, no contienen par-

. tes discretas ó determinadas según la magnitud ó individualidad. 
En una línea, por ejemplo, no hay distinción ninguna entre una 
parte de ella y la parte siguiente, sino por el lugar del espacio 
que ocupan; todas las partes imaginables so siguen unas cupos 
de otras sin interrupción ó límite sensible. Donde se ve que no 
está compuesta por partes realmente distintas y determinadas. 
Ademas, si se quiere saber cuántas partes hay en dicha línea, no 
podría asignarse jamás esc número pedido, siendo indefinidamen
te grande, porque en una parte dada, tan pequeña como se quie
ra, siempre podremos asignar las partes de esta parte, y por con
siguiente multiplicar el número encontrado do las partes de la lí
nea sin límite alguno. A dicha calidad de las cantidades geomé
tricas llamamos su continuidad.

4. Como la cantidad geométrica no contieno por sí misma un 
número determinado departes naturales, no es numerable. Pero 
para hacerse una exacta idea do su magnitud respecto á otra de la 
misma especie, es menester usar una medida, es decir, otra can
tidad geométrica de la misma especie y mas pequeña y determi
nada por su magnitud. Observando cuantas veces dicha medida 
está contenida en la cantidad geométrica dada, hallaremos un 
número que represente la magnitud de la cantidad de (pie se 
trata: es decir, la cantidad en cuestión es á la medida, como el 
número obtenido á la unidad. Esta operación se llama medir. Ca
da cantidad geométrica siendo mensurable, puede representarse 
por números, cuya unidad es la medida usada.

II. Das ciencias que tratan de las cantidades se llaman Ma
temáticas (páB tfffií=  scientia per excellentiam); y se dice Aritmé
tica (apit¿po!=s=número, scientia aritmética=ciencia de los núme
ros) la parte que trata de las cantidades numéricas; y Geometría 
(y;¿=tierra, p£rpe¡v=mcdh', medida de tierra) la parte que trata 
de las cantidades geométricas.

III. Términos técnicos.
1) Axioma ó principio es una verdad evidente por si mis

ma y que por esto no necesita demostración.
2) Teorema es una verdad cuya evidencia se tiene solo des

pués de la demostración.
3) Problema es UDa cuestión que exige una solución.
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4) I.cma es una proposición menos importante que prepa
ra la demostración de otra.

5) Escolio osuna observación sobre una ó varias proposi
ciones precedentes.

(i) Corolario es uña consecuencia muy sencilla que resulta 
de una ó varias proposiciones precedentes.

7) Explicaciones son unas definiciones y nociones previas.
H) Hipótesis es una suposición lieelui en el enunciado do 

una proposición, y tesis la afirmación de una verdad con
tenida en el mismo enunciado de la proposición.

Teorema, problema y lema en general toman el nombi'o do 
proposición.

Deben demostrarse todas las verdades que las matemáticas 
enseñan, cuando por si mismas no son evidentes, es decir, cuando 
no se contieno en uno ú otro axioma. Las demostraciones se efec
túan ó inmediatamente por medio do dichos axiomas ó por me
dio de verdades ya demostradas. Donde se ve que los axiomas fi
nalmente constituyen el fondo do todas las matemáticas.

IV. Tales axiomas ó principios tjcnerules son las siguientes:
I) Toda cantidad es igual á sí misma:

A =A

f

2) Una cantidad igual puede ponerse en lugar de oti»  
igual:

A + B = C
B = M

A + M = C

3) D >s cantidades que son iguales á una tercera son igua
les entre si :

A =M
B = M

A = B

4) El todo us igual á sus partes juntas:

ni, n,p las partes de A 

A=m-|-u-j-p

ñ) K1 tudo es mayor que cada una de sus parles.

A=iu-f-n 

A > m ; A > u
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6) Las partes son menores que el todo:

A=m-f-n-f-p

m < ;A ; m-j-n<^A

7) Sumar cantidades iguales co,n otras iguales da por ro 
sultadq cantidades iguales:

A =M
B = N

A-f-B=M +N

3) Restar cantidades iguales de otras iguales da por resul
tado cantidades, iguales:

A ^M
B —N

A— B = H ~ Ñ

9) Multiplicar cantidades iguales por otras iguales da por 
resultado cantidades iguales:

A =M
B = N

a 7 b = m 7n

10) Dividir cantidades iguales por otras iguales dn por 
resultado cantidades iguales:

A =M
B=^N

*a~ m "
B N

11) En general: Si con cantidades iguales se liacan opera
ciones iguales los resultados son iguales.
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NOCIONES PRELIMINARES.

Los números y las reuniones de los números.

I .

E splicacionks. Cada cantidad numérica considerada como un 
todo y en oposición á otras de la misma especie se llama unidad. 
La unidad, sus múltiplos y partes se llaman números. Añadiendo 
la unidad á la unidad se produce el número 2; añadiéndola uni
dad á 2 se produce el número 3, y así añadiendo siempre la uni 
dad al número ya obtenido, se forma la serie natural é indefini
damente creciente de números: 1, 2, 3, 4, 5 . . . .  La formación de 
números por medio de la unidad se dice numerar, y la de nuevos 
púmeros por medio de otros dados se dice cah'ular.

II.
E splicacionks. Entre lps números deben distinguirse:
1. Números cuteros y fraccionario* ó quebrados. Un número en

tero es un número (pie tiene por unidad una cantidad indivisa; 
y un número fraccionario es un número que tiene por unidad 
una parte de una cantidad. Son números enteros los números 
naturales 1, 2, 3, 4, 5 . . . . ,  pues tienen por unidad el número in
diviso 1; pero son números fraccionarios, por ejemplo, los núme
ros f . . .J ,3 pues tienen por unidad J, ps decir, una parto
de 1.

2. Números eonere/os y abstráelos. l rn número rom reto es un 
número que tiene por unidad una cantidad denominada por sus 
calidades físicas, por ejemplo, 7 árboles, 13 caballos, 4 luces \a 
Dicha calidad sollama la denominación del número concreto. U11 
número abstracto es un número cilio tiene por unidad la unidad 
sin denominación ó abstracta. Asi, 3, 125 son números abstractos.

Cantidades concretas que tienen la misma denominación so 
llaman homónimas (o//oS==igunl,opo/m==noinbrc); cantidades con-
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oreias que pueden reduciese á la misma denominación (por ejem
plo: peso3, reales 6 metros, centímetros), so llaman luimogt liras 
(ó/mí=¡gunl, ysvot= e s p e c ie D o s  cantidades son iguales cuan
do teniendo la misma denominaoion ó siendo nl>8trnetns contie
nen el mismo número de unidades. I.a esprqqimi algebraica do 
la igualdad que existe entre dos: Cantidades se llama ecuación 
(a = 7 ) ; la oantidad que está á la izquierda del signo de igualdad 
(=¡) se llama primer miembro de la ecuación y la que está á la 
derecha segundo miembro do la eonacion. En la ecuación x-f-7=15  
la cantidad compuesta x-}-7 es el primer miembro y el número 15 
el segundo miembro de la ecuación.

III.
E splioaciones. Ademas de esto, los números se distinguen en 

números determinados é indeterminados ó generales.
1. Los números determinados son indefinidos. Para desig

narlos basta un número muy pequeño de signos que se llaman
eif,ras.

0, 1, 2, 3, 4 ,5 ,0 , 7, 8, 0.
El signo 0, que se pone con las cifras, annquo no sea mía ci

fra, se dice cero y designa que las unidades faltan en el lugar que 
ocupa. Por los otros se designan inmediatamente los números: 
uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, nio'.e, ocho, nueve. Por medio de loa 
mismos signos se espresau los números enteros mayores que nue
ve, atendiendo ya al valor absoluto ó natural ya al valor local de 
dichos signos. Escribiendo las cifras 1, 8, 9, 2, 7 en una misma 
línea, unas en pos de otras sin interposición de signo ó espacio 
alguno:

18927
y contando do la derecha a la izquierda, los valores absolutos ó natu
rales de las cifras escritas son ríete, dos, nueve, ocho, uno; pero con
tando igualmente de la derecha ú la izquierda, la cifra del primer 
lugar significa unidades, la del segundo lugar decenas, la dél ter
cer lugar centenas, la del cuarto Ingerías unidades de mil, la del 
quinto lu garlas decenas demil &a. Así 18927 significa: una decena 
do mil, mas ocho unidades de mil, mas nueve centenas, mas dos 
decenas, mas siete unidades; es decir en breve, significa: diez y 
ocho mil novecientos veintisiete. (Por este valor local de las cifras, 
el valor de cada una de ellas se hace 10, 100, 1000, 1 0 0 0 0 ... .  
veces mayor, ocupando el 2.°, 3.°, 4.“, 5 9 . . .  .lugar. Paitando en el 
número que ha de escribirse las unidades ó las decenas, ó las cen
tenas &a; el lugar de unidades, de decenas, do centenas íca. debo 
ocuparse por el signo 0; por ejemplo, en 20300 faltan las unidades 
de mil, las decenas y las unidades y el número escrito significa: 
veinte mil ti’escientos. Este método de representar todos los nú-
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mcl'os diteros por medio de las nueve cifres y del signo 0 se llamn 
dwiniql' 6 <tCca<taf y  el número 10 soflama la barí' djelinm- 

nió1 sibtema.
Pór in3dio de los mismos sigíios puedan escribirse tnmbien 

todos los números fraccionarios. La parte deja cantidad (pie cons
tituye la unidad del n'úiñérb fraccionario, se escribe, lmciéntio una 
taya horizontal. en la línea, en donde se escribe, poniéndo la cifra 
1 sobre la raya y el número que indícala multitud do lás pa'rtes 
bajo la raya; por ejemplo, ) significa una quinta parte. Dos,
tres, cuatro, cinco, seis, siete___ quintas partes, se escriben f , *,

é’ í ’ i  ■ poniéndolos números correspondientes 1, 2, il, 1 . .  
en lugar de 1 sobre la raya. La cantidad puesta sobre la rayase 
dice numerador y la cantidad puesta bajo la raya se llama deno
minador.

2. Los nímeron indeterminados se espresan por signos gene
rales, ordinariamente por las letras minúsculas del alfabeto lati
no ó griego. Por esto, cada letra así empleada puedo repiescutur 
todos los números posibles, pero con la restricción que en el mis
mo problema, la misma letra lia de representar siempre el mis
mo número, y letras diversas números distintos. Por ejemplo, cuan
do en un problema á la letra a sebe, atribuido ol valor !), esto 
valor 9 debe retenerse para dicha letra a .por todo ol discurso del 
mismo problema, aunque otras veces la tal a pueda representar 
otro número cualquiera.

La parte do la aritmética que trata de los números determi
nados se llama arilmfliea interior, y la que trata de los números 
indeterminados se llama arilnu'tieu KU/nrior ó r/enrral. Por el uso. 
recibido en muchos países, la primera se dice también simplemen
te sin adjetivo determinante aritmética y la segunda álgehra.

NOTA.— La palabra “álgebra” es por su origen árabe, sien
do al=el y gebra—cálculo. Por esto se usaba ai principio pa
ra designar una parto de la aritmética general que enseña lí 
buscar el número incógnito por medio do otros conocidos rela
cionados entre si, por ecuaciones, lo cual es calcular. Pero con 
el tiempo osa palabra fuú reduciendo mas y mas el nombre arit
mética, . que designa frecuentemente solo la aritmética inferior.

•

IV.

jEsi'LicAciuNi'ü. Ojwarit.iiCit (tvü)H(lkan ó ul<j(hvicas so llama 
todos los diversos métodos de calcular por medio do números á 
lili de obtener los resultados que so quieren. Dichas operaciones 
pueden completamente ejecutarse cuando los números dados ron 
determinados; en el caso opuesto, cumulo los números dados son 
indeterminados, las operaciones se ejecutan hasta obtener una for
ma muy cómoda dei resultado en la cual liimlmonto hunde po-

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



c a 

berse valores determinados en lugar de las cantidades indeter
minadas. Para hacer posibles tales operaciones, la aritmética tie
ne necesidud de varios signos de cantidad, de operación y do 
relación.

Signos de cantidad son todos los susodichos de número, ó las 
Cifras para los números determinados, y lns letras minúsculas 
latinas ó griegas para los números indeterminados.

Signos de operación son entre otros los de adición, sustrac
ción, multiplicación y división (—f-, —, . ó X , :) .  Los otros se da
rán á conocer á medida que se vayan presentando.

Signos de relación son el signo de igualdad (a= b , a igual a b) 
y los signos de desigualdad (a^>b„ a mayor que b";n<^b(, a me
nor que b").

Y-
E spi.icacioses. La reunión de las cantidades por medio de los 

signos de operación se llama represión aritmética ó algébrica. Se 
llaman términos las partes de una espresiou que van precedidas 
ó seguidas del signo -j- ó del signo - Así los términos de la es- 
presion a-j-b—c Son a, -j-b, —c. Una tal espresion que consta de 
varios términos se dice espresion compuesta, ('sanse también las 
palabras monomio, binomio, trinom io.... en general polinòmio, 
según que el número de los términos sea uno, dos, tres. . . .  va
rios; a es un monomio, a—b un binomio, a-(-b— c un trinomio.

Toda reunión de .cantidades y espresiones algébricas efectua
da por medio de signos de relación se llama fórmula. Coda fór
mula constituye la espresion matemática de una proposición ó 
verdad que las matemáticas enseñan. Así, por ejemplo,

(a + b )  (a—b ) = a 2—b2

es Urta fórmula, y la espresion abreviada del teorema : L a enmn¡ 
de dos números multiplicada por la diferencia de los mismos da por 
resultado la diferencia de los cuadrados de los mismos números."

Para designar que una espresion compuesta debe tomarse 
como un todo y como un todo Someterse a las diversas ópera- 
ciones que han de hacerse de ella, es menester tener cuidado de 
encerrar dicha espresion en un paréntesis. Así a— ( b—c) significa, 
que lai diferencia b—e debe restarse de a, y el resúltádo es a—b-j-c ; 
pero a—b—c significa que a debe disminuirse lo primero de 17 
y después de c.

(fritar ó resolver nn paréntesis, es: quitar el paréntesis y hacer 
todas las operaciones necesarias á fin que el valor de la espresion' 
na padezca alteración.
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VI.
E xplicaciones. La aritmética, pues, tiene por objeto reunir las 

Cantidades, unas á otras conforme á las reglas descubiertas, y 
conforme á las condiciones de una cuestión propuesta; desarro
llar en seguida las espresiones algébricas así formadas, y trans
formarlas en otras equivalentes y mas acomodadas al cálculo nu
mérico; ademas de esto, en general buscar números incógnitos por 
números conocidos y dados, estudiar las reluciónos varias y muy 
complicadas que existen entre las cantidades, y así venir á hallar 
nuevas leyes y verdades que el entendimiento del hombre nunca 
hubiera inmediatamente conocido.

Hay siete operaciones llamadas aritméticas ú operaciones do 
cálculo estrictamente, es decir, la adición, sustracción, multipli
cación, división, formación de potencias, estraccion do raíces y for* 
inación de logaritmos.

— 9—

§• 1- 

Adición.

E xplicaciones. La adición es la reunión de las unidades dó 
dos ó mas números en un número nuevo. Efectuar la adición se 
dice sumar y por consiguiente:

Sumar un número a á otro ó* es hallar un número nuevo s, 
que contenga tuntas unidades cuantas contienen a y h juntas.

Los números ay  l> dados para sumar sollaman sumandos; el 
números, resultado do la adición se llama suma. El signo do la 
adición es una cruz derecha (-)-) y se enuncia “mas”.

La espresion artimética do que el número h ha do sumarso 
al número a, y que el nuevo número formado es s, tiene la forma

a -f- b =  8
'  7 - f  5 =  12

L a espresion a -)- b"so dico suma indicada y el número s 
suma real.

A un mismo núnicro pueden sumarso también varios otros 
números. Para efectuar esta suma, al número dudo, se suma lo 
primero otro número cualquiera, al resultado obtenido otro uú- 
mero &a, cuya operación puede indicarse del siguiente modo:

a +  b +  c + d ^ f t a  +  bj +  c j + d

En una suma todos los sumandos deben tener la misma de
nominación, la cual por consiguiente será la do la suma:
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5 pesos -f- 6 pesos-f- 8 pesos =  19 pesos:
8 caballos'-}- 10 caballos =  18 caballos.

Si las cantidades fiadas tienen denominaciones qno pueden 
reducirse á la misma, frecuentemente en la suma indicada, esas 
se escriben con sus propias denominaciones; pero la suma real, 
después de haber reducido las cantidades dadas á la misma do* 
nominación, debo tener siempre la denominación común:

3 pesos -f- 4 rs. =  (24 rs. -j- 4 rs.) =  28 rs. ó bien 
=  (I ps- +  i  P?-) =  i  ps-

Como las fracciones tienen la denominación que indican los 
denominadores, se signe el mismo modo de escribir:

* + * + * = ■ ( ¥  +  *  +  *)=■•¥•
Pero aquí se escribe también en la suma real 4 -J en lugar 

de ^  y esa espresion quiere designar 4 {-■

§• 2.

Sustracción.

E splica cion es. Kestar un número 4  de otro número 12 , supone 
que el número 4  se encuentra en el número 1 2  como parte, es 
decir, que el número 1 2  sea la suma d el número 4  y  del número 
buscado 8. De donde podremos deducirla definición:

La sustracción es la operación que, dada la suma de dos 
números y uno de los sumandos, da el otro sumando. Y 
por consiguiente:

.Restar un número b de otro a es: formar un nuevo nú
mero d, que sumado con el número 6 vuelva á reproducir 
el número a.

La suma a de la que el número b debe restarse, en la sustrac
ción, se llama minuendo; el sumando dado b, que debe restarse, en 
la sustracción, se llama sustraendo;  y el otro sumando pedido d, 
resultado de la sustracción, se llama aquí resta ó diferencia. El sig
no de sustracción es una raya pequeña horizontal (— ) y se enun
cia “menos.”

Por esto la espresion aritmética que significa que el número 
b ha de restarse del número a y que el nuevo número fonnado es 
d, se escribe:

a — b =  d y equivale á b -f- d =  a 
9 — 4 = 5  y equivale á 4 -{— 5 =  9
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La espresion a — b so llama diferencia indicada y el numera
d 'diferencia real.

De un mismo número pueden restarse también varios otros 
números. A este fin, del minuendo dado, lo primero se resta uno’ 
de los sustraendos, del resto obtenido otro de los mismos &a. Para 
indicar esta operación puede escribirse:

a — b — c — d =  [(a —b) —c] — d 
Como la sustracción no es otra cosa que la inversión de la adi

ción, todo lo que se ha dicho cu el parágrafo precedente sobro la 
denominación de las cantidades que entran en una suma, vale igual- 
rnsiifeüLsPec*'° a Ia sustracción.

§• 3 .

Multiplicación

Tüskucacioxes. Siendo iguales todos los sumandos en una su- 
ajia indicad»; la adición so convierto en multiplicación.

■"’Definición elemental. Multiplicar un numero a por otro 
número b es: formar un nuevo número p  quo contieno al 
número a tantas veces por sumando, cuantas el núraoro b 
contiene á la unidad.

a . b =  a 
b =  1

7 . 4 =  7 + 7  +  7 +  7 j
(1*)4 =  1 + 1 + 1  4 - 1  í

+  a + a  +  a +  . . . . b  veces =  a b 1 
+  1 +  1 +  1 +  . . . .b  veces J (1)

El número a quo debe multiplicarse, se llama multiplicando] 
el , número h por que debo multiplicarse, se llama multiplicador; 
uno y otro juntamente toman también el nombro do factores; 
el número p, resultado de la multiplicación, so llama producto. 
El signo de la multiplicación es una cruz oblicua ( X )  ú un punto 
(i.) que se enuncian “multiplicado por.” Estos signos, empleando 
letras ó signos generales de números, también pueden entera
mente dejarse.

L a espresion aritmética que indica quo el número a ha do 
multiplicarse por el número b y quo el nuevo número formado es: 
p, se escribe por consiguiente

« X I) , ó a . b,  ó nb =  p 
7 X 4 ,  ó 7 . 4  =  28

L a espresion a X  ú, a.b, a’> so llama producto indicado y o t  
número p producto real.
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Un número a puede multiplicarse .también por varios otros 
números b, c, d. . .  A este fin, so multiplica lo primero, el númoVo 
dado por uno do los multiplicadores, después el resultado obte
nido por otro do los mismos &a. La espresion correspondiente 
será:

nb c d = [ ( a b )  c] d
En un producto indicado de dos factores, solo el multiplican

do puede tenor denominación, el multiplicador nunca la tiene; el 
producto resultante tieno la denominación del multiplicando. En  
un producto de varios factores solo uno de los mismos puedo te
ner denominación, todos los otros son números abstractos.

Ejemplo: En cada una de las 20 casas do un pueblo hay 4 ca
ballos, ¿cuántos hay en el pueblo?

Eesp, Hay 20 veces 4 caballos, es decir, 4.20 ú 80 caballos. El 
número 4 tiene denominación, pero el número 20 no la tiene, 
significando 20 veces y siendo por esto, como multiplicador, núme
ro abstracto. Multiplicar 4 caballos por 20 casas no tieno sentido 
ninguno.

Según la definición propuesta de multiplicación, el multipli
cador ha de ser número entero. Pero el uso recibido permite tam
bién la multiplicación poruña fracción, dándole sentido diferem 
te de el de aquella definición. Conforme dicho' uso, por ejemplo, 
15 multiplicar por ü, quiere decir, tomar tres quintas partes do 
15, es decir, dividir 15 en cinco partes iguales y tomar tres dees- 
tas partes:

15 . f =  Y + - l5¿ + ¥ = 3 + 3 + 3 = 9
Se haca primeramente una operación do división y luego la 

de la multiplicación, según la definición aniba enunciada.
Como toda ciencia ha de considerar la materia de que trata 

de un modo general, pondremos aquí una definición do multi
plicación que contenga todos los casos posibles,

2. Definición general de la multiplicación. Multiplicar un 
número a por otro número b es: formar un nuevo núme
ro p  de a del mismo modo, que el número b está formado de 
la unidad entera.

Distinguiremos los dos casos:
1) El multiplicador b sea un número entero. Según la definí" 

cion general es
b =  1 -}-1  —(— 1 - j - 1 —f-. . . .  b veces

de donde a .b  =  a - | -a - j -a - ( -a - j - . . , .  b veces =  p
Pero este es el mismo resultado que hemo3 encontrado arri

ba en ( 1) estableciendo la primera definición.
2) El multiplicador sea una fracción ™ cualquiera. Confor

me á la definición genera!, el producto buscado debe formarse de a
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ele la misma manera que el multiplicador de la unidad 1. Pe

ro ee hace de 1 el número tomando la n" parte de 1 y po
niéndola m veces:

m 1 , 1 , 1 ,—=  —4- —4-.. 4 - . .  . . m veces n n 1 n u
Luego se hallará el producto que so busca tomando la nn 

parte do a, y poniéndola m veces. Por consiguiente, espresnndo la 
parte na do a conforme al modo de escribir las fracciones, tendre
mos:

m )i i n i ri i ^a . -  =  — \- - 4 -  - 4 - . . . .  m veces =  - .  m =  p n u 1 n 1 u 1 n í

E l mismo resultado quo hemos encontrado arriba, hablando 
de la multiplicación de 15 por pues poniendo a = lo  y — =  so

a 15 o nsaca- . m =  . o —J,n i)
Luego la segunda definición es aplicable á los dos casos pro

puestos, y mas tarde veremos, que ella vale también para todos los 
otros cases posibles.

§• 4.

División.

E spucaciones. Dado un número como producto y ademas otro 
número como uno de los factores, se halla el otro factor por me
dio de la división.

Dividir un número a por otro h es: hallar un tercer nú
mero c, que multiplicado por el número b, vuelva á repro
ducir el número a por producto.

El número a quo debe dividirse, Be llama dividendo; el número 
b que divide, se llama divisor; el número c, resultado do la división, 
se llama cociente. El signo de división es ( : )  ó una raya horizon
tal (—) y se enuncia “dividido por.”

Por consiguiente la espresion aritmética quo indica, quo ol 
número a ha do dividirse por 6, y que el número nuevo encontra
do es c, se escribo

a:b  ó bien & = c  y equivale ú a =  c . b 

18:3 ó bien Ja— =  (1 y cquivalo á 1 8 =  G. 3

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



La csprcsion a:b 6 -  se llama cociente indicado, y ol número-
c cociente real.

Puede también un número dividirse por otros varios. Pura 
efectuarlo, el número dado se divide por uno de los divisores, ol 
cociente hallado por otro da los mismos &u. Dicha operación 
puede escribirse

a : b : c :d =  [ i a :b ) : c] : d

La división contiene dos operaciones distintas:
1. * Si el dividendo tiene denominación y el divisor la tiene tam

bién, la división es ana medida ó dividir es mensurar, pues se quie
re saber cuántas veces el divisor está contenido en el dividendo. 
El cociente, en este caso, es un número abstracto y dice: tantas ó 
tantas veces. Por ejemplo, dividir 100 pesos por 25 pesos, es pre
guntar, cuantas veces 25 pesos están repetidos en 100 pesos. El 
número 4, resultado de la división, es un número abstracto y da 
la respuesta pedida: cuatro veces.

2. “ Si el dividendo tiene denominación y el divisor no la tiene, 
la división es una formación de una parle del dividendo, y en este 
caso, el cociente como parte del todo, tiene la denominación del 
dividendo. Así, dividir 100 pesos poi>4 es formar nna parto do 
los 100 pesos, que tomada 4 veces equivale á los 100 pesos y qno 
será 25 pesos.

Si el dividendo no tiene denominación, ni el divisor ni el co
ciente la tienen.

La razón del todo se deduce de lo susodicho sobre la deno
minación de los factores y del producto, en el parágrafo precedente.

§• 5.

¿'ormacion ele las potencias.

E si'Licaítion' es . Si un producto tiene iguales todos los facto
res, la multiplicación se convierte en la formación de las potencias.

Formar la potencia n del número a, 6 lo que es lo mismo, 
elevar el número a á la potencia n, quiere decir: formar un 
nuevo número P, poniendo a tantas veces por factor cuan
tas n contiene la unidad.

El número a que debe elevarse á la potencia, se llama base 
A raíz; el número n que indica cuantas veces a debe tomarse por 
factor yqueportanto indica elyrado de la potencia, se llama espo- 
nente; y el número P, resultado de la operación, se llama potencia.

La base, el esponente y la potencia no son sino números abs- 
t ráelos.
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La formación do las potencias so indica, escribiendo la bastó 
una vez y poniendo el esponeuto á la derecha un poco mas alto 
,y con letra minúscula.

Por consiguiente, la espresion aritmética <pio indica que el 
número a debe elevarse á la potencia n, y (pie el número J‘ es el 
nuevo número formado, se escribe:

a" = P  y equivale á a" •=. a . a . a . a . . . . n voces 
3 P=  243 y equivale á 3 ' =  3 . 3 . 3 . 3 . 3

La espresion a" so pronuncia “a á la potencia ó bien “a 
á la ii," ó finalmente, “«caima potencia de a "  Ademas «,l so Us
ina potencia indicada y el nuevo número formado 1‘ potencia nal ó 
valor real de la potencia.

No puede cambiarse la base con el espolíente en una poten
cia indicada como a’* ; este cambio da otro valor real. Es por 
ejemplo 23= 8 ,  3 a =  9. Solo 2'1 = 4 » ,

La primera potencia de un número es el número mismo: 
a 1 =  a; se pone aquí a una vez como factor do 1. La segunda 
potencia se dice también cuadrado, la tercera cubo, la cuarta ld<ala
drado. Por esto se dice también

a2 el cuadrado de a; a 3 el cubo de a; 
a 4 el bicuadrado de a.

Si la base es un número entero ó fraccionario y el capónente 
(como suponemos en la definición dada) un número entero, cada 
potencia tiene solo un valor numérico determinado. Asi tendre
mos siempre:

=  -»-?. Jo  J°n d e ( - )  =

De aquí se infiere, que números iguales elevados á potencias 
indicadas por los mismos esponentes (enteros), no pueden dar 
sino valores do potencias numéricamente iguales.

Dado a =  b, terá también tix —bx

§• «•

Estraccion de raiz.
E si'Ucaciones. Dado un número como potencia y ademas otro 

como espolíente, so hallará la base por tu estraccion de la raí;.

Hat raer de un número ala raiz del grado n, quiero decir: 
formar un nuevo núm ro r, (pío elevado á la potencia n 
vuelva á reproducir el número a.
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lsor cdfisiguiente, estraer la raíz nal número a es tamicen, 
descomponer el número a en n factores iguales y tomar uno <lo 
los mismos, que será r ;  y r  tomado n veces por factor, dará el 
número a por producto.

El número a del que debe estraerso la raiz, ne llama crlnUdad 
subradical ó simplemente subradical; el número n que indica el 
grado déla raiz, se llama índice ó imponente radical; y el número 
r, cuya neBÍm» potencia es a, resultado de la operación, so llama 
raiz.

El subradical, el índice de raiz y la raiz no son sino números 
abstractos.

La estraccion de raiz se indica, poniendo delante del subra
dical de que ha de estraerse la raiz, el signo \/, que es una r  ras
gada, inicial de radix=raiz: y se escribe en el ángulo del mismo 
signo el índice de la raiz, es decir, el número que indica la raiz 
que debe estraerse. Ademas de esto, debe tenerse cuidado do cu
brir con una línea horizontal, toda la espresion de quo debe es
traerse la raiz y que por tanto tiene el nombre de subradical.

Por consiguiente, la espresion aritmética quo designa que la 
raiz n ha de estraerse del número a y que r  es el nuevo numero 
encontrado, se escribe

n __ f n _______________'
-y/a = r  y equivale á \ / r . r . r . . .  n veces =  r ó á rl1 =  a

a =  2 y equivale ái/j¡ . 2 . 2 = 2  ó á 23= 8

La primera raiz de un número es el número mismo, \/~ = n .  
L a segunda raiz se escribe sin índice, poniendo solo el signo ra-

__ 2 __
dical; luego \/ a = y / a .

La segunda raiz se llama también raiz cuadrada, y la tercera 
raiz cúbica, de modo que se dice

a, raiz cuadrada dea; \/ a, raiz cúbica dea.

Supuesto que las cantidades subradicales son números ente
ros ó fraccionarios y los índices de raiz números enteros (los quo 
suponemos en la definición dada) cada raiz no tiene sino un va
lor numérico determinado. Así, siempre tendremos:

7 8T = í ; d e ,d o n d e ^ =
V 8 Ï

De aquí se infiere que estrayendo la raiz del mismo índico 
á cantidades iguales, los valores radicales serán numérienmentef 
iguales :

x __ x'__
Dado a =  b, sei-á también V  a — \¿ b.

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



—17—

§• 7.

Formación de logaritmos-

E splic a c io n e?. Dado nú número por potencia, y ademas otro 
por base, se hallará si capónente por la formacion'acl logaritmo, ló 
que se dieo también tomar el logaritmo.

Tomar el logaritmo de un número a respecto á otro núme
ro b e  s : formar ó buscar un nuevo número /, quo siendo 
esponento de b, vuelva á reproducir el número a.

El número a, que es potencia y do quo se busca el logaritmo, 
so llama el Número del logaritmo ó simplemente el Número; el nú
mero b, que es base de la potencia, se llama aquí igualmente base: 
y el espouente I, que se busca, se llama logaritmo.

El Número, la base y el logaritmo no son sino números abs
tractos.

La espresion aritmética que designa quo el número l es loga
ritmo de a respecto á b, so escribe:

1 =  l̂og a y equivale á b1 =  a

5 = 2log 32 y equivale á 2 r' =  32

y se pronuncia: I es el logaritmo do a para la base b.
Los logaritmos de números iguales y tomados para la misma 

base serán iguales; porque si tenemos b; =  a, b1' =  c y a= e , ten- 
di'emos talnbien 1=1', luego

si a =  c, será también ^log a =  ; log e
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CAPITULO I.

ADICION Y SUSTRACCION.

§• 8 .

Calidades de una suma.

Conforme ó la definición, la idea de una suma es que ella luí 
de ser el conjunto, ó la colección do todas las partes dadas para 
constituir un todo, que es la misma suma. Por consiguiente, la 
suma queda bien ejecutada, si contiene todas las partes [dadas, 
siendo indiferente el orden de los sumandos, supuesto que todos 
existen en ella. De aquí se infiere:

a) La suma ha de contener tantas unidades ( enteras ó 
fraccionarias) cuantas tienen los sumandos juntos.

b) Para conseguir la suma de varios números, es indi
ferente que un sumando entre en la suma por primero 
6 por último.

Estas proposiciones pueden considerarse como otro enuncia- 
do del axioma 4.° “el todo siempre es igual á sus partes juntas."

De donde so saca inmediatamente:

1? Los sumandos pueden cambiar de posición, sin que 
se altere el valor de la suma.

a -j-b -)— c =  a - }-c —f-b =  b —f-c-f- a = .  / k v A -  (a )

Luego para efectuar la misma suma de los tres números a, b, 
c, puedo cada uno de ellos ser el primero, el segundo 6 el tercer 
sumando, lo cual podremos designar por:
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( n + b )  +  c = ( n  +  c)  +  b = ( b + c ) + n  = ...........  (/S)

os decir, que la suma de tres números so puede hacer sumando 
primeramente dos de ellos, y luego añadiendo el tercer número. 
Ordinariamente se dejan estos paréntesis en una suma; pues la 
manera de escribir como en (a ) indica suficientemente la misma 
cosa.

i 2? Un número quedará sumado con mea suma, añadién
dolo á cualquiera de los sumandos:

(a—(—b-f-c) -|- <1 =  (a+ d ) -j- b +  c =  a +  (b -fd )-f c = ----- ( y >

Porque en uno y otro caso el todo contieno las mismas partos
3? Una suma quedará sumada con un número, añadiendo 

cada uno de sus sumandos al número dado.
a-j— (b—(—c-f-d) =  a — b -J— c —}- d (ó)

Porque en uno y otro caso, el todo contiene las mismas partes.

C o e f ic ie n t e s  y  t ér m in o s  se m e ja n t e s . Conforme á la definición 
de la multiplicación, la sumado varios sumandos iguales, noca otra 
cosa que un múltiplo de dicho sumando. En este caso el sumando 
igual se escribe solamente una vez, y delante del mismo se pono 
el número, que indica cuantas veces dicho sumando igual debo po
nerse en la suma.

E splica cion , Se llama coeficiente el número que se coloca 
como factor á la izquierda de una cantidad y quo indica 
cuantas veces esta debo ponerse en la suma. I)e esto modo 
tenemos:

a-f-a-)-a-|- a =  1 a ,
f (f)a—(-.i-f-a—(— . . .  m veces =  m a ’

No se escribe el coeficiente cuando es la unidad.
Así en el binomio 2 a-j^, puede decirse quo b tieno por coe

ficiente la unidad, pues en efecto 1 .  b =  b.

E splica cion , Sc llaman términos semejantes los quo fuera 
del coeficiente, son enteramente iguales, y quo por esto cons
tan de las mismas letras, con los mismos espouentcs, dis
puestos del mismo modo &a. Son, por ejemplo, soiuejantes 
los términos:

a; H[-a;  — a; -j-a
a2l>; 2 a2b; Ja2b; — m a2b
a 3e É __5 _l- 1 a3c
I T ’ O x . 1 • X3)
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Pero no son semejantes los términos nab, a 3b, a b a, a b a. 
De donde so deduce:

4? Se hace Ja suma de términos semejantes, efectuando la 
suma do los coeficientes que tienen, y escribiendo la su
ma de los coeficientes encontrada (leíante del término 
común que se escribe una sola vez.

Por ejemplo:.
5 a +  a +  7 a =  (5 + 1  + 7 )  a =  13 a 

2 b x 2+ 3 b x 2- H ; b x 3 =  5-}b x2

Términos desemejantes no pueden sumarse de este modo.
Como razón de uno y de otro puedo asignársela siguiente: 

Das espresiones aritméticas, que tienen coeficientes, son verdade
ramente las denominaciones especiales de los coeficientes. Así en 
3 a y 5 a, la cantidad a es la denominación de 3 y de 5. Luego, sion- 
do iguales las denominaciones de los coeficientes, estos pueden su
marse (§. 1 Adición), dando la denominación común á la su
ma de ellos. Pero cuando las espresiones aritméticas, que tienen 
coeficientes, no son enteramente iguales, como en los términos de
semejantes, ellas no constituyen la misma denominación do los coe
ficientes, y por consiguiente, estos no pueden sumarse.

Teoremas fundamentales de las diferencias.

T eorem a  1. Cuando se suma con la diferencia de dos números 
el sustraendo, se baila el minuendo.

D em. La cantidad (a—b) contiene b unidades (enteras ó 
fraccionarias) menos que a; añadiendo, pues, estas b unida
des, se bailará la cantidad a.

T eorema 2. Cuando se resta de la suma'de dos números uno de 
los sumandos, se baila el otro sumando.

Dem. L a  cantidad (a—f-b) contiene b unidades mas que 
a ; luego restando estas b unidades, quedará solamente a.

(a—b)-f-b =  a (1)

(a -fb )—b =  a ( 2)
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T eorema 3. Canudo bg resta la diferencia do dos números del 
minuendo, se halla el sustraendo.

a—-(a—b) =  b (3)

D em. La cantidad (a—b) contiene b unidades minos‘que 
«; luego restando.esa cantidad (a—b) do a, quedarán estas b 
unidades..

E scolio. Un número no padece alteración, cuando se le Rilado 
y quita un mismo número.

a-j-b—b =  a

§■  10.

Teoremas de la3 sumas y diferencias.

T eorema  4. Un número queda sumado con una suma, aña
diéndolo, á un sumando cualquiera (cf. §. 8. 2).

(a -)— b) -f- c =  (a -|-c) -J- b == a ( b  -(- c) (4)

D em. Do uno y otro modo, el todo contiene las mismas 
partes.

T eorema  !>. Un número queda restado do una simia, restándolo 
de un sumando cualquiera.

(a-f-b)  — c =  (a—c) -f- b =  a-}-  (b — c) (5)

D em. El todo se disminuye do c unidades denteras ó frac
cionarias) si una do sus partes se disminuye do estas.

T eorema  G. VUn número queda sumado con una diforoucia, su
mándole con el minuendo, ó restándolo del sustraendo.

(a — b) e =  (a c) — b =  a — (b — e) (G)

D em. a) Se aumenta a de c unidades, si estas c unida
des so añaden, y luego restando b de esta suma, so encuen
tran en el resultado (a -f- c) — 1), c unidades mas que en 
(a—b ) .—fi). El número (b ■— o) contieno o unidades me
nos que b; luego restando (b—e) do a, quedarán c unida
des mas, que restando solo b do a, os decir, a—(b—e) es 
de o unidades mayor que (a—b).
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T eorema 7. Un número queda restallo de una diferencia, res
tándole del minuendo, 6 sumándole con ol sustraondo.

(a—b) — c =  (a — c )— b =  a — (b-j-c) (7)

Deu. a ) Disminuir a de h y luego de c, es disminuir n 
de b | :*; pero del mismo modo disminuir a do c y luego do 
b, es disminuir a de c-)-b, lo cual es =  b -|- c. Por con
siguiente será (a—b)—c = (a —c)—b.—/?) Disminuir a de b 
y luego de c, es disminuir aile b - f c ;  por consiguiente 
(a—b)—c = a — (b-j-c).

--22—

T eorema 8. Un número se aumenta de una suma, añadiéndole 
cada uno de los sumandos en cualquier orden (§. 8 ,3 ) .

a-j-(b-(-e-j-d) =  a -| -b -j^ c -j-d = a -j-c -f -b -j-d = . . . .  (8)

D em. El todo contiene, de uno y otro modo, las mismas partes.

T eorema 9. Una suma se resta de un número, rostaudo cada 
uno de los sumandos en cualquier orden.

a — ( b - j - c ) = a  — b — c =  a — o — b ,
} (9)'

a — (b -f-c-j-d) =  a—b—c—d — a—d—b—c =  ..  ’

D'em. Como el todo es igual á todas sus partes juntas,, 
el todo fTj-j-c-j-d) se habrá restado, cuando se habrán res-, 
tado todas sus partes, es decir, será

a — (b-j-c-f- d) =  a—b—c—d'

Notemos que la posición de los sustraendos en el segun
do miembro de la ecuación, 03 la misma que la de los su
mandos, en la suma b-j-c-j-d. Pero sin alteración del valor, 
de esta suma, los sumandos 6, c, d, puedon cambiar la po
sición en la suma; por consiguiente lo podrán igualmente 
los sustraendos á la derecha del signo de igualdad, es decir,, 
será

a — b — c — d = a  — d — b — c = t .__

T eorema 10. Se suma una diferencia con un número, suman
do el minuendo y restando el sustraendo en un orden, cualquiera.

a-f-(b  — c) =  a - j -b  — c =  a — c - j - b  (10)

D em. Sumando con a el minuendo b, la suma a-j-b con
tiene c unidades mas de lo que se ha pedido; pues liabian 
de restarse c unidades menos que b unidades; por consi-
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guiente, estas c unidades quedarán para restarse, y la suma 
pedida será a-j-b—c, lo cual e s = a — c-)-b. [T 5.]

T eorema 11. Se resta una diferencia de un número, restando 
él minuendo y sumando el sustraendo, en un orden cualquiera.

a — (b'— c ) = n  — b-|-c =  a -(-c —b. (11)

Dem. Restando solo b de n, el resto será do e unidades 
menor que el pedido, porque babian de restarse c unidades 
menos que b unidades; luego dichas c unidades quedarán 
pura añadirse á la diferencia a—b y será a— (b—c ;= a —L-fc, 
lo cual [T. G] es igual á a-f-c—b.

T eorema 12. Una diferencia quedará sumada con otra dife
rencia, restando do la suma do los minuendos, la suma de los 
sustraendos.

(a — b) +  (c — d) =  (a -j-c) — (b-f d) (12)

Dem. Sumando solo a con c, la suma a +  c tendrá 
b y d unidades mas dolo podido; porque el un sumando 
es do b y el otro de d unidades menor que a y c. Luego 
quedarán para restarse b y d unidades, es decir, la suma 
(b -f  d ): de donde (a—b) -f  (c—d) =  (a -fe )— (b + d ).

11.

Adición y sustracción de polinomios.

T eorema 13. Para restar una suma dada de otra también 
dada, todos los términos de una y otra pueden escribirse en un 
orden cualquiera, dejando el signo -f á los términos do la suma, 
que representa el minuendo, y dando el signo — á los términos 
de la suma que representaba el sustraendo.

(a -f b-f e)— (m -f n -f p )= a —m -f b-f c—p—u = . . . .  [13]

Dem. En virtud do [T. 9] tenemos:

(a -f  b -f c )  — (m -fn + p ) =  a + b + c — m — n — p

Pero el número m, que lia de restarse de la suma a + b  -fe, 
puedo restarse de cualquiera de los sumandos ¡T. f>); por 
consiguiente el número m puedo tener todas las proposicio
nes posibles entre los sumandos a, b, c. Lo mismo vale res-
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pecto ¿lo los otros sustraendos, n, p. Ademas (lo esto, se
gún [T. 9], los sustraendos pueden colocarse como se quie
ra y también loa sumandos a, b, c &a.

E scolio. En todo polinòmio, los términos pueden cambiar 
de lugar como se quiera, solo dejándoles sus signos:

a — b + c  — d — e + f  =  a + c  — d + f  — b —e = . . . .

Se infiere inmediatamente de lo acabado do demostrar.

T eorema 14. Todo polinomio, cuyos términos tienen signos 
distintos, puede escribirse Como diferencia de dos sumas, la pri
mera de las cuales tiene todos los términos que estaban afectados 
del signo + ,  y la segunda todos los que estaban afectados del 
signo — .

a — b — c + d + f — g = ( a + d + f ) — ( b + c + g )  (14)

Dem. Resolviendo los paréntesis, y empleando á esto fin el 
T. 13, se bailará el primer miembro de la ecuación [14.]

NOTA. Cambiando la posición dé los términos puede hacer
te; que los primeros tengan el signo —, 6 que den un resultado 
que tendría el signo—. Por ejemplo:

15—8 + 3  — 4

puede escribirse— 8+15^— 4 + 3 , en donde 8 tiene el signo—, 
ó bien 3 — 8 + 1 5  — 4, en donde los dos primeros términos 3—8 
dan el resultado 3—3—5 = — 5, que tiene también el signo—. 
Acudiendo un número bastante grande, por ejemplo 100, ten
dremos sin duda las igualdades [T. 13 y 14] :

100 + 1 5  — 8 + 3  — 4 =  100 —8 + 1 5 — 4 + 3 = 3  — 8 + 1 5  —  4

do modo que ¿beba manera de inverth- el orden de los términos 
será también permitido.

Corolario. Un polinomio que tiene términos semejantes pue
de siinpbficarse observando estas reglas :

R eg la  I. Si los términos semejantes tienen el mismo 
signo, se ¿la por coeficiente á taparte literal común, la 
suma de todos los coeficientes, con el mismo signo (pie te
nían [cf. 8, 49]

2 x  +  3 x  +  7 x  +  x  =  ( 2  +  3  +  7  +  1 ) x  =  1 3 x

— 24—

—8x — 2x — 4x — 3 x =  — ( 8 + 2 + 4 + 3 )  x =  — 17 x
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jorque, en el segundo caso están para restarse 8 y 2 y 4 y 3 cnnti1 
dades de la misma denominación» es decir» está para restarsi 
( 8-f-2—|—4—f-3 ) x ; por consiguiente el resultado será

—  ( 8 + 2 + 4 +  3) x =  — 17 x

R eg la  I I .  S i  io s  t é r m in o s  s e m e ja n t e s  t i e n e n  s i g n o s  d i s 

t r i t o s ,  s e  s u m a r á n  s e p a r a d a m e n t e  lo s  q u e  t i e n e n  é l  s i g n o  

+ ,  y  lo s  q u e  t i e n e n  é l  s i g n o  — , s e  r e s t a r á  e l  m e n o r  d e  lo s  

n u e v o s  c o e f i c i e n te s  e n c o n t r a d o s  d e l  m a y o r ,  s e  p o n d r á  a l  

r e s t o  e l  s i g n o  d e l  m a y o r ,  y  e l  c o e f ic ie n te  a s i  o b t e n id o ,  e s  e l  

ele t a p a r t e  U l c r a l  c o m ú n  à  to d o s  lo s  t é r m in o s .

3 á — 2 a + 5  a — G a + 4 a  

= ( 3 + 5 + 4 )  a—(2+ G )a= 12a—8a = 4 a .

2 b +  3 b— G b + 5  b—10 b 
= ( 2 + 3 + 5 )  b—(6 + 1 0 ) b = 1 0 b —1G b = —Gb

Teorema 15. Un polinomio se suma con tin número, ponien
do detras del número dado todos los términos del polinomio coü 
bus signos propios, y dando al primero el signo +  .

A +  (a — b —*c +  d —e+ f) =  A + a  — b— c +  d— c + f  (15)

Dem. Variando el orden de los términos en el polinòmio 
dado y empleando el teorema 14, tendremos

A +  (a —b—c + d ^ e + f ) = A +  [ ( a + d + f ) -  (b + c + e )]
= A + ( a + d + í ) —(b+c+O ) [T. 10] 
= A + a + d + f —b—c—o [T. 9]
= A + a —b—c + d —e + f  [T.13¡ Esc]

Teorema 1G. Un polinomio se resta de un número, ponicudd 
detras del número dado todos los términos del polinomio con sig
nos contrarios, y dando al primer término el signo — ¡

A—(a—b—c + d —e+ f) = A —a + b + c —d + e —i [ÍGj

Dkm. Usando los mismos razonamientos tonomos IT. 14/ 
T. 11, T. 9 ]:

A — (a — b — c +  d — c +  f)

= A — [(u +  d +  f)— (b +  c +  o )]= A —(s +  d-f f) +  (b +  c tí)
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= A —a—d—f b -)- c -f è =  A—a - f b - f c  — d - f e  — f.

Corolario. Si A es también polinòmio, el resultado de la adi
ción ó sustracción, frecuentemente se simplificará, reduciendo los 
términos semejantes de los dos polinomios.

Por ejemplo:

A. Sumar los polinomios:

2 a 2-f 3 a2b -f 5b2; 4a 2 4 - Ga2b—6 b 2; 2 a 2b— 2 b2 -f 3 a 2

R e g la  I. Se escriben los pólinóniios unos debajo de 
otros, ordenándoles por los términos semejantes, de modo 
que estos estén en una columna vertical:

2 a2 +  3 a2b +  5 b2
4 a2 -j-6 a 2b— 6 b2 

+  3 a 2 + 2 a 2b — 2 b 2

suma: 9 a 2 +  11 a2b— 3 b2

efectuando la suma decada columna, según las reglas da
das en él corolario del T. 14.

Podrán también colocarse los términos semejantes en parén
tesis separados, calculando como se sigue:

(2 a 2 +  4 a 2 -f-3 a 2) +  (3 a 2b -f 6 a2b -j- 2 a2b)
4- (5b 2—6 b 2—2 b 2)

= ( 2  +  4-t-3 ) a a+  ( 3 + 6  +  2) a 2b -f  ( 5 - 6 - 2 )  b 2 
=  9 a 2 -f 11 a2b — 3 b 2 

B. Restar del polinomio

5 z2— 8 x y 4" 3 y z el polinomio 3 x y 4-4 z ’ —6 y z.

R e g la  II. Se escribe él polinòmio que es sustraendo, 
debajo del que es minuendo, y mudando todos los signos 
del polinòmio sustraendo, este se sumará con el polinòmio 
minuendo.

5 z2—8 x y  4 -3y z  
4 z2 4- 3 x y  —6 yz

-  -  +

z2—11 x y-j-9 y z
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R e g la  III. Si se han de restar varios polinómios de 
la suma de otros, se escribirán todos, unos debajo de otros, 
ordenándoles por los términos semejantes, y dando á todos 
los términos de lospolinómios que deben restarse, el signo 
contrario, y luego todos se sumarán•

Ejemplo. Restar los polinómios:

x + 3 y  +  2 z ; 2 x  — 3 y — 5z
de la suma de

4 x + 6 y —z ; 9 y — G x + 3 z
Tendremos:

4 x +  6 y — z 
—G x —(— 9 y -|— 3 z 
— x— 3 y — 2̂ z 
—2 x -J— 3 y -f -5 z

Resultado: —5 x + 1 5  y +  5 z

§• 1 2 .

El uso de los paréntesis.

En virtud de los teoremas establecidos, es preciso atender á 
las reglas que deben observarse respecto á los paréntesis:

l.° Si inmediatamente delanto de un paréntesis se encuen
tra el signo + ,  el paréntesis puede omitirso sin mudar 
los signos +  y — contenidos en él.

A + ( 3 x y  — 4 z ) = A + 3 x y  — 4z

2? Si un paréntesis va precedido del signo —, el paréntesis 
se quita, mudando todos los signos +  y —, que están 
dentro del mismo.

A— (x3— 2y + z ) = A — x 2+ 2 y  — z

3.° Si después do un signo + ,  so pone un paréntesis, todos 
los signos que entran en el paréntesis quedarán los mis
mos.

A +  m +  p3— q = A  +  (ni + p2— q)
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4? Si después do un signo —, se pono un paréntesis, todos 
los signos que entran en el paréntesis se mudarán en los 

/  contrarios.

A -r- m +  p5— q == A — (m — p’ +  q)

NOTA, Si delante de un paréntesis ó do una cantidad 
(que es la primera en el paréntesis) no hay signo ningu- 
no, la falta del signo equivale al signo -f-.

5“ Si hubiese paréntesis encerrados dentro de otros, prime
ramente se quitarán los paréntesis osteriores, y luego loa 
interiores.

§. 13.

De los números positivos y negativos.

E splicacioneb. Un número se llama positivo, si es dado para 
aumentar; élse llama negativo, si es dado para.disminuir, y él se lla
ma absoluto, si es dado ñipara aumentar ni para disminuir.

Por ejemplo, cuando había al principio 10 unidades (pesos, 
hombres &a. ) y después con ellas se han reunidas otras tres unida
des, y finalmente todo este número se ha disminuido de dos uni
dades, tendremos la espresion

10 +  3 — 2
en la cual el número 10 es absoluto, no diciendo por sí mismo rela
ción ninguna con otrosnúmeros; pero el número + 3  espositivo y 
el número — 2 es negativo; los dos últimos lo son, si se loman con sus 
signos; pues sin signo, no quieren decir ni aumentar ni disminuir.

Obsérvese :
1. ° Úna suma 6 cualquier polinòmio no puede tener mas de un 

término absoluto, que es el primero; pues todos los otros términos 
estarán afectados del signo +  ó del signo — . 2

2. a El término absoluto de un polinomio cualquiera puede tomar 
el signo + .  Por ejemplo, será

1 0 + 3 - ^ 2  — +  10 + 3  — 2

Porque el término absoluto, aunque no sea dado para aumen
tar, puede sin embargo considerarse como sumando de cero, que so 
presupone ántes de todo número, ó se puede escribir asi para in
dicar generalmente que se ha formado una cantidad y que ella ha 
crecido hasta 10.
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3o Frecuentemente la definición do un número negativo so 
enuncia de esta manera: Un número negativo es el resultado de una 
sustracción, en la cual el sustraendo es mayor que el minuendo. Da» 
do, por ejemplo, el número 8 para restarlo del número 5, la sus
tracción no puede efectuarse completamente, pues tenemos 
5 — 8 = 5  — 5 — 3 =  0 — 3 =  — 3. Luego el número 3 queda 
indicado para restarse ó disminuir á otro número si lo liay. Tal 
número -— 3 es verdaderamente un número negativo. Pero dicha 
definición no es general, porque no hay semejante definición ¡tara 
los números positivos, loque por la oposición dolos números po
sitivos y negativos seria necesario, y podremos decir solamente 
que el número negativo puede ser el resultado do una sustrac
ción, en la cual el sustraendo es mayor que el minuendo y en cu
yo caso no hay número, de que puedo restarse.

4.° A pesar de esto, la definición que hemos dado arriba do 
los números positivos y negativos, solo enuncia generalmente, 
que dichos números son dados para aumentar ó disminuir, y 
no indica cual número ha de aumentarse ó disminuirse, haciendo abs
tracción del mismo. Al emplear las Matemáticas en la solución do 
problemas, que tienen números absolutos y denominados, los nú
meros positivos y negativos se refieren á aquellos como á la baso 
del cálculo. Pero las Matemáticas puras que hacen abstracción 
de las denominaciones, hacen también abstracción do los núme
ros absolutos, considerando todos los números que entran en el 
cálculo, como dados para aumentar ó disminuir, Esto modo do 
considerar los números, como pronto veremos, ofrece grandes 
ventajas y atribuye una ostensión mayor á todas las reglas do la 
Aritmética. Acpii solo notamos quo hay partes muy importantes 
de las Matemáticas, como la Trigonometría, cuya existencia su
pone necesariamente dicha abstracción. Ahora vamos á esplicar 
cómo esta abstracción puedo efectuarse y cuáles son las causas 
de emplearla.

5o Sean dados para restarse los polinomios

a — 2 b + c  1 (•»■)
2 a  — 3b  — 4 c  j L“J

el segundo del primero. Conforme á las reglas establecidas, ten
dremos mudando los signos del segundo y sumaudo:

a—2 b-f c 
4- 2 a—3 b — 4 c 
— +  +

— a -f- b -f- 5 c
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Suponiendo cjue b sea un número muy grande, el primer po
linomio tendrá un valor negativo; lo mismo vale respecto al se
gundo polinómíú, y bastara á este fin que 4 e sea¿>2 a — 3 b. 
Las reglas basta, aquí establecidas suponen que el minuendo y el 
sustraendo de una sustracción sean números absolutos y ademas 
que el minuendo sea mayor que el sustraendo. Por consiguiente, 
la sustracción de los polinomios dados, no podrá efectnarso ob
servando las reglas con rigor, cuando no sabemos si dichas supo
siciones son verdaderas. Pero, calculando con números indetermi
nados, como aquí, es muy difícil determinar los casos de ser aplica
bles ó no aplicables los teoremas dados. En el ejemplo propuesto, pa
ra poder usar las reglas dadas, deberán cumplirse las condiciones 
siguientes:

en el primer polinomio a -f- c ]> 2  b 
en el segundo polinomio 2 a > 3  b -f- i  c

Ademas: el ¿primer polinomio j> q u eel segundo, ó 

a — 2 b -f- c >  2 a  — 3 b — 4 c  es decir 

a<fb  —f- 5 c

De otra parte, tales diferencias ocurren frecuentemente en el 
cálculo, y es preciso efectuar con el resultado obtenido nuevas 
operaciones, por ejemplo, las de la multiplicación, división &a.

Sin embargo podremos afirmar que el resto que hemos encontra
do en la sustracción (a ) en todo caso es verdadero, aunque sean a, b, c 
números cualesquiera. Añadiendo las cantidades absolutas A y A' 
á los polinomios dados, de modo que tengamos los nuevos pobnó- 
mios:

A +  a — 2 b - f c  )
A'-f-2 a — 3 b — 4 c j w

la sustracción se convertirá en la siguiente:

A
A'

(  A—A')

-(-a  — 2 b -j-c  
-j- 2 a — 3 b— 4 o 
-  +  +

— a +  b - f  5 c

(ft)

Podremos sin duda suponer A y A' tan grandes, que el pri
mero y el segundo polinomio se bagan absolutos, y ademas, A 
en comparación de A' tan grande, que el primer polinomio sea 
mayor que el segundo. Esto supuesto, las reglas dadas pueden 
aplicarse y el resultado de (/S) será verdadero, cualesquiera que 
sean los valores de a, b y c Por otra parte, restando solo A' de-
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A, el resultado (A—A-'j será también verdadero y conforme ú las 
reglas. Luego, siendo verdadera toda la sustracción en (/i) y ado
rnas una parte de la misma, será también verdadera la otra par
te de la misma, es decir la sustracción, que hemos efectuado en 
(«), cualesquiera que sean los valores de a, b y o. De donde se in
fiere igualmente que el resultado de la sustracción do polino
mios absolutos no padece alteración, si suponemos que todos los 
números que los constituyen se hagan positivos ó negativos; por
que suponiendo en (a )  cumplidas todas las condiciones que he
mos mencionado arriba, el resultado no es otro que el que está 
en (/S). Luego en el ejemplo propuesto, el cálculo que vale para nú
meros positivos y negativos, vale también para absolutos.

Finalmente, podremos prescindir de las cantidades absolu
tas A y A' que están en (fi), como do cantidades que siempre su 
presuponen; pero ellas serán muy necesarias al establecer las 
reglas que deben seguirse, calculando con números positivos y 
negativos.

G° Con esto so ve, que el cálculo con números positivos y negati
vos, en el fondo no es otra cosa, que un cálculo que trata las expre
siones ocurrentes como las últimas parles de polinómios, prescindiendo 
de las primeras partes de los mismos, que contienen los núme
ros absolutos, y con las cuales hubiesen do ser reunidas. Lue
go, para hallar reglas seguras é indubitables para tratar los números 
positivos y negativos, espreciso notar las reglas que siguen las últimas 
parles de los polinómios, cuando estos se suman, ó restan, ó multipli
can <ta.

7. ° Hay cantidades concretas que por sí mismas tienen tal 
relación con otras, que no pueden entrar en un problema sino ba
jo la forma do números positivos ó negativos. Por ejemplo, si 
una persona tiene de pedir 1000 reales y otra debe 1000 reales; si 
un reloj se adelanta cada dia 10 segundos y otro por el contrario 
se retrasa 10 segundos; si un acontecimiento sucedió 200 anos des
pués de Jesucristo y otro sucedió 200 afios ántcs de Jesucristo: so 
comprende perfectamente que una de estas cantidades deben en
trar en el mismo cálculo con el signo-f-, y las otras con el signo —. 
Tales cantidades se dicen opuestas ó contrarias, las unas aumentan y 
las otras disminuyen un número absoluto que se presupone. Ob
servemos sin embargo, que no solo estas se usan como positivas ó 
negativas; pues, como toda cantidad, según la definición do la mis
ma, puede aumentarse y disminuirse, es necesario considerar á tuda 
cantidad como susceptible de. crecer en dos sentidos contrarios, es de
cir, de otra cantidad positiva ó negativa de la misma especie, de las 
cuales una la aumentará y otra la disminuirá.

8 . ° Afiadir el número -j- 3 al número 100, no es otra cosa quo 
aumentar el número 100 de 3, porque + 3  se añado solamente pa-
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la aumentar. Designando la palabra “añadir" que es io misino qiH 
“sumar,” por el signo se encuentra

100 +  ( + 3 )= 1 0 0  4 -  3 (c)

Añadir el número — 3 al número 100, es disminuir el núme
ro 100 de 3; porque el número —3 os solamente dado para dis
minuir. Por consiguiente

1 0 0 +  (—3 ) =  100 8 (d)

Do donde se saca generalmente

+  ( + » ) =  +  ú f /b\
+  (—a )=  — a ) '•c>

Coiüo el signo +  designa que un número es parte de una su
ma ó de un todo, se infiere también que el número — 3 á la derecha 
de la ecuación (d), puede considerarse como parte de un todo ó de und 
suma, la cual designa el primer itiientbro de la misma ecüacion.

9o Siendo 100 +  4 +  100 + 5 , será también 100 +  ( +  4) 
+  100 +  (+ 5 ) ,  y como la parte 1<i0 es toroun á los miembros 
de esta desigualdad, se infiere que la segunda parte del primer 
miembro sera menor que la segunda parte del Segundo miembro, 
es decir

+  4 < + 5  (f)
y en general tendremos:

+ 1 < +  2 < + 3 < + 4 < +  5 <  + G <  +  7 . . . .

es decir: de los números positivos son mayores los f¡ue tienen 
mayores valores absolutos.

De semejante modo es 100—8 + 1 0 0 —7 ó bien 100 +  ( — 8) 
+ 1 0 0  +  (“-7). y siendo el número 100 común á los dos miem
bros de la desigualdad, será

—8 < —7
y en general tendremos:

—8 + —7 + —G < — 5 +  — 4 +  — 3 +  — 2 +  — 1 (g)

—32 -

es decir: Délos números negativos son mayores los que tienen
menores valores absolutos.

Finalmente tenemos 100 — 3 +  100 +  100 +  3, ó bien

de donde
1 0 0 + (— 3) < 1 0 0  +  0 +  1 0 0 +  ( + 3 )  

—3 + 0  +  +  3
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es decir:
1) Cero es menor que un núniero positivo cualquiera.
2) Un número negativo es m e n o r  que cero, y cualquier 

número positivo.
Se dice que cero es el límite entre los mímaos positivos 

y negativos, siendo menor que toda cantidad positiva y 
mayor que toda cantidad negativa asignable.

Si escribimos los números positivos y negativos en una linca 
horizontal, ordenándolos por su magnitud, tendremos la serie al~ 
gébriea délos números:

— oo . . . .  —4, —3, - 2 , - 1 ,  0 ,+  l ,+ 2 ,+ 3 ,+ 4 . . .  . +  co 

cada número que está mas á la derecha, es entre ellos mayor.

§• 1 4 .

De los. números algébricos.

E splicaciones. I o Como una suma, asi también un polinomio 
■que tiene signos distintos, puede considerarse como un todo, coyas 
partes sontos varios términos tomados ron sus signos. Así las par
tes del polinomio

A — a — b -f- c

serán A, — a, — b , - j - c

do las cuales unas aumentarán y las otras disminuirán el núme
ro absoluto A. Designando por ejemplo, el valor do la hacienda 
y plata que tiene un sujeto, por el número absoluto A, si el 
lia de pedir á otro 100 p s , pero ha do pagar 20 ps. ú otro, y 
á un tercero 200 ps., y luego pagar á un cuarto 150 ps., á un quinto 
C!0 ps., la suma del todo, que realmente posee, será

A +100—2 0 + 2 0 0 -1 5 0 —00 

y las partes de su hacienda total serán

A, + 1 0 0 , —20, -|-200, — 150, —00

Si so prescinde del número absoluto A, encontraremos el </»• 
mentó actual de su posesión:
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+ 1 0 0  —  20 +  200 — 150 — 00

las p artes+ 100 y +  200 la aumentan realmente, las partes—20, 
—150, —60 la disminuyen.

Por consiguiente, designando por el signo -J-, el que una par
te se añade á otra, tendremos [cf. § 13, 8.° ecuaciones (e) ] :

A +a—b— c =  A +  (-)-»)-(-(—b)-f- (—c) [m]

cuya espresion puede leerse de este modo:
Al número absoluto Ase añade el número a pnraaiimcnlarh, 

luego se añade al mismo el número b para disminuirlo, después se 
añade el número c para disminuirlo &a.

Del mismo modo será con signos contrarios:

A—a-f-b+c =  A +  (—a) +  ( + b ) +  (-fe) [n]

y por consiguiente las dos espresiones 

A + a  — b — c 

A— a -)- b +  c

pueden recibir la forma de una misma suma 

A + ( ± a ) + ( + l > ) + ( + e )

tomando los signos superiores para la primera y los signos infe
riores para la segunda espresion.

Poniendo

:+ a = a ';  + b = b ' ; + c = c '

denwdo que las cantidades a',b',c', tengan el sentido de aumen
tará disminuir ensimismas, sin designarlo por un signo particular, 
la suma

A + a '+ b '+ c '

no solo designará las dos supuestas espresiones, sino una grando 
multitud de otras espresiones, es decir, todas las combinaciones 
que pueden hacerse con los términos a, b, c, variando sus 
signos en todas las maneras posibles. Abstrayendo del número 
absoluto A, el polinomio

- f  a '+ b '+ c '

designará los pobnómios:
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a b -f-c 
a -f- b — c 
a — b o 
a — b — o 

—a -f- b c
—a -)- b — o 
—a — b c 
—a — b — o

Dicho polinòmio designará, por ejemplo, ol primero do estos 
polinomios, si todas las cantidades a', b', c', son positivas, y el 
último, si todas son negativas.

Con esto se ve, quo emplear espresiones tan generales como 
la espresion a'-|-b'-f-c', será do una grande utilidad; pues su
puesto que se ha demostrado un teorema ó resuelto un proble
ma para tal espresion, el mismo teorema ó la misma solución 11o- 
gará á valer para todas las formas particulares que contionou.

2.“ E splicacion. Números, como los de arriba, a', b', c ' . . . .  
que pueden representar juntamente los números positivos y negativos, 
y en lugar de los cuales, por consiguiente, pueden sustituirse to
dos los números indeterminados y determinados con los signos 
- f - y —, se llaman números algébricos ó algebraicos. Un polinomio 
cualquiera que contiene números algébricos, como el do arriba

a'-|-b'-f-o' 6 bion

2 a Jb—3 b c + S a ’ b*—l e *

suponiendo que a, b, y c son susceptibles do valores positivos y ne
gativos, su llama suma a'gcbrica, aunque hay signos negativos en 
el mismo-

En general, toda espresion cualquiera, si está compuesta de nú
meros algébricos, se llama espresion algébrica ó algebraica; g todas las 
otras espresiones, que tienen letras no susceptibles de valores positivos 
y negativos, por Oposición se llaman espresiones aritméticas ó absolutas. 
Un polinomio aritmético ó absoluto supone también, que el valor 
del todo sea mi número absoluto.

E l cálculo con números algebraicos se llama propiamente Al- 
okiiha; luego el Álgebra no es sino una parto dola auitmútica 
censual, que trata de todos los números y frecuentemen
te usa del Algebra para hallar las calidades de los números 
absolutos.
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§• 1 5 .

Adición y sustracción de las cantidades algebráicas-

Notamos que las definiciones de la adición y sustracción quo 
hemos dado en los §§ 1 y 2, para los números absolutos, valen tam
bién para los números positivos, negativos y algébricos.

Teorema 17. Un número positivo ó negativo queda sumado, 
con otro, añadiéndolo al otro con su signo propio; y un número po
sitivo ó negativo queda restado de otro, añadiéndole al otro con. 
signo contrario.

Designando por a un número absoluto, será -(-a un número, 
positivo, y —a un número negativo, y se tiene quo demostrar que:

'■K-Hl)= -J-a  > — ( + a) = — a

+ ( —a ) =  — a ; — (— a )=  +  a

Dem. 1" usando los polinomios (cf. § 13, K.° 0 ):

A + (A '+ a )= A + A '+ a  ; A—(A '-fa)= A —A'— a

A +  (A'—a )= A +  A'— a ; A - ( A '—a )= A —A '+ a

Respecto al número a, los primeros miembros de estas 
ecuaciones enuncian, que -f-a ó —a ha de ser sumado con A 
ó de ser restado del mismo; y los segundos miembros dan 
el resultado de la operación. Haciendo abstracción de los 
números absolutos A y A' se sacan las ecuaciones (17).

D em. 2 ” usando las definiciones:

rr) La espresion A -j- (-(- a) significa que el número a dehe aña
dirse al número Apara aumentarle, lo que no es otra cosa que 
aumentar el número A de a y se designa por A -J-a. Pero 
si A -f- ('-f- a )= A  -f a, será también -j- ( -f a ) =  -J- a.

(i) La espresion A —j—(—a) significa que el número a dehe aña
dirse al número A para disminuirle, lo que no es otra cosa 
que disminuir A de a y se designa por A—a. Pero si 
A -f- (—a)= A —a, será también -j- (—a ) =  — a. 

y) La espresion A— f -j- a) ó restar ( -)- a) de A, supone que 
( -f a) está contenido como parte en una cantidad, cuyo, 
valor es A, y quiere decir que esta parte debe quitarse,, 
separándola de la otra. Pero
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A = A —i - f  n = (A —a ) - f ( + 1) según a)

j  si so quita la parto (-}- a), quedará (A—a), es decir, teño- 
inos

A— (-j-a)=A —a ; luego— ( -f a ) =  — a.

*>) L a espresion A— (—a) ó restar (—a) de A, supone que 
(—a) está contenido como parte en una cantidad, cuyo 
valor os A, y quiere decir que esta parte debe quitarse, se
parándola de la otra. Pero

A=A-f-a—a=(A-|-a)-]-(—a) según fi)

y si se quita la parte (—a), quedará (A -f a), es decir, tenc- 
mosA—(—a)=A -j- a; luego —(.— a ) =  -J- a.

Corolario 1. Se infiere:

+  [ + ( + a ) ] = + [ + a ] = + a  ;  - [ + ( + a ) = - [ + a ] = - a  
+ [ + ( —» ) ] = + [ —a ] = —a ; —[ + ( —a )=  — a ] = + a  
+ [ - ( + a ) ] = + [ - a ] = - a  • - [ - ( + a ) = - [ _ a ] = + a
+ [ — (—a ) ] = + [ + a ] = + a  a ) = — [ - f a ] =  —a

Podremos aquí establecer la regla general:

Si una cantidad es afectada de varios signos, el signo 
que resulta será + ,  cuando todos dichos signos son + ,  ó 
el número de los signos — , es un número p a r ; pero el sig
no que resulta será — , cuando el númcio de los signos — , 
es un número impar.

Corolario 2. Suponiendo en

a '+  b'— c'

que las cantidades a', //, <•', sean números algébricos, los sig
nos de los términos no se mudarán, sustituyendo valores positi
vos en lngar de las mismas; peroles signos délos términos so 
convertirán en los contrarios, si se sustituyen valores negativos. 
Poniendo

a '= -f-a  ; b '= + b  ; c '=  -)- o

tendremos:

< + a )+ (+ b ) -  (+ s )  =a-f-b —c
Pero liaciendo
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tendremos:

—38+-

a =  — a ; b '=  — b ; c '=  —o

(—a ) + ( —b)—(—c ) =  — a — b + c

Corolario 3. Se infiero que todo lo quo se ha dicho do la po
sición de los términos en un polinomio absoluto [§. 11 T. 13 escol. 
y T. 14 nota] vale también si los términos son algébrioos. Porque 
en el polinomio algébrico

a'-)-b'—c'

el valor de cada término tomado con su signo finalmente es po
sitivo ó negativo y equivale á un número absoluto con el signo 
-f- 6 — . Pero sabemos que tales términos pueden cambiar de 
lugar como se quiera.

T eorema 18. Una suma algébrica queda sumada con un nú
mero cualquiera, poniendo después del número dado todos los 
términos de la suma algébrica con sus signos propios, y dando al 
primero el siguo -f- [Cf. T 15].

P + (a —b—c + d ) = P + a —b—c + d  118]

Dem. Añadir al número P, todas las partes -f a, —b, 
—c, -(- d,de la suma, es añadir toda la suma. Por consi
guiente tenemos

P  +  (a—b—c +  d ) = ?  +  (+ a) +  ( - b )  +  ( - a )  +  (+  d) 

lo que es (T. 17):
P  -f- a—,b—c -j- d

T eorema 19. Una suma algébrica se resta de un número cual
quiera, poniendo detras del número d ido, todo3 los términos del 
polinomio con signos contrarios, y dando al primero el signo —  
(Cf. T.lfii.

P— (a—b—c + d ) = P —a + b + c —d [19]

Dem. Quitar del número P  todas las partes -j-a, —-b, —c, 
-|-d de la suma dada, es quitar toda la suma. Por esto, el res
to pedido será:

P  —( + a )— (—b)— (—c)— (—]-d) =  P—a-f-b-|-c—d

Corolario 1. Los teoremas 15 y 16 no son sino casos parti
culares de los teoremas 18 y 19.

Corolario 2. Las ecuaciones
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( m + n ) + ( x + y ) = m + i i + x + y  [« ]

(m -f n)—,(x + y ) =  m + n —x — y \ft]

y todas sus semejantes que tienen en el segundo miembro eí re
sultado de la operación indicada en el primero, no valen solamen
te, si m, n, x, y son números algébricos cualesquiera, sino también 
si se sustituye

m = +  a, n= j _b, x = + c ,  y = + d ,

en donde a, b, c, <1 son números algébricos, es decir, se ¡¡ermita 
sustituir en lugar délos números algébricos de una represión algébrica 
cualquiera, otros números algébricos con signos propios; porque, por 
ejemplo m, en uno y otro miembro de la ecuación (a) es suscep
tible de todo valor positivo ó negativo, pero -j-a finalmente es 
positivo ó negativo, y —a negativo ó positivo.

Corolario 3. Las ecuaciones («) y (ft) contienen como casos 
particulares los teoremas 1—3 y 9—12, los cuales se demostrarán

i en general para todo valor de a, b, c, d. 

1" Poniendo m =  a, n =  — b, x= b , y = o dará n)

(a—b ) + b = a

2° Sustituyendo m =a, n=b, x = b , y = o se snca de ¡i)

(a + b )—b=u

3o Haciendo m = a, n = o , x = a , y— — b se deduce ft)

a—(a —b )= b

9o Si so poue m = a, n = o, x= b , y = c , so infiero do ft)

n^_(b-j-c)=a—b - c

10° Para m =a, n = o , s = b , y— c, se saca do a)

a-|-(b—c) = a -{-b —c

11” Poniendo m =n, n==o, x= b , y =  — c se sigue de ft)

a— (b—c ) = a — b-f- c

12” Finalmente si m = a, n =  b, x = c , y=  — d dará o )

(a-b)-f-(c—d )= a -b + c-d = (tt- fc )--(b + d ) [N. 9"]
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Por tanto, todos los teoremas sobre las amnns y diferencias, 

y también sobre los polinomios que estaban establecidos solo 
para los números absolutos, valen también para los números 
algébricos. Porque los otros teoremas 4—8 y 13— 14 tratan sola
mente de la posición de los términos, de la cual, respecto á tér
minos algébricos, se ha dicbo lo necesario en el corolario 3? del 
teorema 17.

El uso beclio do las fórmulas a) y /?) demuestra igualmen
te la grande utilidad de las fórmulas algébricas.
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CAPITOLO i l

MULTIPLICACION Y  DIVISION;

ARTICULO I ;

De los m onom ios absolutos ó aritm éticos.

§• 16.

teorem as fundamentales que se siguen inmediata
mente de las definiciones;

T eobema. 1. Un cociente ) multiplicado por bl divisor (b); 
da por producto el dividendo (a).

( a : b ) . b = a  ó b i e n g . í > = a  [ í j

D em. So infiere inmediatamente de la definición do la di
visión.

, T eoeema 2. Un producto (a b) dividido por uno do sus fac
tores (b), da por cociente el otro factor (a).

(ab j :b = a  ó bien ü J i= a  [*¿]

D em. Porque, conformo á la definición de la divityon, el 
bocicnto (a) multiplicado' por el divisor (bl; reproduce él 
dividendo (a b ).
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T eorema 3. Si se parto el dividendo por el cociente, resultará 
el divisor.

a : “- = b  • [3]

D em. Conforme á la definición de la división, a: j -̂debe 

tener por cociente un niímcro que multiplicado por j1- de el 

producto a. Pero este número es b, pues . b = a  [T. 1. ]

Teorema 4. Un número dividido por sí mismo, da por co
ciente la unidad, y un número dividido por la unidad, da por 
cociente si mismo.

a :a — 1 y a : l —a [4]

D em. Tenemos a = l . a, luego, según la definición de 
la división a :a = l  y a : l= a .

T eorema 5. Un número no padece alteración, cuando so mul
tiplica y parte por un mismo número.

( a . b ) : b = a  y ( a : b ) . b = a  [5]

DeM. Este teorema es el teorema 2 y 1 enunciados de 
otro modo.

T eorema 6. Para multiplicar una fracción por un número en
tero, se multiplica el numerador por el entero y se pone por de
nominador el de la fracción.

D em. En virtud de la definición de la multiplicación, el 
producto pedido ha de formarse de g del mismo modo, que
el multiplicador c está formado de la unidad entera. Pero 
el multiplicador c, que es entero, está formado de la unidad 
entera, poniéndola c veces por sumando:

c = l + 14 - l - f l - j - ...........c veces

Luego se formará el producto buscado, poniendo el mul
tiplicando ? ,  c veces por sumando:

___a , a , a , a ,
b-c~ b + b  +  b +  G + "  " c veces 

La denominación de todos los quebrados á la derecha
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de esta ecuación es la misma y = g  > ûe8° e* denominador b
se escribe una vez bajo una raya común, y el número quo 
indica la multitud de las unidades fraccionarias, so escribo 
sobro la raya [Noc. prel. II). De donde

a n__a-j-a-f-a-f-a-f-. . . .  c veces a c
C. c _  _ b

T eorema 7. Para dividir una tracción por un número entero, 
se multiplica el denominador por el entero, y so pone por nu
merador el de la fr acción.

a . a 
b '0 - b7c [7 ]

Dem. Dividiendo a por b tendremos b partes iguales, cuya 
magnitud se representa por ~ ; y dividiendo do nuovo cada

una de estas b partes en c partes iguales, tendremos 2  : o 
y por otra parto b c partes iguales de a, lo cual so presen-
1 íl T  íl 21ta por i—  L u e g o - :c = -— .1 be °  b be

T eorema 8. So multiplica una fracción por otra, multiplican
do entro sí los numeradores y los denominadores.

a m a m
b ' jñ b" u [8]

D em. Conforme á la definición do la multiplicación, so 
tiene el producto pedido, formando de y un nuovo número*

del mismo modo, que el multiplicador — so lia formado do
la unidad entera. Poro á este fin la unidad entera so lia di
vidido en n partes iguales y uua de estas partos so ha tor
mado m veces. Luego se dividirá 2 en » partos iguales y so
pondrán m do estas parles como sumandos, es decir, ten
dremos

,a . . a(.- : n ) . 111= , — . b '  bu <T- 7 y «•)
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Pe los productos.

T eorema 9. Un producto no varía de valor cambiando el orden 
£e los factores.

ab— b a ; a b <*=a c b— b c a &a. (9 )

D em. Distinguiremos dos casos, el do sor enteros y  ol do sor 
fraccionarios los factores dados:

L Caso. L os factores dados sean números enteros.
I o ¡¡pandados dos factores a y  b. Considerando b como multi

plicador, tendremos

a b = ^ = a + a + a + a + .........b veces

j  descomponiendo a  en las unidades que tieno, bailaremos,

a b =  1 + 1  + 1 +  . . . .  a veces
1 + 1 + 1 + ___ a veces
1 + 1 + 1 + . .. a veces

b veces

La suma de cada columna es b, y  como tenemos a columnas, 
b se encuentra a veces, es decir, tenemos la suma b a ; luego 
a b = b a .

2o Sean dados tres factores a, b, c. Tenemos

a b .c  =  a b + a b + a  b + . . .  .c veces 
=? a + a + a + . . . . b  veces 
+  a + a + a + . . . . b  veces 
+  a + a  +  a + . . .  .b veces

0 veces

Cada columna tiene la suma a c, y  como hay b columnas, la 
Suma total será a c . b; luego ab . c = a  c . b.

Mudando el orden d e a y  b á la derecha de arriba, tendremos, 
también
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a b . c =  b a + b  a -j-b a-[-.. .  .c veces 
=  b +  b -|-b -f . .  . .  a veces 
—f- b —)— b -)-b a veces

b -f-b _j_b -)- . . .  .a  yacos

c veces

fiada columna tiene la suma b c, y como hay a columnas, 
la suma total será b c . a ; luego a b . c==b c . a.

Luego tenemos
a b . c =  a c . b = b  c . a

y si mudamos el orden de los factores que están juntos, lo cual 
feegun 1.“ es permitido, tendremos en general:

a b . c '=  b a . c =  ac¡. b = c  a . b = b  c . a = c  b . a

Estas posiciones son todas las posibles de los tros facto
res a, b, c.

3° Sean dados cuatro factores a, b, c d. Tenemos según 1? y $°

a b - c . d  =  a b . d . c  =  a d . b . c = d . a . b . c

es decir el factor d puede tener cualquier posición entro los otros 
factores, y como esto? también pueden cambiar de lugar como 
se quiera, se infiere que los cuatro factores pueden tener todas 
las posiciones posibles en el producto, sin que esto varié do valor. 
Del mismo modo so demostrará para cinco, seis, siete. . . .  en 
general, un número indeterminado de factores.

II. Caso. Los factores dados sean fracciones

Tejemos (T. 8 ):
c r

s

ab c  = m p r __ m p r
n ’ q s n q 8

Como en el numerador, así también en el denominador, los 
factores pueden cambiar do lugar como se quiera; tendremos por 
ejemplo el producto igual á

p r m p r m_. . r  m p r m p
q s n q ’ s ’ u ’ s n q 8 ‘ n ‘ q
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es decir, también los factores, que son quebrados, pueden enla
biar de lugar como se quiera, sin alterar el valor del producto.

Si suponemos q = l ,  la fracción £ se hace = ?  —p, os decir,
se bace entero Luego el teorema será verdadero aun si liay fac
tores entero# y fraccionarios.

Corolario 1. Un producto queda multiplicado por un número, 
multiplicando uno de los factores por el número y el producto asi ob
tenido por los demas factores.

So deduce inmediatamente de la demostración del teoroma, 
pues tenemos

a b , c  =  a c . b  y a b e .  d =  a d . b  c

Corolario 2. Un número queda multiplicado por un producto, 
multiplicándolo por uno de los factores !/■ el producto asi obtenido por 
los demas factores.

a . b e d = a  b . c d

Porque, según l.°, tenemos a . b e d = b e d  . a y por el coro
lario precedente =  b a . c d„ lo cual es = a l ) . c  d.

E scolio. En efecto do esto teorema y los corolarios, un pro
ducto de varios factores se escribe dejando tod03 los paréntesis, 
ó signos de multiplicación, y ordenando las letras que designan 
los factores, por la posición del alfabeto, por ejemplo-

3 a b c d ¡ ,  2 7 p q t ; 1 9  x Jy z

y se ponen los factores determinados ó coeficientes en primer lu
gar. Por este modo de escribir se entiende que el primer núme
ro indeterminado, ha de multiplicarse por el segundo, el producto 
obtenido por el tercero &a, y el todo por el coeficiente; pero que, 
sustituyendo números determidados en lugar de los inditermiua- 
dos, el orden de la multiplicación puede variarse, como se quiera.

T eorema 10. Potencias que tienen la misma base, se multipli
can entre sí, sumando sus esponentes y dando la suma obtenida 
por esponente á la base común, la que se escribo una sola vez,

ara.a n = a m+ n
Dem. Conforme á la definición de las potencias tenemos

am = a . a . a . . . .  m veces 
an =  a . a . a . . . .  n  veces

Por consiguiente el producto am. a® tiene el factor a, m fn
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Teces, es decir, equivale á am+".
De este modo so tiene

a 3. a2= a 3+ 2= a 5
a 5 . a 7= :v ’+ 7= a 13

Aquí debe atenderse:
1.“ La primera potencia no tiene el esponente escrito, de don

de a G. a  será = a °  . a 1= a 6+ 1= n 7.
2° No deben cambiarse las distintas bases que hay en un pro

ducto. Será por ejemplo :
as . b 3. c X  a3 bsc2= a s-<-2 b3+s c 1 + 2= a 10 bs c 3

poniendo los espoueutes respectivos á las bases, á las que pertene
cen.

3? Dados varios productos para multiplicarse, 1)  se multipli
carán entre_sí los coeficientes; '¿) se pondrán los otros factores, ca
da uno una vez y en el órdea del alfabeto; 3) escribiendo á las le
tras respectivas las sumas de los esponeutes, que pertenecen á las 
mismas.

§ .  18.

De los cocientes.

Las fracciones y los cocientes pueden escribirse del mismo 
modo j ; pero en virtud de las definiciones establecidas (en Noc.
prelim. II y § I) , entre las unas y los otros realmento existe la di
ferencia, que las fracciones ó quebrados tienen por numeradores y 
denominadores, números enteros (¡, etc.), y los cocientes no ad
miten tal restricción, os decir, que ellos pueden tenor por dividen
dos y divisores númcios cualesquiera. De aquí se vé.que los quebra
dos ó fracciones no son sino una especio particular de cocientes, 
es decir, cocientes cuyos dividendo» y divisores son números ente
ros. Demostrando los teoremas, que pertenecen á los cocientes, á 
un tiempo demostramos los que suelen ponerse sobro los quebra
dos. Pero al contrario, lo (¡uo se ha demostrado para los quebra
dos, no por esto se ha demostrado para los cocientes, l ’or ejem
plo, los teoremas 1 - 5  del § 1(1 valen para los cocientes, y por con
siguiente para los quebrados; pero los teoremas 0 - 8  del mismo pa
rágrafo no están aun demostrados hasta aquí para los cocientes ó 
números cualesquiera.

Teorema 11. El valor do un cociente no padece nltcraeiou, si 
el dividendo y el divisor juntamente so multiplican ó dividen por 
un mismo número.
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á _ a .m  n  a: á
lo b.m ’ b b:n ' '

Suponemos aquí, como en todos los teoremas, que so darán en 
este Artículo, que los números a, 6, m, n sean números absolu
tos cualesquiera, enteros ó fraccionarios.

D em. I. parte. El Teorema quedará demostrado, si lo inversioh

a, *Q  a
b. m b

bs verdadera. Pero si multiplicamos el cociente * , que se encuentra
en esta última ecuación, por el divisor b.m del primer miembro, s8 
se sigue el dividendo a.m; [definición de la división § 4] porque

(b .m )=  ^ .b ^ .m  (T. 9 cor. l ) = a .m  [T. 1.]

D em. II  parte; El teorema asimismo quedará demostrada si 
la inversión

a ¿ n __a
b : n b

es exacta. Pero asi es, pues si en esta última ecuación multipli
camos el dividendo y el divisor del primer miembro por el mis
ino número j), lo que según la primera parte dé la demostración 
es permitido, se obtieno el cociente que está en el segundo miem
bro de la ecuación:

a: n fflln). n ü rm en
b 7 í ~  Ib :nj .n  b LJ" ° -J

Teorema 1-2. Para dividir un producto por un número, so 
divide por el número uno de los factores, y se multiplica el co
ciente encontrado por la otra parte del producto.

5 ^ = “ . b  =  a . k  [12]
o c c J

D em. Si inúltiplicamos el cociente . b por el divisor c, que 

está en el primer miembro, hallamos

( ? . b ) . c = - . b . c  = Ü . c . b = a . b  [T. 1.] c ' c c

peto a .b  es el dividendo que está en el primer miembro. E l
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mismo resultado encontraremos, multiplicando el otro cociente 
a .— por el divisor c, que está en el primer miembro; pues,

a • c =  a. b (T 1.)

T eorema 13. XJn cociente quedará multiplicado por un nume
ro, si se multiplica por él el dividendo ó si se divide por él el di
visor.

a -  n . b  ja_
c ' c c :b (13)

D em. a) La espresion -? . b, que está en el primer miem
bro, no cambiará de valor, si so multiplica y divide á un mis- 
mismo tiempo por el mismo número c (T. S); luego tendre
mos

? - .L = [ ( lb )c ] :c = ( lc .b ) :c (T:9)=ab:c =  2^

ft) El coeiento —— , que hemos encontrado, no padece alte
ración, si partimos el dividendo y el divisor por el mismo 
número b (T. 11);  pero por esto tenemos

a.b_(fí b) : b a /rri
~ü e: b c :b  ( '

Teorema 14. Un cocicntc quedara dividido por un numero si 
sé divide por é-1 el dividendo ó si se moltiplica por él el divisor.

a __ajc a
17 b =  b .c [14]

D em. Si multiplicamos el dividendo y divisò!' del cociento 
£:c,  porci mismo numero b, diebo cociento no cambia do 
valor [T. 11]; do donde

a.
b - c il i I | il ÍIb : c b  =  a : c b  =  •?— —b . b o b . o

per lo cual so tiene demostrada la segunda parte. Poro

a __ a :c  __a.'c
b . c bc : c b~

y osta es la primera parte.
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T eorema 15. Un número queda dividido por un producto, «i 
66 divide por uno de los factores y luego el cociente obtenido por 
la otra parte del producto.

Dem. Tenemos

jL . =  a . c = ? ;b
b. c b c [15]

fl __ / fl V

=  (bTo'c>:c =b. g - , a :c  (T .I3) =  .“ :cb . c : c b

.b )  : b =b . C Mi n 'b . c* b . c :b11 T i'b  (T- 13) =  f :b

T eorema 1G. Un número queda multiplicado por un cociente, 
si se multiplica por el dividendo y se divide por el "divisor.

„ a c .a  c.c . — — "t — — r  • fl-b b b ' (1G)

D em. Pues tenemos

fl / f l i \ i  i c .a
c b= ( ° '  c b) :b =  c a : b = l r

y esta espresion es =  ^. a (T. 12)

T eorema 17. Un cociente queda multiplicado por otro cocien
te, si el producto de los dos dividendos se parte por el producto 
de los dos divisores.

m p m.p
n ' q n . q ( I V )

D em. — . E =  [ ( -  . 2  ) .  n q ] : n q  n q  L n q 7  ̂J

r m p ,=  [ ñ  • n.  * . q] : nq = m  p: n q 
1 ■*

__m . p
— n . q

T eorema 18. Un número queda dividido por un cociente, siso 
multiplica por el divisor y se divide por el dividendo.

„ .b a a -  =  j- . c " c b
a . c 
~¡T (18)
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D em. a: | = a c : b  (T. 11) =  ^

lo cual es la segunda parte y dala primera jj .o porel T. 12.

E splicacioh. D o s  c a n tid a d e s  se  l la m a n  r e c íp ro c a s , s i  t ie n e n  

p o r  p r o d u c t o  la  u n id a d .
Así

1 „ 2 5  b e  
3 ;  5 y ü : ¿ y g

son cantidades recíprocas, pues

1
3 . 3 = 1 2 5 __,

5 ' 2
b o 
c ' b 1

Teorema 18*. Un número queda dividido por un cocionto, si 
so multiplica por el valor recíproco del mismo.

c
'b (13*)

Dbm. Se saca de (18), pues =  a . [T. 12.]

Directamente:

a:5 = a-S:Í G [T.H]=a.£: 1 [T.17]=a.i [T. 4.)

T eorema 19. Un cociente queda dividido por otro cociente, si 
el cociente de los dos dividendos se parto por el cociente do los 
dos divisores.

m p  m : p
n ' q u:q (19)

D em.
m . p 
"ñ  ‘ q

: O ’ [T. 11 y T. 14]

m:p . pjp 
n:q • q: q

m:p . 1 __
n : q ' 1

m:p
u:q
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T eorema 19*. Un cociente queda dividido por otro cociente, 
si el primero se multiplica por el valor reciproco del segundo.

m . p  m q
ii ' q n ' p

D u  “ ■ ? = “ . 3 : P. 3 [T. 11}
u q n P q P

= - .  3 • 1 ÍT. 17 1 =  -  . 3n ‘ p L J n ’ j>

—52—

Corolario 1. En general, se divide por un cociente ó que
brado, multiplicando por su valor recíproco. [T. 18* y 19*].

Corolario 2. Dividir por un número cualquiera, es multipli
car por su valor recíproco:

a : b =  a . ¿  b

Porque a : b = £ = ^ í = a . I  [T. 12.]

T eorema 20. Si un número debe dividirse repetidas veces 
por varios otros números, el órden do la división no altera el va
lor del cociente total.

a :b : c : d  =  a : c : b : d = a : d : c : b  = ___  (20)

D em. Dividir por un número, es multiplicar por su valor re
cíproco [T. 19 corol. 2 ] ; por consiguiente dividir a sucesiva
mente por b, c, d, es multiplicarlo sucesivamente por í  , - ,  * . 
Luego el resultado será

1 1 1 &
“ ‘ b ' c ' d b c d W

Se ve que el primero, segundo, tercero divisor tiene el pri
mero, segundo, tercero lugar entre los factores del produc
to b e d, que se encuentra en el denominador del cociente to
tal. Mudar el órden de los divisores 6, c, d, no baria otro 
efecto, que mudar el órden de los factores b, c, d en dicho 
producto, lo cual respecto al valor del mismo, y por consi
guiente al del cociente total, es indiferente (T. 9.)
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Corolario 1. Todos los divisores de lina cantidad son mul
tiplicadores entre sí.

Corolario 2. Como la repetida multiplicación de un número 
a por varios otros b, c, d se designa por

a . b . c . d

así la repetida división del mismo número por b, c, d, se escribe 

n: b : c : d

dejando todos los paréntesis, y esta espresion equivale á a : b c d.

Teorema 21. Las potencias se dividen por otras de la misma 
base, restando los esponentes respectivos, el menor del mayor, y 
dando el resto obtenido como esponente á la baso común, la que 
se escribe una sola vez, y

a) sin divisor, cuando yl esponente del dividendo es ma
yor que el del divisor.

¡i) como divisor de la unidad, cuando el esponente del divi
dendo es menor que el del divisor.

——— am "  (condición mj>n)

-— = -------  (condición in < T i)
a11 a11—1»

Dem. Tenemos
am__a . a . a ------ m veces
a" a . a . a . . . .  n veces

Si m]>n, los n factores del denominador se quitarán por un 
igual número do factores del numerador, en el cual que
darán m—n factores, es decir, el resultado será a1"- 11. Si 
m<^n, los m factores del numerador se quitarán por un 
igual número de factores del denominador, en el cual que
darán n — m factores, y como el numerador retidlo la
unidad, el resultado será -rr—  a'* 111

Así es
ar 
a 2

a . a . a . a . a 
a. u =  a . a . a = a 3 =  a 5 ~ 2

a-
a . a 1

a . a . a'
1 _____ 1 _

a 3 a"- ■a . a . a . a . a
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ARTICULO IL

M ultiplicación «le los polinom ios absolutos ó aritm éticos.

§• 1 9 .

Teoremas sobre los polinómios absolutos.

T eorema 22. Un polinomio absoluto so multiplica por un 
número absoluto, multiplicando cada uno de sus términos por 
el número y dando á los productos parciales así obtenidos los 
signos que los términos tenían antes.

(a—b-f-e—d) n = a n  — b n -f -c n  — dn (22)

D km. Caso 1? El multiplicador n sea un número entero. 
Conforme á la definición general de la multiplicación, ha 
de formarse del polinomio dado un nuevo numero (os de
cir polinomio) del mismo modo, como ol número entero u 
se ha formado de la unidad entera. Pero

n =  1 -|- 1 -)- 1 -f -1 +  . . . .  n veces

es decir, la unidad entera se ha puesto n veces por suman
do; por consiguiente el polinomio (a—b-{—c—d) debe po
nerse n veces por sumando, ó lo que es lo mismo, debemos 
formar la suma de n deestos polinómios. Luego será

(a—b-]-c—d) n =  a — b -}- c —d 
+  a — b -f- c —d 

> -)- a — b -f- c —d
+  • • • •
+  • • • •

n veces

= a n — b n - f e n — d n  (§. 11)

D em. Caso 2" El número n sea un núm ero fraccionarlo
Conforme á la definición de la multiplicación, hade formar

se del polinomio dado un nuevo número, del mismo modo como

formado de la unidad entera, dividiéndola primeramente en q 
partes iguales y poniendo una de estas partes p  veces por sumando:
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2 = - - t ? 4 - -  + ...........p veces
<1 <1 q >i

Luego para formar el producto buscado, el polinòmio 
a—b + c —d tiene que dividirse en q partes iguales y una de estas 
partes ha de ponerse p  veces por factor, ó lo que es lo mismo, de
be multiplicarse por p. Pero una de las q partes iguales del poli
nomio es

a — b-f c  — d

.  , 1 
y multiplicándola por p  hallaremos

(a - b  +  c - d )  P- = ft- b + c —_d =  ( a - h '+ c - d ) . p
1 q  q q

_  a p —• b p +  cp — dp  . .

En lugar do la última fracción puedo escribirse

a p  b_p_ , e j2  d_p
q q q q

porque si se multiplica esta espresion por el divisor q do la divi
sión indicada en ( a), vuelve á reproducir el dividendo do la mis
ma:

(» 2  _ b p , c p _  dp\ aj)
\ q q ' q  q / 1 q q

según el 1. ** caso, y esto =  a p — b p +  cp  — dp [T. 5.] 
Luego tendremos

(a_ b+c_ ti) . p= u? _ k p  +  _  4 p
q q q q q

ó bien, siendo E = n ,

= a . E - b . P  +  c . P - d . P
q q q <i

[T. 12 J

(a — b + c  — d ). n =  an  — b n + c n  — dn

T eorema 23, Se multiplica un número absoluto por un poli
nomio absoluto, multiplicando el número por cada uno do los 
términos del polinomio y dando á los productos parciales así ob
tenidos, los signos que los términos tenían antes.

n (a — b -j- c — d) = n  a — n b -(- n c — nd (23)
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Dem. Siendo el polinomio (Indo un número absoluto, el 
orden dolos factores en el producto n (a — b —|— o •— d )  
puedo cambiarse (T. !)) ; de donde hallaremos

n (a — b-f-c— d) =  (a — b-)-c— d) n =  a n—b n +  en—dn

y variando el orden do los factores que se encuentran en 
cada uno do los productos parciales á la derecha, se dedu
ce la ecuación ( ‘-¡3).

, , •
E scolio. Si un polinomio

n a  — n b -j-n c  — nd
tiene un factor n común Ji todos los términos, esto puedo sacarse 
escribiéndole una sola vez como factor, fuera de un paréntesis, 
que tenga todos los términos sin dicho factor:

(n a—• n b + n  c — n d) =  n (a — b-f-c — d) =  (a—b-f-c—d) n 

( a x 3—2 b x 3 -|- c x 3) =  (a— 2 b -f-c) x 3 

Ga-f- 10 a b2-)-15 c2 =  5 (a-f- 2 a b 2 - f  3 c3)

Cuando todos los términos del polinomio tienen la misma le
tra, pero afectada de diversos esponentes, se sacará la menor po
tencia de dicha letra

3 a x 2-f- 5 b x 3 — Ge x r> =  (3 a +  5 b x — G e x 3) x 3

El primer término en el paréntesis no tiene la letra x, el se
gundo tiene la potencia x 3 2= x '= x ,  el tercero tiene la potencia 
x 5— 2 =  x 3. Así también

2 a b 3-f- 3 a 2 b* -f- 5 a3 b 5 =  (2 - f -  3 a b - f -  G a ’  b 3 ) a b \

T eorema 2 4  Se multiplica un polinomio absoluto por otro 
polinomio absoluto, multiplicando cada término del uno por cada 
término del otro y dando á los productos parciales asf obtenidos 
el signo -f-, si los dos términos de los cuales resultan, tienen signos 
iguales, pero dándoles el signo —-, si los dos términos do los cuales 
resultan, tienen signos distintos.

(a-f-b— c) (m—p-f-q) =  am -|-bm —cm  
— a p — b p-f- c j)
-f- a q -)-b q — c q
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Í ) em. Poniendo ( a +  b — c) =  P  hallaremos (T. 23):

(a + b  —  c j  (m— p + p )  =  P  • (m— p - f q ) = P  m— P p + P q
= (a - j - b — c) m = (am -| -b m — c u ) =am -|-bm — c m
— (a +  b— c) p — (a p - f  b p —  cp  ) — a p — b p + c  p
+ ( a + b — c ) q  + ( a q + b q —  c q )  + a q + b q — c q

E scomo 1. Se ve a )  que el térimno -|-b multiplicado por el 
término -j-q da -j-b q ; P )  quo — c multiplicado por 4-q da
__c q ;  y )  que + b  multiplicado por — p d a — b p ; y  finalmente
ó )  que — c multiplicado por —p da -|-cp. Luego tenemos

( + b )  . ( + q )  =  + b q  ; ( + b )  . ( —p ) =  —  b p 
( — c ) .  ( + q )  =  — c q  ; (—  c). (— p ) =  + c p

ó bien, escribiendo m  en lugar de b  y  c, n en lugar de p  y  q, sí 
solo atendamos á los signos:

( + m )  . ( +  u) =  -j- m n ; ( + “ ) .  (— n ) =  —  m n 
( — m ) . ( +  n) =  —  m n ; (— m) . ( — n )=  -)- m n

De donde se saca la regla de los signos enunciada en el teo
rema.

E scolio 2. Esta regla se enuncia también de la manera si
guiente:

-f- multiplicado por -f- da -j-
-  +  -_ _
-  ~  +

§. 20 .

Ejemplos de la multiplicación
E jemplo I. Multiplicar

5 x 2-f-3 x— 4 por 2 x 3— 3 x 2— 4 x  

E l cálculo se dispone do la manera siguiente:

5 x 2 + 3 x  — 4 multiplicando.
2 x 3 — 3 x 2— 4 x multiplicador.

lO x - '- j-G x *— 8 x :‘ producto parcial por 2 x 3 
-— 15 x 1 —  i) x3-f-12 x 2 „  „  por— 3 x 3

— 20x 3— lX x 2- )- l ( !x  „  por— l x

—57—

10 x 5—9 x 1—37 x ] lOx Resultado
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tiendo semejante el primer término —16 x 4 del segundo pro
ducto parcial, al segundo término del producto parcial que pre
cede, se ha escrito debajo de este término; y asi todos los tér
minos semejantes se colocan unos bajo los otros. El producto to
tal se obtiene haciendo la reducción de todos los términos situa
dos en una misma columna.

E jemplo n .  Multipbear:

3 a 2x 3—B a r 1—2 a 4+ 4 x 4 
por 2 a3x2—6 a V

Ordenamos estos polinomios por las potencias descendentes 
de una misma letra, por ejemplo de x, y como no entra en el mul- 
tipbcando su primera potencia, dejaremos Yació el lugar del tér
mino que le correspondería, si el polinomio fuera completo.

4 x 4— 5 a i J4-3 a ’ x 1 —2 a4
—6 a 2 x 3+ 2  a3x 2

—2 4 a 2x 7 + 3 0  a 3x 6—18 a4x 5 + 1 2  aflx»
+  8 a 3x 6—10 a ‘ x 5+ 6  a 5x 4 —4 a 7x 2

—24a*x7 + 3 8 a 3x®—2 8 a 4x 6+ 6  a sx 4+ 1 2  a 8x 3 ■—4 a 7x 2
Los dos polinomios dados se llaman homogéneos, porque es 

constante la suma do los esponentes en cada término. Como esta 
suma es 4 en el primero y 5 en el segundo, se dice que el multipli
cando es un polinomio de cuarto grado, y el multipbcador un poh- 
nómio de quinto grado. Es evidente que su producto debe ser también 
homogéneo y de un grado igual á la suma de los grados de los facto
res, es decir de nono grado.

ARTICULO II I .

M ultip licación de los m onom ios y polinom ios Algébricos.

§ . 2 1 .

Signos de los productos formados por números 
positivos y negativos.

Teorema 25. El producto de un número
1) positivo por otro positivo es positivo
2) negativo positivo negativo
3) positivo negativo negativo
4) negativo negativo positivo

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



—59—

f+a).(+b)=+ab ; (+a).(-b)= -  ab 1
f  (26)

(—a) • ( + b ) =  —ab ; ( _ a) . ( - b ) = + a b  )

Dem. 1* por medio de los polinomios (cf. §. 13 N.° G.°).
Designando por A, B, a, b números absolutos y suponiendo 

A j> a y B > b  será (T. 24.)

(A + a) (B + b ) =  A B + a B + A b + a b  
(A—a) (B + b ) =  A B —aB-j-A b— ab  
(A + a) (B —b) =  A B + a B —A b -^ ab  
(A—a) (B—b) =  A B - a B —A b + a b

En la primera ecuación el número +  a, dado para anmon
tar el número A, se multiplica por el número + b , dado para 
aumentar el número B, y resulta el producto parcial +  a b, que 
aumenta también los términos de que va precedido. Haciendo 
ya abstracción de los números absolutos A y B y de los produc
tos formados por ellos, so ve que un número positivo (+ a )  mul
tiplicado por otro positivo (+b) da un resultado positivo (+  a b).

De semejante modo, en la segunda ecuación el número —a, 
dado para disminuir el número A, so multiplica por el número 
+ b , dado para aumentar el número B, y resulta el produoto 

parcial —a b, que disminuye los términos precedentes. Do don
de, haciendo abstracción do los números absolutos A y  B, so de
duce la segunda ecuación [25]. Del mismo modo so doiuuostran 
la tercera y cuarta parto del teorema.

D em. 2.“ Usando la definición general do la multiplica
ción.

Enunciaremos esta definición bajo la forma:
F orm ar el producto de dos núm eros es fo r m a r  del m ulti

plicando un nuevo número, del m ism o m odo que el m ulti
p licad or se lia fo rm a d o  de la unidad entera y absoluta.

Añadimos solo la palabra “absoluta," la cual no altera la de
finición en ninguna cosa, siendo ella primeramente dada para los 
números absolutos que suponen la unidad absoluta; pero aquí 
es muy necesario añadir dicha palabra para distinguir la unidad 
absoluta de la positiva y negativa. Hecho esto so infiero:

Io Multiplicar ( + a) por (-fb )e s  formar un nuevo número 
del multiplicando (+ a ) del mismo modo que el multiplicador 
(-f-b) so ha formado de la unidad entera y absoluta. Poro supo
niendo que b, sea un número entero, el número -j- b, so ha for
mado de la unidad entera y absoluta, poniéndola b veces por 
sum ando :

(+ b ) =  + 1 + 1 + 1  +  ! +  . . . .  b vocos
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Por consiguiente se formará el producto buscado poniendo 
el multiplicando [ + a ]  b veces por sumando, es decir, tendremos

[ + a ] . [+ b ] =  +  [+  a] +  [ + a ] + . . . .  b veces

=  +  a + a + a -tr . • • ■ b veces [T. 17 §. 15]

=  -f- ab

2.° Multiplicaremos [—a] por [-|-b], poniendo [—a], b veces 
por sum ando ; luego

[—a j.[—b] =  +  [—a ]+  [—a] +  [—a j + . . . .  b veces

=  — a—a—a— .......... b veces [T. 17 §. 15]
=  — ab

3? Para multiplicar [-]—a] por [—b], observaremos que ol 
multiplicador —b se lia formado de la unidad entera y absoluta, 
poniéndola b veces por sustraendo:

[—b] = —,1— 1— 1 — 1— . . . .  b veces.

Por consiguiente bailaremos el producto buscado poniendo 
el multiplicando [-(- a ], b veces por sustraendo, lo cual dará:

{ +  a] •[—b] —  — [+  * ]— [ + “]— [+ » ]— ■• ■ • b veces-
=  — a —a—a—a— . . . .  b veces [T. 17 §. 15.] • 
=  — a b.

4? Finalmente se encontrará el producto de [—a] por [—b], 
poniendo el multiplicando [—a], b veces por sustraendo:

[ — a ] .[— b ] = — [—a]— [—a]— [—a]— -----b veces.
== -f- a + a + a - ( - ...........b veces [T. 17 §. 15.]
=  -f- a b

Si se supone b  una fracción =  2, el multiplicando ba de di

vidirse primeramente en q  partes iguales, y  una de estas ba de 
ponerse p  veces por sumando ó sustraendo, según el signo de b  

sea +  ó —  . Pero dividir + a  en q partes iguales, es dividir a en 
q  partes iguales y  tomar una de ellas por sumando ó sustraendo,

de donde ¿ 5 .  =  ±  - . Con esto tendremos: 
e ‘1

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



61—

1? ( + a ) . ( + b )=  +  ( +  | ) +  l + 1 ) +  ( +  J ; + . . . . P TeÍBB.

=  + » - i - 5 - i - ?  + ................................... 1) veces.
1 q 1 q 1 q

=  +  ? .p  =  +  a.C =  + a b

2? ( _ a ) . ( + b ) =  +  ( - | ) + ( - 5 ) + ( - 2 )  +  . . . P veces.

E scolio. Esto teorema es idéntico al escolio 1 del teorema 
21; por consiguiente vale aquí también el escolio 2 do dicho teo
rema.

Corolario. Se infiere la regla general:
Si dos factores tienen el mismo signo, el producto sorá po

sitivo, y si dos factores tienen signos contrarios, el producto será 
negativo.

T eorema 2G. El cociente de un número
T] positivo  por otro positivo  es positivo
2] negativo , positivo  negativo
3] positivo negativo negativo
1] negativo negativo positivo

± - *  =  4 - ?  5 
+  b ;

4 - a __ a
= b  — — b

—a
- b ' : ' b

[26J

Dem. Conforme á la definicion'do la división, el cociento 
multiplicado por el divisor ha de producir el dividendo. 
Pero, usando del teorema precedente, cada uñado las ecua
ciones propuestas J2GJ dará el dividendo, si so multiplica 
el cociente que esta á la derecha de las mismas por el di
visor -fb  ó —b. Pues

1] + £ .  +  b =  +  £ . b = + a ;  3 ; ] - £ . - b  =  +  “ . b =  +  a

2] — S’H- b = —jj b =| a ; 4] +  £ . - b  —  £ .b — .ai
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Coeolaeio 1. Podremos, prftcs, formar la tabla siguiente:

Divisor.
+
+

Dividendo.
+

Cociente.
+

+
+

Corolario 2. También se enuncia esta rogla, diciendo que

-f- dividido por -f da -f 
-  +  ~
+  -  _
-  -  +

Corolario 3. El cociente llevará el signo si el dividendo 
y divisor tienen el mismo signo, y él llevará el signo—, si ol di
videndo y divisor tienen signos distintos.

Corolario 4. Para la multiplicación y la división vale la mis  ̂
ma regla:

Signos iguales dan un resultado posilim; y signos desigua
les dan un resultado negativo.

T eorema 27. El producto de varios factores es positivo, si 
todos los factores son positivos 6 el número do los factores ne
gativos es un número par; pero el producto es negativo, si el nú
mero de los factores negativos es un número impar.

-(-a. -f b .-f  c .-f  d =  - f a b c d

- f a . — b .— c . - f d . —e. —f = - f a ; b c d o f  j  [27]

-f  a. — b. — c .-f  d .—e .—f . —g =  —ab cd e fg

Dem. 1] Si todos los factores son positivos, evidentemen
te el producto será positivo; porque el primer factor mul
tiplicado por el siguiente dará un producto positivo, y es
te producto multiplicado por el tercer factor, dará también 
un producto positivo &a.

2} -f a . —b es negativo y esto producto multiplicado por 
—c es positivo. Luego multiplicando el producto obteni
do por -j- d, el signo quedara ol mismo, y multiplicando 
después por —e el signo cambiará, pero por el factor si
guiente —f el signo cambiará otra vez, haciendo el pro
ducto total positivo. Por consiguiente, los cuatro factores 
negativos hacen el producto positivo; lo* mismo sucederá 
si hay seis, ocho, diez. . .  en general un número par de 
factores.
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3] Si por el contrario, como en el tercer caso es impat 
el número do factores negativos, podremos formar el pro
ducto do todos, menos el último negativo. Este producto 
será positivo, porque el número do sus factores negativos 
es un número par; y multiplicando luego el producto así 
obtenido por dicho factor ultimo, obtendremos el produc
to pedido que será negativo, pues -J- multiplicado por —  
dá —.

Corolario 1. El orden de los factores puede variarse como 
se quiera, aun entro ellos hay factores positivos, negativos ó al
gébricos; porque el signo del producto, solo depende del número 
par ó impar de los signos negativos, poro no depende de la po
sición de los signos. De donde se infiere, quo todo lo que se ha 
dicho en el [§. 17] de la posición de los factores, vale también 
para factores positivos, negativos y algébricos.

Corolario 2. Una potencia cualquiera do un número positi
vo es positiva; una potencia de un número negativo es positiva, 
si el esponente es un número par, pero es negativa, si el esponento 
es un númoro impar.

(-|-a)s = -| -a . -(-a . -j-a=-f-a:l 
( + a ) 4 = - j -a .- j -a .- f a .- f -a = + a *
(—a ;2 = —a .—a = - j - a 3 
(—a)3 = —a .—a —a =  —a 3 
(—a)4 = —a .—a.-—a.-—a = -j-a *
( —a)5 = ( —a )4.(—a ) = + a * . —a = —a 47- ' =  —a ‘

Corolario 3. Para hallar el signo de un cociente, so buscará 
el signo final del dividendo y del divisor, usando esto teorema 
y el corolario 2, y luego se determinará el signo podido por el 
teorema precedente.

P rodleha. ¿Qué signo tendrá el cocionto

a 5 b7 c 7 e° 
x 3 y G z7

si las cantidades a y  x  son positivas y todas las otras son nega
tivas?— lies. En el dividendo hay 2 -f 7 -f 9 = 1 8  factores negati
vos, y como este número es un número par, el dividendo será 
positivo. El divisor tiene 6 + 7 = 1 3  factores negativos, y por tanto 
es negativo. Siendo positivo el dividendo y negativo oí divisor, 
el cociente será negativo.

Corolario 4» So infiero ahora igualmento, que todos los teo
remas establecidos do los monomios absolutos [§§. 16-18] valon 
también para los números positivos, negativos y algébricos. Por
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que el valor de los signos do estos cantidades no altera el valor 
absoluto de las mismas. Pero es precito observar las reglas cs- 
puestas en este teorema y en los corolurios 2 y 3.

§• 3 2 .

Polinómios algébricos.

T eorema 28. Un polinomio algébrico so multiplica por otro 
polinomio algébrico, enteramente como si uno y otro polinomio 
fuese nbsoluto, es decir : se multiplica cada término del uno por 
cada término del otro, dando á los productos parciales así obte
nidos el signo -)-, si los dos términos do los cuales resultan, tie
nen signos iguales, pero dándoles el signo —, si los dos térmi
nos de los cuales resultan tienen signos distintos [Cf. tcor. 24.]

(a'-J-b'—o') (m'—p'-)-q') =  a'm'-f-b'm'—c'm'

— a'p' —b' p'-fc'p'

4~ a'q' -|-b' q'—c'q'

suponiendo que a', h', c', m', p', q' sean números algébricos : 
a' =  4 ;  a, b '=  ¿ b ,  c '=  -t-c. m '=  ¿ m , p '=  -)-p. q '=  + q , cua
lesquiera sean los valores absolutos de a, b, c . . . .

D em. Para demostrar este teorema importante, usaremos 
la ecuación

(A +a-f- b—c) (M + m—p—j—q) =  AM-(-aM-f-b M —c M

A m-|-a m-)-b m — cm  

— A p — ap  — b p  +  cp  

-f- A q 4 -a  q 4 -b  q— c q

(a )

la cual será verdadera (T. 24), si suponemos que A, a, b, c, 
M, m, p, q son números absolutos y A, M tan grandes, quo 
ambos polinómios dados por factores tengan valores abso
lutos ó mayores que cero.

Mudando el signo de a en el primer polinomio á la izquier
da de la ecuación (al, con lo cual suponemos que A tiene 
nn valor tan grande, que diebo polinomio retiene un valor 
absoluto, bailaremos (el mismo teorema.)
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(A—a + b —c) (M + m—p + q ) =  A M—a M + b  —c 51

-)- A m—a m +  b m—c m 

— A p +  a p — b p  -)-c p
[b]

■fA  q —a q +  b q —o q

Esta nueva ecuación no se diferencia de la ecuación (a)  sino 
en el signo de todos los términos á la derecha, que tienen a por 
factor, consecuencia muy sencilla del escolio 2 de! teor. 24. Po
dremos escribir las dos ecuaciones (a) y (b) bajo la misma forma:

(A -K ± a )+ b —c) (5I+ m —p + q) =  A M + (+ a ) M + b M -c 5 I

+  A m -f (+ a )in + b  m —e n

— A p — ( + a )  p —b i) -|-c p 

+  A q + ( + a )  q + b  q —c q

usaremos, pues, el signo -)-, que está en (+ ; a), para reproducir la 
ecuación (a) y el signo —, que está en (+ a), para reproducir la 
ecuación (b). Poniendo abora H~a=a', tendremos:

(A +  a' + b —c) (51+ m—p +  q) =  A 5 1 + a' 5 I+ b  51—c 51

+  A m + a ' m + b  m—c m 

— A p —a' ii — b p +  c p 

+  A q + a '  q + b  q— c q

en donde a' es una cantidad algébrica susceptible do todos los va
lores positivos y negativos.

Mudando el signo de b á la izquierda do esta nueva ecua
ción, se mudarán los signos de todos los términos á la derecha, 
que tienen b por factor, y usando los mismos razonamientos como 
arriba, podremos introducir la cantidad algébrica l>'= + i  en lugar 
del número absoluto b, quedando siempre verdadera la ecuación, 
supuesto que A retiene un valor bastante grande.

Así continuando del mismo modo, llegaremos á reemplazar 
todos los números absolutos a, b, c, m, p, q, cuantos baya, on uno 
y otro polinomio, por números algébricos a', b', c', m1,p ',q ' &a, 
do modo que tengamos finalmente como verdadera y demostrada 
la ecuación:
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1

(A + a '+ V — c') (M-fm '—p '+ q ')=  AM +a 'M +b 'M —c'M

+  Am'-fa'm'-fVm'-c'm' 

— A p'—a' p'—b' p'+c' P'
(c)

-f- A q'+a' q'-f-b' q'—c' q' j

De aquí se deduce como un caso particular

(A-f- x) (M +z) =  A M + x M + A  z-f x z

e« donde x  y z son susceptibles de todo valor posible. Pondre
mos ahora

x = a '+ b '—c' ; z= m '—p '-fq '
y tendremos:
[ A + (a '+ b '- c ' ; ] [M + (m '—p '+ q ')]= A  5 1 +  ( a '+ b '- c ')  51 )

+  A (m'—p '+ q ')+ (a '+  b'—c') (m'—p'-f q ') )

Sise compara la ecuación ( d )  con la ecuación (c ),jse o b 
serva:

1 ) El primer miembro de ( d ) es igual al primer miembro 
de(c) .

2 ) El primer término A H  á la derecha de ( d ) es igual 
al primer término A M á la derecha de (c).

3) El segundo término (a'-)-b'—c') M del segundo miembro 
de (d) es igual álos tres últimos términos a '5 I+ b ' 51—c' 51 do 
de la primera línea horizontal á la derecha de (c). Porque supo
niendo 51 un número entero, lo cual para nuestro fin es permiti
do, el producto (a' -j- b'—c') 51 es =  (a '+ b '— c') +  (a'-f b' — c') 
+  (a '+ b '—c') +  . . .  .51 veces = a ' 5 I+ b ' 51—c'5I.

4) El tercer término +  A (m ' — p ' + q ' )  del segundo miem
bro de ( d ) es igual á los tres términos -f-A m ' —  A p' +  A q' 
que están los últimos en la primera columna á la derecha de ( c). 
Porque +  A( m' —  p '+q') = ( m '—p '+ q ') A [T. 27 corol. 1] =  
m' A—p' A + q' A = A  m'—A p '+ A  q' suponiendo igualmente que A 
sea un número entero.

Luego, siendo las ecuaciones (c) y (d) verdaderasjy todas las 
partes dichas respectivamente iguales, es preciso que las demas 
partes de las mismas, sean también iguales, es decir, se encuentra:

(a'+b '— 2') (m'—p '+ q ') == a' m + b ' m'—c'm' )

— a 'p '—b ',p '+ c 'p ' ¡- (e)

+  a' q '+ b ' q' — c' q' j
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con lo cual el teorema ss halla completamente demostrado [cf. 
§. 13 N.° GJ.

Corolario 1. Suponiendo en la demostración del teorema 25 
a y 6 números algébricos, dicho teorema respecto á los signos, se
rá demostrado para los números algébricos, es decir, será tam
bién para números algébricos:

( + ft) - ( + b) = + a b ! ( + a ) • (—b )=  — ab

( - a ) . ( + b ) = - a b  ; ( - a ) . ( - b ) = - ) - ab

Corolalio 2. Suponiendo m'—p' el segundo polinomio so re
duce al monomio q', y á la derecha de (e ) desaparecen los seis 
términos de las dos primeras líneas horizontales, de modo que 
resulta :

(a '+ b '—c').-)-q '= -)-a ' q' +  b' q'—c' q' (« )

Si se supone en la ecuación (e), — q' en lugar de -f-q' resul
ta del mismo modo:

(a'-j-b'—c ' ) , q ' = — a' q'—b' q'-fe'q' (/?)

Como se ve, en estos casos rale la misma regla, establecida 
ya en el teor. 22 para los números absolutos, y por tanto este 
teorema podrá enunciarse en forma general como se sigue:

Un polinomio cualquiera se multiplica por un número abso
luto ó algébrico, positivo 6 negativo, multiplicando cada uno de 
sus términos por el número y dando á los productos parciales 
así obtenidos los signos conforme á la regla de estos [establecida 
en [el escol. 2.“ del teor. 21], Del mismo modo vale generalmente 
el teorema 23, mudando su enunciado como arriba.

Concluimos, que todas las reglas dadas en esto capítulo II 
sobre las operaciones con números absolutos, valen también pa
ra los números positivos, negativos y algébricos, solo debo aten
derse á los signos. Desde ahora todas las letras que entran en 
un cálculo ó en algún teorema designarán números algébricos 
como los mas generales.

Corolario 3. Aplicando las reglas de la multiplicación á la 
formación de algunos productos que ocurren frecuentemente, ha
llamos :

1." E l cuadrado de la suma de dos cantidades es igual á la su
ma de. los cuadrados de. cada una, mas el doble producto de la una 
por la otra.

(a-|-b)2 = a 2 -j- 2 a b + b 2 (o)

2o Bicuadrado déla diferencia de dos cantidades es igual á la 
suma de los cuadradados de cada una, ménos el doble produelo de la 
unapur la otra.

—G7—
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(a —> b)2 =  a 2— 2 a b  +  b 2

3.° E l producto de la suma de dos cantidades por la diferencia 
de las mismas, es igual á la diferencia de los cuadrados de dichas can
tidades.

(a + b )  (a— b ) = a 2— b 2 (;/)

4* El cuadrado de una suma es igual á la suma de los cuadrados 
de sus diferentes términos, mas la suma de todos los dobles productos 
da cada uno de ellos por los demas que le siguen.

( a + b + e + d ) 2= a 2 +  b 2+ c 2+ d 2+ 2  a b + 2  a c-f-2 a d + 2  b e
-)-2 b d + 2  c d (<5)

5? Semejantes reglas valen respecto á la tercera y cuarta potencia 
de una suma ó diferencia de dos cantidades:

( a + b )  2= a ’ + 3  a2 b +  3 a b 2+ b 3 
(a— b ) 5 = a 3 — 3 a2 b + 3  a b 2— b 2 
( a + b ) '* = a 4 + 4  a 3 b +  6 a2b 2+ 4  a b3+ b 4 
(a —b ) 4= a 4 — 4 a 3 b + G a 2b 2— 4 a b 3+ b *

ARTICULO IV .

División de los polinomios.

§. 23.

Un'polinómio y un número.

T eorema 29. P ara dividir un polinomio por un número, 
se divide por él cada uno de sus términos.

a + b — c __a
• +

c
m (29)

D em. Si se multiplica el cociente —  +  JL por el divi

sor m, que estáá la izquierda en la división indicada, se repro
duce el dividendo a + b — e; pues

1-  — — —) m = - ^ - .m  +  —  .m ---- — . m = a + b — c. \m 1 m m/ m m m
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L a inversión de este teorema da el siguiente:
T eorema 30. Para sumar ó restar dos ó mas cocientes cine tie

nen el mismo divisor, se formará la suma ó el resto de los divi
dendos y se pondrá por divisor, el divisor común. .

a
m

a + h
■"5T’

a   b  a— b
m iu m

-  +  m 1
a + b  — c 

m

D em. Multiplicando el primer miembro do cada una de es
tas ecuaciones por el divisor m del segundo miembro, se baila el 
dividendo que está en el mismo segundo miembro.

E scolio. Un cociente misto, como a + j? ,  puede recibir la for

ma de un cociente simple > poniendo en lugar de a.

Asi también la espresion r  +  ? tomará la forma n 0 mul- b — d mi
tiplicando el dividendo y el divisor do cada cociente por el divisor 
del otro.

§ 24.

Dos polinómios.

T eorema 31. Dado un polinomio por dividendo y otro por 
divisor y siendo el primero realmente un múltiplo del segundo, 
se bailará un término del cociente, ordenando ambos polinómios 
del mismo modo y dividiendo el primer término del dividendo por 
el primer termino del divisor.

D em . l.° Caso. Los diversos términos do los polinómios se 
diferencian en diferentes letras.

Tenemos
(x-f-y-(-z) (m-}-n) =  m x-)-m y-j-rn z-)-n x-j-u y -f- n ■/.

Considerando el tercer polinomio, que está á la derecha do la 
ecuación como dividendo, yol primero x +  y -f- z como divisor, el 
segundo m-f-n será cociente. El tercero y el primor polinomio 
están ordinados del mismo modo, teniendo las letras x, y, z, en 
uno y otro la posición del alfabeto. Si dividimos el primer término 
m x  del dividendo por el primer término x  del divisor, se encuen
tra ™ x= m , es decir, el primor término del cociente.

Lo mismo sucederá si el dividendo se ordena como sigue ;
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m x + n  x + m  y + n  y +  m z+ n  z 

l’or el contrario, escribiendo

m y-f- ni z+ m  x-f-n y-)-n z-f- n x

de modo que la posición de las letras x, y, z no sea la misma que 
enei divisor, el cociente -HLZ no dará un término drl polinomio 
buscado.

Dem. 2? Caso. Los diferentes términos de los polinomios so 
diferencian en diferentes potencia« de la misma letra.

La multiplicación

do 1) x* 3+2 x2 +  3 x +5
por-2) x2+2 x -j-1

da x 5+ 2  x 4+ 3  x 3+ 5  x 2 (a)
+ 2  x 4+ 4  x 3-(-6 x 2-f-10 x (/?)

_________+  * 3-(-2 x 2+  3 x+S (y)

3) x 5+ 4  x 4+ 8  x3+13x2+13 x+5

Considerando el producto 3) como dividendo y el polinomio 
X) como divisor, sera el polinomio 2) cociente. El dividendo 3) 
y el divisor 1) están ordenados del mismo modo, por las poten
cias decrecientes de x. Luego, si se divide el primer término x 5
del dividendo por el primer términos3 del divisor, se hallará fV,— x 2,
es decir, el primer término del cociente x 2-f-2 x-)-l. La razón do 
esto es, porque el primer termino x 5 del producto 3) procede solo 
por la multiplicación de los primeros términos x 3 y x 2 de los 
polinomios 1) y 2 ) ;  pues la multiplicación de otro cualquier ter
mino del polinomio 1) por cualquier término del polinomio _2) 
da una potencia menor que x 3.

Pueden también ordenarse los polinomios dados 3) y 1) por 
las potencias crecientes de x, en cuyo caso los términos que solo 
contienen números determinados, sin ninguna potencia de x, 
deben escribirse en primer lugar:

1) 5 + 3  x + 2  x 2 +  x 3
2) 1 + 2  x +  x 2
3) 5 + 1 3 x + 1 3 x 2+ 8  x 3+ 4  x 4+ x 5

El primer término 5 del dividendo 3) dividido por el primer 
término 5 del divisor 1) da | = 1 , es decir, el primer termino 1

— 70—
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dei cociente 14-2 x + x 2. L a razón de esto es la misma; proce
de,-pues, por la multiplicación también el término 5 del produc
to 3) sin reducción del primer término 5 del polinomio l)'ydel 
primer término 1 del polinòmio 2).

Pero si se ordenan los polinomios 3) y 1) de otra manera, 
por ejemplo

1) 2 x a -|- x 34-3x-j-5
3) 8 x ’ + 1 3 s a+ 4 x 4+ x 5- f 5 + 1 3 x

la división del primer término 8 x 3 del dividendo 3) portel pri- 
mer término 2 x a del divisor 1), dará ¡¡-^-.=4 x, lo que no se en-

 ̂ x H ¿í»
cuentra entre los términos del cociente x 2-f 2 x -j- 1. La razón es, 
porque el término 8 x 3 procede, como se ve en el cálculojde arri
ba, por la reducción de varios productos parciales.

E scolio. Si se multiplica el divisor por el primer término 
del cociente y luego se resta este producto del dividendo, el 
resto asi obtenido será un polinomio y múltiplo del divisor.

D or. En el l .°  caso de arriba el divisor x -{- y -fgz ¡multipli
cado por el primer término m  del cociente m  -f », da m x - f  m y-)-m z, 
lo cual restado del dividendo dará el resto n x - j - n y - f u z ,  un 
polinomio é igual á ix-fy-fz) n, lo que es un múltiplo del divisor 
x - f  y - f  z.

En el 2? caso, el dividendo 3) consta de la suma do tres poli
nomios (a), (p) y (y), cada uno de los cuales es un múltiplo del 
divisor, es decir, un producto parcial de esto p or los términos 
diferentes x 2 ,-)- 2 x, y |  1 del cociente 2). Restándose el producto 
que está formado por el divisor y el primer término del cocien
te, se resta el primer producto parcial ( a ) ;  luego quedará la su
ma de (P) y (y), es decir el producto del divisor por los otros 
términos del cociente :

(x3+ 2 x a+  8 x + 5 )  ( 2 x 4 - 1 )

lo cual es un polinomio y múltiplo del divisor. .
Este teorema y su escolio bastarán para efectuar la di\ ision 

de un polinomio por otro. ¡—;

Regla de dividir polinomios por oíros polinomios.

Rebla. Para bailar el cociente de un polinomio por otro poli
nomio:

1) se ordenan los dos polinomios dados de la misma ma
nera,

*) se divide el primer término del dividendo por el primer 
término del divisor,

3) se multiplica el divisor por ol cociente parcial así obteni
do y este producto so resta del dividendo.
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i )  el resto encontrado se considera como dividendo, y esto 
procedimiento se debe guardar hasta que so llogue á un 
resto cero.

E jemplo  I. Dividir
m y-f-m x-|-n z-|-m z-)-n x-|-n y 

por z + x + y

Se ordenan los polinomios dados por el orden que tienen las 
letras x, y, z del divisor en el alfabeto y se dispone el cálculo co
mo se ve á continuación:

m x +  m y -f-m z + n  x +  n y-f- 11 z x-f-y-f-z =  divisor
m x-J- m y-j-m z ----------- --------------

m-|-n =  cociente

l.° residuo -f-n x -)-n y + n  z
+ n x -f-n y + n  z

—72—

2? residuo 0

Se divide el primer término mx del dividendo por el primer 
término a: del divisor; el cociente parcial será =  m y so pone
como primer término del cociente total en el lugar indicado. Lue
go se formará el producto del divisor x-f-y-j-z por el primer tér
mino encontrado m del cociente; este producto será mx-f-m y-|-m z 
y se. escribe debajo del dividendo, los términos semejantes bajo 
de los términos semejantes. Hecho esto, se restará dicho pro
ducto del dividendo, mudando los signos del sustraendo y su
mando. El residuo n x-f-n y-(-n z, según el escolio del teorema 
precedente será un múltiplo del 'divisor; luego divisible por el 
mismo. Se divide su primer término n x  por el primer término x
del divisor, que dará el segundo término del cociente to
tal. El nuevo término n del cociente se multiplica por el divisor 
y dará el producto n x-f-n y-f-n z, que se escribe bajo del primer 
residuo, y restándole se encuentra el segundo residuo = 0 .  Lue
go el cociente total será

E jem plo  II . Dividir.

13 x 4- f x s- t -5 + 13 x +  8 x 3
por 2 x 2- f3  x -fx 3-|-5

Ordenando ambos polinomios por las potencias decrecientes 
de x, el cálculo se dispone como sigue:
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x 5+ l  X1 + 8 x 3 + 1 3  x=+13 x + 5  x:,+ 2  x 2+ 3  x + 5 =  divisor.
x " + 2  x a + 3 x ’ +  5 x s -----------------—

— ___ ~  —_____ ____ v2+ 2  x + 1  =  cociente

1. res. + 2  x 4 + 5 x 3+  8 x 2+ 1 3  x 
+ 2  x 4 + 4 x 3 +  Gx2+ 1 0  x

2. res. +  x 3+  2 x 2+  3 x + 5
+  x 3+  2 x 3+  3 x + 5

3 res. 0

E jemplo III. Dividir:
5 a 4x 4— 7 a2x 6—3 x s +  G a 5x 3— 12 a 3x +  a x 7 
por 5 a x 2+ 3 x 3+ 2  aax

Estos polinomios se ordenarán como por las potencias cre
cientes de x, así también por las potencias decrecientes do a.

6a5x 3+ 5  a 4x 4 —12a3x 5—7a2x° +  ax7—3x' 
Gasx 3+ 1 5 a 4x 4+  9a3x 5

1° res. —10a4x 4— 21a3x 5— 7a2x°
— 10a4 x 4— 25a sx 5— 15a2x°
+  +  +

2“res. +  4a?x r’+  8a2x ° +  ax7
+  4a3x 3+ l()a 2x c+Gax7

2 a 2x + 5 a x 2 
+  3 x 3

3 a 3x 2—5a2x 3 
+ 2  a x 4 — x 3

3? res. —2a2x n—5ax7—3x“ 
—2a2x n— 5ax7—3xs 
+  +  +

0

§•

Demostración general de la division.

Designando el dividendo por D, el divisor por <1, los términos 
sucesivos del cociente por t , ,  t.M t., . . . .  tH , los residuos sucesivos 
por r , , r 2, r 3 . . . . rn , la operación de dividir polinomios por otros 
puedo representarse por
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2)í «\r 3 -  Ú'T\ &a. («O

pues el dividendo D se divide por el divisor d, se encuentra el pri
mer término l, del cociente y queda un residuo r, para dividirse 
por el divisor d, y esta primera operación parcial se designa por 
la primera ecuación (a ). Del mismo modo, dividiendo realmente 
el residuo por d, se obtiene el segundo término t2 del cocien
te y queda el residuo r ,  indicado para dividirse por el divisor d, 
lo cual constituye la segunda operación parcial y está represen
tado por la segunda ecuación (a) &a.

Después de haber formado n términos del cociente, la opera
ción puede representarse por

^ = t , + * 1a + * 3 + - • • + t“ +  (ft)

pues el cociente exacto de D por d será igual á la suma do los 
cocientes parciales, aumentada por el último residuo rn , quo que
da indicado para dividirse por el divisor d. La misma ecuación 
(/?) se deduce fácilmente de las ecuaciones (a), poniendo el va
lor de i '  de 2) en l ) , y  el de ^2 de 3) en él resultado &a.

Para formar los residuos suceesivos, constantemente se mul
tiplica el divisor por el último término encontrado del cociente, y 
el producto se resta del residuo precedente [ó del dividendo en la 
primera división parcial.] Luego los residuos tienen la forma

r l =  D — d.tj

r 2 —  r l — d . t 2 *

r 3 =  r 2 — d. t j

rn - l= rn - 2 - cltn_l 

ra = rn - l - c ltn
L a suma de todas estas ecuaciones es

r i_l_r2'4'1’a_l_‘ • • ■- t-rm -l+ ru

=  ® + 1' l + r 2 + r 3 + -  - + r a — 2 +  r n— i — Ú ( t q + t 2 + t s + -  • --f-tn  )

y si rostamos de los dos miembros de la ecuación la suma 
J' i- l~r 2 i" s •. .-)-rn ! que es común, tendremos

r0 = D —d (ti+ t-j-J-tj +  . ,tn) (y)
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l^sta ecuación representa la forma que tiene el residuo r„ 
por las operaciones sucesivas do la división, y realmente del di
videndo se restan sucesivamente todos los productos parciales del 
divisor tí por los cocientes parciales t „  t 2, ............. tn.

Si sustituimos el valor de rn en la ecuación ( fi) se tieno

j =  t , + 1, +  t ,  +  . . .  + 1„ + 1)- A (t ' +  • ; H , ) , ( í )

y esta ecuación contiene exactamente el resultado do n divisiones 
parciales, representado por las cantidades D, rf, t , ,  t 2 . .  .que en
tran en el mismo.

Observemos :
1) No liemos supuesto en la demostración que el dividendo 

P  y el divisor d están ordenados del mismo modo. Esta calidad 
no se indica por ningún signo.

2) No liemos supuesto también que el dividendo D debo ser 
un múltiplo verdadero del divisor d.

Suponemos solamente que los términos sucesivos t ,, t 2, t 3. . .  
se bailan, dividiendo el primer término de cada uno ele los divi
dendos parciales por el primer término del divisor. Pero

3) La ecuación (d) es siempre verdadera y una igualdad idén
tica, cualesquiera que sean los valores de t , ,  t , ,  t 3 . . . tn, verdade
ros ó falsos, supuesto solamente que los mismos valores entran, 
como en el cociente, así también en los residuos. Pues si multipli
camos la ecuación ( d) por d, tendremos

D = d ( t , , + t 2-(-t3 +  . .-|-tnj-|-D—d (t,-j-t.¡-{-t3-|-.. , tu) 
es decir D = l).

4) El rosto será cero, si ol numerador que está á la derecha 
de (d) es cero, ó bien si

D = d ( t i + t 2+ t 3+ . . . t n)

es decir, si el dividendo D es verdaderamente un múltiplo del di
visor d por un polinomio finito 13 —)—12-|—13-f-. . . -pt„. Por inver
sión, el resto nunca será cero, si el dividendo I) no es un múlti
plo del divisor d. Luego en esto caso la división so continuará sin 
lin, y el polinomio 13 —(—12—(-t3 . . — t3l será infinito.

Luego podremos concluir:
I o El modo de dividir un polinòmio por otro, quo liemos 

indicado arriba, dará siempre resultados verdaderos, aunque el 
dividendo y el divisor no están ordenados del mismo modo.

2" Así también el resultado será verdadero, cuando el dividen
do no es un múltiplo del divisor.

3? Del mismo modo el resultado sorá verdadero, cuando en 
lugar de los verdaderos valores do los cocientes parciales t (, t , , t 3..
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se toman falsos, supuesto quo los mismos falsos valores entren 
en los residuos.

En el segundo caso el resto nunca será cero. En el primero 
y tercer caso es muy fácil que no so llegue á un resto que sea 
igual á cero, aunque el dividendo es ün múltiplo del divisor; 
pero si la suma

t i +  t a + t 3 + - ■ -*n
es la misma que la que se busca, aunque los singulares términos 
sean otros, el resto será cero y la división llegará al fin.

En todo caso, cuando el resto no es cero, so debo afiadir al 
cociente oncontrado el mismo resto dividido por el ivisor.

Daremos un ejemplo de división, en la cual el dividendo no 
es nn múltiplo del divisor,

§ . 2 6 .

- 7 6 -  „

División infinita.

Ejecutar la división p: (a—xj.

p - f a  x l =  P-l-P. ? 4 -P  £?4-P  _i_P x"
’ '  a ' a 6' a ̂  a ’ a2 ^  a ' a* ̂ ‘ ^  a ’ au

p — P.X P x”-*-1
a ’ ‘ , a ' an

— +

+ a S
+ P . X - S  . * 1a a a
-  + ____

4-P .
* n. o.

-H
P __P x_3

a * a2
+

31 P X
* a

4-P  í l _  P 
' a  ' a 1 a

-  +
aJ

4-P  . í l  &a.T a a>
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Sin continuar la división mas adelants, so ve que cada ter

mino del cociente se halla multiplicando el precedonto por Des
pués de haber encontrado n + 1  términos dol cociente, el resto 
completo de la división será

—77—

+ 1 a.—v

Este se disminuye continuamente, si x< y i; pero se aumen
ta sin fin, si x^>a. En el primer caso el resto puede despreciar
se, después de haber formado un número bastante grande de tér
minos dal cociente, y escribiendo

-E -=  P-l E.  l-L D . _|-P . $Ü__L
a— x a 1 a a a a J 1 a a3 ( m )

se quiere decir, que la suma de los términos á la derecha so aproxi
ma tanto mas a la fracción que está á la izquierda, cuanto ma
yor es el número de ellos. Sin embargo, puede formarse una in
finidad de términos á la derecha, sin encontrar jamás completa
mente el valor exacto de 11 ■.a—x

En el segundo caso, si x^>.a, el resto nunca puede despre
ciarse, y por consiguiente la ecuación (m) empleada para esta 
condición, será falsa.

E splicación-. Una continuación de términos, como arriba en 
el cociente (m), queso derivan unos de otros según una leg de
terminada, se llama una serie. Se distinguen las series en se
ries finitas é infinitas, según el número de los términos.

Una serie infinida se llama convergente, cuando existe un li
mite cierto, á que se aproxima indefinidamente la suma do sus 
términos tanto mas, cuanto mayor es el número do ellos; cuyo 
límite se llama entonces suma de la serie.

Para la condición x < ji , la serio infinita (m) es convergen
te, siendo —— su límite y por consiguiente la suma do olla.fl— X

Cuando la suma de un número cualquiera de términos con
secutivos de la serie no converge hacía algún límite lijo, so 
dice que la serio es divergente. Tal es la misma serie (m) para la 
condición x > a .

Cuando procedo una serie por división, os muy fácil formar 
un verdadero juicio sobro la convergencia ó la divergencia do la 
misma. Bastará observar el rosto completo do la división: cuan-
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do él decrece indefinidamente luida el limito cero, la soné será 
convergente, y  de otra manera, en todo caso, la serio será di
vergente.

A RTICULO  V.

Del cero y d c l m  nú ni rr» ( i nfinitamente  pequeíloi y 

grandes.

§• 27.

Teoremas sobre cero é infinito.

l.°  Ceiío puede encontrarse en un cálculo de tres maneras 
distintas:

1) Como resultado no procederá de otro modo sino como el 
valor de una diferencia, cuyo sustraendo es igual al minuendo: 
a—a= o, b—b=o, 3.x2—3x2= o .

2) Una ú otra de las cantidades dadas para hacer un cál
culo, po'drá ponerse igual á cero, lo cual no es otra cosa que que
rer que una ú otra cantidad no deba existir:

3) Se usa cero como límite de una cantidad que por división ó. 
sustracción repetida toma valores cada vez menores, sin que desa
parezca enteramente.

2" Un número susceptible de valores, que son menores que 
toda cantidad asignable, se dice infinitamente pequeño. El límite 
hacia el cual tiende tal número es cero.

3 ° Un número susceptible de valores, que son mayores quo 
toda cantidad asignable, se dice infinitamente grande. No hay lí
mite cierto hacia el cual tiende tal número; sin embargo se di
ce su límite el infinito y se designa por el símbolo ce .

Teoremas sohre ceroé infinito.

1. ° El valor de un número no padece alteración, cuando cero 
so suma con él ó se resta del mismo. Es evidente.

2. ” Un producto es cero, si uno de los factores es cero.

o .a = o  ; a .o = o

Dem. I a o . a =  (b—b)  a = b  a —b a = o

a .o = a  (b—b) = a  b—a b = o  
Dsm. 2a por medio de la definición.
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a ) Si o es multiplicando. Tenemos

n = l - j - l + l + l . ..................a veces; luego
o . a= o-]-o+ o-)-o ...............a veces=o.

Suponiendo que a sea una fracción, cero, es decir, la 
nada, primeramente ha de dividirse, lo que dará nada y 
por consiguiente el mismo resultado.

/?) Si o es multiplicador. Se forma o de la unidad en
tera y absoluta, poniendo la unidad b veces, como 
sumando, y b veces como sustraeudo, o = b —b. Luego pa
ra formar el producto a . o, se pondrá a, b veces por su
mando y b veces por sustraendo.

a . o=a-|-a-|-a-(-...........b veces 1  
—a —a— a— ...........b veces j

3. “ Un cociente es cero, si el dividendo es cero y el divisor 
un número distinto de cero.

2 =  o a

D em. 1" L a  división es la inversión do la multiplicación; 
dado el producto y uno de los factores, se busca el otro 
factor. Siendo por tanto el dividendo o un producto y a  

uno de los factores, es preciso ser el otro factor o, porque 
o = a . o.

D em. 2» ? = b= b = l ) _ b= oa a a a

4. " Un cociente tiene un valor indeterminado, si el dividendo 
y el divisor son cero.

— 79—

Dem. Tenemos a . o = o ,  b .c = o , c . c = o  y por consi-
. o , o  o guíente a = - ,  b = -, c =  - .D o o o

El signo 2 se dice símbolo de indeterminación, l ’cro esta inde

terminación supone, que el modo, por el que el cociento 2 se ha
formado, sea incógnito; si dicho modo es conocido, la indeter
minación desparece. Si tenemos el producto a .o = o , ol cociento
2 será *=a, y no será = b , ó = c .  Así también para a = b  tendre

mos
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a2—b2 o
u — b o

Pero, se sabe, que
a2—b2 =  (a -f  b) ( a - b )

y dividir n2—b2 por a—b no es otra cosa que buscar el otrd 
factor a +b . Por consiguiente, el resultado será n-}-b=2 n. En  
tal caso, frecuentemente se halla el verdadero valor de una frac
ción, dividiendo el numerador y el denominador por el factor co
mún. Así para a = b  es:

n<“ b ‘ =  £ — (a ^ fb 2j  (a2- b 2) = (a 2  +b2)  (a + b ¡= 4  a3 
a—b o a—b

5° Un cociente es infinitamente glande si el divisor es infi
nitamente peqncfío y el dividendo distinto do cero.

Deíi. Poniendo a==á.ai, el factor g¿> se aumentará si d 
se disminuye, y ó ha de ponerse -tanto m as y sin limito 
ninguno por sumando, cuanto menor es su valor,

fo 10= W 100= io V 1000 &a-
La ecuación - =co se enuncia también de esta manera: un o

cociente puede hacerse mayor que toda cantidad asignable, si el 
divisor se hace bastantemente pequeño.

G° Un cociente es infinitamente pequeño, si el divisor es in
finitamente grande y el divisor distinto de infinito.

00

Demostración la misma.
La ecuación JL = o , se enuncia también: un cociente puedo

hacerse menor que toda cantidad asignable, si el divisor se hace 
bastautementc grande.

Siendo a = o . co y también b = o .. co , c = o . oo, se ve que la 
espresion o .»  es asimismo un símbolo de indeterminación.

7o Un cociente es infinitamente grande, si el dividendo es 
infinitamente grande y ol divisor distinto del infinito.

co
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Dem. Como -  es un número distinto de cero, el produc-
X „

to co . -  =  — será un número infinitamente grande. La a a 
oo

ecuación — =  oo se enuncia también: un cociente puede
hacerse mayor que toda cantidad asignable, si el dividendo 
Se hace bastantemente grande.

S? Una potencia, cuyo espiónente es cero, equivale á la unidad.

a ° = l
Deh. Tenemos (teor. 21)

a ° = a m—m= a m ; a '" = l

9? Una potencia, cu}ro espouente es un número infinitamente 
grande, es 1) un número infinitamente grande, si la base es ma-

Í'or que la unidad; 2) es un número infinitamente pequeño, si 
a base es menor que la unidad; y 3) equivale á la unidad, si la 

base es la unidad.

ax  = x  para a )> l  ; a20 = 0  p o r a a < l ;  

a30 = 1  para n = l  

Dem. Por división se hallará

^ l  =  au“ 1+ a ”— 2 + a n- 3 ........ -fnS-fn2- f a + l  (a)

La división finalmente tiene un resto = 0 ,  y por consi
guiente el segundo miembro de la ecuación es el cociente 
completo y tiene n términos. Suponiendo a^>l, cada uno 
de- los términos del cociente, fuera del último, será ] > 1 . 
Porque si a^>l, será también a . a ) > l . a  ó a2]> a , y 
n2 .a^>a.a ó a 3)> a 2, y a 3. a ) > a 2 .a ó a ‘ ^>a3 &a. en 
general

...........ac> a r,> a ,|> a 3̂ >a2)> a )> l

Luego, sustituyendo 1 en lugar de las diversas potencias 
que so encuentran á la derecha do (a), el resultado será 
menor que el do la división, y como la unidad entóneos 
so encuentra allí n veces, siendo pues n términos, ten
dremos:

----- -. > n  do dondea — 1
an> l + n  (a—1)
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Si n crece indefinidamente, crecerá Inrabien 11 (n-—1) 
y podrá tener valores que son mayores que toda cantidad 
asignable. Luego a”=oo para n =oo.

Si a = l ,  será a«3 =1°= = 1 . 1 1 . 1 ...........= 1
Suponiendo a < A , podrá ponerse o = - ,  y será a '>  1;

luego a,co=oo y 

raco = 1
á'

1
a'

1_
a'

1 1
/30--- ---Oa,w oo

E scolio. Para el valor a = l ,  la ecuación (a ) dará

^ = 1 —J-l-f-1-4-. . . .  n veces =  n

Como el primer miembro de la misma ecuación puede to
mar las varias formas

an—1 . 1
a — 1 ’ a—1 ’

nn
(a“- 1) > ¿ i -

1
a—1

suponiendo a = l ,  ellas se convertirán en.
o «>- ; ce.o ; cc —  oo —o CO

1
a—1 

i
a"— i

Por consiguiente, todas serán símbolos de la indetermina
ción, y para el caso supuesto, el valor actual de ellas será n.

ARTICULO  VI.

Medida de los uúmeros.

§ .  28 .

Esplicaciones.

l.° Un número entero se llama divisible, 6 se dice simplemente 
que se diside por otro número, si la división es exacta, es decir, si 

la división sucede sin. residuo y el cociente real es un número entero.
Del mismo modo, un polinomio se llama divisible por otro 

polinòmio ( ó monòmio)  si la división es exacta, es decir, si la, divi
sión sucede sin residuo, y el cociente real es un monomio ó polinomio 
finito.
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Agí
32 es divisible p o r i ,  porquo 3 2 :4 = 8 , quo es uu número 

entero.
a2—b2 es divisible por a + b ,  porque (a2—b2;:(a -(-b )= a —b 

cuya espresion es uu polinomio finito.
2. ° Los números que son divisibles por 2, se llaman números 

paros, ij todos los que no son divisibles por 2, sa llaman números 
impares.

Números pares son 2, 4, 6, 8, 10, 1 2 . . . .
Números impares son 3,5,  7, 9, 1 1 , 1 3 . . . .

En general, si designamos por n un número entero, los nú
meros ¡lares tendrán la forma 2n, y los números impares la for
ma 2 iH-1.

3 . “ Un número entero (ó polinòmio) que divide á otro sin res
to, se dice divisor 6 medida del otro.

9 es divisor ó medida de 27 
a-|-b es divisor 6 medida do a * —b 1

porque la división de 27 por 9 y de a 4—b* por a-|-b procedo 6¡n 
resto.

4. ° Un número entero (ó polinòmio) que es divisible por otro, 
se llama uu múltiplo ó un dividuo del otro. Así en los ejemplos 
de arriba, 27 os un múltiplo de 9, y a4—b4 un múltiplo do a-|-b.

Nota. Un polinomio se llama entero, si no contieno quebra
dos ó cocientes ningunos; porla razón opuesta, un polinomio quo 
contieno denominadores, se llama fraccionario. Así

a2-|-2 a b-(-b2 es un polinomio entero; 
a 2 -j- Jab -’-f-^ es un polinomio fraccionario.

En todo este artículo, con el nombre do números solo en
tenderemos números enteros ó polinomios (y monomios) enteros.

5. ° Todo número tiene por medida á la unidad y á sí mis
mo, es decir, cada número es divisible por la unidad y por sí mis
mo. Los números que no tienen por medida sino á la unidad y 
á sí mismos, se llaman números primos absolutos ó factores simples. 
Por el contrario, todos los números que tienen por medida tam
bién algún otro número, se llaman números 6 fautores compuestos, 
Los factores simples quo son factores de los números compues
tos, se llaman también factores primos de los mismos.

Son números primos absolutos: 1, 2, 3, 5, 7, 1 1 , 1 3 , 17 . .  . .
Son números compuestos: 4, G, 8, 9, 10, 12, 14, 1 5 . . . .
Los factores primos de 210 son 2, 3, 5 y 7.

6. “ Un número quo divide á otros dos ó mas, se llama coman 
divisor ó medida de estos. Si dicho número es el máximo quo los
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divide, se llama máximo común divisor, 6 máxima común medida 
de los mismos.

4 es común divisor do 30, 48, 72; y
12 es el máximo común divisor de 30, 48, 72.

7. ° Un número que es divisible por otros dos 6 mas, se 
llama común múltiplo ó dividuo de estos; y si dicho número es el 
mínimo, que es divisible por todos ellos, él se llama mínimo común 
múltiplo ó dividuo de los mismos,

300 es común múltiplo de 2, 3, 5, 0, 15; y 
30 es el mínimo común múltiplo de 2, 3, 5, 0, 15.

8. ° Dos números se llaman primos relativos ó primos entre 
si, si no tienen común divisor, sino la unidad.

Son primos entre sí: 7 y 18; 8 y 35; 9 y 38.

—84—

§ 29.

Teoremas fundamentales sobre la medida de los 
números.

T eorema 1. Un número que divido á otros dos, dividojtam- 
bien á la suma y diferencia do los mismos.

o b /i / fSi—= a ,  —= /? , y a y  ß  son números enteros, será (a+ b) :m
un uúmero entero.

D em. Tenemos:

a+ b
m “ -+ —=  a '+  ßni — m — '

Como cty fi son números enteros, serán también 
y a—/Ï números enteros. Luego el cociente do a+ b  por 
m es un número entero, es decir, a + b  y _a—b son divisi
bles por m.

T eorema 2. Un número que divide á otro, divido también 
cualquier múltiplo del otro.

Si —=  a  es un número entero, será también n a :m un nú- m
mero entero, suponiendo n entero.

D em . Tenemos

en donde n . a e s  un número entero.
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T eorema 3. Un número que es divisible por otro número 
compuesto, es también divisible por cualquier factor del número 
compuesto.

Si a : m =q  es un número entero y ademas m = a . fi un nú
mero compuesto, serán los cocientes a : a y a:/j  números en
teros.

Dem. Tenemos

a a , a a a
m =  ^ = í l ¡ lues°  1 y p = a <í

Como a, /?, q son números enteros, son también ( i . q y 
ar.q números enteros.

T eorema  4 . Un número que es divisible p o r  dos ó  mas nú
meros primos absolutos ó relativos, es también divisible por el 
producto de los mismos.

Si a:ra=ar, a: en donde m y m '  son números primos
absolutos ó relativos, y ademas si a  y ( i  son números enteros, 
será el cociente a : mm' un número entero.

D em . Tenemos
a : m = a , luego a=mor y -  =  m n- (1)°  J m m'

P ero—. =  ft es un número entero; luego será ."entero ni » o  ni L
es decir, m' divide sin rosto al producto m a. Pero no di
vide á m, porque m y  ni son primos entro si; luego ni'
dividirá á a y el cociente — =  q será un número entero. 

Sustituyendo este valor -áL =  q en la ecuación (1), baila

remos —, =  m . q, luego— <l—,= n  es un número entero, m °  m.ni 1
Si tenemos tres divisores m, m', m", que son primos en

tre sí, pondremos m . m '= //, y será m .m '.m "=/< .m' 'en  
donde f jym "  son primos entro sí. Como« so divido por 
my m' ,  a se dividirá también por /<; y como a so divido 
por/¿yin",  a se  dividirá también por/<. m", es decir, por
m . m '. m".

Del igual modo demostraremos el teorema, si hay cua
tro, cinco, seis. . . .  en general mi número indetermin ado 
de divisores, m, m', m", m'" .
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§■  30.

Divisibilidad de los números enteros por 2, 3, 5, 9, 11.

1? Un número es divisible por 2, si termina en cero ó cifra
par.

D em. Designando por N un número entero y por a, b, 
las cifras que tienen los lugares do las unidades, 

decenas, centenas, millares.. . .  sera

N = . . .  .10000 e + 1000 d +  100 c + lO b + a  
N :2 = ___  5000 e +  500 d + 5 0 c  + 5 b  +  ?

Luego si a es cero 6 un númoro par, N so dividirá por 2. 
2”. Un número es divisible por 4, si las dos últimas cifras, 

considerándolas como un número, son divisibles por 4.

D eu. N = . . .  .10000 e + 1000d + 100  c +  lO b+a

N : 1 = . . . .  2500 e +  250 d +  25 c + 10b¿t 1?-

Luego N será divisible por 4, si 10 b + a  es divisible por 4. 
3? Un mímero es divisible por 8, si las tres últimas cifras, 

considerándolas como un número, son divisibles por 8.

D eu. N = . . . .  10000 e+1000 d + 100 c +  10 b +  a

N :8 = ___  1250 o +  125 d + 100 c ~ H ° —+-aO
Luego N será divisible por 8, si 100 e + 1 0  b + a  es divi

sible por 8.
4o Un número es divisible por 3 ó 9, si la suma de las cifras 

es divisible por 3 ó 9.

D eu. N = . . . .  1000 d + 100 c + 1 0  b + a
=  . . .  . '.999 d +  99 c +  9 b +  . .  + d + c + b + a

N :3  = ___  3 3 3 d +  33 c +  3 b +  ^ _ ± d+ ci j )+ aO

N : 9 = . . . .  111 d +  11 c +  b +  : ' + d+ c+ b+ ?

Luego lí será div isible por 3 ó 9, si la suma de las cifras 
-----+ d + c + b + a  es divisible por 3 ó 9.
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Corolario. Uu número es divisible qor C, si termina en cero 
ó cifra par, y  "si ademas la suma de las cifras es divisible por 3. 

5? Un número es divisible por 5, si termina en cero o 5.

D em. N = . . . .  1000 d + 100 c + 1 0  b +  a
N : 5 = ___  200 d +  20 c +  2 b +  ?

Luego N será divisible por 5, si a es cero ó 5.

Corolario. Un número es divisible por 10, si termina en cero. 
0? Un número-es divisible por 11, si la suma de las cifras 

de los lugares impares, menos la suma de las cifras de los luga
res pares, es divisible por 11.

Dem. N = . . .  .+ 10000  c+ 1000  d +100 c + 1 0  b + a
= ___ +  9999 e+ 1001 d +  99 c + 1 1  b + a

+  e — d +  c — b 
=  . . . . +  9999 e+1001 d +  99 c + 1 1  b 

+ ( . . . .  e + c+ n )— ( . . . . + d + b )
1 + 1 1 = . . . . +  909 c +  9 ld + 9  c+ b

i (• • • —(• • - • + < 1+ 1>)-1 j j  -

Las cifras a , 'c . . .  .están en los lugares impares, y las cifras 
b, d . . .  .en los lugares pares; luego...........

§• 31.

Máximo común divisor.

R eola I. Pora hallar el m áxim o com ún d iv isor de dos ó  mas 
números, todos los números dados se descomponen en sus factores  
prim os, y  se m ultiplican entre s i  todas las m ínim as potencias d e los 
m ism os, que son com unes ú todos los núm eros dados.

E jemplo I. Buscar el máximo común divisor de 320, 400, 
G80, 3400. Tenemos:

3 2 0 = 2 * . 5 
400= 2* .52 
6 8 0 = 2 2 .5 .1 7  

3 4 0 0 = 2 3.5 2 .17

Las potencias de los factores primos, que son comunes á 
todos estos números, son 2 3 y 5 ’ ; luego el máximo común di
visor es 2 3. 5= 4 0 .
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E jemplo II. Buscar el máximo común divisor de

2 a 2+ 4 a b + 2 b 2 ; 10 a2—10b 2 ; 4 a 4—4 b 4 
Tenemos

2 a 2+ 4 a b + 2 b 2= 2  (a + b )2
10 a2—10 b2= 2 .5 ( a + b )  (a—b)
4 a 4— 4 b4= 2 2 . (a 2-)-b2) (a+b) (a—b)

No son comunes sino las primeras potencias de 2 y de a+ b , 
luego 2 (a+b) es el máximo común divisor.

Dfm. El máximo común divisor necesariamente es 1) fac
tor común de todos los números dados, luego no contiene 
sino las mínimas potencias délos factores primos que son 
comunes á todos; 2) contiene todos los que son comunes; 
en el caso opuesto no seria el mó.rimo común divisor.

Esta regla I puede emplearse frecuentemente, es decir, cuan
do los factores primos de los números dados son conocidos (por 
el § precedente.) Pero la misma regla no basta para todos los 
casos posibles.

Regla II. P ara hollar el m áxim o común divisor de dos núme
ros, se divide el m ayor número p o r  el menor, el menor por el resto 
encontrado, y a r ic a d a  vez el div isor precedente por el último resto 
encontrado, hasta que v llegue á  un resto cero: el úllimo divisor será 
el m áxim o com un divisor buscado.

Así el máximo común divisor de 524!) y 1595 es 29, el que 
se hallará por el modo de proceder como se sigue:

3 3 2 3 2
5249 : 1595 ; 464 ; 20Í3 ; 58 : 29
4785 1392 406 174 58

464 203 58 29 0
En general, para los números a y b el máximo comnn divi

sor se buscará de la misma manera:

¿  Z ¿  L
a ; b : c ; d : o 

/Jb ye <Sd fe

c d c o

designando por c, d, e, o los restos y por fi, y, 6, e los cocientes
succesivos.

Deji. Primeramente el último divisor e es un común divi
sor de ay b, porque tenemos
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1) d =  f o
2) c =  íd -fe
3) b =  yc-)-d
4) a dí /ib-j-c

Por 1) e es un divisor de d, luego por 2) de c, luego por 
8) de b, luego por 4) de a.

Ta> segundo, e es también el máximo bomun divisor de a y h. 
Porque otro común divisor de a y b, por ejemplo le, según 4), y 
el T. 1, debería ser contenido en c, luego según 3) en d, luego 
según 2) en e, lo cual no es posible si 4¿>e.

Nota 1. De la segunda parto de la demostración se sigue 
igualmente, que un común divisor cunlqniera está contenido cu 
el máximo común divisor.

Nota 2. Si el último divisor que se encuentra por este mo
do de proceder es 1, los dos números propuestos serán primos 
entre si, pues no tienen divisor común sino la unidad.

Del mismo modo se tendrá el máximo común divisor de dos 
polinomios.

E jemplo I. Buscar el máximo común divisor de

3 a ’—2 a -—3 a b2+ a-{-2  b2- f  b2 y de a 2— b2

3 a?—2 a 2— 3 a b2-f-a-f 2 b2+ b 2 a 2—b2=  divisor
3 a 3 - 3  a b 2 -------------
-----------------------------  3a—2

—2 a 2 +  a + 2 b 2-|-b2
—2 a 2 + 2 b 2

divisor:
+  a -j—b, resto, el quo so divida al 

a 2—b 2 :a-|-b=a—b sin resto:
Luego el último divisor a-)-b es el máximo común divisor 

buscado.
Para evitar fracciones ó números demasiado grandes, frecuen

temente conviene multiplicar ó dividir el divisor ó dividendo por 
un número que no es común factor de uno y otro.

E jemplo II. Buscar el máximo común divisor do 
1 0 x 2+ 1 4 x —12 y do 7 x 2 +  22x +  lG

No se divide 10 x 2 por 7 x2 de modo que el cociente sea en
tero; luego multiplicaremos el primer polinomio por 7, que no os 
factor del segundo, y tendremos
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70 x 2+  98 x— 84 
70 x2-(-220 x+lGO

—90—

7 x 2+ 2 2  x + 1 6  =  prim. divisor

10
—122 x—244, resto; el qne dividido .por — 122 

es = x + 2 ,  luego
7 x 2+ 2 2  x+G  
7 x 2+ 1 4 x

-f- 8 x- -16

x + 2  =  segundo divisor 

7 x + 8

+  8x4-16

0
Luego el último divisor x + 2  es el máximo común divisor 

buscado.

R e g l a  III. Para hallar él máximo común divisor de va
rios números, primeramente se buscará él de dos números pro
puestos; luego él del divisor común así obtenido y un tercer nú
mero-, después el del nuevo divisor común obtenido y un cuarto 
número &a: él último máximo común divisor así determinado 
será el de todos los números.

Para los números 588, 33G, 112, 35, el máximo común-di
visor será 7, según el siguiente modo de proceder;

588 336 112 35

84

28

7
en donde el máximo común divisor de 588 y 336 es 84, el de 84 
y 112 es 28, el de 28 y 35 es 7.

En general, si a, b, c, d  son los números dados y si el máxi
mo común divisor do a y  b se designa por e, el de e  y e porf ,  
el d e /  y d  por g, será g el máximo común divisor de a, 6, c, d:

a b c d
'----V--- '

e

f

D em. Primeramonte g es un común divisor de a, b, c, em
porqué según la suposición, g está contenido en d y / ,  y co
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mo /  está contenido en e y c, estará g contenido en d ,c y e ; 
pero como e está contenido en a y b, g también estará con
tenido en d, c, b, y a.

Lo segundo, g es también el máximo común divisor de 
a, b ,c ,d ; porque, conforme á la Nota 1 de arriba, otro di
visor común, por ejemplo k, seria divisor de e, luego tam
bién de/ ,  luego de g, do cual no es posible si k > g .

§. 32.

Mínimo común múltiplo.

R e g l a  I .  Para hallar el mínimo común múltiplo de dos 
ó mas números, todos los números dados se descomponen en sus 
factores primos, y se multiplican entre sí las supremas potencias 
de los mismos.

E jemplo I. Dados los números 28, 42, 63, 77, tenemos 
2 8 = 2  2 7 
4 2 = 2 .3  7 
6 3 = 3  = 7  
7 7 = 7 .1 1

Las supremas potencias de todos los factores primos son, 
2 2, 3 2,7‘ , l l 1; luego

2 24.3 2 . 7 .1 1 = 2 7 7 2
será el mínimo común múltiplo do 28, 42, 63, 77.

E jemplo II. Buscar el mínimo común múltiplo do 
a 2—4 b2 ; |a2-(-lab-|-4b2; 2 a-j-4 b

Tenemos
a 2—4 b2= (a-)-2b ) (a—2 b) 

a 2+ 4  a b + 4 b 2= ( a - f  2 b )2 
2 a +  4 b = 2  (a-J-2 b)

Las supremas potencias de todos los factores primos son 
( a + 2 b ) 2 ; a—2 b ; 2 

luego el mínimo común múltiplo será
2 (a-f2 b )2 (a—2 b)

Dem. El número as! determinado es 1)  un múltiplo do 
todos los números propuestos, pues contiene todos los 
factores primos de cada uno y estos en la suprema poten
cia que se encuentra, de modo que cada uno do los núme
ros dados está contenido en el producto así formado; 2 
es el mínimo común múltiplo; pues siso toma una poten
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cia do cualquier factor primo que sea monor que la sui 
prema, uno ú otro (le los números (Indos no seria conte
nido en el múltiplo formado.

Esta regla puedo emplearse frecuentemente, os decir, si los 
factores primos son conocidos; pero la misma regla no es aplica
ble á todos los casos posibles.

R e g l a  II. Para determinar el mínimo común múltiplo de 
dos mañeros, se buscará el máximo común divisor de los mismos 
y dividiendo por él á uno de los números dados, se multiplicará 
el cociente encontrado por el otro numero.

Asi para los números 1488 y 20G4 el máximo común divisor 
es 48, luego el mínimo común múltiplo será

^ . 2064 =  . 1488 =  639844 6  4 6

En general, designando por m el máximo común divisor de 
a y b, se tendrá el mínimo común múltiplo

Dem, Si ponerqos
3 = «  y * = / ?m , m (»)

en donde «  y '/?  son números enteros, tendremos

a = m . a  y b = m . /3 fb)

Ademas si designamos cualquier múltiplo de a por v, ten
dremos en general

v = m . a . /S' (c )

pues m . a = a  ha de ser factor de uy el otro factor de v será un 
número desconocido, pero entero /?', Si v debe ser también un 
múltiplo de b, tendremos del mismo modo

v=m  • P ■ a! (<!)

porque m .yS=b ha de ser factor de v y el otro factor será un nú
mero entero desconocido a'. De las ecuaciones (c) y (d) se saca
m . a . fi'—m . f i a ' ,  luego

a a' 6 bien de donde
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c = k  a ' ) T
fi= k  / 5 ' í 1

a '= k  n  1 
A '=k fi f I I

si por k se designa un número entero é incógnito.
La suposición (I) no es posible, porque según ella a  y fi 

tendrían /.■ por común tactor, lo cual no es posible, pues de las 
ecuaciones (b) se sigue que a  y fi son números primos entre sí, 
teniendo el máximo común divisor m todos los factores, que son 
comunes á a y b. Luego queda solamente la segunda suposición 
(II), y poniendo y67= k  fi en la ecuación (c), se deduce v=m  a k / i  
ó bien

v = a  fi m .k (o)
en donde k es un número entero. Esta ecuación da la forma ge
neral de todo múltiplo de a y b, y no hay otro. En la parte «  fi m 
están contenidos a m = a  y /3m =b; luego a fi ni es por sí mis
mo un múltiplo de a y b. La misma espresion o fi m es también 
el minimo común múltiplo de a y b; porque el mínimo va
lor que v puede tener en (e), so hallará si el uúmoro k es el mí
nimo, es decir, si k = l.

Pero según (a) y (b) es
n __ a i ba fi m =  — . b =  .a  m m

Luego estas espresiones representan el mínimo común múl
tiplo de a y b.

Nota. De la ecuación (e) se infiere también: si dos números 
a y  testan contenidos en otro e, que no os el mínimo común múl
tiplo de ayb,  el minimo común múltiplo estará contenido en r.

Del mismo modo so buscará el mínimo común múltiplo do 
dos polinomios.

R eola III .Vara hallar el mínimo coman múltiplo de va
rios números, prim a ámente se buscará el de dos números, lue
go el del múltiplo así obtenido y un tercer número, después el 
del nuevo múltiplo así encontrado y un ruarlo número d a : el úl
timo mínimo coman múltiplo así obtenido será el de todos los 
números.

Asi el mínimo común múltiplo do 15, 27, (JO, 72 será 1080, 
pues tenemos

15 27 00 72

135

540

1080
en donde 135 es el mínimo común múltiplo de 15 y 27; 540el
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do 135 y GO; 1080 el de 640 y 72.
En general, para los números a, b, c, <1 tendromos el mínimo 

común múltiplo z del siguiente modo: 
a b c d

s

t

z
designando aquí por s el mínimo común múltiplo do a y b, por 
t el de s y c, y por z el.de t y d.

Dr.'.r. Primeramente, z es un múltiplo de o,, b, c y d. Por
que conforme á la suposición, z es múltiplo de t y d; y como 
t es múltiplo de sy c, será z múltiplo de s, cy  d; y cornos 
es múltiplo de ay b, será z múltiplo do a, b, c y d.

Lo segundo, z es el mínimo común múltiplo de a, b, c y d. 
Supongamos que haya otro v, que sea menor. Como ayb  
estarían contenidos en v, según la nota de arriba, también 
s debería estar contenido en u; y como s y c estarían con
tenidos en v, estaría contenido también t en v; y como l y 
d, finalmente z estaría contenido en y. Pero no es posible 
si c-O -

§ . 33.

Aplicaciones.

1? S implificación de los quebrados comunes.

R e g l a . Para simplificar un quebrado y para reducirlo á la 
form a la mas simple que puede tener, se dividirán sus términos 
Por el máximo común divisor de los mismos.

1513E jemplo I. La fracción ■ ' ^  puede simplificarse por 89,
porque 89 es el máximo común divisor del numerador 1513 y del 
denominador 2492. De donde tenemos

1513 1513:89 17
2492 2492:89 28

y este resultado á un tiempo, es la forma mas sencilla que la 
misma fracción puede tener; pues el máximo común divisor 89 
tiene todos los factores que son comunes á 1513 y 2492.
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E jemplo II. Tenemos de igual modo

8 x 3 — 2 x 2 — 41 x )-3 5  4 x—7
4 x » + 1 2 x 2  — x — 15 2 x + 3

porque el numerador y denominador de la primera fiarc.'cn tie
nen 2 x 2 +  3 x —5 jior máximo común divisor, y simplificando 
por esta espresion, se hallará la segunda fracción quo equivale 
á la primera y á un tiempo, es su forma mas sencilla,

E jemplo III. La fracción

x 2— lQx + 2 1  
x 2— 9 x +  14

para x = 7 , se reduce á la forma indeterminaada ” . ¿Cuál es el
valor real de la misma para x = 7  ?

Res. El máximo común divisor del numerador y denomina
dor ex x—7; por esto tenemos

x 2—lO x + 2 1  (x—3) (x—7) x —3
x 2— 9 x  +  14 (x—2) (x—7) x—2

Sustituyendo x = 7 , la primera y la segunda espresion so ha
cen =  ?, y se ve que esto tiene lugar, porque el numerador y
denominador tienen un factor común x—7, quo se hace =  0. 
La tercera espresion da el resultado buscado .

2° IIeducción de quebrados á un mismo denominador.

R egla. Para reducir varios quebrados que liciten denomina
dores distintos ú un mismo denominador, se buscará el mínimo 
común múltiplo de todos los denominadores, el que se dividirá 
por los denominadores succesivos, y finalmente se multiplica
rán los términos délas fracciones dadas por los cocientes así 
obtenidos.

E jemplo I. Reducir los quebrados

7 . 3 .  4 . 5 .  n
1(1 ’ » ’ 15 ’ i ’ 12 

á un mismo denominador.
El mínimo común múltiplo de los denominadores

10, 8, 15, 4, 12
es 120; luego dividiendo 120 por estos denominadores se tendrá 

12, 15, 8, 30, 10
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y multiplicando los términos do las fraccionoS dudas por estos
Cocientes, so hallnrá

7.12  , 3.1.1 . 4 .8  , 5 .30  . 1 1 . 10  . . .
10.12 ’ 8 .1 5  ’ 15. 8 ’ 4. 8U ’ 12.1(1 °  ülen

84 . 45 . 32 . 150 . 110
120 ’ 12Ó ’ 120 ’ 120 ’ Í2Ó

Como se ve, bastará multiplicar por dichos cocientes soló 
los numeradores de las fracciones dadas, dando ú todos los pro
ductos así encontrados el mínimo común múltiplo por denomi* 
nador.

E jemplo II. Sumar las fracciones

x—8 x—2
—5 x-f-6 y x 2—9 x-f-14

El máximo común divisor de los denominadores es x—2; 
dividiendo por este binomio á los denominadores se hallarán los 
otros factores do los mismos y se encontrará

x 2—5 x +  G =(x—3) (x—2) 
x 2— 9-K-f-1.4=(x— ’7) (x—2;

Luego el mínimo común múltiplo de los denominadores es

(x—2) (x—3) (x —7)

Los cocientes de este por los denominadores son

x—7 y x—3

Por consiguiente tendremos

(x—8) (x—7) , (x—2) (x—3)
(x—2)(x—3)(x— 7) (x—2) (x—3.i (x—7)

ó reduciendo
x 2—20x-fG2 

x 3—12 x 2-)-41x—42
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ARTICULO  V il.

De los quebrados:

A. DE los quebrados comunes.

§• 34.

Sumario de las reglas principales sobre los quebrados.
Un quebrado ó una fracción no es sino una especie de co

ciente, es decir, un cociente que tiene por dividendo y divisor 
números enteros. Luego la teoría de las fracciones está conteni
da en el artículo I, que trata de los cocientes, y en el artículo 
precedente en el cual se ha dicho todo lo que so necesita para 
reducir los quebrados á una misma denominación si no la tienen. 
Luego bastará poner aquí las reglas principales que pertenecen 
á las operaciones con los quebrados.

E splica cio n es. 1? Un quebrado en que el numerador es menor qtie 
el denominador, vale menos que la unidad, y por esto se llama que
brado propio, como

1 3 7 20
8 ’ 8 ’ ü ’ 37

2? Un quebrado en que el numerador es igual 6 mayor que el 
denominador, valo la unidad ó mas quo la unidad, y por esto 
se llama quebrado impropio, como

4 5 C 18 
4 ’ i ’ 4 ’ T

3? Un número que contiene enteros y ademas un quebrado pro
pio, se llama número misto, como

H , 3f, 6*

Calidades de los quebrados.

1) De dos quebrados que tienen igual denominador, es ma
yor el que tiene mayor numerador:
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2) De dos quebrados que tienen igual numerador, es mayor 
el que tiene menor denominador:

5 r,
8 - ^ 9

3) Un quebrado no varía de valor, multiplicando sus dos 
términos por ún mismo número:

4 =  4 J ? = = 32 
3 3 .8  24

4) Un quebrado no varia de valor, dividiendo sus dos térmi
nos por un mismo número:

3 2 _  3 2 :8 _  4 
24 24:8 3

Corolario. Para reducir un quebrado á su’ espresion mas 
sencilla, se dividen sus dos términos por el máximo común di
visor de los mismos.

1079E jemplo. Dedúzcase el quebrado i-—  ' á su espreBÍon mas 

sencilla.
R esol: El máximo común divisor de los dos términos 1G79 

y 1095 del quebrado es 73; luego tenemos

1679_1679:73__23
1095 xuyo:73 15

23y esta espresion jg es la forma mas sencilla del quebrado; por
que el máximo común'divisor tiene todos los factores que pue
den ser comunes á los dos términos 1679 y 1095; luego quitán
dolos por la división en los nuevos términos 23 y 15 no pueden 
encontrarse factores comunes.

Adición de los quebrados.

R egla 11 Para sumar quebrados que tienen denominadores igua
les, se suman los numeradores, y á la suma se le pone por denomina
dor el denominador común.

3 . 4 . 1 ,  5  3 + 4  +  l - ) - 5 _  13
8 ' £M 8 '8  8 8

R egla 2a Para sumar quebrados que no tienen 'denominadores 
iguales, se buscará primeramente el denominador común, luego los
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quebrados se reducirán á él, y finalmente se sumarán según la re
gla 1.

R egla 3“ Para reducir quebrados á un común denominador, se 
multiplican los dos términos de cada uno por el cociente que se ob
tiene, dividiendo el mínimo común múltiplo de todos los denomina
dores por el denominador respectivo (§.33.)

Sustracción de los quebrados.

R egla. 1. Para restar un quebrado de otro, cuando tienen de
nominadores iguales, se restan los numeradoras, y á la rosta so 
pone por denominador el denominador común.

R egla 2. Silos quebrados no tienen un denominador común, 
re reducen primeramente á él, y luego se restan como so ha di
cho en la regla 1*

Mxdtiplicacion de los quebrados.

R egla 1 “ Para multiplicar un quebrado por u n  entero, ó un 
entero por un quebrado, se multiplica el numerador por dicho 
número entero, dejando el mismo denominador; ó se divido el 
denominador por el entero, permaneciendo igual ol numerador.

5 q _  5 . 3 _  15 8 „ 8   8
7 á ~ ~ 7  T  ’ Í5 1 5 :3 —5

R egla 2 “ Para multiplicar un quebrado por otro quebrado, 
se multiplica el numerador por el uumerador y el denominador 
por el denominador; ó se divide el numerador del primero por 
el denominador del segundo, y el denominador del primero por 
el numerador del segundo.

5 7__5_7__ 35. 15 7 _ 1 5 :5 _ 3
3 ' 8 3 .8 — 24 ’ 14 ' 5 14 : 7 2

División de los quebrados.

R egla 1" Para dividir un quebrado por un entero, se multi
plica el denominador por el entero, dejando el mismo numera
dor; ó se divide el numerador por el entero, permaneciendo igual 
el denominador.

5.o  _  _5^__J5 . 8 . , = íp4= 2̂
Va 7.3 21’ 1 5 '*  lo 15

R egla 2* Para dividir un entero por un quebrado, se multi
plica el entero por el divisor invertido.

—99—
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O 7 21
^' 5 B

Regla 31 Para dividir un quobrado por otro quebrado, so 
multiplica el dividendo por el divisor invertido; ó se divide el nu
merador del primero por ol numerador del segundo, y el deno
minador del primero por el denominador del segundo.

4 . 5 __4 7_ 28 . 2 5 .  5 _  25 :5  _  5
3 ' 7  3 ' 5 15"’ 13 ■ i 1 2 :4  3

B. de los quemados decimales.

§. 35.

De los quebrados decimales en general.

E sflicaciones. 1 .” Un quebrado quetiene.por denominador una 
potencia de 10, se llama quebrado decimal.

Son quebrados decimales

3 7 134 7543
10 ’  100 ’  1000 ’  10000

y en general, designando por A y  n números enteros, la forma que 
tiene toda fracción decimal, será

10n

21 Un quebrado decimal se llama propio, si no contiene enteros, 
ó si el denominador es mayor que el numerador-, y se llama impropio, 
si contiene enteros, 6 si el numerador es mayor que el denominador.

371—  es un quebrado decimal propio.1UO
1738 *38—A = 1 7  -T - es un quebrado decimal impropio.1UU 10U

3.° Un quebrado decimal puede representarse por una suma de 
otros quebrados decimales, cuyos denominadores son las potencias cre
cientes de 10. Así

Í2Z 5 =  _8 , 0 + j r _ + « _  (a )
■; 10000 1 0 ^ 1 0 0 ^  1000 r  10000 K '
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De aquí so infiere qno los quebrados decimales pueden es- 
presarso de palabra ó por escrito, al modo que los números en
teros. Porque una unidad de un término cualquiera á la derecha 
de (a )  contiene diez unidades del término que inmediatamente le 
sigue

— —  xo —  • - i -  =  10  —  •  — — 10  -___
10 100 ’ 100 luuu ’ 1000 10000

lo mismo que observamos en un número entero cualquiera. Da
do por ejemplo el número entero 5836, tenemos

5 8 3 6 = 5 .1 0 0 0 + 8 .1 0 0 + 3 .1 0 + 6 .1  (/S)

A la derecha de la ecuación (/3), una unidad de un término 
cualquiera contiene diez unidades del término inmediato.

1 . 1000= 10. 1 0 0 ; 1 . 100= 1 0 .1 0 ; 1.10= 10.1

Las potencias de 10, que son verdaderamente factores de los 
números 5, 8, 3 no se escriben, designándolas suficientemente por 
el valor local de las cifras. Luego, de semejante modo, los denomi
nadores 10, 100, 1000, 10000, que están á la derecha de (a) ,  po
drán omitirse, dando á los numeradores 3, 0, 7, 5 un valor local 
correspondiente. Para hacerlo, estos se ponen como en los núme
ros enteros, unos en pos de otros, sin interposición de signo al
guno en el orden que tienen, designando el lugar de las unidades 
enteras por cero y una coma, que las separa do las décimas: j

S ! = 0'3075

Si se quiero escribir la suma do los números 583G y 3y(7 y, 
dremos efectuarlo del modo siguiente:

B836+ f S = 5836'3075

po-

E1 número 5836 que está delante de la coma, designará los 
enteros que tenemos, y el número 3075, que está después do la 
coma, designará el quebrado decimal propio quo ha de escri
birse. En todo este nuevo número

5836,3075

una unidad de un lugar ú orden cualquiera contiene diez unida
des del lugar ú orden inferior inmediato, pues tenemos, cinco 
mil, ocho centenas, tres decenas, seis unidades, tres décimas, nin
guna centésima, siete milésimas, cinco diezmilé^imas. Luego:
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4. ° Para escribir los quearados decimales, se seTiala el lugar de 
las unidades por una coma después de él y se coloca la cifra que re- 
presenta las décimas en el primer luyar á la derecha de las unidades 
ó de la coma, la que designa centésimas en el segundo, la que mi
lésimas en el tercero &a.

El cero sirve lo mismo que en los enteros, para designar la 
falta de una unidad de cualquier orden, do modo que 5 centési
mas y 8 diezmilésimas, se escriben: 0,0508.

5. " Los quebrados decimales pueden leerse como si fueran nú
meros enteros, espresando al fin el orden decimal á que corresponde 
la última cifra.

El quebrado decimal 73,506 se lee: setenta y tres mil qui
nientas seis milésimas. Puede leerse también: setenta y tres en
teros y quinientas seis milésimas; ó finalmente: setenta y tres en
teros, chico, cero, seis, enumerando solo las cifras que están á la 
derecha do la coma decimal.

§ 36 .

Calidades principales de los quebrados decimales-

l.° Un quebrado decimal no varía de valor, poniendo ó qui
tando ceros a continuación de las cifras significativas. Así te
nemos

85,43=85,430000

2? El valor de un quebrado decimal so hace 10, 100, 1000,
1 0 0 0 0 .. . .veces mayor, si la coma decimal se pone 1, 2, 3, 4 . .  . .  
lugares á la derecha:

8723,5=10X 872,35= 100X 87,235= 1000X 8,7235

3.° El valor de un quebrado decimal se hace 10, 100, 1000,
1 0 0 0 0 .. . .  veces menor, si la coma decimal se pone 1, 2, 3 , 4 . . . .  
lugares á la izquierda:

0,0025 =  ¿ X  0,025 =  4 X 0 , 2 5 =  ¿ X ^
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§• 37.

Adición y sustracción de los quebrados decimales.

R e g l a  I .  La adición de los quebrados decimales se efectúa 
colocando los sumandos unos debajo de otros, de manera que 
las comas están en columna, y sumando, como en los enteros, 
las unidades de un mismo orden, principiando por el inferior, 
y la coma se escribe en la suma bajo de las comas que están 
en los sumandos.

Por ejemplo:
325,3084 =  325,3084 

47,38 =  47,3800
13,523 =  13,5230 

0,9513 =  0,9513

387,1627 387,1627

Para no equivocarse se ponen ecros en los lugares últimos 
do los sumandos si no tienen unidades.

Dkm. En una misma columna no están sino fracciones 
de la misma denominación, se suman los numeradores, de
jando'él mismo el denominador común.

R e g l a  II. La sustracción de dos quebrados decimales se 
efectúa, colocando el sustraendo debajo del minuendo, de manera 
que las comas estén en columna, y restando, como cu los ente
ros, las unidades de un mismo orden, principiando por el in
ferior y la coma se escribe en el resto bajo de las o t r a s  comas.

Por ejemplo:
23,074 9,0000 18,2300
9,600 2,3857 7,5438

13,474 6,6143 10,6862

Para no equivocarse so ponen ceros en los lugares últimos del 
minuendo y sustraendo si no tienen unidades.

Dril. En una misma columna están fracciones do la mis
ma denominación, se rosta el numerador del sustraendo 
del numerador del minuendo, dejando él misino el deno
minador común.
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§, 38 .

Multiplicación de los quebrados decimales.

R e g la  I. Para multiplicar un quebrado decimal por 10, 
100, 1000. . .  en f/cncralpor una potencia cualquiera de 10, se 
corre la coma uno, dos, t res . . .  y en general tantos lugares há- 
cia la derecha como ceros hay en la potencia de 10.

Se deduce inmediatamente del § 36, 2."
Si no hubiesen bastantes cifras á la derecha de la coma, se 

suplirán por ceros:
8,372X10000=83720

R eg la  II. Para multiplicar un quebrado decimal por un 
entero ú otro quebrado decimal se prescinde de la coma, se hace la 
multiplicación como si fuesen ambos factores números enteros, 
y luego se separan de derecha á izquierda por la coma decimal 
tantas cifras como decimales había en ambos factores juntos.

1) 3,417 2) 12,493
9 0,07

30,753 0,87451

3) 5,79 4) 0,0687
8,3 0,34

1737 2748
4632 2061

48,757 0,023358

D em. Designando dos quebrados decimales por

A B , , A B A B
i u m y  t u "  ’ te n d r e m 0 !)  i u " ‘ • l o "  —  í u '“ - '" “

Luego se multiplican los numeradores A y B, que son 
los mismos quebrados decimales, si se prescindo de las co
mas, y se divide por 10m‘!_m, es decir, se separan de dere
cha á izquierda por la coma decimal m-|-n cifras, luego 
tantas decimales cuantos tienen los factores juntos.
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Si ponemos n = o, tendremos jq¡¡ = B  que es entero, 

y el resultado de arriba se convierte en el siguiente:

A
10m ■ — 1U“1

§. 39.

Division de los quebrados decimales.

R egla I. Para dividir un quebrado decimal por 10, 100,
1 0 0 0 . . . .  y en general por una potencia cualquiera de 10, se corre 
la coma uno, dos, tres . . . .  y en general tantos lugares liúda la iz
quierda, como ceros están contenidos en la potencia de 10.

Se infiere inmediatamente del § 30, 3."
Si no hubiese bastantes cifras á la izquierda de la coma, so 

suplirán por ceros:

8,97:1000=0,00897

R egla II. Para dividir un quebrado decimal por un entero 
que es menor que el dividendo, se ejecuta la división como si el 
dividendo fuese, también entero; pero tan luego como la primera 
cifra decimal forma piarte de. un dividendo parcial, se pone coma 
en el cociente, antes de ejecutar la división siguiente.

Por ejemplo:
328,7025:25=13,1505
25

78
75

37 so pone la coma 
25

120
125

125
125

0
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Dem. 25 está contenido en 32 decenas diez veces, luego 
se escribe por cociente 1 en el lugnr de las docenas. El 
resto siguiente, 78 unidades, contieno 25 tres veces, luego 
se escribe por cociente 3 en el lugar do las unidades. El

37resto siguiente 37 décimas no contiene 25, porque —<  25;
luego so pone ¡coma en el cociente. Si el resto 37 fueso

37entero, contendría 25 una vez; poro como significa el

cociente será ^i, y se pone 1 en el cociente, en el lugar
de las décimas. El resto siguiente 126, si fueso entero, con-
tendría 25 cinco veces; pero como significa rAV- , el cociento1UU

5será jy-Q, luego se pone 5 en el cociente en el lugar do 
las centésimas & a.

Corolario. Añadiendo una coma decimal y ceros á la conti
nuación de un número entero, este toma la forma do un quebra
do decimal. De donde se infiere que cada división de enteros por 
enteros puede efectuarse del mismo modo, y quo cada división 
indicada de enteros por enteros se puede convertir en el cocien
te real.

Por ejemplo:

19 :15= 49,0000:15= 3,206. .
45

40
30

100
90

100
90

100

R egla III, Para dividir un quebrado decimal por un entero 
que es mayor que el dividendo, se pone en el cociente cero y coma, y 
después de esta, tantos ceros ménos uno, como cifras decimales se 
■necesite tomar abajo, para hallar el primer dividendo conveníanle.

Por ejemplo:
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288 44
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390
384

140
132

60
48

80
66

120
96

140
132

240
240

80

0
Dem. L a misma que la do la regla precedente.

Corolario. Del mismo modo puede efectuarse cada división 
de un entero por otro entero, si el dividendo es menor que el 
divisor.

8 :125= 8,000 :125= 0,064
750

500
500

R egla IV. Para dividir un número entero ó un quebrado de
cimal por otro quebrado decimal, se multiplican ambos por tal poten
cia de 10, que el divisor se haga número entero, y luego se divide con

forme á las dos reglas precedentes.

Por ejemplo:

1) 1 3 :0 ,4 6 = 1 3 0 0 :4 6 = 2 8 ,3 6 ...
92

380
368

120
92

280
276

0

40

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



2) 24,9:3,793=24900:3793=G,5G4 . .
22758

—108—

21420
189G5

24550
22758

17920
15172

27480
D em. Un cociente no camina do valor, multiplicando el 

dividendo y el divisor por el mismo número.

§• 40 .

Reducción de quebrados comunes á decimales.

En virtud de los corolarios do la regla II y III del parágra
fo prccodente, todo quebrado común puedo convertirse en que
brado decimal. A este fin bastará realmente efectuar la división 
quo el quebrado común indica.

Por ejemplo:
1) =7,0:8=0,875

64
2) ¿ ,= 9 ,0 :4 0 = 0 ,2 2 5

80

60
56

100
80

40
40

200
200

3) 3 = 2 ,0 :3 = 0 ,GGG.. 
18

2) 4 1-=18,0:55=0,32727. 
165

20
18

150
110

20
18

400
385

20 150
110

400
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En el primero y segundo ejemplo el cocionto es exacto, en
contrándose un residuo = 0 . En el tercero y cuarto ejemplo el 
cociente no es exacto y la repetición de los restos indica quo 
no lo seria por mucho que se prolongase la operación.

Si la división es exacta, es decir, si se encuentra un resto ce
ro, el cociente será un quebrado decimal finito; si la división no 
es exacta, es decir, si nunca se encuentra un resto cero, el co
ciente será un quebrado decimal infinita. Pero:

1“ La división será exacta y el cociente un quebrado deci
mal finito, si el quebrado común, reducido ú su forma mas sencilla, 
no contiene en el denominador sino los factores primos 2 y 5.

Dem. Designando un quebrado común, que está reducido 
ú su forma mas simple, por serán A y B números pri
mos entre sí. Si B = 2 m. 5“ y m j>n, tendremos

A  A lo1'1 _  A .1 0 '" : 2m. 5n A . 2m5m: 2m5"
B 2m.5u.10nl Í0m 10“

_  A .5m- ’>
lUm

El resultado es un quebrado decimal finito, porque el nú
mero de las cifras decimales es m ó igual al espolíente do 
la suprema potencia que se encuentra en el denominador 
B. Pero, si el denominador B tiene otro factor primo quo 
2 ó 5, por ejemplo 3, la división nunca será exacta, por
que este factor 3 nunca podrá quitarse, ni por A, que es 
primo relativo, ni por 10m, quo no contieno sino los facto
res 2 y 5.

Corolario. Por consiguiente los quebrados decimales que re
presentan los quebrados comunes §, |, j, serán finitos y
tendrán respectivamente 1,2,  3, 4, 5 decimales. En el segundo 
ejemplo de arriba .£ ,=0,225 tenemos 3 decimales; porque9 y 40 
son primos entre sí y el denominador 4 0 = 2  2 3 . 5 tieno 3 por máxi
mo esponente. Del mismo modo 11:1250 dará 4 decimales, por
que 1 2 5 0 = 5 4 .2, y realmente 11:1250=0,0088.

2o La división nunca será exacta y el cociente un quebrado 
decimal infinito, si el quebrado común reducido á su forma mas 
sencilla, contiene en el denominador factores que son distintos 
de 2 y 5.

D em. Porque estos otros factores no están contenidos ni 
en el numerador A, ni en 10m y  por consiguiente nunca so 
quitarán, como liemos visto en la demostración proce

dente.

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



— 110—

Como el rosto es menor quo el divisor, n lo menos do un» 
unidad, es preciso que continuando la división inoxacta, los restos 
se repitan; y repitiéndose los restos so repetirán también las ci
fras del cociente, formando así períodos de una, dos 6 mas cifras, 
tantas á lo mas, como unidades tiene el divisor.

Espi.icacion. Se llama fracción decimal periódica aquolla 
que contiene un número ilimitado de cifras, algunas de las 
cuales se repiten indefinidamente, como 0,575757. . . y 
0,38270270.. . .

El período se forma por las cifras que so repiten; en el pri
mero do los ejemplos anteriores el período es 57, en el segundo 
27G.

Las . fracciones periódicas se subdividen en puras y mistas. 
Se llama fracción periódica pura aquella en que el período princi
pia desde la coma, como 0,333. .  . Se llama fracción periódica 
mista aquella en que el período no principia desde la coma, co
mo 0,30272727. . .

So infiere:
E l período tiene á lomas tantas cifras como unidades mé- 

nos una tiene el divisor.

§• 4 1 .

Reducción de quebrados decimales á comunes.

I o Para reducir un quebrado decimal finito á quebrado co
mún, el quebrado decimal se escribe en forma de un quebrado 
común, y luego se simplificará, si es posible.

Por ejemplo:
n 1 3__•
U,ld— 100 ’ 0,45= — = -  100 or

9
'20 19’ 375=19 í¿ o = 19í

Corolakio. El quebrado común, reducido á su foriíta mas 
simple, no contendrá en el denominador sino los factores 2 y 5

22 Para reducir un quebrado decimal periódico puro á que
brado ordinario, se pone por numerador el período, y por deno
minador tantos nueves como cifras tiene dicho período.

0,232323 . . .= | £ .

Dem. Designando el quebrado común que se busca, por q, 
de modo que tengamos.

q = 0 ,232323 ...
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y poniendo la coma dospues del primer período, hallaremos

100q=23,232323. . 
q =  0,232323.. .

99q =  23

En- generai, designando el periodo por B y el nùmero do 
las cifras que contiene por n, tendremos

_ B | B
10u IO2“’!" I0 3n ~r 1U4 +  •••■

10n.q =  B +  ^ + 102U +  IO3“ +  1U4ü + -----

luego restando la primera ecuación de la segunda, so ten
drá

(10n—l ) .q = B  de donde
B

q~ 1 0 n—1

El numerador B es el período y el denominador 10n—1 
contiene tantos nueves, como cifras el período.

Corolario. 10n—1 no contiene los factores primos 2 ó C; 
luego la fracción q, reducida á la forma mas sencilla, no con
tendrá en el denominador los factores 2 y 5. Do donde:

Un quebrado decimal periódico puro se convierta en un que
brado común, cuyo denominador no tiene los factores primos 
2 y 5.

3° Para reducir un quebrado decimal periódico misto á que
brado común, so pone por numerador, la diferencia entre la parle 
no periódica nnida con el primer período y la parto no periódica, 
y por denominador tantos nueves como cifras tiene el período, y 
después de los nueves tantos ceros como cifras no periódicas haya.

0 ,96463463... 90463—9G _ 9G3G7 
99900 «9990

D eh. Tenemos aquí
q = 0 ,90163403... .

y poniendo la primera vez la coma después del primer 
período y la segunda vezantes del mismo, tendremos:
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100000q=964G3,4G3.. . . 
100q= 9G.4G3.. ..

99900q=9G4G3— 9G.. ..
___9G4G3—96
q 99900

Eu general, si designamos por A la parto no periódica, 
por m el númoro de las cifras que tiene; ademas si desig
namos por B el período y por n el número de las cifras del 
mismo, tendremos

A B B B
*1 JQm "I" 10m-t-2n ' 10m~HJU+ ' ' ' •

10m- » q = A .1 0 » l+  B + ^ + 1 ? » +  Í P ñ +  • • • ■ 

1 0 " .q = A + 1 | - + TÍ® r +  T^ : +  . . . .

luego restando la última ecuación de la penúltima, so halla 

, (10n—])  .10“  ,q = A . 10n-|-B—A de donde

__(A. 10n-j-B)—A
q (10“—l ) .1 0 m («)

El paréntesis (A . 10“ — 33) es la parto no periódica 
unida coa el primer período, A es la parte no periódi
ca, (10“—,1) contiene tantos nueves, como cifras el perío
do, y 10 m tantos ceros, como cifras la parte no periódica.

Corolario. La fracción que está en (a ) puedo escribirse

A (ÍQ S -IH -B  
1 (10n—l ) .1 0 m <7»;

___A .10n+ ( B - A )
^ (10“—1 ).1 0 “‘ (y)

El factor (10n—1) del denominador contiene todos los facto
res primos que son distintos de 2 y 5. No puede hacerse que to
dos estos se quiten cuando la fracción so simplifica. Aunque sea 
divisible por (10“—1) el primer término del numerador en (/J), 
no lo es el segundo término B, siendo en general B < (10"— 1, 
porque B contiene n cifras y (10“— 1) contiene n nueves. Solo si 
B = 1 0 n—1, la fracción (ft) se simplificará por 10“—1. Pero si 
B = 1 0 "— 1, el período B no contiene sino nueves, es decir, tene
mos B = 9  y n = l ,  y la fracción decimal tendrá una forma co
mo la siguiente:

i q = 0 ,369999.
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la cual se puede convertir en la forma de un quebrado’ finito 

q=0,37
porque

0,36999.. . = 0 ,3 6 +  0,00999. . .  =  0,36 +  - j L . 0,9999. . .

= ° - 36+ I ü o - 9 = 0’36+ i 5 ó = 0>37

Luego en la fracción (/?) los factores distintos de 2 y 5 quo 
contiene el denominador, no todos se quitan, si el quebrado deci
mal es verdaderamente periódico misto.

Por otra parte, el otro factor 10m del denominador contie
ne solo los factores 2 y 5. Y  también estos no pueden quitarse 
todos, simplificándola fracción, porque el numerador en (y) no 
es divisible á un tiempo por 2 y 5 es decir por 10. Aunque sea 
divisible por 10 el primer término del numerador en (y ) no loes 
el segundo (B —A). Pues si IB— A) fuera un múltiplo de 10, ten
dríamos B —A igual á un número que terminaría en cero, lo cual 
supone que la última cifra de B es la misma que la última de A. 
Pero en este caso el período realmente no principia por la pri
mera cifra de B, sino por la última de A. Si por ejemplo A =576  
y B = 386, tendremos

q = " O  | 386 | 386. .  . . ;  pero realmento 
q = 57 | 6:>8 | 6 3 8 . . . .

Luego en la fracción (y) los factores 2 y 5 quo contieno el 
denominador, no todos se quitan.

Por consiguiente:

Un quebrado decimal periódico mieto, se convierte en un 
quebrado común, cuyo denominador contiene con otros factores 
primos, también 2 3 5 ó tino y otro de los mismos.

Coiíolalio 2. Se sigue que también las inversiones de los co
rolarios de N? 2o y 3o son verdaderas:

I o Un quebrado común se convierte, en quebrado decimal 
periódico puro, si el denominador no contiene los factores 
prinuis 2 3 5.

2o Un quebrado común se convierte en quebrado decimal 
periódico misto, si el denominador contiene con otros factores 
primos, también 2 6 5.

—113—
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§• 42.

Cálculo abrev iad o con decim ales.

I o Muchas veces bastará dar ol resultado, que so obtieno por 
las operaciones con quebrados decimales, exacto [solamcnto has
ta un orden decimal determinado. Si do este modo las demas de
cimales se omiten, el error que se cometo se hará menor, aumen
tando la última cifra, que se quiero retener, de una unidad, si la
cifra siguiente es^5, pero dejándola la misma, si la cifra si
guiente es < 5 .

Así reteniendo tres órdenes decimales, se escribe:
15,375 en lugar de 15,37482. . . ;  27,382 en lugar de 27.3824G7. ..

2 ' Adición Abreviada. Para determinar la suma do varios 
sumandos exacta hasta un orden decimal determinado, bastará 
calcular un lugar mas de lo pedido, si no hay muchos sumandos, 
y dos lugares mas si hay un mayor número de sumandos.

Por ejemplo para tres órdenes decimales:
3,520 4913
5,281 9724
8,473 5862

17,275 8 . .  .
luego la suma pedida=17,276

3o Sustracción abreviada. Aquí bastará calcular un~rdcn mas 
do lo pedido.

Por ejemplo, para cinco órdenes decimales:
4,925751683
0,3819247
4,543827

luego la diferencia pedida=4,54383
4? Multiplicación abreviada. El multiplicador se escribe en 

cirden inverso y se ponen las unidades del mismo bajo del lugar 
decimal del multiplicando, que debe ser exacto en el producto 
pedido, supliendo por ceros los lugares decimales del multipli
cando, si no tienen unidades correspondientes. Después se multi
plicará la última cifra del multiplicador con la cifra del multipli
cando que está inmediatamente arriba y con todas las demas que 
están A izquierda de la misma. Se atiende también U las primeras 
cifras do la derecha para aumentar el producto parcial si se nece
sita. Hecho,esto, se multiplicará la segunda cifra del multiplica
dor y después la tercera, la cuarta. . . .  cifra del multiplicador por 
las cifras del multiplicando correspondientes, que están inme
diatamente arriba en la misma columna y con todas las demás 
que están 'á la izquierda, atendiendo 5 las primeras cifras que es-
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tán S 'la  derecha, para aumentar los produotos parciales si se 
necesita. Los productos parciales se ponen unos bajo do otros, do 
modo que las primeras cifras a" la derecha estén en columna. 
Por este modo de proceder cada uuo de los productos parciales, 
y por consiguiente también la suma de los mismos recibe la de
nominación pedida. Porque las unidades del multiplicador en las 
operaciones sucesivas, cada vez se hacen diez veces menores, y las 
correspondientes del multiplicando diez veces mayores.

Por ejemplo, si se quiere determinar hasta el tercer orden, 
el producto de los quebrados decimales que se siguen:

123,456789) ., . 123.45G789
34,5678 f escnl)imos. 8765.j3

3703704
493827

61728
7407

864
99

4267,629
luego el producto buscado=4267,629

5o División abreviada. So divido al ordinario hasta que el 
divisor no soa contenido enteras voces en el dividondo y so pone 
la coma decimal. Pero después de esto, en lugar do tomar ceros 

los restos, se separará sucesivamente una cifra después do otra 
la derecha del divisor, atendiendo á las mismas sólo en formar 

los productos parciales para aumentarlos si es menester.
Por ejemplo, si se quiero determinar el cociento do 34,938954 

por 1,4658918 hasta 4 lugares decimales, tendremos:
349389540:14658918=23,8340 
29317830

50211180
43970754

12234426:1465891
11727134

507292:146589
439767

67525:14658 
58630

8889:1465 
8795

94
luego el cociente buscado=23,834ü.
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§. 4 3 .

Series de cadena.

E splicacion. Una seria de quebrados, cuyos denominadores son 
las potencias crecientes de un mismo número, se llama serie de cadena. 
Es por ejemplo tal serie:

íl i b i c ■ d i
ñ + ñ 2 + n 3 +  n 4 + '  ’

El número, cuyas potencias constituyen los denominadores 
de los quebrados sucesivos, se llama base do la Berie. Así, en el 
ejemplo propuesto, n es la base de la soric.

1“ Todo quebrado propio puede convertirse en una serie de ca
dena con una base cualquiera.

Para efectuarlo, el numerador del quebrado se multiplica 
por la base, y el producto obtenido se divide por el denomina
dor, luego el resto se multiplica de nuevo por la base y el resto 
so divide do nuevo por el denominador &a. Pos cocientes par
ciales sucesivos serán los numeradores do los términos consecu
tivos de la serie que se busca.

6, 7, 21 se hallarán del mismo modo:
17
48 
17 
4 b 
17
48

_  2 , o i  _3.
— 6 ■+" 62 Mi3 +  (i4

- i ,  1 '  i— <7 t  17.1 1 74 7*1  7 o ~r

(«)

(/»)

__ 7 _0_ 3 . 19
— 21  +  2 1 2 +  213 +  21 4

14 , 9 , 3
■IP+ 2ÍÍ + 2 P + - '  M
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obsérvese:
a) La primera serio os finita, y la razón es, porque el deno

minador 48 del quebrado común no contiene factores primos si
no 2 y 3, que están contenidos en la base G de la serie; y como 
4 8 = 2  4 .3, la serie contiene solamente 4 términos, siendo 4 la su
prema potencia contenida en 48.

b) L a segunda serie es infinita y periódica pura, porque el 
denominador 48 del quebrado común no contieno un factor quo 
sea común á la base 7 do la serio.

c) La tercera serie es infinita y periódica mista, porque el 
denominador 48 del quebrado común contieno el factor 3 que es
tá contenido en la base 21, y ademas el factor 2 que no está 
contenido en la misma.

Los quebrados decimales no son sino casos particulares do 
estas series do cadena, es decir, son series de cadena con la baso 
10. También el origen es el mismo, pues convirtiendo un que
brado común en quebrado decimal, se toman sucesivamente ce
ros á los restos, lo que no es otra cosa que multiplicar los restos 
sucesivos por 10, y se ponen los cocientes p arciales en los lugares 
decimales sucesivos,desdecir, se les da por denominadores las po
tencias crecientes de 10.

2.° Una serie de cadena se reduce á quebrado común del mismo 
modo que un quebrado decimal, atendiendo solamente que en lugar 
de 10 tenemos la base de la serie. Por ejemplo

a) Si tenemos la serie finita:

1 i 4  , 2 J L5 ‘ 53 i -  51

___1 .5 3 + 3 . 5 « + 2 . 5 1  +  4 __214
q 5 4 025

b) Si tenemos la serio periódica pura:

tendremos

( 1 )

1 , 2 ,  1 , 2 . 1 i
q 3 +  r -  +  p  +  3 i' +  3?>+ - - - -

32 . q = l . 3 + 2 + 1 +  3-s +  p + 3 7 +  • ■

0>)

y restando la primera ecuación dél a segunda, será:
(3 2—1) q = 1 .3 + 2

1 . 3 4 - 2 __5
q 33—1 8

El numerador es el periodo, pues la serie dada se escribe 
también

1 . 3 + 2  , 1 .3 + 2  , 1 . 3 + 2  ,
q=  V  ~ + - ^ r -  +  •
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en (loado 1 .3-J—2 es el período reducido. El denominador on (b) 
es una diferencia, es decir, la base 3 elevado á la potencia cuyo 
espouente 2 es igual al número do los términos periódicos, y do 
esta potencia so resta la unidad.

Puede también convertirse una serie periódica pura ó quebra
do común por las reglas siguientes:

a) Primeramente: cada serio periódica pura, en la cual ol 
período contieno n términos, puedo convertirse on serie perió
dica pura, cuyo período tiene solamente un término y cuya ba
se es la n“iml potencia de la primera base. Así la serie

+  I*  +  p  +  &  +  h  • • - s0 roduc0 4

4 .5 2+ 3 .5 - f 2 ,  4.52 +  3 .5 + 2  .
q = ------ ^ - 3 — L- +  5 0  +  • •' 0  b ie n

117 , 117 , 117 ,
q—125 ' 1252 "1" 1253 1 ' ' ' '

/3) Lo segundo: la suma do tal serio reducida os siempre 
igual al período, dividido por la baso menos la unidad. Así será 
en el ejemplo propuesto

117 117
q— 125—i -  124 

Porque si tenemos on general
__A . A . A . A .

q— b  +  ir> +  F r +
será también

q = B U + e  + ¿ + i p + , " - )

Pero, por el § 26 se tiene por división

y r - J ^ l + x 1 + x 2 +  x 3 +  x ‘ + -----0 < 1 ]

luego sustituyendo g  en lugar de x será

1 _L 1  1__ 1  1 1 1 1
1 ' f 'É  +  B* + B ^  +■  ' • •= ,— T 

1—B

por lo cual el valor buscado do q se tiene

A B A 
q B B —I“  B—1

B_
B —1
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c) Si tenemos la serie periódica muta
2 , 3 . 5  . 3  . 5 ,

q =  Y + 72+  73 + 7 4  - h p +  —

liaremos enteros los términos hasta el segundo período y después 
hasta el primero, multiplicando respectivamente por 7J y 7.

7* * .q = 2 .7 ! !+ 3 . 7 + 5  +  ? +  7. +  £ + . . . .
q 5 3

7 • <1=  2 +  -7 +  7 1  +  73+■ ■ • ■

(7 3—7 ) .q = t 2 .7 2+ 3 .7 + 5 ) —2 de dondo

(2 ,7 a + 3 .7 + 5 ) —2 122 fil
(73—1).7 4 8 .7  168

El paréntesis del numerador contiene ln parto no periódica 
unida con el primer período; el segundo término 2 del nuiiio- 
rador contiene la parte no periódica; la cantidad (72-—1 ) del de
nominador contieno la potencia de la base, cuyo espolíente es 
igual al número de los términos periódicos; y el último factor 7 
del denominador contiene tantos 7, cuantos téi minos bay no pe
riódicos. Luego encontramos aquí la misma ley como en las 
fracciones decimales.

Podremos también efectuar la reducción de la serie propues
ta do la manera siguiente:

, 3 .7 + 5  , 3 .7 + 5  ,
• 7 3 ' 7 5 ' ' ’

2 . 26 26 2f>
7 ‘ 7 .4 9 + 7 .4 9 2 + 7 .4 9 3' 1

~  7 +  7~49 •( 1  +  4 -J+ Í9 '3 + i9 s +  "  )

_  2 , _ 2f» 1 _  2  , 2 6 ____2 484 26
T ' 7 .49  ' i 1 7 ' 7 . ( 4 9 - 1 ;  7 18

49

-  122 61
~  7 .48 — 168
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ARTICULO V III.

Fracciones continuar.

§• 44 .

Esplicaciones.

I o Se llama fracción continua una fracción compuesta, cuyo 
denominador contiene por términos un número entero y otra 
fracción, cuyo denominador del mismo modo contiene por tér
minos un número entero y otra fracción &a.

Así la forma general de una fracción continua es:
-  , f

‘  r + í + í + í + . . . .
siendo a, ft, y . . .  . a, b, c, d . . . .  números enteros cualesquiera.

2? Los quebrados ¿ ■ que son partes de la frac
ción continua, y se añaden al denominador del quebrado par
cial que precede, se llaman fracciones integrantes ó términos de la 
fracción continua. Los denominadores a, b ,c . . . délos mismos sa 
dicen cocientes incompletos.

3. ° El número de las fracciones 'integrantes 6 términos de 
una fracción continua puede ser finito 6 infinito, y según esto, 
la fracción continua se llama ó finita ó infinita.

4. ° Las fracciones continuas mas importantes son aquellas, 
cuyas fracciones integrantes contienen todas por numerador la 
unidad. La forma general de estas fracciones continuas es:

“+ S +  ;  ,1
0 + d -f  . . . .

Trataremos aqui solamente de fracciones continuas que tie
nen dicha forma.

5. ” Llámase reducida ó fracción convergente la fracción ordi
naria equivalente á nna porción cualquiera de la fracción conti
nua, tomada empezando desde su origen. Así en

1 ................ 1 ,  .. 1 ,x , =
a + í x -,=  -

b + ;
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los valores de x t, x 2, x 3 son las tres primeras re lucidas ó con
vergentes de la fracción continua que está en N° 4?

8. Cuando se añade un número entero á una fracción con
tinua, esta se llama mista, siendo fracción continua propia en 
el caso opuesto. Así en N° 4? tenemos una fracción continua ino
pia ; será mista la siguiente:

A +
a +

b +  c - + .

§• 4 5 :

Reducción de una fracción continua finita á quebra
do común y de un quebrado común á fracción continua.

1.® Para reducir lina-fracción continua finita á quebrado co
mún, redúzcase la última fracción integrante con el denominador 
de la penúltima á quebrado común, y por este divídase la unidad 
qlie es el numerador de la penúltima integrante; el resultado 
es una fracción continua que contiene un término menos que 
antes, y repitiendo el mismo procedimiento, se llegará finalmen
te obquebrado común buscado. Así tenemos

, +  5  +  ¡1  +  !  2 + s ' + ¿ ~ * + l  +  r' ó ^ 2 1
(«>

' (¡8
—  ̂ 21

' <;n C-)
•zl

X 08 
= 157 157 (C)

08

Luego —  es el quebrado común que equivale á 1:i fracción
continua dada.

2" Para convertir un quebrado común cu fracción continua, 
se dividirán el numerador y el denominador por el numerador; 
el nuevo denominador represéntese en forma do la suma de un 
número entero y quebrado propio; el resultado será una fracción 
continua con dos términos, y repitiendo cada vez el mismo pro
cedimiento con el último termino, so llegará finalmente á una 
fracción continua, cuyo último término tiene por numerador la
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unidad y por denominador nn entero, 
será la que se busca. Así tenemos

—12á—

y_5 = J _ =
151  151

115 
_  1 

1 +

\
1+ 36

115

i  = 4
115 
30

a+  3 + . -30

y esta fracción continua

(»)

(b )

=  i  , 1
ï  + 3 - 1  _L 

3 +  3Ü 
7

=  '  , 1
1 +  3+ 5 +  ;

(o )

Coholario. De los números, dados 115 y 151, que constitu
yen los términos del quebrado común, se divide el mayor por 
el menor, el menor por el resto, y así cada vez el último divisor 
por el último resto. Es decir, tenemos el mismo procedimiento 
que se observa en buscar el máximo común divisor do 115 y 
151. Los cocientes sucesivos de las divisiones parciales son los 
cocientes incompletos de la fracción continua que se busca [cf. § 31]:

151 :115  : 36 
115 108 35

7
7

1

36

Luego 115
l i l

Este procedimiento so aplicará con utilidad cuando los tér
minos del quebrado común son grandes. Así, dado el quebrado 
1728—A? para convertirlo en fracción continua bailamos:
5631 r

5631 : 1728 
5184 1341

3
447
387

387
360

60
54

27
24

447 387 60
Luego será

1728  1 ,
5631 3 +  -  i 15 + i

27 6 3 0

+  Î i 1 
6 + 2  +

ï  + :
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§■  46.

D eterm inación  do la s  convergentes ó_'reducidas.

Para determinar una reducida cualquiera, se multiplicarán por 
el cociente incompleto correspondiente, los dos términos de la reduci
da precedente, y ú tos dos terminas de la fracción así resultante, se 
añadirán los dos términos respectivos de la reducida anterior.

B C  p Q E  
(T  ' P "  Q-. K--- 

secutivas do la fracción continua

A
Sl A "  13" son las reducidas con-

X ~ “ + 5 + í  , . 1  !

e‘  +  - - , +  ' + l f l + l
^ s . +

scrá en general
R
lt' :

Q ■ r+ P
Q '.r +  I"

Dem. La reducción actual de 1, 2, 3. 
cion continua nos suministra 

_A_ 1  
A' a
B _  1 _  1)
13 ñ + a b + 1

( 1)

términos de la frac-

Como °  1 1
C  a + - + l

1 n

so obtiene la tercera reducida, poniendo b +  en lugar de !>, que
está en la reducida precedente.

Luego

C _  * + ¡
O'-

b c +  l

a ( b + c ) + l a (b c-f- 1 ) *f-c 

B . c-t- A

b c + l
(a b +  l ) e + a

Ademas tenemos: 
D 
D'

Ji '.c+ A '

=  - . 1
a + .
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de donde se obtiene la cuarta roducida poniendo e-f- * en lu
gar do c que está en la reducida precedente. Luego

T) _ B (c+ j ) + A _ B c d + B + A d  
B' (c-)-q ) +  A' B 'e d + B '+ A 'd

_ ( B .c + A )  d + B  _ C  d + B
(B '.c+ A 'jd + B ' <J'.d+B'

C DLuego la tercera reducida y la cuarta g r  se forman según
la regla espuesta. También la segunda reducida obsérvala mis
ma ley, cuando suponemos delante do la primera una'rcducida
=  ^ , cuyo valor sin duda es verdadero; pues, por esta suposición 
y aplicando la misma ley, se obtic ns.

'—124—

1  1 >—|—0 _  b
a . U f -1 a b + 1

Supongamos ahora que dicha ley sea verdadera para la reducida 

j j , , de modo que soa
R _ Q .r + P  
R' Q '.r+ P '

¡S
Se formará de esta reducida la siguiente t., ,

(a)

sustituyendo

r - j - í -e n  lugar de r, de dondo seria

S _ _ Q (r+  £ )  +  F  __ Q rs  -f Q +  P s 
,S' Q '(r + I )  +  F  ' Q 'rs  +  Q '+ P 's

J Q  r f P )  s-f-Q 
- ( Q ' . r - f  F j s  + t i 

ca decir, tendríamos:
S R .s+-Q
S' R' s +  C¿' ( I » )

Esta ecuación contiene la misma ley que la ecuación (a), y 
se sigue:

Cuando la ley espuesta vale para una reducida, la misma ley será 
verdadera para la reducida siguiente.

Pero hemos visto, que dicha ley vale para la reducida ter-
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cera, luego será verdadera también para la cuarta, y romo vale 
para la cuarta será verdadera también para la quinta, y así tam
bién para la sexta, la séptima. . . .  para cualquiera reducida. Lue
go la ecuación (a) ó ( 1 ) os verdadera para cualquiera reducida, 
que tiene otras delante de sí.

Corolario. Se infiere, que los numeradores y los denomina
dores de las reducidas consecutivas se hacen cada vez mayores.

Si tenemos, por ejemplo, la fracción continua

será

X=
"~+S + l+l1 ti 1

ü

_A _ 1  B____1.3 +0 3 _ C___ 3.4+1 1:1
A' 2 > B ' 2 .3 + 1  7 ’ C' 7 .4 + 2  ~ 3 0

D 1 3 .5 + 3  08 E 0 8 .0 + 1 3  421
D— 3 0 .5 + 7  157 K' 157.0+3U - 072

Por consiguiente, 
para los cocientes incompletos
tenemos las reducidas

2, 3, 4, 5, o
1 3 13 (58 421
2 ’ 7 ’ 3U ’ ]ü7 ’ ‘J72

La última reducida, á un tiempo, es el valor exacto do la 
fracción continua dada, 6 el quebrado común que equivale á la 
misma; y por esto se saca otro método de reducir una fracción 
continua á quebrado común, y que es distinto do el quedemos 
visto en el parágrafo precedente.

§■  47.

Propiedades de las reducidas.

Teorema 1. Los numeradores do las diferencias entre dos re
ducidas consecutivas alternadamente son -j- 1 y — 1 , según ocu
pe la reducida, que sirve de sustraeudo, lugar par o lugar im
par.

Dem. Se sigue de] las tres primeras reducidas:

A B A I l '-A  B (íi b -j~ 1 )— a 1) -f- 1
A' B' ~ A' B' ~ A' B' “  A' B'

B C B C'— B'C B (B 'c-|  A')—B' (B e 4  A)
6 C' — B 'C ' B'C'2)
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A' B —A B' — (AB'—A 'B ) —1
— B 'C ' B 'C ' B'(J'

Luego la diferencia entre la primera y segunda reducida tie
ne el numerador -f-1 , y la do la segunda y tercera |tiene el nu
merador —1. Pero la misma ley os general; porque sean

jp A .
P "  (¿”  It'

tres reducidas consecutivas, y según § 40 
R Q r +  P  
R' ~  Q' r +  P'

y tendremos
P  Q P  Q>—P' Q
P ' Q' P '(¿'

Q _ R  Q R '-Q 'R  Q (Q 'r +  P ')-Q '(Q r-| -P )
Q' R' Q 'R' — Q'R'

P 'Q -P Q ' — (P Q '-P 'Q )
— Q' R' ~  Q' R'

Se ve que los numeradores de dos {diferencias consecutivas 
son iguales y de signo contrario. Pero el primero de dichos 
numeradores es -j- 1 , luego el segundo será — 1 , el tercero 1 , el 
cuarto—1  &a, y tenemos en general el numerador = -j -  1 , 
cuando la reducida que sirve de sustraendo, es de orden par, puro 
tenemos el numerador =  — 1 , cuando la misma es de orden impar.

Corolario. El denominador de la diferencia de dos redu
cidas consecutivas, es el producto de los denominadores de las 
mismas.

T eorema 2. Las reducidas son alternadamente mayores y 
menores que el valor exacto de la fracción continua; y son me
nores las de orden par y mayores las de orden, impar.

Dem. Designando el valor exacto de la fracción coatinua por
y r , y los restos que so omiten, cuando se forman las reducidas 

consecutivas, por’ // ,  p '" • • •/>, tenemos
X j  1 ’ = 1  x = 1  j
X' a-f-/J a+ b -\-p 7' ° b +

Pero es evidente que luego

n  é  ~> x
A ' >  X '
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y ademas es a -f  ^ > a +  .
divide ¿por estas espresiones la unidad, se saca

y por cansiguientc, cuando se

- , i  < ! , i
a+ r, a+ r,b + p "

de donde

2) 2 . / X  
R' < -  X'

Luego nuestro teorema es verdadero para las dos primeras 
reducidas. Pero tenemos en general

R Q r+ P
R '—y 'r + P '

y de esta espresion se formará el valor exacto' de la fracción 
continua, sustituyendo r-j- p  en lugar de r, 6 bien, cuando so 
pone r-j-/c=y, sustituyendo ij en lugar de r ;  de donde

X  _ Q v + P
x '~ yy+R'

x
Si aliora tomamos la diferencia entre ^7 y la reducida q , ten

dremos
X_
X

Q Qy+P Q _  P Q '-Q P ' , _____1_____
' Q' — Q ‘ K i ' y + P ~  Q' (<¿'y+P' )

pues P  Q'—Q P ' es el numerador do la diferencia vy;— í-j  , y por

consiguiente vale -)-l ó —1 [T. 1], según el sustraendo y¡¡ sea
X O ^

de orden par ó de orden impar. Así pues, —— será ]> 0  ó < [0 , es
O x  X

decir, la reducida^ será <  ^ 7  ó f ’ f f ’ según sea esta reduci
da de orden par ó de orden impar.

Corolario 1. De aquí se sigue que e l valor d e  la  f r a c c ió n  
con tin u a  IotaI está  c om p ren d id a  en tre d o s  red u cid as  consecutivas d e  
cu a lqu ier  órden .

Corolario 2. Luego será también-^. _ Q  - Q  R - 
( f  <  ( ¿ ' - i T ü bl0U

x ’ o_ . 1
.v  -  ^  Q'R- (»)
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es decir, si tomamos una reducida cualquiera ^  por valor de la 
fracción continua, el error cometido será menor que la fracción 

QTjj , de modo que tengamos la proposición signieUto:
E l error cometido, tomando Una reducida cualquiera jmv 

valor déla fracción total continua, es menor que la unidad 
dividida por el producto del denominador de la misma redu* 
cida, multiplicado por el de la siguiente,

Corolario 8. Como tenemos R'=Q'r-|-P', y r  á lo menos 
equivale á la unidad, R' equivale á lo menos á Q'-f-P' y tonemos 
por (a) áfortiori.

X Q „  1 ,, ,
X ' Q' <  Q' (Q 4-P') W

Es decir:
E l mismo error será menor que la unidad dividida por el 

producto del denominador de la reducida, multiplicado por 
la suma del mismo denominador con el denominador de la re
ducida precedente.

Corolario 4. Omitiendo en (b) la cantidad P', será áfortiori

x  Q ^  J _
V  Q' <  - t¿'- («0

Luego:
E l mismo error es menor que la unidad dividida por el 

cuadrado del denominador de la reducida.

Corolario 5, En  la ecuación que hemos encontrado

X  Q ___, 1
V - Q ' I Q j + E )

la cantidad y representa r - ) -p = r- )-^ p —  , que es menor quo

r + l ,  de modo que Q' y +P'<CQ ' (r  +  1 ;+ P '=  R '+Q ’i luego, 
respecto al valor absoluto, será

? ___ Q. ■->____ 1--------  /(p
X ' Q' ^  Q' (Q '+R') ( ;

y resulta que;
E l mismo error es mayor que la unidad dividida por el 

producto del denominador de la reducida, multiplicado por 
la suma, del mismo denominador con el denominador de la re
ducida siguiente-

Corolario 6. Luego el mismo error se tiene siempre entre 
los límites
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1
Q '(Q '+R ') < -  X' Q' < Q'.R' (e)

P roblema 1. La razón geométrica do la circunferencia del 
círculo al diámetro 7r=3,141582G536, ee debe espresar por nú
meros menores.

Resol. Convertiremos la fracción decimal propia 
«■=11,1415926536

en fracción continua, y tendremos:
7 15 i 202

ÍOOOOOOOO'O:1415926536 : 88514248 : 88212816 : 301432 
res. 88514248 88212816 301432 194572 106760

Luego será
a =

7 + 1 1 +
* +  292 +

y para los
1 .5cocientes incompletos 7 1 292 tendremos

las reducidas  ̂ ; 15 
106 ’

16
113 ’

4687
33102

y como 7r = 3+ a ', tendremos

22 333 355 103993
n~  7 ’ 106 ’ 118 ’ 33102

El último valor da 7t exacto hasta 9 decimales.
La razón de Arquimcdes es n — — , y cscede á la verdadera,

fmes la primera reducida- f x x ,  pero la cscede en monos . do

OÓO =  742 ’ y cn mas lle 7 (7 + 1 0 6 ) =  "791 ’
855 ,La razón de Meció es n =  — , y cscede también a la verdade-113 J

ra, pues la tercera reducida -j es también ~ > a ; pero su error es

menor que 1
113.33102 03 d e d rm e n 0 r^ C 3740520 

103003 
: 33102

f . 103003
L a última razón 7r =  77.77,,.', os menor que la verdadera, poro

1 1
el error es menor que =  Io9S?STüi

íiiiinnoiinnn > cs decir < 0,000000001.

, luego sofá a fortiori

1000000000 ’
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P loBlema 2. Determinar el valor de la fracción continua

X - 5+ 5 1  +  1
8 + S6 + 4 + 3 + . . . .

de manera que el error sea menor que 0,000001.
N

R esol. Sea la reducida, que da el valor de la fracción

continúa con dicha aproximación, y  será según el corolario 4 
del teorema 2.

N _  1
N'

Nluego,'cuando N'2> 100 0 0 0 0  6 N '> 1000 , la reducida^ tendrá
la aproximación que se busca. Por consiguiente, en formar las 
reducidas consecutivas, debemos adelantarnos hasta quo tenga
mos una reducida S t, cuyo denominador N' sea > 1 0 0 0 .

Pero, para los

cocientes incompletos 3 5 8 6 4 tenemos
, , 1 5 41 251 1045las reducidas g ; ro ! m  i 553 i ¡ 5 3

la última reducida tiene im denominador quo es > 1000; luego 
esta satisface á la cuestión propuesta.

T eorema 3. Una reducida de cualquier orden, se aproxima 
mas al valor de la fracción continua total, que cualquiera otra do 
las precedentes.

Dem. Por la demostración del teorema precedente tenemos 
la diferencia entre una reducida cualquiera y el valor total do 
la fracción continua:

X  O , 1 ____  . ,
X ' V  tt¿'y+ P ') {a )

en donde y = r - f - p = r  -|~ D el mismo modo será

X  R __ , 1
X ' R ' -  U 'tK 'y'+Q ')

en donde y '=  s-f- £- Luego tenemos entre y é ¡/ la relación

y = r + y ,  y poniendo este valor de y en la ecuación (« ) ,  se ha- 
llará
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X '~  Q'= ±  Q' [Q- (r4y,)-f-P '] _ ±  Q' [((¿'¡r+ F ) y '+ ^ 'l  

es decir
5 . __S ___|------------- i ---------- (y )
X' Q' ~  — Q' [R 'y '+Q 'j m

Si comparamos los segundos miembros de las ecuaciones 
( P) y (y), veremos que siendo y'^>l y Q'<^R'i el numerador 
de (y) es mayor que el numerador de (/3), y el denominador do 
(y) es menor que el denominador de (/3); luego por un doblo 
motivo será, respecto al valor absoluto,

X  K  X Q
X ' “  It' X' — Q'

lo quo dice nuestro teorema.

Corolario. Por consiguiente, bus diferentes reducidas conse
cutivas convergen cada vez mas hacia el valor de la fracción con
tinua total. Por esta propiedad se les da el nombre do fracciones 
convergentes.

— 131—

Teorema i .  Las fracciones convergentes son fracciones irre
ducibles. p Q

Dem. Sean p, y dos reducidas consecutivas cualesquiera, 

y tendremos por medio del teorema 1 :

PQ' — Q P ' = ±  1

Si P  y P' tuvieran algún factor común, dividiría este factor 
al primer miembro PQ'—QP', y por consiguiente al segundo + 1 ,

p
lo que no es posible. Luego una convergente cualquiera p r  es 
irreducible.

Teorema 5. Una fracción convergente se aproxima mas á la 
fracción continua total <iue cualquiera otra fracción cuyos térmi
nos sean menores que los suyos.

Dem. Supongamoos que sea una fracción que está com-
P Qprendida entre las dos reducidas consecutivas -p- y - ¡ J - , y quo so

aproxima mas al valor exacto de la fracción continua que q j, y tcn-
P rdremos la distancia absoluta entre p  y menor quo la distancia 

P Qentre p  y , es decir, respecto al valor absoluto tenemos
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p  r ^ - £ .  Q
P ' l ' < -  v  Q

ó bien
p  p __ V P '  1

Como P, P', r. i- son nrimeros entoro3, será también P  P—r P '  
un número entero ó cero. No puedo ser = 0 ;  pues por esta su-
posición tendríamos P  r '= r  P' ó - /=  pi es decir la fracción
sería una reducida, lo que no suponemos. Luego P  r'—r V  es 
un numero entero y equivale ■ á lo menos á la unidad; por consi
guiente será también

PP <  ík¿' luogo r'> Q
es decir, la fracción ~  quo so aproxima mas á la fracción continua 

total que la reducida , tiene un denominador, quo os mayor

que el denominador de la reducida —7, y por esto, serán también 
sus términos mayores que los términos do diclia reducida.

Io Cuando comparamos una cantidad con otra, se puedo btis- 
ear 1 ) de cuanto esceda una cantidad á la otra, es decir, se bus
ca la diferencia de las dos cantidades; 2) cuanta3 veces una can
tidad sea mayor que la otra, e3 decir, se busca el cociente do la 
primera cantidad por la otra.

La diferencia, en el primer caso, se llama razón aritmética, 
y el cociente, en el segundo, se dice razón geométrica.

2o La igualdad de dos razones se llama proporción. Luego 
tendremos dos especies de proporciones, según que las razones igua
les sean aritméticas ó geométricas.

Una proporción aritmética es la igualdad de dos razones arit-

ARTICULO IX .

Proporciones.

§• 4 8 .

Esplicaciones.
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uréticas ó diferenpijis; por ejemplo
a — «  =  b — ¡i-, 15 — 10 =  0— 1 

lo que so pronuncia: ‘‘a es á rv como b esá fi."
Una propoivion geométrica es la igualdad de dos razanos gao- 

métricas úxlo dos cocientes; por ejemplo:

a :«  =  b: /3;  18:6 =  1 2 : 1

lo que se pronuncia de la misma manera: “a es á a  como besó, ¡i."

3“ Los números o, a, b, ¡3 so llaman términos de la propor
ción, a y (i términos asiremos, a y  b términos medios, a y-b ante
cedentes, a y  ¡i consecuentes. \

Cuando los términos medios de una proporción son desi
guales; la proporción se llama discreta, cuando son iguales so 
llama continua.

Las proporciones a—a  =  b—¡ i )
>- son discretas, y 

a : a  =  b : f¡ )

las proporciones a—a  =  a—(i i
> son continuas, 

a : a  =  a  : ft )

En la proporción continua, el término medio se llama media 
proporcional, y se llama media aritmética en la proporción aritmé
tica, y media geométrica en la proporción geométrica.

4° Se llama serie de razones iguales ó proporción continuada, 
la igualdad de varias razones do la misma especie, como

a —a  =  b — ft— c — y  —  d— £  =  . . . .
a : a  == b : (i =  c : y  =  d : S = .  . . .

La última se escribe también

a :b :c :d  =  a : ft\ y : ó

§• 49.

Teoremas sobro las proporciones aritméticas.

T eobema 1 En toda proporción aritmética, la suma do los 
términos estreñios e.s igual á la suma de los términos modios.

Cuando es a—«  =  b—(i será / 
también . a-)-/i —  b-f-ar )
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Dem. Cuando con la ecuación

a — a  =  b —¡3 se suma
=  a  + /J  se obtiono

a + /3  =  b + a  [Axiom. 7]

T eorema 2. La media proporcional aritmética de dos números 
es la media suma do los mismos.

Cuando es a —a = a —b será | , 0 .
« = i ( a + b )  \

Dem. La proporción a—a— a—b por el tcor. 1, nos 
suministra a - }-b = a + a = 2  a, luego dividiendo por 2 so 
tendrá a =  ¿ (a-j-b).

Corolario. Con el nombro de la media aritmética do varias 
cantidades, se entiende el cociente de la suma do estas dividida 
por el número de las mismas. Así, cuando tenemos los números
a, b, c, d ........y la multitud de los mismos so representa por n,
la media aritmética será

__a+ b + c + d + -----
n

§. 50 .

Teoremas sobre las proporciones geométricas.

Teorema 1. En toda proporción geométrica, el producto do 
los términos estreñios es igual al producto de los términos 
medios.

Si a : a =  b : f3 será ) . . .
a /? =  b a  j

Dem. La proporción dada se escribe también 
a __ b

P
y cuando multiplicamos esta ecuación por el producto de 
los dos denominadores, tendremos (Axiom. 9 ):

a a  f) b a  fi
6 bien a /? =  b a

Corolario 1. Por medio de este teorema se ve fácilmente, si 
una proporción es verdadera ó falsa.
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Corolario 2. E n  una proporción geométrica continua, la me
dia proporcional geométrica es igual á la raiz cuadrada del pro
ducto de los términos estreñios.

Pues de la proporción a :a = a :b  se saca 
a 2=  a b luego

rr = \ /a  b

>.-e infiere por inversión, la raiz cuadrada del producto d ed o *  
números es la media proporcional geométrica de los mismos.

T eorema 2. Si el producto de dos cantidades es igual al pro - 
ducto de otras dos, se puede formar con ellas una proporción 
geométrica verdadera, poniendo por términos estreñios las <piu 
líaccn un producto, y por términos medios las que forman el 
otro.

Así cuando a /3 =  b <r será )
a :b  =  a : ( i  f

D em. Pues por inversión, la proporción a : l>---n : /?, em
pleando el teorema precedente, da la ecuación a f i= h  ir.

T eorema 3. Una proporción geométrica quedará verdadera, 
mudando de lugar 1 ) los términos medios 6 los estreñios; 2 ) 
poniendo los medios por estremos y estos por medios; 3) cam
biando de lugar las razones.

La  misma proporción, por tanto, tendrá las diferentes formas:

a: b =  a:/3  
a : ir =  b : ft

f i : b =  ct: a 
( i : a =  b : a

a :  a =  /?:b  
a : fi =  a : b

b: a =  p-.a 
b : ¡i =  a :a

1
l
\ (3 )

J
Las primeras cuatro proporciones se hallan por 1), las úl

timas cuatro por 2), y ademas la sexta es aquella que se enuncia 
por 3).

D em. En todas estas proporciones, el producto délos 
términos estremos es igual al producto délos términos me
dios; pues tenemos siempre a / ? = b «  ó b o —  wfi .

N ota. Para no equivocarse en cambiar los términos de una 
proporción, se debe tener cuidado, que el producto de los estre 
mos sea siempre igual al producto de los medios.

Teorema 4. Una proporción geométrica dará otras verdade
ras, multiplicando ó dividiendo el primero y el segundo, el tercero 
y el cuarto lérniiuo, los antecedentes ó finalmente los consecuen
tes por un mismo número.
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Si a :b = a : fi será también

n ni :b ir= n  n : / Jn  
iu n :b n = om :y3n

n b _a . f i
n . b 
ni * m = a  n'.fin

m m ~~ ii n

íí . b _ Oí . /¡
n .i - :b n m

a  . n nm
iñ m n

. w

Dem. Las proporciones nuevas serán verdaderas, cuando el 
producto de los estreñios es igüal al producto do los medios. 
Pero 1 ) en las dos primeras proporciones, dichos productos 
son n/5mn y bar m ir, que son iguales; pues por la propor
ción dada tenemos a¡3==ba, luego cuando esta ecuación so 
multiplica por m n, será también nfím n=bnm n. Ademas
2 ) en las dos proporciones que se siguen, dichos productos

son clu0 6011 también iguales; pues los productos
iguales a/J—ha, solo se dividen por cantidades iguales. 
Finalmente 3) en las dos últimas proporciones, dichos
productos son a/?. ~  y bar . — , que soii ¡goales; pues los
productos iguales a/3 =  bar solo se multiplican por la mis* 

. ■ nnía fracción — .w

Teorema 5. Una proporción geométrica dará otra verdadera, 
elevando todos sus términos á la misma potencia.

si a : b =  m : n será 

aP;bl’==mp; np
(5)

Dem. Otra forma de la proporción dada es =  ^  ; y

cuando cada una de estas fracciones iguales se pone p  ve
ces como factor, tendremos también

a a a 
b ' b * b ‘

m m m
1> veces =  -  . — veces1 n n n

es decir
ap raP 
bi' np

lo que es en otra foima ap:i.|>:= n !D:nP.
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T eorema 6. Una proporción geométrica dará otra verdadera, 
estrayendo la raíz del mismo grado á todos sus términos.

Si a : b =  m : n será )
P—  P—  P _  P_m f  

V a : \/b =  y 'm : ̂ n  J

Dem. Pues cuando la proporción
P—  P,-_ P _  P _  

y a :  y b  — \/m: y ^1
so eleva á la ^ BÍma p, teacia, se sigue

(V 'a p : ( v 'U]p=  ( v'm jP: y 'ü ?

Pero conforme á la definición de las raíces [§ 6] ,  ’esta 
proporción no es otra que

a : b =  m : n
que "es la proporción dada. Luego, siendo verdaderos el 
resultado y las operaciones del cálculo que hemos acabado, 
debe ser verdadero también el principio, es decir, la pro
porción que debía demostrarse.

Corolario. Luego de la proporción a : b =  m : n So sigue tam
bién que

P —  P __ p__ p__
V a 1; Vfi'1 =  y m ‘l : V 11'1

Teorema 7. En toda proporción geométrica, la suma (ó: la 
diferencia) de los dos primeros términos es á la suma (ó diferen
cia) de los dos últimos términos, como el primero de los ante
cedentes (ó consecuentes) es al segundo de ¡los antecedentes (3 
consecuentes).

Si a : b ~ c c . f i  será

a '+ b : =  a: «  =  3: ¡i

—137—

tomando ambas veces ó el signo + ,  ó el signo — .

Dem. La proporción dada cu otra forma es 

 ̂=  a  de donde

luego a + b __ n + /3

b 7 .
y cambiando la posición de los términos, so saca 

a + b : a  +  fi =  b: fi =  a: «■
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Corolario. De las dos proporciones 
n + b :a-)-/3  =  a :«  
a— b : a—f i  =  a: a  

so deduce inmediatamente
a -fb : a + /?  =  a — b :«  — /3 óbion 1 /a,
a-j-b:a — h =  a +  /3: a ~ / 3  } <8 '

La última proporción se enuncia:
La suma de los dos 'primeros términos de una proporción 

geométrica, es á la diferencia de los mismos, como la suma de 
los dos últimos es á la diferencia de estos.

T eorema 8. En toda proporción geométrica, la suma (ó la di
ferencia) de los antecedentes es á la suma (ó á la diferencia) dolos 
consecuentes, como el primer término es al segundo, ó el tercero 
es al cuarto.

Si a : b =  a  : fi será ) ,0,
a ± a  : b ± / 3 = a  : b = « : / 3  ) w

Dem. La proporción dada, por transposición de los me
dios, nos suministra

a: a  =  b : /? ó bien ^

de donde ji , - _  b̂  -
a —  fi —
a-t-ar b~t~<3

a  fi
y cambiando la posición do los términos so saca 

a + «  : b+/? =  a  : f i =  a : b

Corolario. De las dos proporciones 
a-(-a : b + /?  =  a : b 
a—a  : b—ft —  a : b

se deduce
a - ) - a : b - ) - / 3  =  a — a  : b — fi ó bien 
a -j- «  : a — a  —  b - \ - f : b — fi

es decir:
(10)

La suma de los antecedentes es á la diferencia de las mis
mas, cano la suma de los consecuentes es á su diferencia.

T eorema 9. En una serie do razones geométricas, es la su
ma de los antecedentes á la suma de los consecuentes, como un 
antecedente á su consecuente.

Si a : b =  a ': b' =  a '': b'" =  a ''': b '1' será  \
(a+a4-a"-f a " '): (b-f b' +b" +  b '")=a : b )
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Dem. El valor común de las razones iguales sea q, y ten
dremos

a a' a" a"'
b = q ,  )7 =  q- b" —q> b717-q

luego a=bq’, a '= b 'q , a "= b "q , a'"=b"'q

y cuando sumamos todas estas ecuaciones, será

(a-)-a'-|-a"-j-a''') =  (b-)-b'-|-b"-)-b'") q 
y por consiguiente

a - f a '+ a " + a " ' , , a a'
b + b '+ b " + b " ' ~ — b ~ b ~ =  &a-

Nota. Luego, escribiendo la sene de razones como so sigue

a'
: b ' :

!t_= b" : ó bien

a :a ':a " :a '" = b :b ':b " :  b"' 

de estas igualdades se deduce inmediatamente

a+a'-J-a''-)- a'' 
b + b '+ b "+ b "

(12)

Cokolakio. Cuando tenemos una serie do razones

a
: i ? :

a"
: hr’ z ■ = q (« )

los numeradores y los denominadores do los quebrados consecuti
vos pueden multiplicarse por números cualesquiera, de modo quo 
tengamos

a n a'n' a"n''
bu b'n' b"n'' ' ‘ q

de donde se saca
an =  bn.q; a'n' =  búi'. q ; a"n"=b"n ''.q;.... 

y por adición
( a n + a V + a 'V '- ) - ___ ) =  (b n + b 'á  + b "u "-)-..) q

Luego de (a) se infiero en general

a n-j-a'n' -f - a''n"-|-. . . .
Ir n-j-b' n '-)-b"n "+ . . . .
a n -fa 'n '-fa ''n " - ) - .. . .  , , a a'

(13)
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T eorema 10. De una serio do proporciones se puedo formar 
una nueva proporción verdadera, multiplicando entre sí los térmi
nos que tienen un mismo lugar.

Si a : b =  p : q
a' : b' =  p ': q' \
a " ; b" —  p'': q" qpró >■ ( 1 *1 )

a a'a": b b 'b ''—  p p'p": q q'q"

Dem. Las p ro p o rc io n es  d ad as, en  o tra  fo rm a  son  
a  p  a p ' a "  p ''
b q * b' q * b" q"

y  cu an d o  m u ltip lica m o s  e n tre  s í  e s ta s  ecu acio n es , te n 
d rem o s

a a' a " __ p p ' p "  , a  a 'a "  p  p 'p "
b b' b" q q' ’ ¡ f  ü bieI1 bbV 7 =  q"qV

que es la proporción q u e d eb e  d e m o s tra rs e .
C orolario . Si las p ro p o rc io n e s  d ad as  son  co n tin u a s , el re s u l

ta d o  do la  m u ltip lic a c ió n  s e r á  ta m b ié n  u n a  p ro p o rc ió n  co n tin u a . 
Pues, de

a : p =  p q 
a : p / ==p/ q/
a": p " =  p"q" se deduce

a a'a": p p'p" =  p p' p ": q q'q"

T eorema 11 . Cuando en una proporción geométrica, los ante
cedentes son iguales, serán iguales también los consecuentes -

Si a ; b =  a : ft será I , r .
b =  / /  f  ( 15)

Da:*. De la proporción a :b = a :/? se deduce a /?= a b , 
luego, cuando so divide por a, será /¡?=b.

T eorema 12 . Cuando en una proporción geométrica, tres tér
minos son iguales á tres términos de otra proporción, y los tér
minos respectivamente tienen en una y otra proporción la misma 
posición, serán también iguales los cuartos términos.

Si a : b =  a : (3
a : b =  or.fi' será } ( 1 G)

Dem. Siendo iguales las primeras razones de las propor
ciones dadas, serán iguales l»s segundas; luego 

a\ fi =  a : />'
luego por el teor. 11, será fi— fi'.
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APLICACIONES DE LAS PROPORCIONES GEOMÉ
TRICAS.

§■  51.

E splicaciones.

Dos cantidades (do diferente especie), están ni razón directa 
ó son directamente proporcionales, cuando haciéndose una de es
tas 2, 3, 4 . . .  n voces mayor, se hace también la otra 2, 3, 4. . . . 
n veces mayor.

Dos cantidades (de diferente especie) están en razón inversa, 
6 son inversamente proporcionales, cuando haciéndose una de es
tas 2, 3, 4 . . . .  n veces mayor, se hace por el contrario la otra 
2, 3, 4 . . . .  n veces menor.

Son directamente proporcionales, por ejemplo: 
el precio de una mercancía y el peso déla misma (con es«-.

cepcion de las piedras preciosas, del vidrio &a.) 
la obra y el número de los obreros,
el camino y la velocidad y el tiempo que se necesitan para 

hacerlo,
los intereses y el capital que los produce.

Son inversamente proporcionales:
el numero de tos obreros y el tiempo que se necesita para 

acabar la obra,
la velocidad y el tiempo que se necesita para hacer un ca

mino determinado,
el número de ¡os consumidores y ti tiempo, para el que los 

víveres bastan.

§• 52.

A. P roporciones sim ples.

E jemplo I. Si 3 libras costaron 5 pesos, ¿cuál será el precio 
de 7 libras?

Re3. Cuanto mas libras, tanto mas plata; luego proporción 
directa:

3 libras ; 7 libras =  5 pesos : x pesos 
ó bien, cuando las denominaciones se omiten 

3 :7  == 5: x
ó 7 o

’‘ “ i r “ 11.?
luego 7 libras costarán 11 3 pesos.
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E jemplo II. Una locomotora recorre en 4 horas una línea 
de 32 leguas, ¿cuántas horas tardará en recorrer una distancia 
<le 120 leguas?

R es. Cnanto mas camino, tanto mas horas so necesitan; llio- 
go proporción directa:

32 leguas: 120 leguas =  4 horas: x horas 
32; 120 =  4 :x  

4.120x =  —3^— =  15 horas.Óíá

E jemi>i.o III. 8 hombres tardan 10 dias en hacer una fosa, 
¿cuánio tiempo tardarían 15 hombres en la misma obra?

Res. Cuanto mas hombres, tanto menos tiempo; luego una 
proporción inversa:

8 hombres : 15 hombres =  x dias : 10 dias 
8 : 1 5 = x : 1 0

8.10 rl x =  =  5 $ días.

—142—

E jemplo IV. Una locomotora, cuya velocidad es de 40 kiló
metros por hora, recorre en 10  horas una línea, ¿cuántas horas 
tardaría en recorrer la misma distanoia si la velocidad fuese do 
50 kilómetros?

R es. Cuanto mayor es la velocidad, tanto menor el tiempo 
que se necesita; luego proporción inversa:

40 kil. ; 50 kil. =  x horas ; 10 horas 
4 0 : 5 0 =  x:10

40.10  
* 50 8 horas.

§. 53 .

B. Proporciones compuestas.

Dos cantidades están con otras en razón compueda, cuando 
en un respecto se tienen como dos de las otras, en otro respecto 
como otras dos de las mismas &a.

T eorema 13. Cuando
A es á A' en un respecto como........... B :B '
A es á A' en otro respecto como...........C : C'
A es á A' en un tercer respecto como..  D : D 

eerá A :A '= B .C .D :B '.C '.D '

ó también A _ _ B  C_
A? Ü' ' U ' D'
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Dem. Supongamos que la cantidad A va pasando del es
tado A al estado A1 por medio de varios estados inter
medios a, b, de manera que cambiándose A en a, se mude 
solamente B  en />', quedando C y I) los mismos; y que pa
sando A del estado a al estado b, se mude solamente O 
en C', quedando B ' y D los mismos &a. Tendremos de este 
modo las relaciones

A : a =  B : B' 
a : b =  c  : C'
b : A '=  D ; D' luego por multiplicac.

A :A '=  B. C. Dl B' . C' . D'

E jemplo I. Si 20 hombres tardan 50 dias en acabar una 
fosa, que tiene 80 metros de largo, 3 metros de ancho y 2 me
tros de altura; ¿cuántos hombres se necesitan, en semejantes cir
cunstancias, para hacer dentro de 40 dias, una fosa de 40 me
tros de largo, 4 metros de ancho y 3 metros de altura?

B esol. Acabaron
20 hombres una fosa de 80, 3, 2 metros  ̂ en 50 dias; 

serán necesarios
a hombres para una fosa de 40, 3. 2 metros en 50 dias, 
b hombres „ „ „ 40,4,  2 „ 50 „
c hombres „ „ „ 40, 4, 3 „ 50 „
x hombres „ „ „ 40, 4, 3 „ 40 „

En los renglones consecutivos mudamos sucesivamente una 
condición después de la otra, hasta que el último contenga todas 
las del problema.

El número de los hombres que se' necesita, es directamente 
proporciona^ al largo, al ancho y á la profundidad de la fosa; 
pero es inversamente proporcional al tiempo, en el cual la obra 
debe ejecutarse. Luego tendremos las proporciones:

20: a =  80:40  
a :b =  3 : 4  
b : c =  2 : 3
c : x =  40:50 y por multipl.

20 : x  = 8 0 . 3 . 2 . 4 0 : 4 0 . 4 . 3 . 5 0

__4 0 . 4 .3 . 50
80 .3. 2 .40 20

x =  25 hombres.

Luego, por este ejemplo, nuestro teorema 13 queda demos- ’ 
trado, y será de una grande utilidad plantear un semejante problc-
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ma de la macera que acabamos de veV Sin embargo, puedo ha
cerse el cálculo con brevedad, empleando el teor. 13 y ordenan
do las cantidades dadas como se siguo:

X hombres, 40 largo, 4 ancho, 3 altura, 40 diñé 
20 „ 80 „ 3 „ 2 „ 50 „

'se forma inmediatamente la ecuación 
x _  40 4 3 SO
20 80 ' 3 2 ' «

escribiendo las cantidades que pericnecen á x, como numerado
res, cuando son directamente proporcionales con x  (el largo, an
cho, la altura), y como denominadores, cuando son inversamen
te proporcionales (los-dias). Las otras cantidades so escribirán 
respectivamente como denominadores ó numeradores,

E jemplo II. Se uniformaron 2000 soldados con 50 piezas 
de paño de 80 metro» de largo y 1,2  metros de ancho; ¿cuántas 
piezas se necesitarán para uniformar 3000 soldados, teniendo 
aquellas 90 metros de largo y 1,5 metros do ancho?

R esol. Tenemos
x piezas, 3000 soldados, 90 largo, 1,5 ancho 

50 „ 2000 „ 80 „• 1,2 „

Cuanto mas soldados, tanto mas piezas, luego proporción 
directa; pero cuanto mas de largo y de ancho, tanto menos de 
piezas, luego proporción inversa. Por consiguiente 3000 será nu
merador, y 80 y 1,5 serán denominadores, de modo que ten
gamos

x _  3000 80 L2 
50 ~~ 2000 ' 90 ' 1,5 
x =  64 piezas.

E jemplo III. Para llevar los metales y las piedras del fon
do de una mina se necesitan 18 caballos, siendo la profundi
dad del pozo 162 metros. Se bnsea el número de caballos qne 
se necesita para otra mina, que tiene una profundidad de 180 
metros, y cuya producción es á la producción de la primera 
como 3:2.  Ademas, siéndolos últimos caballos de una raza in
ferior, su efecto (es decir lo que prestan en nn mismo tiempo) 
es solamente J del efecto de los primeros, y ademas no traba
jan sino 8 horas cada dia, mientras que los primeros trabajan 
9 horas.

Se supone qne el número de caballos es directamente pro
porcional á la profundidad del pozo.
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R esol. Tenérnoslas cantidades
x caballos, 180 prof, 3 prod, J efecto, 8 horas;
18 „ 162 „ 2 „ 1 „ 9 (i

,.x. 180 3 1 9
18 —  1 6 2 ' 2  ' | ' 8 

x =  15 caballos

I nteíies simple. El cálculo del inferes simple es  una aplicación 
de las proporciones compuestas. Se llama interés el rédito ó la 
remuneración que produce un capital prestado. Interes simple 
es el producido solo por el capital, y compuesto el producido por 
¿1 capital é intereses devengados y que se van acumulando al capi
tal primitivo. El Ínteres simple que producen 100 pesos en la uni
dad de tiempo, que generalmente es un afio, so llama tanto por 
ciento.

En los problemas de interés simple, se supone que este es 
proporcional al capital y al tiémpo que dura el empréstito.

P roblema 1. ¿Qué interes producen 15000 pesos al 5 por 109 
en 3 meses?

R esol. x interes, 15000 capital, }  año 
5 „ 100 „ 1 „

x _  15000 i  
5 100 ' 1
x =  1 8 7 1 pesos.

P roblema II. ¿Qué capital so necesita para producir ou J  
afio 300 pesos al 6 por 100?

R esol. x  capital, \ año, 300 Ínteres 
100 „ 1  „ 6 „

x _  1 300
loo — \ ' 0

x =  10000

P roblema I I I .  114000 pesos produjeron en 10 dias 880 posos? 
¿cuál lia sido el tanto por 100?

R esol. x interes, 100 capital, 1 afio

880 „ 111000 40
300 ))

x _  100 1
880 111000 10: 3<¡l)

x =  5£
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P roblema IV. ¿En qué tiempo 3G00 posos producen 1G2 ni G 
por 100?

R esol. x afios, 3600 capital, 1G2 interes 
1  10 O „ 6 „

^ _ 1 0 0  1G2__, ,
X 3600 ' 6  ^ aíi0'

R egla conjunta. Se llama regla conjunta  ̂ la que enseña á de
terminar la relación que existo entre dos cantidades [medidas, 
monedas &a.] por medio de la relación que estas tienen con otras 
cantidades intermedias,

Es también la regla conjunta una aplicación do las proporcio
nes compuestas.

P roblema. Se sabe que
1 pié francés : 1 pié inglés = 1 6 : 1 5  
1 pié inglés : 1  piéaustriac.= 27:28 
1  pié austrinc.: 1  metro =  G:19

So busca la relación que existo entre un pié francés v un 
metro.

R esol. Se ordenan las proporciones, como arriba, do 'mane
ra que la denominación que es la última en la proporción pre
cedente sea la primera en la proporción que se sigue. Después so 
multiplicarán todas las proporciones dadas, y se omiten las deno
minaciones que se encuentran dos veces. Luego será

1 pie francés : metro =  16.27 .6 : 15 .28 . 10  
=  21G:GG5

ó bien, un metro tiene =  3,078 pies franceses.
El mismo problema se puede poner y resolver en Ha forma, 

como se sigue:
Son 15 pies franceses =  16 pies ingleses 

28 piés ingleses =  17 piés austríacos 
19 pies austríacos =  6 metros; luego por multipl.

15.28.19 piés franc.= 16.17.6 metros
- , 15.28.19 „ „ „  . ,  {1 metro = ■ -  --— g =  3,078 pies franc.

§. 54 .

C. Partes proporcionales.

I . R egla de compañía. L a regla de compañía tiene por objeto 
partir una cantidad entera y dada en varías partes desiguales, 
que forman las unas con las otras razones determinadas.
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P roblema I. Tres comerciantes A, B y C reunieron sus ca
pitales para una empresa común, contribuyendo el primero con 
3200, el segundo con 4500 y el tercero con 0700 pesos. Gana
ron 4320 pesos, y se busca la ganancia que toca á cada uno.

R esol. Sean x, y, z las partes de ganancia do A, B, C, y será 
x + y + z = 4 3 2 0 , y ademas debe ser

x: y:z  =  3200 : 4500 :6700= 32:45:67  
de dondo se saca por el teorema 9 Nota:

x + y + z  : 3 2 + 4 5 + 6 7  =  x:32 =  y:45 =  z:G7

Siendo x + y + z = 4 3 2 0 , 32+45+G 7 =  144, los valores des
conocidos do x, y, z so determinarán por las proporciones

4320:144 =  x: 32 
4320:144 =  y:45  
4320:144 =  z:G7

x =  ? 2, 4,320 =  9G0 pesos ; y =144

do donde 
45.4320 1350 pesos.

07.4320 
144

144 

20 10  pesos.

P roblema II. Tres comerciantes hicieron compañía; el pri
mero puso G000 pesos por 6 meses, el segundo 16000 por 3 me
ses, y el tercero 8000 pesos por 9 meses. La ganancia era de 050 
pesos. ¿Qué conviene á cada uno?

R esol. La ganancia de cada uno es directamente propor
cional al capital prestado y al tiempo del empréstito, y por con
siguiente al producto de los mismos. Luego, llamando x, y, z 
á las partes de la ganancia que se deben distribuir, tendromos

x: y: z  =  6000.6:16000.3:8000.9  
x : y : z =  3 : 4 :6 do donde
x + y + z  x y z 
3 + 4 + 6  — 3 — 4 ~  6 6 bien

x y z
3 4 6

650
13 =  50 ; luego

x = 3 . 50=150, y = 4 .50=200, z = 6 .50= 300 pesos.

P roblema III. ¿Cuál será la solución del problema preceden
te, contándose para el primero 5, para el segundo 0 y para el úl
timo 4J por 100?

R esol. Tendremos do semejante modo
x :y :z  =  G0U0.6.5 : 16000.3.6 : 8000.9.4$ 
x : y : z =  15:24:26 de donde
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x + y -f z * y z , , . 
1 5 + 2 4 + 2 6  — 15 ~  24 ~  26 0 bicli

_x__ y
15 24

7.
20

650
05 =  1 0 ; luego

x = 150 , y= 240, z=2G0 pesos.

II. Regla de aligación. Esta regla no es sino un caso país 
ticular (le la regla precedente y tiene por objeto calcular las can
tidades respectivas de una mezcla, dada la razón de las diferen
tes sustancias que deben mezclarse y la cantidad do la mezcla.

P roblema. I ’ara la fabricación do la pólvora se mezclan 3 
libras do carbón y 2 libras de azufre para 16 libras de nitro. 
¿Cuántas libras de cada una de estas sustancias so necesitan para 
•fabricar 6300 libras de pólvora?

R esol. Sean x, y, z las libras de carbón, azufre y nitro que so 
necesitan,> y tendremos

x + y + z  =  6300 
x : y : z =  3 : 2 :16  de donde

x + y + z  __x __ y _ 7.
3+2-1-16 — 3 ~ 2 — íü ’

luego

x
3

x =  3 . 300 =  900,

y __5
2 16

6300
21

= 300 , y será

y =  2 300 =  600, z = 1 6 .3 0 0 = 1 8 0 0  libras-.
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CAPITULO III.

POTENCIAS, RAICES Y  LOGARITMOS,

A RTICULO  I.

Potencias con esponentcs enteros.

§■ 55 .

Multiplicación y división de potencias que tienen 
la misma base.

E splicaciones. Con el nombre de potencia con espolíenle entero 
se entiende un producto do factores iguales. El factor igual so 
llama base y el número que indica, cuántas veces el factor igual 
está repetido en el producto, se llama espolíente [§ 5]. Así una 
potencia con esponente entero será la siguiente 

a . a . a . . . .  n veces =  a".
El esponente determina el grado de la potencia. El esponen- 

te 1  no se escribe, de modo que a es idéntico con a*.

T iomma 1. Las potencias de la misma base so multiplican 
entre sí, sumando sus esponentcs y dando la suma obtenida por 
esponente á la base común, la que se escribe una sola vez [Cf. T. 
10 § 17].

am .a °= a m+n ( 1 >
Dem. Tenemos

am. an =  a . a . a . . . .  m veces. a . a . . .  n veces 
=  a . a . a . . .  . ( m + n )  veces 
=  am+-“

ConoLAnio. Luego so tiene por inversión 
am- n= a m.an

Es decir, una potencia que tiene por esponente una suma, 
puedo descomponerse en un producto do potencias con la misma 
base, cuyos esponentcs son los sumandos de la suma dada.
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T eorema 2. Los potencias so dividen por otras do la misma 
baso, restando los esponentes respectivos, el menor dol mayor, y 
dando el resto obtenido como espononte á la baso común, la quo 
so osoribe una sola vez, y

a )  sin divisor, cuando el esponento del dividendo es mayor 
que el del divisor.

ft) como divisor de la unidad, cuando el esponento del divi
dendo es menor que el del divisor.

am:an= a m-n [condic. m [>n]
am:an=  l :a u-m [condic. m <[uj '  '

Deii. Tenemos
a"1 a . a .a . . .  .m veces
a11 a . a . a ___ n veces

Si m > n , los ii factores del denominador so quitarán por 
n  factores del numerador, en el cual quedarán m—n fac
tores, luego am: an= a m—u. Pero si m<^n, los m factores 
del numerador se quitarán por m factores del denominador, 
en el cual quedaran n—m factores, y como el numerador 
retieno latinidad, será am:an= l : a n_m.

Corolario. Luego so tiene por inversión
a,Il- “ =  am:an

es decir, una potencia quo tiene por esponente una diferencia, 
puede descomponerse en un cociento do dos potencias con la 
misma base, y el esponente del dividendo será el minuendo, y el 
esponente del divisor el sustraendo de la diferencia dada de es- 
ponentes.

§. 56 .

Multiplicación y división de potencias que tienen 
esponentes iguales.

T eorema 3. Las potencias que tienen los mismos esponentes, 
quedarán multiplicadas entre sí, si el producto de las bases se 
eleva á la potencia del esponente común.

am. bm =  (ab)m (3)
I ) em. Tenemos

am. bm =  a a a . .  m veces. b b b . . . .  m veces 
=  ab. ab. ab. . . .  m veces 
= (ab)m.

Corolario Un producto p uedará elevado á una potencia, ele
vando á dicha potencia cada ano de los factores.

(a b )m= a ni.bm w
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D em. Se tiene por inversión del teorema precedente: 
(ab)m =  ab .ab .ab .. .  .m  veces

=  a a a . . . .m  veces. b b b . . . .  m veces 
—  a“ .bm

T eorema 4. Una potencia quedará dividida por otra que tie
ne el mismo esponente, si el cociente de las bases se eleva á la 
potencia del esponente común.

am:bm =  (a :b )m (5)
D em. Se tiene

am a .a .a . . . . m veces 
b“1 " b . b . b . . . .  m veces

a a a
=  c  • t • 5-.. • .m veces b b b

=  ( £  )m= (a :b )m

Corolario. Un cociente quedará elevado á una potencia, 
elevando á dicha potencia separadamente el dividendo y el divisor 
del cociente.

(a :b )m =  am :bra 
Se tiene por inversión del teorema.

§. 57.

Potencias de potencias.

T eorema 5. Una potencia quedará elevada á otra potencia, 
multiplicando los esponeutes.

(ax)y =  a*y
D eh . Tenemos

(ax)y =  ax . ax . a* . . . . y veces 
=  ax+x-t-x-’- ■ • • • [T. 1]
=  a*y

C orolario 1. Como axy =  ayx, se tiene también 
(ax)y= ( a y)x

es decir: cuando un número tiene que elevarse á diversas potcn- 
cios sucesivas, el orden de efectuar dichas potencias puedo cam
biarse como se quiera.

Corolario 2. Se tiene por inversión del teorema: 
axy =  (ax)y =  (ay)x

es decir: un número so eleva, á una potencia, cuyo esponento es 
un producto, elevando dicho número sucesivamente á las poten
cias que indican los factores del producto.
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§. 58 .

Potencias que tienen por base ó esponente la unidad 6 
cero.

1? Cualquiera potencia tío la unidad, os la unidad. 
l m =  l

Pues tenemos l m =  1 . 1 .1 . 1 . . . .  = 1 .
2o La primera potoncia de cualquier número, os el número 

mismo.
a ' =  a

Se tiene a , ==a3—2 =  a a a :a a = a  
3” Cualquier potencia de cero, es cero.

0m=  0
Pnes 0m= 0 . 0 . 0 . . .  = 0

4o Cualquier número finito elevado ú la potencia cero, eS 
igual á la unidad.

au=  1
Pues a° =  am-in= a m : am — 1

T eorema G. Todos los teoremas establecidos sobre las poten
cias, valen también si el esponente es cero.

Dem. [T . 1.] am . a° = a m . 1 = a m= a m+ a 
[T . 2.] am: a ° = a m: l = a m= a m~°

a . a  - i . a  a ,u am_„

[T .3 .]  a° .b °  = 1 .  1 =  1 =  (a . b)°
[T. 4 .] a° : b° =  1 :1  =  1 =  (a : b)°
[T . 5.] (a °  )y =  l í  =  1 = a ° = a ° - y  

(a 51) 0 - I o =  a ° = a * - 0

§. 59 .

P oten cias con esponentes a lgeb rá ico s.

E splicacion. Elevar un número á una potencia con esponente 
positivo ó negativo, es multiplicar ó dividir la unidad por la mis
ma potencia con esponente absoluto.

a‘l*n =  l .a u ; a - n =  l :a n

Pues tenemos [T. 1 y 2 corol.]:
aN m n _r aN, an . aN -a =  a-N’ : an
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Luego aumentar el espolíente N de 11 unidades, es multiplicar 
por an ó multiplicar n reces por a ; y disminuir el espolíente 

N de »1 unidades, es dividir aN por a" ó dividir ii veces por a. Hu- 
ciendo N =o, lo cual es idéntico á hacer abstracción del número' 
absoUitó iv, se tiene

a° '*■“ =  a° i ítn ; a°~n =  a° : an ó bien
a * 1 =  1 . a” ; a“ n =  1 : a"

Las potencias con esponeutes positivos y negativos (y así 
también con el esponento cero) no están contenidas en la defi
nición que liemos dado de las potencias. Mas tarde veremos una 
definición general de las potencias que contiene también estas 
formas del esponente. Ahora podremos considerarlas como nue
vas formas de escribir la unidad, el producto de la unidad pol
lina potencia y el cociente de la unidad por una potencia, de mo
do que sea

a ° = l  j a + n =  1 . an ; a - 11 = 1  : an
y este modo de escribir es una consecuencia necesaria do la teo
ría de las potencias con esponeutes absolutos.

T eorema 7. Todos los teoremas establecidos para potencias 
con esponeutes absolutos, valen también para potencias con es- 
ponentes positivos, negativos y algébricos.

L eu. A) Varaespolíenlospositivos. Tenemosa+ 1 — 1 .aD==an, 
es decir, una potencia con espolíente positivo es igual á la 
misma potencia con espolíente absoluto; luego lodos los teo
remas que valen para esponeutes absolutos tendrán lugar 
también para esponeutes positivos.
B ) Para espolíenles negativos.

[T . 1] am __am i
a"

am
— ~ am_ "

a—m .a - »
1 1 1

a 111 Mn 111 a‘‘

[T . 2] a*” : a~ n — a m: i
an =  am . a" =_ am-£-u

i 1 i
a m : a11 a111 : a11 a lu. a" “ain-f u

a ~ nl : a - “ i i a» -  mam an a 1“

[T . »] a~m., b m i
a,M

i
• b">

1
~~ \ab)111 — (ab)_m

£T. •*] a m: b~m ii 1
b 11

1
~  (a ;b )m ==  (a :b )
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[T. 5] =  ¿ ) y=  ¿ r  =  a - ^

(a '-)-y  =  =  ¡^y =  a 'xy

(a- I) - y =  ( J r ) - y =
C) Para exponentos algébricos. Designando un número algé

brico por ni', de modo que sea m '= + m , los teoremas serán ver
daderos para el número algébrico m', pues son verdaderos para 
-)-m y —m. Dos mismos teoremas serán también verdaderos, si 
m' tiene signos propios; pues tenemos -|-m'= +  m y •—m '=  qt m; 
y los teoremas valen liara tales esponentes.

§• 6 0 .

Signos de la s  potencias.

Teorema 8. Cualquiera potencia que tiene una base positiva, 
es positiva; una potencia quo tiene una base negativa, será po
sitiva, cuando el esponente es un número par; pero será negativa, 
cuando el esponente es un número impar.

Dem. A) ( + a r n = (+ a ) = -|-a. +  a . a ..
/ i «\—a — 1 1 , 1

(+ a )n -j-a" ' a
B) ( _ a ) + 2" = [(—a )2]" = ( + a 2) " =  + a2“

( - a ) - 2“ =
Jj

(— a )2" = + h * = + a
—íh

C) ( - a ) ' « - '  ==  ( - a ) 2“ .—a = = + a 2,i. - - a = -
( - a ) “ 1“- ! =  (—a; 2D:—a =  -(-a~ 2U: —i i

§• 6 1 .

Potencias del binúmio.

I o L a multiplicación sucesiva del binomio a + b  por sí mis
mo, nos da sus potencias consecutivas:

(a-4-b)1 =  a + b
(a --b )2 =  a2-j-2 a b + b 2
(a --b )3 =  a 3-f-3 a2b-f 3 a b2-f b ’
(a- -b)4 =  a 4-¡-4 a 2b +  6 a2b2-j-l a b3-fb*
(a + b j5 =  a 6 + 5 a <b -fl0a ',b2-(-10a2b3+ 5 a b 4+ b 5
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Con esto se ve:
I o El desarrollo de cadauna do estas potencias contiene tan

tos términos, cuantas unidades tiene el esponente del binòmio, 
mas uno.

2o El primer término del desarrollo tiene solamente el pri
mer término del binòmio, elevado á la misma potencia que el bi
nomio. De igual modo, el último término del desarrollo contieno 
solamente el último término del binomio, elevado también á dicha 
potencia.

3o Los otros términos del desarrollo contienen los dos términos 
del binòmio por factores, y se observa que en los términos consecu
tivos del segundo miembro tenernos /as pitene ¿as decrecientex do 
a y las potencias crecientes de b, do modo quo la suma do los es- 
ponentes en cada término, sea la misma é igual al espoucuto del 
binòmio.

Itespecto ó, los coeficientes se observa:
4o El primero y el último coeficiente son siempre la unidad, 

el segundo y el penúltimo iguales al esponente del binòmio.
5° Cuando se suman dos coeficientes consecutivos do cualquie

ra potencia, el resultado es siempre el coeficiente, (pío está de
bajo del último de dichos coeficientes, en el desarrollo de la po
tencia siguiente. Así tenemos una tabla de tos coeficientes para el

•olio de las potencias del binomio
1 pot. 1 i
II . i 2 1
III >> i 3 3 i
IV » i 4 (i 4 1
V ,, i fi 10 10 5 1
VI „ i G Ifi 20 15 0 I
VII ,, i 7 21 33 35 21 7 1
V ili „ i 8 28 50 70 50 28 8 1
IX » i 0 30 81 120 120 81 30 !>
X i 10 45 1120 210 252 210 120 45

fi.° Se sigue también, por medio de esta tabla, que dos coe
ficientes, que tienen una misma distancia del primero y último, 
son iguales; luego cada una se encuentra dos veces en el m is
mo desarrollo, con escepcion del término medio en las potencias 
del binomio que tiene i por espolíente un número par.

Tenemos estas reglas solo por inducción, sinsabor si valen en 
general para toda potencia del binomio. Pero cuando supone
mos que, según dichas reglas, las nsima potencia de a-f-b sea 

(a + b ;n
= a n + k ,a n~1 b + k 2an—2 b2+ .  . . . + k n„i abll_1 + k n b n (a)
designando por k ,, k2, k3........kn los coeficientes del desarrollo.es
fácil demostrar que el desarrollo de la potencia n-f-1 lia de tener 
la misma forma. En efecto, multiplicando (a) por a-j-b, ten
dremos:
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(a + b )“- 1
= a ,H' 1 + k ,a n b-bk2 a " - 1 b3 + ____+  k„ ab “

+  a" b + k 1an_1 b2 + . . .  ,+ k a_ i abw + k :i b "+ 1 
y sumando loa términos semejantes 

( a + b ) “ *"1
= a n'*'1 + K ,a ” b + K 2a“—1 b 2 + . .  . .  + Iv ;l a b "+  K¡1+.i b"H‘l (ti) 
en donde es
K i= k i+ 1  ; K 2= k 2-(-k, ; K 3= k 2-|-k2. .  . .  ; K1]+. , = k „ (y )

La'i tres primeras reglas tpie hemos espuesto, se observau 
como en la ecuación (a ), así en la ecuación ( f i ) i luego conclui
remos: cuando dichas rujias se observan en una potencia cualquiera 
de a-\-b, las mismas se observarán también en la potencia superior 
inmediata de a-\-b. Pero, como hemos visto, so observan en la ho- 
guuda potencia do a j-b ; luego se aplicarán también á la tercera, 
y como valen para la tercera potencia, así tendrán lugar también 
para la cuarta, luego también para la quinta, para la sexta, la 
séptima &a. es decir, para toda potencia de a-[-b.

Ademas, las ecuaciones ( y ) nos enseñan, <pio un coeficiente 
cualquiera es igual á la s,uma de dos coeficientes consecutivos do 
la potencia precedente, como está espnesta en la regla 5“ y so 
supone en la tabla de los coeficientes. El primer coeficiente per
manece igual á la unidad para toda potencia del binomio; y co
mo K 1+, =k„, también el último coeficiente quedará siempre el 
mismo = 1 ;  pues para la 1" y 2* potencia tenemos ku= l .

Luego las reglas que hemos encontrado, valen para cualquier 
potencia del binomio.

Así será por ejemplo la 7* potenciado a-f-b la siguiente: 
(a-j-b)7

= a 7-}-7a6b-t-21 a 7 b3-f-35 8,4bs+ 3 5  a 3 b4+ 2 1 a 2 b5- f  7 a b l +  b7

§■  02.

Fórmula general délas potencias del binòmio.

Por el parágrafo precedente se puede desarrollar cualquiera 
potencia del binomio, cuando el esponente es un número deter
minado; pero no se puede, cuando el esponente es un número 
indeterminado, por ejemplo, cuando se busca (a-j-b)n.

Los coeficientes déla 4“ potencia, según la tabla de los coe
ficientes, son

1, 4, G, 4, 1 (ó)
y cuando dividimos cada uno de estos por el que precede, tendre
mos los cocientes
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i 4 3 2 1
’ Í ’ 2 ’ 3 ’ 4

Los numeradores son los números entero i decrecientes des
do 4 hasta 1, y los denominadores los números crecientes des
de 1 hasta 4, en donde 4 es el esponente del binòmio.

Por medio do estos cocientes, los coeficientes de la 41 po
tencia, que están en (d), pueden escribirse en la forma siguiente :

,  4 4 .3  4 .3 .2  4 .3 .2 .1
1 ’ O  ’ 1. 2 .3  ’ 1 .2 .3 .4

So ye pronto la ley que los coeficientes observan. Aun los 
coeficientes de la 5a potencia

1, 5, 10, 10, 5, 1
pueden escribirse de semejante manera:

- 5 5 .4  5 .4 .3  5 .4 .3 .2  5 .4 .3 .2 .1
’ Ì ’ 1 . 2 ’ 1 .2 .3 ’ 1 .2 .3 .4  ’ 1 . 2 .3 .4 .ó

Luego concluiremos por inducción, que los coeficientes do 
lassimi potencia no pueden dejar de ser los siguientes:

7 . n n (n— I) nin— 1) (n—2) n (n—1) (n—2>(n—3) ( , ,
’ i ’ O  ’ 1 . 2 : 3 '  ’ 1.2.3.4 W

Al numerador del coeficiente que precede, sucesivamente 
se aiiadtr, como nuevo factor, el número entero inferior inmedia
to, al denominador el número entero superior inmediato, siendo
el segundo coeficiente ^ , en donde el numerador es igual al es
ponente del binomio y el denominador igual á la unidad. No 
tendremos de esta manera, sino n-f-1 coeficientes, que bastan pa
ra los 11-j-l términos del desarrollo; pues el coeficiente del lu
gar n-j-2, tendría en el numerador el factor n—u = o, con lo cual 
este termino, con todos los siguientes, desaparece.

Cuando los coeficientes encontrados en (a) son verdadera
mente los do la nsiraa potencia, es decir, cuando representan los 
de cualquiera potencia del binomio, los mismos han do producir 
los coeficientes do la 1", 2?, 3a, 4 1 . . .  .potencia, poniendo u = l ,  2,
3 , 4 . . . .

En efecto, poniendo n = l ,  tendremos
, 1 1 (1-11 1 (1- 11(1- 2)

1 ’ T T 2 ’ --------17275-----  ^

es decir, tenemos 1 ,1  como los coeficientes de la primera poten
cia, siendo todos los siguientes iguales á cero. Este resultado es
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<1 verdadero;luego las expresiones (a) contienen verdaderamen
te los coeficientes de la 1" potencia para n = l .

Para n = 2, tendremos

, 2 2 (2- 1) . 2 ( 2- 1) (2- 2)
l¡ 1 ' 1 .2  ’ ’ ------17273------- * “•

El último coeficiente, con todos los que se siguen, C3 coro; 
luego después do la reducción tenemos solamente los números 
1, 2, 1, que realmente son los coeficientes de la 2“ potencia.

Otra prueba demostrará, que las espresiones (a) satisfacen 
también á la 3a potencia y ademas hemos visto que bastan para 
la 4a y 5“ potencia, poniendo 11=1, 5.

Es preciso que averigüemos, si las mismas fórmulas (a) son 
verdaderas para cualquiera potencia del binomio.

Supongamos que dichas fórmulas

r
n (n—1) ,u ( n —l) ( n —2). n (n—1) (n—2) (n—8 ).  

172 ’ 1. 2 .3  ’
n (n— 1). . . (n—p+3) (n—p + 2  

1 .2 .3 ... . (p— 2) (p— 1)

1) (n—2) (n—3) . 
1 . 2 . 3 . 1  /

- para el lugar p ) (»)

sean los coeficientes verdaderos de la nsima potencia, y demostraremos 
que serán también los coeficientes verdaderos de la ¡mtencia n + l,po- 
niendo en las mismas n-(-l en lugar de n.

En efecto, por las ecuaciones ( y) del parágrafo precedente, 
sabemos que siendo el primer coeficiente siempre igual á la uni
dad, el segundo de la potencia n-f-l, ha de ser igual á la suma 
del primero y segundo coeficiente de la potencia n &a. Pero su
mando dos coeficientes consecutivos que están en (a), tendremos 
n i i _  n + 1  
l -1- 1
n (n—1) , n , n—t  , .  . n (n -fl)  n

i . 2  +  r ~ ( t + 1  > í -------- n r ~

n(n—1) (n—2) . n (n—1 )  ,n—2 , n(n—1) (n -j-l)n 'n —1)
1 . 2 .3  ~l_ 1 .2  3 ■+" >' 1 ,2  — 1 .2 .3

&a. &a. &a.
n (n—1). . . (n—p + 3 ) (n—p + 2 ) . n (n—1)-----(n—p + 3 )

1 .2 .3 .... (p—2) (p—1) ' 1 . 2 . 3 . . . . (p—2)

fn—p + 2  , ,\ n(n—1).. ,(n—p-|-3)_,'n-f-l)n(n—1) ,.(n—p-f-3) 
\ p—1 ' /  1 .2 .3  . . .  (p—2) 1 .2 .3 . . . .  (p—2) (p—1)

Luego, supuesto que (a) contiene los coeficientes verdade
ros de la potencia n, los coeficientes verdaderos de la potencia 
n-J-1, serán los siguientes:
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’ i-  ’ ~ n ¿  ’ i . 2 . a * i7a . 3 . i

(n-f-ll li (n —1). . . in—p-}-8)
1 .2 .3 .... ( p - 2) (p—1)

Pero estos se hallan inmediatamente de las fórmulas (a), po
niendo en las mismas n-f-1 en lugar de n.

Luego queda demostrado: Si (a) contiene los vei'dadcroscoe
ficientes de la potencia n, contendrá también tos de la potencia 1,
poniendo /?—|—1 en lugar de n.

Puede enunciarse la misma consecuencia de esta manera:
Si ( a)  contiene los verdaderos coeficientes de una potencia, cuc - 

quiera que sea, contendrá también los déla pitewia superior innn - 
diata, poniendo en lugar de n el espolíente respectivo.

Pero sabemos, que (a) contiene los coeficientes verdaderos 
de la Ia potencia para n = -l; luego contendrá también los de la 
2a potencia para r.= 2 , y por consiguiente también los de la 3* 
potencia para n = 3 , luego también los de la 4" para n= d  &a. 
hasta el infinito.

Por consiguiente, en (a) tenemos verdaderamente los coefi
cientes generales del binomio, que pertenecen á la potencia
del mismo.

El desarropo c-mpleto de la usima potencia del binomio a-f-b 
tendrá la forma:

en donde todos los términos del orden par, que tienen lt con cí - 
ponente impar, son negativos.

Finalmente poniendo a = l ,  b = d ;x , tendremos la forma mas 
sencilla de las mismas series:

»Sábese que no tenemos mas que n-f-1 términos, haciéndose 
todos los sigílenles iguales á cero.

El teorema que acabamos de demostrar, se llama el teorema 
de Ncwton, por el nombre de su inventor, el mas célebre de todos 
los matemáticos, inventor también del cálculo infinitesimal, de las 
leyes de la atracción universal é infinitas verdades físicas.

y cuando so pone —b en lugar de b.
(a—b )n

3 b3 +

n (n— l) , .a _ i_ n  f'n— 1) fn— 2 ) v3 , 
i . 2 i .  ií.a  x
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ARTICULO II .

Kaiccs coi» índices culeros.

§* «3 .

EsplieacioiieS.

1.6 En el cálculo con potencian, so distinguen cciino cantida
des diferentes: la base, el esponente y el valor de la poten
cia. La operación aritmética, cpie se llama formación de poten
cias, da el valor de la potencia y supone qué la base y el es
ponente sean conocidos.

Si, por el contrario, ìd base cs incògnita, pero el valor de po
tencia y el esponente son conocidos, el cálenlo se convierte en 
la formaeiott 6 extracción de la raiz, de modo que raíz se lla
me la base desconocida.

Finalmente, si el esponente, es incógnito y las otras cantida
des, valor de potencia y la base conocidas, el cálenlo se con
vierte en la formación del logaritmo, de modo que logaritmo se 
llame el esponente desconocido.

Por esto, el cálculo con potencias tiene don inversiones: el 
cálculo con raíces y el cálculo con logaritmos.

2o La raiz del grado n de un número a, es un núméro r, que' 
elevado á la potencia n, reproduce el número a Esta definición 
Se escribe en forma aritmética:

Se llama r  raiz [real], n índice de la raiz, a cantidad sub'

Es decir: la raiz de una )i*ima potencia, Cs la base do 
la potencia. Porque la raiz que se busca, elevada á la n8™* po
tencia, debe ser igual á an; pero solo el número a, elevado á la 
-„»ima potencia da a".

4” Números racionales éirracionales. Cuando sé eleva un que
brado á una potencia cualquiera, el íesultado será siempre un 
quebrado, nunca un número entero. Porque si suponemos que

n
/

[I]

n
radical, y/ a cantidad radical ó también raiz [indicada], 

. 3" Se infiere que
n

[n j

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



— 161—

g sea un quebrado, reducido á su forma mas simple, de modo

que a y b sean primos entre sí, = g r , será también un que
brado; pues en la suposición opuesta bn seria factor do an, lo que 
no es posible.

Por inversión resulta que: una raíz cualquiera de un número 
entero nunca es un quebrado. Porque silo fuese, dicho quebrado 
elevado á la potencia que indica el índice de la raiz, produciría un 
número entero, lo que según lo anterior nunca sucede.

Por otra parte: la raiz de un número entero frecuentemente no 
es un número entero. Siendo por ejemplo

4 < 5 < G < 7 < 8 < 9  será 

\ / 4  < y / 5  < ^ 6  < 4 / 7  < V /t> < V 9  

pero tenemos V^~—  2 i' 3 como números enteros conse

cutivos; luego y/57 v/GT VTT  v/ 8- no serán enteros. Según loque 
precede, tampoco serán quebrados.

3 __ 3 __
De semejante modo tenemos \ /8  =  2 y \ /il  — 9, luego 

las l aicos cúbicas de todos los números enteros desde 3 hasta 26 
no son enteros y tampoco quebrados.

Por consiguiente hay muchas cantidades radicales que no son 
ni números enteros ni quebrados y se trata de estas en el § si
guiente.

§• 64.

De las cantidades irracionales é inconmensurables. I

I o E splicaciok. Las cantidades radicales, aojo valor no puede 
representarse exactamente, ni por un entero ni por un quebrado, se 
llaman cantidades ó números irracionales. Por oposición, todas las 
demas cantidades, cuyo valor puede representarse exactamente 
por un número entero ó por un quebrado, se llaman cantidades ó 
números racionales.

Lámanse así, porque las cantidades déla última especie tie
nen una caminí medida con la unidad y por esto la razón geométri
ca de las mismas á la unidad entera, puede representarse por tér
minos que son números cuteros finitos. Así, por ejemplo,

17 es racional, pues 17 y 1 tienen la común medida 1, y la 
razón 17: 1 contiene como términos números enteros fini
tos. Asimismo
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9 9 1— es racional, pues ¡jg y 1 tienen la común medida — y Iftrn-
g

zon yjr: 1 so puede representar por la razón 9:35, que con
tiene también como ténninos números enteros finitos.

Por inversión, cuando la razón geométrica de un númoro 
ú la unidad puede representarse por números enteros y finitos, 
dicho número será racional, es decir, será un entero ó quebrado.
Pues, si N : l = a : b, será N =  g, luego el número N será un que
brado, cuando a y b son números enteros y finitos, y será un nú
mero entero, cuando ademas b es igual á la unidad ó factor 
de a.

Se deduce que un número irracional no tiene una común me
dida con la unidad, y por esto su razón geométrica á la unidad 
no puede representarse por términos enteros finitos.

2o Sin embargo, todo número irracional puede representarse 
con cualquiera aproximación por medio de quebrados, cuyos tér
minos crecen indefinidamente con el grado de la aproximación. 

En efecto, sea

2, 2 + 1 , 2 +  - ......... 2 + —, 2 - l - Ü Í Í l ..........2 4 - — 1, 3
’  ‘ TI 1 TI ' ti  1 n  1 n

una serie de quebrados con el denominador n, interpolada ontro 
dos números consecutivos 2 y 3. Como es i + 7  < 9 ,  será

2 + + 7  «+3, luego, + 7  tendrá un lugar determinado en la serie 
anterior, por ejemplo entre los quebrados mistos consecutivos
2 +  — y 2 +  5 Í Ü - ,  siendo siempre distinta de ellos. Luego será

2 + ^ < V 7  < 2  +  2 ± l

y restándose 2 +  5 . de cada uno de los miembros de esta desi
gualdad, se tendrá

o < V T - ( 2 + 2 ) < 1

Cuando n crece indefinidamente, el quebrado 1 tiende hacia
el límite cero, que está también en el primer miembro de la de
sigualdad; luego tenemos con una aproximación tan grande como 
so quiera:

V~T =  2+  ™ (a)
en donde 2 + 5 1  es un quebrado (misto), cuyo denominador n con 
el grado do aproximación crece hácia el infinito. Aun m „crece
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indefinidamente; pues -y/7 tiene un lugar fijo en la serie ante
rior, y como el número n de todos los términos puedo ser ma
yor que todo número finito asignable, así el número m de los tér

minos entre 2 y "tendrá la misma propiedad, aunque siempro 
sea <ju. E . objeto de la estraccion de la raiz, determinar el nú
mero m verdadero que conviene á un denominador n determinado.

Las mismas razones se aplicarán á toda cantida d irracional, 
y será con una aproximación tan graude como se quiera

y / r = N ' + “ = H '
v ' u n

en donde N' es el máximo entero contenido en la raiz, m '=X'n-f-m , 
y m y n  con el grado de la aproximación tienden hácia el infinito.

3o A pesar de esto, la igualdad anterior (a), nunca sorá 
perfecta, tan grande que sea n ó tan pequeña que sea el quebra
do propio í  y por consiguiente este quebrado nunca será una
medida común entre la unidad y la raiz.

Dos cantidades que no tienen medida común, se llaman can
tidades inconmensurables; se llaman conmensurables en el caso 
opuesto.

Cantidades que son inconmensurables con la unidad por ser 
raíces, especialmente toman el nombre de cantidades irracionales; y 
todas las cantidades que son inconmensurables con la unidad por 
otra razón (por ser logaritmos, funciones goniométricas) se dicen 
cantidades transcendentes.

Toda cantidad que es inconmensurable con otra, puede es- 
presarse con cualquiera aproximación por modio de partes bastan
te pequeñas de la otra. Si A y B son dos cantidades inconmen
surables, partiendo B en n partes iguales, una de estas partes es
tará contenida m veces en A y quedará un resto r, que es <^— ,
de modo que sea

A = ^ B + r
en donde r  puede ser menor que toda cantidad asignable y por 
consiguiente despreciarse.

4o Pueden representarse exactamente algunas cantidades 
irracionales por medio de la geometría, á saber, las raíces cua
dradas. Tírese, por ejemplo, [fig. 1] una recta AB igual á la uni
dad, prolongúese esta de n  unidades hácia C; después constru
yendo un semicírculo sobre el diámetro AC, levántese una per
pendicular en B sobre AC hasta el punto D de intersección con 
el semicírculo. Representará BD la medía proporcional geomé
trica entre AB y BC, y será
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BD=v/ AJJ .150= y' i .n =  y¡i _
Luego BD representa exactamente el número \/u, fl110 !v’ ■ 

neralmente ea irracional. Suponiendo por ejemplo quo n son — j ,
será

BD =
Sábese ademas, quo

AB:AD =  AD :AC 
BC:DC =  DC : AC

luego, para nuestra suposición n=5, será

AD =y/l. tí =  y/b ; DC =  y/5.tí =  y/3U 
Aunque AB y BC sean conmensurables entro sí y con la uni

dad, no lo son respecto á AD, BD y CD; y esto caso do no ser 
conmensurables las líneas, áreas &a, en la geomotrín os el mas 
frecuente.

5? Suponiendo quo A sea un número inconmensurable con 
la unidad y representando A por una fracción con términos in
definidamente grandes

una parte -  de la unidad se llama parte virtual de la cantidad A,
aunque en realidad nunca pueda asignarse como cantidad deter
minada. Una cantidad inconmensurable será mayor ó menor quo 
otra cantidad, cuando tiene un número mayor 6 menor de par
tes virtuales de la misma especie, es decir, que se obtienen por di
visión de 1» unidad por el mismo número n. Así, en la geometría, 
una línea inconmensurable será mayor que otra linea, cuando en 
la primera se concibe un número mayor de puntos que en la úl
tima, dispuestos según la misma manera de distribución, podiendo 
ser la distancia entre dos puntos consecutivos menor que toda 
distancia asignable.

6o Aplieanse todas las definiciones generales de las operacio
nes aritméticas á las cantidades inconmensurables, considerándo
las como teniendo partes virtuales de la unidad. Especialmente

1] Sumar un número irracional a con otro [racional ó irracio
nal] b, es hallar nn número nuevo s, que tenga todas las par
tes virtuales qne contienen a y  b.

2] Multiplicar un número [racional 6 irracional] a por otro 
irracional b, es formar un nuevo número p  que es a a como 
la multitud de las partes virtuales de b es á la multitud de 
las partes virtuales de la unidad.

Las demas definiciones no hacen ninguna dificultad.

7° Todos los t royemos ya demostrados piara cantidades racionales, va-
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knlaitibieupara cantidades irracionales. Paos tenemos ™ < A

y todos los teoremas tienen lugar como para ™ , así p a rn ^ Í\  tan 
grande que sean m y n; luego no pueden dejar de valer los mis
mos teoremas para A, siendo en el límite — — ^=A.1 u n

§• 6 5 .

Multiplicación y división de cantidades radicales 
que tienen un mismo índice.

T eorema 9 . Cantidades radicales que tienen un mismo índi
ce, quedarán multiplicadas entre sí, estrayeudo la misma raiz al 
producto de las cantidades subradicalcs.

y/a . y/b =  y/ab [9]
Dem. Según la ecuación II  podremos y/a . y/b elevar á 

la «sima potencia, y después estracr la «sima ra¡z> s¡u mudar 
el valor del todo; luego será

n ___ n __  / u __ n ___
y/a. y' b —y iy/a. y/ b )n

= \ / ( y /  a )Q • (y" b )n [T. 3 corol.]
n___

= y / a . b [definición]
Corolario 1. P ara estraer la raiz á un producto, se podrá es- 

traer la misma raiz á cada uno de los factores.
n __  n __n ___

y / ab =  y /a . y / b
Se tiene por inversión del teorema.

Corolario 2. Para simplificar las cantidades radicales, se de
ben estraer las raíces á los factores do las cantidades subradi
cales, si es posible. Por ejemplo:

y/T8 =  y/16.3 =  4 y/37 y/ih(T= y/ IhT lT =  3 .2y/iT=Gy/T
____  _ 3_________ 3_____________ 3 _

y /a 2 b = a y / b ;  y/ax.;i— bx« =  y /x :l[a —bj =  x y /a —b 
____  3 ____  3 _______

l ¿  4 _  /4  6 2 ' /r, /5 4 a :< /27 2a« 3 3 -
V 25 V 5 .5  5 V ° ’ v 125 ~ V  T 2 5  = 5 ftv/2
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\/  32 -}- \/5U =  ̂ /10.2 ~f- \/25.2 — 4 \ /2-}-5\ /2  =  0\/ 2
3 3 3 3 3 3 3 •

y/Tó -f- y/3 2 0 =  y/8.5 -f- y/tTs.s =  2y/ 6 -f- 4y/TT= 6 y/5

Corolario 3. Para quitar un número irracional dul denomi
nador de una fracción, se aplicarán las reglas siguientes:

Reola I. Cuando el denominador es un monòmio, los dos 
términos de la fracción se multiplicarán por tal potencia del 
divisor irracional, que la raíz indicada pueda est raerse.

a
vT>'

ny/b ay/7> 3y/x—2x 3x—2xy/x
y/b . y/b '

I
V T _

y/x = 3—2 y/x

y g ~ _ , v
Q 4 v 5

V 2

1
3 __
y/5* V ^ - V  5

3 __
y/5'* 

1 . 
8y/4

y/5 y" 4 y/16

y/a-f-b  y/a-|-b. y/ a—b y/a*—b*
V  a—b — V a—b . y/a—b a— b

Regla II. Si el denominador es una sumad diferencia, que 
tiene términos afectados del signo radical cuadrado, el nume
rador y denominador de la fracción se multiplicarán respec
tivamente por la diferencia 6 suma de los mismos términos.

2 _  2( y/7—y/5)
y/7+y/5 (.V7+y/5)(y/7—y/5)

2(y/7— y/ 5) 
7 — 5 y/7—y/5

y/~3+y/2 „  (y/3+y/2)2 _ 3-f-2y/6-f8
y/3—y/2 (y/3-y/2)(y/3+y/2) 3—2 5+2y/6

3y/5—2 (3y/5-2)(2y/5+3) _  30-4y/549y/5—G 24+By/S
2 y/5—3 (2y/5—3 )(2y/5-j-3 ; 20—3 11

Teorema 10. Una cantidad radical quedará dividida por otra 
que tiene el mismo índice, estrayondo la misma raiz al cociente de
las cantidades subradicales.

n __ n __ n ___ _
-y/a :y/IT= y/a;b [10]
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h

n n _  / u __  n __
Dem. y '» :^ S =  v  (V  n • V  l> 1“

=  J ( V ' ^ ) n ‘- ( V ^ ) D [T. 4 coro].]
n _____

¡=  y a  ; b [definición]
C oralario. Para estraer la raiz á un cociente, se podrá estraer 

la misma raiz al dividendo y divisor del cociente.
n ____  n __  a ___

V a : b =  V  a : V  b 
Se saca por inversión del teorema.
Tenemos por ejemplo:

m  v t j t  3/T4 y a o  ,  ig
V 25 ~  — 4 ' /6 ,  v  125 ~  3 — s V 2

y  ¿"O

§ .  66 .

Relaciones entre las potencias y raices.

Teorema 11. Una cantidad radical no cambia de valor, mul
tiplicando ó dividiendo el índice y el esponente de la cantidad 
subradical por un mismo número entero.

x _ _  xn__
■v/á7 = y ' a J,Q )
x __ _ x:m > [XX]
V  a'v =  )

Se supone m común divisor de x  é y.
Deh. I a parte. Tenemos

X  ___

(v/ ay) x= a y [definición]

luego ( V bF  )“  =  ayn [T. 5]
y estrayendo la raiz del grado xn, so tendrá 

X xn
V  =V a7u

Dem. 2a parte. Si ni es común divisor do x  ó y, los co- 
, cientos x:m  e y : m serán números enteros; luego podre

mos hacer aplicación do la primera parte, y será
/~vT¡r (x:m)m._______ x _

/i i r. V T ’ r r  v ^ - m)m= V a ?
C orolario 1. Cuando el Índice es divisible por el esponento, 

se quitara el esponente; y cuando el esponento es divisible por c 
índice, se quitara el signo radical. En uno y otro caso la espre-
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sion tendrá la forma mas sencilla que puede tenor respecto al 
índice y espouente. Por ejemplo:

27__ 27:!)___ 3 3 __
\ /aü =  'V/ n'jT!r= v / ¡r i =  y/n 
3 3:3 1
\ /a 1 s =V / a*r,:3 =  \ /ñ ?= a“

Corolario 2. Para reducir a un mismo índico cantidades 
radicales, que tienen índices diferentes, se buscará el mínimo co
mún múltiplo de los índices, y se multiplicarán los índices y espo- 
nentes de las cantidades radicales por el cociente respectivo'quo 
se obtiene, dividiendo dicho común múltiplo por el índice de la 
cantidad radical respectiva. Así

3 4 __ 2 __ _ _ 8.4 4.3___ 2.0
y/a7’, V a 3, V a son iguales á y /a “71" y/u3771", y /a 1,8 

12 12 12 
ó bien á y/a- u , y/¡T5 , y/a17

Se usa este corolario para la multiplicación y división de 
Cantidades radicales que no tienen un mismo índice.

Teorema 12. Cuando un número tiene cpie elevarse á una po
tencia y después se debe estraer la rajss al resultado, el orden do 
las dos operaciones se puede también invertir sin alterar el valor 
del resultado.

V 5r = ( v ' ^ ) y [12]
Dem. x X____________

\/a7 =  \/'ii.ii.ii.. .  .y  veces
x ___  X  ____x  .

=  \ /a . y/ a. V a . . . .  y veces

_  .  . = ( 1 / » Y
Tendremos por ejemplo:

4 __ 4 __ 3 __ 3 .  __ 3 _ 3
V l6 r> =  ( V l6 )5 =  2 5; V 5i*  = (  V 2 7 .2 )2=  (3 V 2) 2=  9 V i"

§• 67.

Raíces de raíces.

T eorema 13. Para estraer la raiz á otra raiz, se multiplicá- 
ráu los índices de las raices.

X

[13]

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



— 169—

Dem. Tenemos

(  |y__\x y __
a / =  V  a

( v ' I ) ! '  =  a
luego, estrayendo la raíz del grado xy, so tiene

S| 7 Z  , v _
'sjf/ a = \ /  a

'Corolario 1. Tenemos también

__ y*__
y' a = \ /  a = -\ / a

luego
y___

|7Z
>JV" a =  -sJC a

es decir: Cuando se deben estraer sucesivamente dos raíces á un 
mismo número, el orden de estraer dichas raíces puede variarse 
como se quiera, sin que el resultado cambie do valor.

Corolario 2. Se saca por inversión del teorema:

"l------  "i“ “X V ___  I v  ___  I X  ___

V  a =  a — a
es decir: Cuando el índice es un producto, primeramente se pue
do estraer la raiz, que indica uno dé los factores de dicho produc
to, y después Ja raíz que indica el otro factor. Así es por ejemplo: 

3
6 _

\ /6 4 = f/6 4  =  \/ 8 =  2

ARTICULO II I .

Potencias y raíces con espolien tes é índices fraccionarios.

§• G8.

Potencias con esponentes fraccionarios en general.

Esplicaciones.

19 Tenemos las :gualdadcs
aN-wn =  aN . au 
aN-n =  aN ; an

[T. 1 corol.1 
| X. 2 corol. 1
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nN.n =  (aN )n [T. 5]
n

ttN :n = v /pT [T. 11.]
es decir:

a) La adición de los esponentes designa nna multiplicación.
b) La sustracción de los esponentes designa una división.
c) La multiplicación de los esponentes designa una forma

ción de potencias.
d) La división de los esponentes designa una estraccion do 

raiz.
En cualquier caso, una operación aritmética con los espóndi

les, designa la operación superior inmediata en la otra parte de 
la ecuación, siendo

la multiplicación la operación superior inmediata déla adición
ladivision........................................................................ déla sustracción
lajormacion de potencia..................................................................... déla multiplicac.
la estraccion de raiz....................................................  déla división.

2 o Las potencias con el esponente cero y con 'esponentes 
positivos y negativos no están contenidas en la definición que he
mos dado de las potencias. Pero como tenemos una definición 
general de la multiplicación, así podremos poner aqui una defi
nición general de la formación de potencias, la cual contenga to
dos los casos de potencia que hemos visto, y también potencias 
con esponentes fraccionarios. A este fin haremos aplicación do 
las propiedades de las potencias que hemos encontrado en el N° 1° 

Definición general de las potencias. Elevar un número a á 
una potencia n, es: formar del número a por la operación su
perior inmediata un nuevo número p del mismo modo que el 
esponente n está formado de la unidad entera y absoluta.

Por esta definición tenemos:
1) a 3= a .a . a ;  pues 3 =  1 + 1 + 1

Para formar 3 de la unidad entera y absoluta, se pone prime
ramente la unidad absolutamente y después se suman con ella 
otras dos unidades

3 =  1—(-1—f-1
Luego se pondrá absolutamente la cantidad a, y como la 

operación superior inmediata de la adición es la multiplicación, 
se pondrá el signo de la multiplicación en lugar del signo do la 
adición, y a en lugar de 1, de modo que sea

a 3=  a .a .a
Tenemos:

2) a ° =  ? = 1 ; pues 0 =  1—1
Para formar cero de la unidad, es preciso restar la unidad 

de la unidad dada 0 = 1 —1; poniendo a en lugar de 1, y el signo
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de la división en lugar del signo de la sustracción, se tiene

Tenemos ademas:
3) a-*- 3= 1 . a . a . a ; pues +  3=0-f-l-f-l-(—1

El signo del esponente supone un sumando, y no hay otro 
sumando que cero, cuya suma con 3 sea igual á -f-3, luego 
-f-3=0-4~3^=0-J—1-j-l—)—1. Luego formaremos la potencia buscada, 
sustituyendo en el segundo miembro de la ecuación 

+ 3 = ( 1 —1 ) + 1 + 1 + 1
a en lugar de 1, el signo de división en lugar del signo de sus 
tracción y el signo de multiplicación en lugar del signo de adición. 
Con esto se tiene

a-*-3 =  í  .a .a .a  =  l .a a a =  1 .a 3 a
Del mismo modo es:

4) a ~ 3= l : a : a : a  ; pues—3 = 0 —1—1—1 
Siendo por las mismas razones

—3 = (1 —1)— 1 - 1 — 1
será a~3= - : a : a : a  =  l : a . a . a = l : a 3a

Será de semejante modo
5) a 3 - 4= ( a 3) 4 ; pues 3 .4 = ( 1 + 1 + 1 ) X 4  

Como 3 .4  =  (1-J-l-f-1) + ( 1 + 1 + 1 ) +  ■ • • ■ 4 veces; será
a3 •4 =  a . a . »Xa ■a aX  • • • • 4 veces 

=  a3.a3.a3.a3= (a 3)4 
Ademas tenemos:

6) ai =  (X~a)3; pues i  =  i + J + i
Para formar f, la unidad se descompone en 4 partes iguales, 

cuya suma es la unidad; después se suman tres de estas partes. 
Luego como

l = J - j - l  +  i + 4 - Por Indefinición 
4 __ 4 __ 4 __ 4 __

será a = X  a . X  a . X  a . X a 
es decir a se descompone en 4 partes iguales, cuyo producto os a; 

i _
pero tal parte es V a ■ Ademas

como $ =  J + i + i
a 4 __ 4 4 __ 4__

será a ’ ^ í  . y  » . X  a =  (X  a ) 3 
Finalmente

7 ) a- i  =  — ; pues — J = 0 — \
( X a ) 3

4 __
y poniendo 1 en lugar de 0 [según N* 2j, X  a en lugar de J y
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el signo de división en lugar del signo de sustracción, so tiene
i _ i _ < _

a^l =  1 : V  11 : V  a : V  a =  1: (\ A a)s 
3? En virtud de esta definición general de las potencias, te

nemos
m n n__

all = ( y 'a  )m= V 'a  ‘* [II
1) Una potencia con esponente fraccionario designa una cantidad 

radical, que tiene por índice, el denominador, y por esponente 
el numerador del esponente.fraccionario-, siendo la cantidad sub
radical la misma que ia base de la potencia dada.

leñemos ademas
_m __ 1 _  1

a í  ~ 2> [II]-
r ( \ / a ) m a “

2) Una potencia con esponente fraccionario negativo es la uni
dad dividida por la misma potencia con esponekte absoluto.

Luego vale aquí la misma ley que hemos encontrado en el 
§ 59 para esponentes enteros y negativos.

§• 69 .

Teoremas sobre potencias con esponentes 
fraccionarios.

Todos los teoremas ya establecidos para potencias con espo- * 
nentes enteros, valen también para potencias con esponentes frac
cionarios. Para demostrar esto, es preciso convertir las potencias 
con esponentes fraccionarios en raices, luego se aplicarán los teo
remas relativos á las raices ya conocidos, y finalmente los resul
tados así encontrados de nuevo se convertirán en potencias con 
esponentes fraccionarios.

Teorema 1*. Las potencias de la misma base quedarán mul
tiplicadas entre sí, sumando sus esponentes y dando la suma ob
tenida por esponente á la base común, la que se escribe una so
la vez [cf. teor. 1].

m p_ m £
a 11 .a11 = a n 9, [1*]

Dem. Como
m q p

a” =  V í r‘ y =  * *
-  £ n __  9 ”9____ nn

an . a9 = = y/ a“1. V a 1' =  V a '111» . y ^ n ¡r
n9_______ mq+np m „

= V  a‘“9.-f“P =  a nq = = a5"+ T

[T, 11] 

[T- 0]
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—  3 —  4 —
Ejemplo. ^ V a ' Y a '  = a J .a-Ja| = a í+ - f+ f= a í f

= a 4'l‘ i2 = = a 4 .ai32= =a4 v? a'

Teorema 2 . Las potencias se dividen pov otras de la misma 
base, restando el esponente que Lene el divisor del esponente que 
tiene el dividendo y dando el resto encontrado alabase común que 
se escribe una sola vez [teor. 2 ].

' '  m p H. _  p
a V a ^ a "  q

Dem. Como
m p

a ' - V ^ 1 y a í = ^ Í P ( será
m p—  — 11__ 0 __ nq no

a '1 : al = v / a ul : y /a ^ ^ y / aóüf. ^¡¡pp.

Í2*]

fi(I__ ___... nq
= y /a “*1* : a1¡P" =  yffi¡-T¡ir

nig—np m
= a  u'l =  a "  ’1

[T. 11.] 

[T. 10.]

E jemplo, y/a12 : y/a' =  a3* :a J =

i¡L
' 2 = a  i o

4 2 . „ . *> 1P__=  a i u= a 2 -* -io _ a2 y a 9

T eorema 3*. Potencias que tienen los mismos esponentes, que
daran multiplicadas entre sí, elevando el producto de las bases á la 
potencia del esponente común (teor. 3.)

in m m
a “ .bu = ( a b ) n [3 *]

Dem. Tenemos.
”  n _  ?? n _

au = y / a “* y bu = y / b ul, luego será 
”  — n ^= n _

au ,bu = v / a ““. v 'b ,“ = v / a uíTbn! [T . 9]
n ______  m

= y/  (ab)4“ = ( a b ) u

E jemplo. 3^.9^ = ( 3 .9 ) ^  =  27* =  (y/ifí)2= 3 2= 9

T eorema 4*. Una potencia quedará dividida por otra que tie
ne el mismo esponente, elevando el cociente do las bases a la po
nencia del esponente común [teor. 4],

m m in
a "  : b11 =  ( a : 1> )n [4*]
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Dem. Tenemos
ln. n _ 1̂ n _

a" = v 'a m y b" = y /b lu, luego será
nL n __ n __ n

a n :bn = v 'a m:V E n'=V / a,u:bu* [T. 10.]
n _____ ”

=\Z(“ ;bl“1=  (a :b )n
T eorema 5*. Una potencia quedará elevada á otra potoncia, 

multiplicando entre sí los esponentes (teor. 5).
Dem. Tenemos

nq  15E. 5>.P_
= y 'a ulI¡ =  a n,l =  an <1

2 7 1 5 2 7.12 ^  ̂  
E jemplo, (a i ° ) 18 =  a 1 0-1 “ =  a * = a 2v/|1

E scorio. Pudiéndose ahora sustituir los teoremas 1*—5* en 
lugar de los teoremas 1—5, se sigue, que todos los corolarios do 
estos teoremas se aplican también para esponentes fraccionarios; 
y asimismo todas las consecuencias de los mismos teoremas serán 
verdaderas, aunque los esponentes se supongan ser quebrados, es
pecialmente el teorema 7 se aplicará para esponentes frac
cionarios.

De donde se saca, que los teoremas 1—5 son verdaderos pa
ra esponentes cualesquiera, positivos, negativos, enteros, fraccio- 
narios é iguales á cero.

§• 70.

Raíces con Indices fraccionarios.

1? L a estraccion de raiz es la inversión de la formación de 
potencias, y reteniendo la misma definición de las raíces que hemos 
dado al principio del Art. II, ahora el índice podrá ser cualquier 
número, positivo ó negativo, entero ó fraccionario; pues el espo- 
nente n en la ecuación

(V~ñ")n = a  (III)
que representa la definición de las raíces, puede ser cualquier nú
mero.

Se infiere ahora:
1) Una cantidad radical con índice cualquiera, puede escribirse 

como potencia de la cantidad svhradical con un esponente que 
es el índice invertido.
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ii _  i
\f a =  a« (IV)

designando n cualquier número.
j_ n __

Pues tenemos (a11 )n= a = ( y /  a )n.
2) Una cantidad radical con índice fraccionario equivale á una 

cantidad radical, que tiene por índice el numerador y por eif- 
ponente el denominador del índice fraccionario. Porque

m
IT__ L_ 'm
\/ a =  am =vA ilr I (V)

3) Una cantidad radical con indice negativo equivale á la unidad 
dividida por la misma cantidad radical con índice absoluto. 
(cf. § 68, 3o 2). Porque

-J- 1 1
V  a =  a - n =  - r = —  (VI)

a11 y'a
2? Los teoremas que valen para raíces con índices enteros, 

valen también cuando los índices son quebrados, negativos 6 nú
meros inconmensurables. Pero, mediante las reglas anteriores 
(IV, V, VI), todas estas raices, en el cálculo, se convierten en po
tencias, ó en raices con índices enteros y positivos.

A RTICU LO  IV.

Extracción de la  raíz  cuadrada y cúbica.

§. 71.

Cuadrado de los números enteros.

Io Tenemos
(a + b )2 =  a2+ 2 a b + b 2 

( a + b + c ) 2 =  (a + b )2+ 2  (a+ b) c + c 2 
( a + b + c + d ) 2 =  (a + b + c )- '+ 2  (a + b + c )  d +  d2

Sustituyendo el valor de (a + b )2 de la primera ecuación en 
la segunda, y después el valor encontrado .de (a + b + c )2 on la 
tercera, se tendrá

( a + b + c + l ) 2= a 2
+ 2 a b + b 2 
+ 2 ( a + b ) c + c 2 
+ 2  ( a + b + c )  d + d  2 

Por inducción podremos concluir que será
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í( a - f b - f c + . ..  .p-j-q) 2= a 2 
4 - 2 a b + b 2 
- -  2(a—f-b) c—f-c3

(I)

4 - 2 (a+ M -H -. . .  +  p) p-f p3
y suponiendo esta formula como verdadera, añadiendo otro su
onando r  á continuación del polinomio anterior, será

(a-J-b-j-c-)-. .  ■ -4 - p + q + r ) 2=  (a -f-b-f-c-f-. . . -f-p-j-q)2
+  2 (a + b + c - ) - . . .+ p + q  r + r 2 

es decir, á la derecha de la ecuación anterior tí),  se añade un 
renglón mas, formado según la ley que se observa en los renglo
nes que preceden.

Concluimos: Guando la ley contenida en (I) ex verdadera para 
un solo polinòmio, cualquiera que sea, será también verdadera para 
un .polinòmio que tiene un término mas.

Pero es verdadera para, un polinomio de dos términos, pues 
(a-j-b) =  a 2

+  2ab-fb2
luego será verdadera para un polinomio de 3 términos, luego tam
bién paro uno de 4, 5, 6 . . . .  n términos.

2° Aplicando ya la regla espuesta á un número entero, que 
bs’ > 1 0 ,  por ejemplo, á 3417, se signe

3417a= (3 0 0 0 + 4 0 0 + 1 0 + 7 )2=  30002 . . .  .9000000
4-2.3000 . 400 ____2400000

-j-4002 . . . .  160000
-|-2.3400 . 10 ___  08000

4 -  102..............100
4-2.3410 . 7 47740

4 -  72 . . . .  49

34172 =  11G75889
Cada renglón tiene un cero menos que el renglón que pre

cede, propiedad que se sigue inmediatamente de la disposición do 
los facieres que están á la izquierda.

Omitiendo los ceros, se tiene de una manera mas simple 
34172

3 2 . . .  .9
. 3 .4  . . . .2 4

4 2 . . . .  1G
. 34.1 . . . .  68

12 . 1
.341 .7  . . .  4774

72 . 49

=11675889
En los renglones consecutivos la unidad constantemente pasa
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ele un lugar mas á la derecha.
Puede simplificarse aun el cálculo por la fórmula 2ub ¡ b - 

==(2a+b)b; de donde
34172

32
( 2 .3 .4 + 4 ) .4  

( 2 .3 4 .1 + 1 ) .  1 
(2 .3 4 1 .7 + 7 ) .  7

............... 32

......... C4.4

. . .  G81.1 

. . .6 8 2 7 .7
Sil
77[89

11|67|58|89
Pasa la unidad, en cada renglón consecutivo, de dos lugares 

mas á la derecha; de donde el resultado se parte en 4 clases desde 
la derecha á la izquierda, conteniendo cada clase 2 cifras, hasta la 
última clase á la izquierda, que podría contener también una sola 
ciñ a, lo que sucedería por ejemplo por el cuadrado de 2417. Ob
sérvese:

1) el primer renglón contiene el cuadrado do lá primera ci
fra 3, que está contenida en 3417.

2) el segundo renglón contiene el doble 6 de esta cifra, á la 
que se añade la cifra siguiente 4, de modo que tengamos 64 y es
te número se multiplica por la misma segunda cifra.

3) el tercer renglón contiene el doble 68 de las dos primeras 
ciñas 34, que están contenidas en 3417, se añade la tercera ciña, 
de modo que tengamos 681 y este número se multiplica por la 
misma tercera cifra.

4) el cuarto renglón, de semejante modo, contiene el doble 
682 de las tres primeras cifras que están contenidas en 3417, so 
añade la cuarta cifra, de modo que tengamos G827, y este núme
ro se multiplica por la misma cuarta ciña.

E jemplo II. Búscase el cuadrado de 24351.
243512

2 2 ...........4
4 4 .4  ...........1 76

483 3 ........... 14 49
4865.5 ........... 2 43 251

48701.1 ........... 4 87|01
5|92|:)(|12|Ui

E jemplo III. Búscase el cuadrado de 546512 
5465122 

52 
104 4 

1086.6
10925.5  

109301.1
1093022.2

29|86|75|3G|61|44

16
65 16

5 46 25
10 93 0112 18 60
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§• 72.'

Estraccion de la raíz cuadrada de números 

determinados.

I. Caso. E l número dado es un cuadrado perfecto. Cuando el 
número dado, de el cual se busca la raiz cuadrada es < 1 0 0 , las 
raíces se hallan en la tabla siguiente:

Cuadrados | 1 | 4 | 9 | 16 | 25 | 36 49 | 64 | 81
Números 1 1 1 2 | 3 | 4 | 5 | 6 7 | 8 | 9

Cuando el número dado es > 1 0 0 , obsérvense las reglas si
guientes, que son la inversión délo que enseña el § precedente:

1) El número dado pártase desde su derecha hacia la izquier
da en clases de dos en dos cifras, con lo cual la suprema claso 
puede tener también una sola cifra. El número de las clases será 
igual al número de las cifras que contiene la raiz buscada.

2) Por medio de la tabla anterior búsquese el mayor cuadra
do, que está contenido en la suprema clase, y la raiz del mismo 
escríbase como la primera cifra de la raiz buscada.

3) Réstese el cuadrado dé la primera cifra así determinada; 
póngase al resto la clase siguiente y separando la última cifra de 
este número, divídase la otra parte por el doble de la raiz ya 
encontrada; póngase el cociente como segunda cifra de la raiz y 
ademas á contiuuacion del divisor.

4) Multipliqúese el divisor asi completado por la segunda ci
fra de la raiz ya encontrada, y réstese el producto. Al resto pón- 
gaso la clase siguiente, y separando la última cifra de este nume
ro, divídase la otra parte por el doble de la raiz ya obtenida; y 
póngase el cociente como tercera cifra de la raiz y ademas á con
tinuación del divisor.

5) Multipliqúese el divisor recien completado por la tercera 
cifra de la raiz ya hallada, y réstese el producto.

6) El mismo procedimiento se continuará hasta obtener un 
resto igual á cero.

La demostraron se saca inmediatamente del § precedente. 
Asi será
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^11167)58189 =  
9

3417

267
256

: G,
/

1158
681

: 68 ,

47789
47780

: 682,

0

V'5|92|97|12|0l
4

=  24351

192
176

: 4 4

1697
1449

: 48 3

24812
24325

: 48GS

48701
48701

: 4870,

0

V29|86|75|36|61|44= 546512 
25

486
416

: i o 4

7075
6516

: 108«

55936 
. 54625

: 10925

131161
109301

: 10930,

2186044
2186044

: 109302s

0
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II. Cabo. Cuando la raíz cuadrada es irracional, nunca se ha
llará un resto cero; jtero, en este caso, después do haber calcu
lado al ordinario y tomado abajo todas las clases del número 
dado, se pondrá coma detras de la última cifra do la raiz ya en
contrada y á continuación del último resto se tomarán dos ceros, 
observando el mismo procedimiento como antes, al nuevo resto 
se añadirán otros dos cpros &a.

E jemplo IV. -y/7|89 =  2 8 ,0 8 9 ....
4

389 :
384

500 : 56 o
50000 : 560,
44864

513G00 ; 5G1G„ 
505521

8079 &a.

E jemplo V. V  3 '== 1 ,7 3 2 0 5 ....
1

2Ó0
189

: 2 ,

1100
1029

: 34 3

7100 : 346.
6924

17G00 ; 3464u
1760000 : 34640s 
1732025

. 27975 &a.

/N .1 0 2E2_ v/STÜU,n~
Dem. = v -  102m - r  • io,n
Por consiguiente, el número N puede multiplicarse sucesi

vamente (m veces) por, 100, lo que se obtiene añadiendo sucesi
vamente dos ceros a lós restos consecutivos, y en seguida el resul
tado debe dividirse otras tantas veces por 10, lo que da m lugares 
decimales, es decir, cada vez uno. para dos ceros.
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III. Caso. Cuando el número dado es un quebrado decimal, se 
le parte en clases de dos en dos cifras desde el coma decimal ha
cia la izquierda y hacia la derecha; se añadirá un cero en la ínfi
ma clase, si en la misma no hubiese sino una cifr a. En seguida se 
estraera la raiz al ordinario, como en el primero y segundo caso.

E jemplo VI. \Z2¡ 83,76|20 =  1G,845. . . .
1

183
156

: 2 0

2776
2624

: 32 ,

15220
13456

: 336,

176400
168425

; 3368

7975

E jemplo VII. \/O,ü(l|00|00|84|23 =  0 ,000917___
81

323 : 18 ,
181

14200 : 182,
12789

1411 &a.
Dem. Un quebrado decimal quo tiene un número ’par 2u 

de lugares decimales, ó lo que es lo mismo, n clases de decirna-
N

les de dos en dos cifras, tiene la forma jyg¡r, luego será 

/ Ñ’   ŷ ?T
V  IIP“ — 10“

es decir, se estrae la raiz como si el quebrado fuese un número 
entero, y después se separarán n decimales, para cada clase una.'

Corolario. Se estrae la raiz cuadrada á un quebrado común, 
haciendo el denominador racional y después estrayendo la raiz al 
numerador.
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V o =  * ̂ = $  3,8730=1,2910

ylì=Jh=  ̂V ^ = i - M 1 4 2 =0,35355
Sinembargo, se tendrá el mismo resultado, convirtiendo el 

quebrado común en quebrado decimal, y estrayendo la raíz á este.

§. 73.

Estraccion de la raíz cuadradalde un polinòmio.

— 182—

Para estraer la raiz cuadrada á un polinomio, se observan 
las mismas reglas espuestas en el parágrafo precedente.

1) El polinomio ha de ordenarse según las potencias decre
cientes ó crecientes de la misma letra, y ademas,' si hubiese dife
rentes letras, según el orden alfabético de las mismas.

2) Se formala raiz cuadrada del primer término, la cual se 
escribirá como primer termino de la raiz buscada.

3) Réstese el cuadrado de este término encontrado, el que 
no es sino él primer término del polinomio dado.

4) Divídase el resto por el doble de la raiz ya obtenida. Es
críbase el cociente como el término siguiente á continuación de 
la raiz ya encontrada y ademas como nuevo término á continua
ción del divisor.

5) El divisor así completado multipliqúese por el último 
término de la raiz recien hallada y réstese el producto.

6) Respecto al resto obsérvese el mismo] procedimiento y así 
cada vez, hasta que se llegue á un resto cero, o á un número bas
tante grande de términos de la raiz, en el caso do ser esta irra
cional.

E je m p l o  I .
. .___________t ;

\ /x ‘ +t>x3—x*—3Ux+-25 =  X2-¡-3x—5 
x 4

+  6x3— x 2 : 2xa 
¡+ 6 x3+ 9 x 2=  (2x2+ 3 x ).3 x

— 10x2-3 0 x - f2 5  : 2x2-f-6x 
—IOx2—30x-f-25=(2x2+ 6 x —5) .—5

0
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Como primer resto se tomarán abajo dos términos del poli* 
nómio dado, y después cada vez un término mas.

E jem plo  II.

“—Gax1-[-9a2T s4 8 a 3x !̂ 2 4 a ‘ x 2-4ÍGá6==x5—3ax2 +  l a 3

—Gas, -J-9a2x'1 : (2xs— 3ax2) .—3ax2
— 6ax7-f-9a2x 4

- f  8a3x s—21a4x 2+ 1 6 a 6 :(2 x 8—Gax2 +  4a3) , l a s 
-f-8a3x 8—24a4x 2-j-lGa6 
-  +  -

E jemplo n i .
0

V ñ R = l + ^ ~  +  pg -
1

+  * + *

: ( 2 + f ) - Í

S.
4

x 2
: ( 2+ s - | ) - r

4  8  1 6 4

+  +  -
vil y '  y ¿ \ 3 3

+  ¥  ~  61 : (2 +  x _ V + Í g) Í ü
&a. &a.

L a raiz cuadrada de 1-f-x es irracional, luego no se represen
tará sino por una serie infinita, que debe ser convergente (§ 2G), 
y á este linios restos deben decrecer hasta el límite cero. Esto 
sucederá cuando x < j l ;  pues en los restos consecutivos tenemos 
las potencias crecientes do tr, y sábese que Xa1 = 0  para x<^l 
[§27 ,9»].

Cuando se buscan los dos términos siguientes de la misma 
serie, se tiene mas completamente

^ l + x  =  l +
X
2

x 2 , t'xj1 5x4 , 7x5
8  ' 16  12 8  ' 25G

de donde para —x en lugar de x, be deduce
(A)
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v r = i= i - 1- (B)
_x 2 x3  5 x 4 7X5 

2 8 16 128 256
Aplícanse muchas veces las ecuaciones (A) y (B) para estraer 

iraices irracionales.

E jem plo . Para hallar y i0 2 , tenemos

v m = v / i ü s + 2  =

1 4 8
1 +  íoo =  1-

5.16
2 .1 0 0  8.100» 16.100» 128.100«

■= 1+ 0,01—0,00005+0,0000005—0,000000006+.. 

=  1,009950494 

Luego yT(Í2 =  10,09950494 

Para hallar \/98, tenemos ______

V9S = y i o o = 2 = i o V i - I^

5.16V' =  1-
8

100 2.100 8 .10U2 1 6 .1003 ~ 128.100« ~

=  1—0,01—0,00005—0,0000005—0,00000000 6—.. 

=  0,989949494 

Luego y'SB =  9,89949494

§. 74.

Oubo de los números enteros.

1. Tenemos
(a-j-b)3 =  a 3

-j-3 a 2b+3ab2+ b 3 
(a + b + c )3 = a 3

+  3a2b+3ab2+ b 3 
+  3 ( a + b f c - f 3  (a+ b ) c 2 + c 3

y en general será
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(a+ b  +  c +  . . -fp + q ) 3=  a3
- -  3a2b + 3  n b2+ b 3 
— 3 (a + b )2c + 3 (a + b )c 2+ c 3 
- - 3  (a + b + c ) 2d + 3 (a + b + c )d 2+ d '

-|- 3(a-j-b+.. + p )2q+3(a-{-b+..+p)q
Demuéstrase la generalidad de esta fórmula como la de la 

fórmula semejante del cuadrado en el § 71.
2“ Para un número entero, por ejemplo 4213, será

42133 =  (4 0 0 0 + 2 0 0 + 1 0 + 3 ) 3
— 4002 ..  . ...04000000000
+ 3 .4 0 0 0 2 .200 . .  . . . .  OGOOoOOOOO
+ 3 .4 0 0 0  .200 2 . . . . . .  480000000

+  2 0 0 L ..
+ 3 .4 2 0 0 2. 10 . . . . . .  529200000
+ 3 .4 2 0 0  . 102 . . . 1200000

+  103 . . . 1000
+ 3 .4 2 1 0 2 . 3 . . . . 159510900
+ 3 .4 2 1 0  . 3 2 . . . 113670

+  3 3 . . . 27

74778091597
ó cuando los ceros se omiten 

4213 3

4 3 ...........04
3 4 2 2 ...........  9 0
3 4 2 2 ........... 48

2 3 ........... 8
3 422 1 ........ 529 2
3.42  l 2 ........... 1 20

I 3 ........... 1
3.4212.3 ........... 159 510!
3.421 .3=........... 1131

33 ........... 1
7i[778|091|597

Obsérvanse las reglas siguientes:
1 ) El cubo desde la derecha hacia la izquierda se parte en 

clases do tres en tres cifras, pudiendo la suprema clase contener 
también una ó dos cifras.

2> La suprema clase contiene el cubo de la primera cifra.
3) La segunda clase contiene a) el triplo del cuadrado de la 

primera cifra por la segunda, b) el triplo di: la primera cifra 
por el cuadrado de la segunda, c) el cubo de la segunda cifra.

4 ¡ La tercera clase contieno de semejante modo a) el triplo 
del cuadrado de las dos primeras cifras (considerándolas como
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un número) por la tercera cifra, b) el triplo de las dos primeras 
por el cuadrado de la tercera, c) el cubo de la tercera cifra &a. 

Por estas reglas tendremos 
53123

5 3 ...........125
3. 52.3 . .  . .  22 5
3. 5 .3 2 ........... 1 35

3 3 ........... 27
3 .532 .1  ........... 842 7
3.53 . 1 2 ........... 1 59

I 3 ........... 1
3.5313.2 ........... 169 176 6
3.531 .2 2 ........... 63 72 I

2 3 ........... 8|
149|890|531 328|

§• 75.

E stra cc io n  de la  ra iz  cú bica de núm eros d eterm i
nados.

I. Caso. E l  número dudo es entero y  cubo perfecto. Cuando el nú
mero dado es < 1 0 0 0 , la raiz cúbica se busca en la tabla siguiente:

Cubos | 1 | 8 | 27 | 64 | 125 | 216 | 343 512 | 729
Números 1 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 8 | 9

Cuando el número es )>1000, se observarán las reglas si- 
gientes:

1) El número pártase desdo su derecha liácia la izquierda en 
clases de tres en tres cifras, con lo cual la suprema clase podrá 
contener también mía sola ó dos cifras. El número de las clases 
será igual al número de las cifras de la raiz buscada.

2) Por medio de la tabla precedente, se buscará el máximo 
cubo contenido en la suprema clase, y la raiz cúbica del mismo 
se escribirá como primera cifra de la raiz buscada.

3) Bástese dicho máximo cubo y al resto póngase la cifra 
siguiente, y el número así formado divídase por el triplo del cua
drado de la raiz ya encontrada, y escríbase el cociente como se
gunda cifra de la raiz.

4) Fórmense los tres productos:
a) el triplo del cuadrado de la primera cifra por la segunda,
b) el triplo de la primera cifra por el cuadrado de la segunda,
c) el cubo de la segunda cifra.
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Réstense estos tres productos sucesiva mente, tomando abajo 
al resto cada vez una cifra mas.

5) El último resto, aumentado del mismo modo de una cifra, 
divídase por el triplo d0l cuadrado de la raíz ya encontrada, y es- 
críbaso el cociente como tercera cifra de la raiz.

6) Fórmense los tres productos:
a) el triplo del cuadrado de las dos primeras cifras por la

tercera,
b) el triplo de las dos primeras cifras por el cuadrado de la

tercera,
c) el cubo de la tercera ciña.

Réstense estos tres productos como ántes.
7) Obsérvese cada vez el mismo procedimiento como ántes 

dividiendo por el triplo del cuadrado de la raiz ya hallada &a.
s _____________

E jem plo  I. •v/ 7r5|77S |0í)X|5U7=4S13 
64

107 : 3 4* = 4 8  .
9G = 3  4 a .2

117
48

698
8

6900
5292

16089
12«

159631
1

= 3 .4  2  ̂ (_2 [el.

—  3
~  " i
: 3 .4 2 3= 5 2 9 2  

= 3  42a .1

= 3  42 I a f 3 el.

1596305 : 3 421a=531723
1595169 = 3 . 121a . 3

11369
11367 = 3 .4 2 1  ,3 a

27
2 7 =  3*

4 el.

0
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E jemplo II. \/12| Ull| 7I7|73«=2346
8

49
36

: 3 .2 2= 1 2  
= 3 .2 2 .3

131
54 = 3 .2  . 32

2 el.

771
27 =  3"

7447
6348

: 3 .232= 1587  
= 3 .2 3 2 .4

10991
1104 = 3 .2 3 .4 2

3 el.

98877
64 =  4 2

J

988137 : 3 .2 3 4 2=164268
985608 = 3 . 2342 . G

25293
25272 = 2 . 234.6a 4 el.

216
2 1 6 =  63

0

II. Caso. El número dado no es un cubo perfecto. Se estrae la 
raíz por el mismo método, añadiendo ceros á los restos consecu
tivos, cuando las cifras faltan, y poniendo coma en el lugar res
pectivo de la raiz.
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3 __
E je m p l o  m .  y  5  =  1 , 7 0 9 9 7 . . . .  

1

40 : 3 .1 2 = 3
21 = 3 .1 2 .7

190
147 = 3 . 1 . 72 2 el.

430
343 =  73

870 : 3 .172= 8 6 7  3 el.
870000 : 3 .1702= 86700
780300 = 3 .1 7 0 2 .9

897000
41310 = 3 .1 7 0 .9 2 4 el.

8556900
7 2 9 =  9 3

8 5 5 6 1 7 1 0  : 3 . 1 7 0 9 2 = 8 7 6 2 0 4 3
7 8 8 5 8 3 8 7  = 3 . 1 7 0 9  = 9

67033230
4 1 5 2 8 7  = 3 . 1 7 0 9 . 9 2 5 el.

666179430
729 =  93

6661787010 :3 .170993=877127403  
cociente = 7  &a.

D em. Tenemos 
3

103m
103n

V  N . 1 0 3 
10“

VN.1UUÜ® 
— 10m

Luego se estrae la raíz, añadiendo ceros al número, y para 
tres ceros que so añaden, tendremos siempre un lugar decimal.

III. Caso. E l número dado es un quebrado decimal. So observa 
el mismo modo de calcular, con la sola diferencia de que el nú
mero dado ha de partirse en clases desde la coma decimal ha
cia la izquierda y hacia la derecha, añadiendo ceros en la última 
clase cuando no tiene bastantes cifras.
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E jemplo IV. V Sp5Ü il30^=á,411. . . .  
64

218 : 3 .4 a= 4 8  1
192 = 3 . 4 a . 4

262
192 = 3 , 4 . 4 a

2 el.

706
64 =  4 a

6421 : 3 .44a = 5808
5808 = 3 . 44a .1

6133 '
132 = 3 .4 4 .  I a 3 el.

60010
1 =  I a

600090 : 3 .4412=583443  
583443

166470 &a.
Dem. Un quebrado decimal que tiene m clases de 3 en 3 ci- 

NIras decimales, se representa por jjjjm , luego será 
3 ___ 3

|_N____ -v/N
"\Jl03m 10m

es decir, se estrae la raiz como si el número fuese entero, y des
pués se separan tantos lugares decimales, cuantas hay clases de 
cifras decimales.

Nota. Se estrae la raiz cúbica á un quebrado común, ha
ciendo primeramente el denominador racional y después estra- 
yendo la raiz al numerador:

- j ? -  - j a 5 -  v »

§ . 7 6 .

Estraccion de la raiz cúbica de un polinòmio.
Las reglas para estraer la raiz cúbica de un polinomio, son 

las mismas que hemos espuesto en el parágrafo precedente, y
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se comprenderá el cálculo por los ejemplos siguientes. 

E jemplo I.

Vy °— 6y $-|-2Íy * —44y 3+68^ '-5 4 -y + lV  =  y 3 —2y+ 3
y6

—6y5+ 2 1 y 4— 44y3 : 3y4
—6ys+ 1 2 y 4- 8 y 3
+  -  +

+ 9 y 4- 3 6 y a+63y2-5 4 y -f2 7 :3 (y 2- 2 y ) a= 3 y 4-1 2 y S +  
-j-9y4—36y3~4~36ya 12y2

27y2—54y+27  
-  +  -  +  -

E jemplo II. 
3

V í + x
i

5x3 lO x4
1+ a  — <r +  si — ■¿tí (A)

+ x  : 3 .1 a 
+ H 4  x 2 +  i  x3

-i s2-
-  i  x 2-

+  +

' ^ ( H - g ) 3—3 +2x-f-

27
i x< +  1 L x o
27 T 81 729

-  +

k 3- k * * + ^ c s a + s - o ) 3
&a.

De esta serio so deduce 
3

&a.

i —x = 1 — ;> — XJ !>X'‘
(B)

_  10xj _
3 9 MI 243

y j)ara la convergencia se supone x < jl .
Aplíeanse estas series para la estraccion de la tercera raiz, cu 

el caso de ser esta irracional.
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ARTICULO V.

Cantidades im aginarias y complejas.

§• 7 7 .

Signos de las raices

Cuando se estrae una raíz á un número, el resultado puede 
tener signos varios, según c[ue el número sea positivo ó negati
vo y el índice de raiz un numero par ó impar.

I o Una raiz con índice impar es positiva, cuando la cantidad sub
radical es positiva:

3 __  9 j .
y/a3 = +  a ; \í a =  -j- a 9

Porque, conforme á la definición de las raices, el resultado 
elevado á la potencia que indica el índice, ha de reproducir la 
cantidad subradical. Pero, solo tomando el signo -j- como signo 
del resultado, tendremos la cantidad subradical; pues (-j-a) 3=-j-a3,
(-t-a-9 ) 9= -( -a ,  pero (—a )3= . — a3, (—agr)° = —a (§ GO).

2° Una raiz con índice impar es negativa, cuando la cantidad 
subradical es negativa.

3 ____  o ____ i
V'—a 3 = —a ;  \/—a =  — a ‘J

Se demuestra por las mismas razones.

3° Una raiz con índice par puede ser positiva 6 negativa, cuan
do la cantidad subradical esposiliva.

—  , 2" _  i
•y/a2= + a ;  -v/a =  +  a 2n

Pues, como ( + a ) 2= a 2, así también es (—a )2= a 2, y como 
(-j-a2n) 2n =  +  a, así será también (—a23) 2 = -)-a .

Estrayendo una raiz con índice par á un número positivo, 
se deben poner ambos signos al resultado, siempre que no se sabe 
el origen del signo de la cantidad subradical. Sera por ejemplo: 

i  __ S _
V 1 G = ± 4 ,  v'lG =  _ 2 ;  V 2 5 G = ± 2

Pero siempre cuando se sabe el origen del signo de ’a conli. l"d 
subradical, no se pondrá sino un signo, á saber, el que es raíz del . ,j- 
no subradical. Así será
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v 'l — 3)2 =  — 3 ;  V /+ 2 . + 8 — V ^ j-l^ A G  =  +  4
4° Una raíz con índice par no será ni un número positivo, ni 

un número negativo de la especie de números que conocemos, cuan
do la cantidad subradical es negativa.

Así V  — 9 no será -j—3, pues (—)—3 )2=  -)- 9, tampoco será — 3, 
pues (— 3 )2 es igualmente = + 9 .  Luego p o r+ 3  ó —3 no se re
produce la cantidad subradical •—9.

Tampoco y '— 1C ni es -)-2, ni — 2, pues tenemos ( +  2)* 
=  —j—16, y  así también ( — 2) 4= —(—1G.

Por consiguiente una raiz con índice par do un número ne
gativo, no tiene un valor correspondiente en la serie algebraica 
délos números [§ 13, 9?]; pues no hay en la misma tal número, 
qu - elevado al cuadrado 6 á otra potencia con espolíente par, 
produzca un resultado negativo. Luego tal raiz constituyo una 
cantidad de una clase especial y distinta de todos los números que 
hemos encontrado hasta ahora en todo el discurso de la aritmética. 

L a espresion mas simple de esta especie de cantidad es la raiz

cuadrada de la unidad negativa, á saber y '—1.

E splicacioxes. Llámase unidad imaginaria la raiz cuadrada do 
la unidad negativa, y  número imaginario el producto do 
los otros números por la unidad imaginaria.
Serán

3 V — 1, w — 1. — 1V — 1, » V —1
números imaginarios. La unidad imaginaria frecuentemente se 
designa por la letra i, de modo que los números 

3i, |i, —7i, a-’i 
son idénticos con los de arriba.

Por oposición las unidades -f 1 y —1 se llaman unidades 
reales y sus múltiplos n ú m e r o s  reales. Asi 5, — 17, a, —a 3b son 
números reales, y 5i, — 17i, ai, —a 3bi son números imaginarios.

Hay tantos números imaginarios, cuantos reales; pues para 
toda cantidad real «, puede asignarse una cantidad imaginaria

correspondiente, que será a y — 1 6 bien ai.
Ls preciso (pie averigüemos la ¡iignilic.w.'iun de los números 

imaginarios.

§• 7 8 .

Aplicación de los signos algebráicos á la geometría.

1° Sea P X  [fig. 2] una linca recta, por un lado ilimitada des
de el origen P, que se supone oomo un punto fijo, y ademas sen
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M un punto movible, cuya distancia MP desdo el origen lia do 
determinarse. Tomando en dielia línea, desde el origen, parte» 
iguale» á la unidad absoluta, la misma linea P X  representará 
la serie de los números absolutos, espresándose cualquiera dis
tancia desde el origen por números absolutos. Hállanso tam
bién en la misma linea todos los quebrado» y número» irra
cionales posibles. Por esto, también la posición del punto moviblo 
M respecto al origen P  no se espresa sino por números absolutos. 
Si P¡VI=p, ol número absoluto p  dará la po lición de M.

2o En la misma línea PX [fig. 3] fijemos otro pnnto A, por 
cuyo intermedio la posición del punto movible M se determinar», 
midiendo la distancia PA = p  y después la distancia A JI=n, du 
modo q ue sea PJI=p-|-a. Corriendo el punto M al otro lado de 
A, que tenga la posición M', suponiendo asimismo AM '=a, 1» 
posición del punto moviblo se espresará por PM'—p—a. Luego 
las ecuaciones

} ( « )
P M = p  +  a 
P M '=  p — a

determinarán la posición del punto movible M respecto al origen 
P  y al punto fijo intermedio A, estando el punto moviblo la pri
mera vez á la derecha y la segunda vez á la izquierda do A. Pero 
para hacerse una idea exacta de la posición del punto moviblo, 
bastará un solo punto fijo, luego bastará solo el punto A, y 
puede prescindirse del origen primitivo P  y por consiguiente del 
número absoluto p, quo representa la distancia PA. Por medio 
de esta abstracción, no retenemos délas ecuaciones (a ) sino las 
cantidades -)-a y •—a, y sábese que -j-a espresa la posición del 
punto M á la derecha del nuevo origen A en la distancia a, y que 
—a espresa su posición á la izquierda del mismo origen en la mis
ma distancia absoluta a.

Ahora poniendo x = +  a, la cantidad x representará cual
quiera posición de M en la línea X X ', ilimitada por sus dos la
dos, tomando a todos los valores absolutos desde cero hasta in
finito, y será x  positiva, cuando M se halla á derecha, y será x  
negativa, cuando II está á izquierda del origen A.

La cantidad x  es un número verdaderamente algébrico, y so 
llama la abscisa del punto movible M. La linea X X ' se dice eje 
de las abscisas.

Espresando los signos -j- y —, por su origen, un aumento ó 
una disminución, ahora ya podrán espresar posiciones geométrica» 
opuestas y serán signos de posición.

Tomando en la línea X X ' [fig. 4], desde el origen A, por uno 
y otro lado, partes que sean iguales á la unidad, la parte AX de 
la linea tendrá todos los números positivos, y la parte AX'todo; 
los negativos. Los números algébricos, así - situados sobre XX', 
pueden considerarse ya como distancias desde A, tomándolas en 
rara ú otra posición opuesta, ya como puntos que tienen luga-
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res distintos sobre X X ' y que terminan aquellas distancias. Llá
mase X X ' línea de los números algébricos ó realas.

§. 79 .

Los números imaginarios.

1* En la línea X X ' de los números reales [fig. 5] tómese 
AB = A C  =  X en los dos brazos opuestos AX y AX' de la línea y 
desde el origen A; descríbase un círculo sobre el diámetro BC y 
tírese por el origen A la perpendicular YA'. Sábese por la geo
metría, que la parte interceptada AD de la perpendicular es 
la media proporcional entre los segmentos AG y AB del diámetro, 
cualesquiera que sean estos. Pero no solamente atendido el valor 
absoluto, sino también respecto á la posición, AD será la media pro
porcional entre AC y AB. Pues, tirando desde el origen varias 
rectas AM, AN, AP, unas tendrán mas inclinación hácia AC, 
otras hácia'AB, y por consiguiente unas tendrán mas oposición á 
AB, otras á AC. Solo la perpendicular AY no tiene ni inclinación 
ni oposición respecto á AC y AB. Por el contrario, cuando va 
adelantándose en la circunferencia del círculo desde C basta D, 
y después desde D hasta B, el movimiento angular será el mis
mo y en el mismo sentido. Luego: la posición de A C es á la posi
ción de AD, como la posición de ADe sá  la posición de AB. Por con
siguiente será .verdadera la proporción:

A C :A D = A D :A B
y no solamente respecto al valor absoluto do ostas cantidades, 
sino también respecto á la posición. Cuando las reglas del algebra 
se aplican á esta nueva especie do proporción, so tondrá

AD =  y'ATCTAB
Pero AC =  + 1 ,  AB =  —1, luego AC. AB = + 1 .  —1 = —1 

y por consiguiente

AD =  y '— 1 (a )
L a longitud de AD es, como la do AC y AB, igual á la uni

dad, de donde:
La unidad imaginaria y '— 1 designa una unidad que se toma 

desde el origen, en la dirección que es perpendicular á la serie primi
tiva ó algébrica.

2? Tomando en la línea perpendicular YY' [fig. G] desdo el 
origen N, á uno y otro lado, distancias iguales á 1 ,2 , 3 , 1 . . . .  
tendremos la serie de los números imaginarios

i . • ■ ■—di, -—2i, r-—i, o, -[-i, 2i, 3 i. . . .  -"I- 3o i
Como los brazos AY y AY' do YY' son opuestos uno á otro, 

por las razones del § precedente, uno do ellos contendrá los mt-

Á
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moros imaginarios positivos, y el otro los números imaginarios
negativos.

So infiero que los números

-l-n, —n, -(~nV—57 —ny/ — 1

tienen distancias iguales desdo el origen A ó el punto coro, dis
tancias que so espresan por el número absoluto n, y quo unos 
do otros no se diferencian sino por la posición quo so indica por 
el signo. Luego como los signos -)- y — son signos do posición,

así también y '— 1 será un signo deposición.

3? Desde el origen A, en la línea X X ' [fig. 7J, sen AB = —X 
y A C = 4 -n 2, y se sacará

AC:AD =  AD:AB

AD =  \/AC 7AB =  ¿ ■ — 1 ó bien

AD =  v c r üT (/3)
Pero el valor absoluto de AD es vi, luego como número ima

ginario será ____
AD =  n y '—1 (y )

y tenemos por medio de estas dos últimas ecuaciones

y/—n2 = n v '— 1 ■ ( í )
es decir:

Una raíz cuadrada de un número negativo es una cantidad 
imaginaria. Ademas so deduce:

Toda raíz cuadrada de un número negativo puede representar
se en forma de un producto, que tiene por factores la unidad ima
ginaria y la raiz cuadrada de la cantidad subradical, considerán
dola como absoluta.

Llámase esta forma, forma reducida. De donde será:

V - 4 = 2 v / - i ;  V - I ü = 4 V - i ;  = |  V - i
Para no equivocarse conviene siempre escribir todas las mi

ces cuadradas de números negativos en la forma reducida, ántes 
de efectuar con ellas operaciones algébricas, cualesquiera que 
sean.

La línea Y Y' se llama la línea de los números imaginarios. Los 
números reales ó imaginarios en común toman el nombre de nú
meros laterales, pues los unos se encuentran al lado de los otros.

Así +a\/-—1 será el número lateral correspondiente de +  a, y

+ 6  el número lateral que corresponde á + b y /— 1 .

- 1 9 6 -
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§ .  80 .

Operaciones algébricas con los números imaginarios.

En la cantidad imaginaria ny/—1 debe considerarse y /— 1 
como un signo deposición [§ 79 N° 2n] ; siuembargo, respecto al 
cálenlo, este signo se tieno completamente como una cantidad, 
lo que se demuestra fácilmente.

I. Adición y sustracción. 8 unidades imaginarias, mas 5 uni
dades imaginarias son 8—5 unidades imaginarias:

8y/—r + 5 y / = T =  (8 + 5 ) y —T  
Asi mismo 8 unidades imaginarias menos 5 unidades imagi

narias son 8—5 unidades imaginarias:

8 + — 1 — 5 + —1 =  (8—5) V — 1 
En general

ay/ — 1 +  by/ —1 =  (a+b) y /—1 

ay/ — 1 — by/ — 1 =  (a—b) y /— 1
( o )

Regla : E n la adición ó sustracción de las cantidades imaginarias 
( reducidas) se suman ó restan sus factores reales, escribiendo después 
la unidad imaginaria una sola vez.

II. Multiplicación.
a ) Por la unidad imaginaria. Multiplicar el número + a  por

y /— 1, es formar de a un número de la misma manera que y /—1

está formada de la unidad entera y absoluta. Pero y/— 1 se for
ma de la unidad entera y absoluta, haciéndola positiva y después 
tomando el número lateral correspondiente en el brazo positivo 
AY de la línea YY' que está perpendicular sobro la línea real 
X X ' en el punto A [fig. 8], Luego tomaremos de la misma ma
nera la cantidad a, harémosla positiva, es decir, tomarémosla en 
la dirección primitiva desde el punto A y después buscaremos el 
número lateral correspondiente en el mismo brazo AY, que nosYlará

+  a y/—1; luego será
+  a X  V — 1 =  + a y / —  1

De donde se saca que multiplicar por y /—1 es efectuar un 
movimiento angular por un ángulo recto en la dirección desde AX 
hasta AY, dirección que es opuesta al movimiento do la manecilla de 
un reloj. Este movimiento angular desde AX hacia AY, AX', AY'

i
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bc dice positivo. ___
Cuando tenemos qtfe formar el producto do -\-a por — y/— 1.

so debe observar, que —y/—1 ostá formada do la unidad entera 
y absoluta, tomándola primeramente como unidad positiva on ol 
brazo AX de los números reñios y después buscando el número 
lateral correspondiente en ol brazo AY' do los números imagina

rios que e s — y/— 1 y se obtiene por un movimiento angular ne
gativo, partiendo desdo AX en la dirección AY'. Por consiguiente 
tomando en AX el número -)-a, se buscará en la misma dirección 
negativa el número lateral correspondiente sobro AY' y so en

cuentra —ay/—1; luego será

+ »  X  — V—F =  — «V“
So saca, que multiplicar p or— y"— 1 08 efectuar un movi

miento angular negativo por un ángulo recto.
Del mismo modo será

—a X  +  V—1 =  — W — 1

—a X  —v/—1"= +  ay/— 1 _
pues tomando —a en AX', por un movimiento positivo quo indica

el primer multiplicador -{-y /—1, se tendrá el número lateral cor
respondiente sobre AY', y por un movimiento negativo, que indica

el segundo multiplicador —y/—1, se sacará el número lateral cor
respondiente sobre AY.

En todos estos cuatro casos, el resultado de la multiplicación 
completamente es el que se sigue según las reglas del Algebra ya 
conocidas.

Finalmente tendremos

+ w —r x  + V '—T =  — a 

+ a y / ~ X - V ' = r =  +  n 

- a y / = T X  + y / = r =  X  a 

- a y / = r X  - y / = r = - a

Pues partiendo desde el número imaginario -f-ny1— l, que 
está sobre AY, por un movimiento angular positivo se obtiene co
mo número lateral correspondiste la cantidad —a, y por un mo
vimiento angular negativo la cantidad -j-a. Dos dos viltimos ca

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



—199—

sos se siguen de semejante modo.
Los mismos resultados se hallarán, aplionndo las reglas del 

Algebra, aunquo por sí mismo no sea permitido el aplicarlas-Por 
estas será por ejemplo

*
—a V ^ T X  —‘V—T =  +  » (V—F;2=  +  a■ — 1 =  — a

/3) Por un número imaginario cualquiera. Multiplicar el núme

ro -f-a por +  b\/— 1 es formar de-f-a un nuevo níimoro de la 

misma manera que + b \ /—1 está formado Je la unidad entera y

absoluta. Pero para formar + b \ /— 1, primeramente en AX so po
ne la unidad desde el punto A, b veces como sumando y después so 
busca el número lateral correspondiente por un movimiento an
gular positivo 6 negativo, es decir, primeramente se multiplica por 
b y después por i :\ / — 1. Luego será:

+ a  X  ±  b V = T =  +  a X  b X  ±VẐ

=  -|- ab X  ¿  V—1 =  +ab\/— 1
Del mismo modo se saca:

—a X  ±  W ~  =  — a X  X  ±  =  -T-

-)-a v '—i  X —-1 =  -j-ab —1 X ázV— 1 = + ^  

—a \/—l X  ¿  >̂V'—1 =  — ab V—1 X  ¿  V—1 =  +  ab

Los mismos resultados se sacan por aplicación do las reglas 
del Algebra.

Gomo se ve, el producto de dos cantidades imaginarias es un núme
ro real.

La división es la inversión de la multiplicación y la formación 
de las potencias con esponentes enteros, es la multiplicación re
petida; por consiguiente:

La adición, sustracción, multiplicación, división y formación de 
las potencias con esponentes enteros, respecto á los números imagina
rios siguen las reglas conmines del Algebra.

II I  División. Los tres casos de la división se encuentran cu 
las ecuaciones

t>V—  1 _  » . /— r .  « V —T  _  a . a _  a . y----- r
b ~ b V ’ b y '= l b ’ by/ — l b V

las que son verdaderas, pues en cada una el cociento multiplica
do por el divisor reproduce el dividendo. De donde se saca:
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1° Un número imaginario queda dividido por Yin número reíd, 
dividiendo «1 factor real del primero por el segundo y multiplicando 
el resultado por la unidad imaginaria.

2* Un número imaginario queda dividido por otro imagina
rio, dividiendo el factor real del primero por el del segundo. El 
resultado es real.

3? Un número real queda dividido por un número imagina
rio, formando el cociente del primero por el factor real del se
gundo y multiplicando el resultado por la unidad imaginaria no- 
gativn.

En el último caso, para no equivocarse, la división se efectua
rá haciendo el denominador racional:

a ay^— a V— ay/ ^^l  ha /— —
+ b y /—1 =  + b ( V - l ) a =  + b .—1=  —b =  — I>V ~  1

a ay/— 1 ay /—1 ay/ -  1 , », / — —
—b y /^ l  — —btV—l ) 2 ~ —b .—1 — + b  ~  +  bV — 1

IV. Potencias con exponentes enteros. Para formar la segunda 
potencia de

i = v —1 (« )

debe multiplicarse y/ — 1 por y /— 1, os decir desde el punto 
-j-y/— 1 en AY [íig. 9] debe buscarse la cantidad lateral por un 
movimiento angular positivo, adelantándose por un cuadrante. La 
cantidad buscada será—1; luego

i 2 = ( v = r ) 2 = - i  (/»)

Para formar la tercera potencia i3, so multiplicará i2 por i,

ó bien —1 por y/— 1. El mismo movimiento angular positivo

desde —1, que está sobro AX', nos da — y/ —"F que está sobro 
A Y '; luego ____

i3= ( V - i ) 3= - V - i  (y)
L a cuarta potencia i ‘ = i 3 .i se sigue partiendo desde el pun

to — y/—1, cine está sobre AY', en la dirección positiva hasta AX; 
luego

i W - / - l ) ‘ =  +  l  _ , (d)
So ve que la 5*, 6*, 7“, 8 * . . . .  potencia serán iguales á la 1*, 

2“, 31 y 4*, repitiéndose la misma serie de los resultados cuando so 
continúa este procedimiento. En general tendremos

.__  i_
i ‘ ”= + l ;  i2°-*i =  +  y / _ 1; i<“̂ 2 =  — 1; y/—1

designando n un número entero cualquiera. Paes i 2“ designa
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q p i.i“ , y este número se busca, partiendo desde + 1  sobre AX 
y adelantándose por movimiento angular positivo por 4 n cuadran
tes ó bien por n circunferencias, lo que da constantemente el mis
mo número —)—1, de donde se parte. Ademas i 4nH“1 es igual á i4 .i

' -j- 1. i = ; y /— 1 &a. ____
Se infiere: Las potencias de y /—1 serán reales, cuando d  es- 

ponenle es un número par, pero las mismas serán imaginarias, cuan
do el espolíente es un número impar.

Un número imaginario ay/— 1 se eleva á una potencia, ele
vando á esta sus dos factores:

(a\/— 1 )3 =  a 3(y /— 1 )3 =  — a3y/^ -l 
Nota. Cuando debe efectuarse cualquier operación con núme

ros imaginarios, nunca se deben reducir á un signo los diferentes 
signos que están bajo de los signos radicales; conviene formar 
las potencias de las unidades imaginarias.

Así falso seria el cálculo:

ay/— 1. by/— 1. cy/ — 1 — abey/— 1. -—1. —1 =  abe y/ — 1 
pues tenemos

y /—1. —1 1  =  V ( — l p . - T  =  — 1. y / = F =  —y/—F  
por consiguiente el resultado debe ser —abey/—1. Este error no 
es posible, cuando se calcula con las potencias:

ay/ —  1. by/— 1. cy/ —  1 =  abe. (y/—  1 )

§• 81 .
Números oomplejos.

I o Un número compuesto de un sumando 
rio, se llama número complejo.

Así serán números oomplejos:

2 + 3 y /— 1, —5-j-3y/— 1, x + y y /—1 
En la línea X X ', [fig. 10] desde el origen A, tómese la distancia 

A P = x  y tírese la perpendicular I\M=y, El número complejo

x + y V —T"
sera representado por la posición del punto M sobre el plano X X ', 
YY', ó bien por la magnitud y posición de la resta AJI.

La posición de M será á la derecha ó izquierda do YY', se
gún quesea x  positiva ó negativa, y el mismo punto estará por 
encima ó por debajo de X X ', según que i j  sea positiva ó negativa.
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Para construir el número complejo —24-3 v '—l. se tomnrá 
AQ =  — 2 en la línea AX', y AS =  -)-3 en la línea AY, y tirando 
SN paralela á X X ', QX paralela á YY', la línea recta AN nos re
presentará el número complejo dado.

De semejante modo, cuando se toma A Q = — 2 y A S '= —3,

la recta AN' representará el número complejo —2—3V — 1. Dos

números complejos como —2-f-3\7—T y — 2 —3\/—i~que no so 
distinguen sino por el signo de la parte imaginaria, se dicen nú
meros conjugadas.

2? En el número complejo.

, x+ jV — 1
las cantidades reales x é y pueden tomar todos los valores po
sibles entre —oo y -j-ao ; luego el punto M puedo tener toda 
posición posible en el plano, que está determinado por las lineas 
X X ' é YY'.

El mismo número complejo es la espresion general de todos 
los números posibles que conocemos. Pues cuando es y= 0 , ten
dremos solamente x, es decir la espresion general do un número

real; y cuando es x = 0 , tendremos solamente y\/—1, lo que es 
la espresion general de un número imaginario. Ademas, si x = 0  
é */=0, el número complejo se convierte en cero.

3o En el número complejo u

x + y V —r  " ' 'li
la cantidad x  se llama /a parte real y la cantidad y\<<- 1 la parte 
imaginaria del mismo.

Las cantidades geométricas .re  y se llaman las coordenadas 
del punto M, siendo x  la abscisa é y la ordenada de M. Las rectas 
perpendiculares XX', YY' toman el nombre de ejes de las coordena
das y será X X ' el eje de las abscisas é YY' el eje de las ordenadas.

Como número real, x  será positivo ó negativo, según que P  
esté á la derecha ó á la izquierda del origen A.

L a ordenada y será positiva ó negativa, según que esté M

por encima ó por debajo de X X '; pues yy '—F"como parte imagi
naria, tendr á el signo ~¡- en el primer caso, y el signo — en el se
gundo.

El ángulo XAM, que el número complejo forma con AX pue
de ser mayor ó menor, según los valores diferentes de x  í  y, y 
mayor aúu que 1, 2 ó 3 rectos. Se mide este ángulo siempre des
de el brazo positivo AX de la línea real XX', y será positivo cuan
do se concibe formado por un movimientoiangular positivo de AM, 
en la dirección desde AX hasta AY, AX', A Y '.

Llámanse también los ángulos rectos XAY, YA X' X'AY',
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infiere que
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en el cuadrante | I | II | III IV
la abscisa a: es | -j- | — | — +
la ordenada y es | -)- | +  | — -

4® El número complejo tiene una doble espresion ó forma, es 
decir puede espresarse primeramente por las coordenadas x é y, 
y ademas por la magnitud y posición de la recta AM, ó lo que 
es lo mismo, por la magnitud de la recta ASÍ y el ángulo a  que 
forma con AX.

Como cantidad algébrica, el valor absoluto do AM se llama 
•módulo del número complejo, y como cantidad geométrica, se 
llama radio. Designando el módulo ó radio por r, el número com
plejo puede espresarse por el símbolo ra  , que se pronuncia: nú
mero complejo r  que tiene el ángulo a.

Luego la doble forma del número complejo estará contenida 
en la ecuación.

J-a = x + } V — 1 [I]

Cuando x  é y son dados, lo será también r , y cuando r es
conocido, lo serán también x  é y, y no puedo ser dudosa la po
sición de M.

Cualquiera que sea la posición del punto M, el radio AM 
siempre forma un triángulo rectángulo con x  é y, en donde AM 
es la hipotenusa, y x  é y son los catetos. Sábese por la geometría 
que el cuadrado sobre la hipotenusa siempre es igual á la suma 
de loa. cuadrados que se construyen sobre los dos catetos. Lue
go en ía hg. 10 será

AM2 =  A P2 +  PM 2 ó'bicn 
r 2 =  x 2 +  y 2

Por consiguiente el modulo del número complejo ó ol radio 
se tiene por la ecuación

r =  v/ P + P  [II]
Dos números complejos, como AM y AM' en la fig. 10, pue

den tener un mismo módulo ó radio, y sin embargo ser diferentes, 
á saber cuando el ángulo X A M = a del uno es diferente del ángu
lo XAM'— a ' del otro.

El número complejo se llama unidad compleja cuando el 
módulo ó radio es igual á la unidad. Suponiendo A M '=A M =1, 
una y otra de estas líneas representarán unidades complejas. Hay 
tantas unidades complejas diferentes, cuantos hay ángulos a  dis
tintos que aquellos pueden formar con la unidad positiva ó AX, 
es decir, hay infinites.
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§ •  82 .

Adición y sustracción de los números complejos.

I. Adición. So deduce inmediatamente do la definición do la 
adición en el § 1 y del § 80, quo

(a -f-b V —i r + ( a '+  b'V'— l j  =  (a + a ') +  (b + b ') y /—T  (1 ) 
es decir: dos números complejos quedan sumados uno cnn otro, aña
diendo separadamente lo parte real del uno á la parte real del otro y 
la parte imaginaria del uno á taparte imaginaria del otro.

El mismo resultado se saca do la significación do los númo-

ros compiojos. Sumar un númoro complejo a-j-b y—1 con otro

a'-j-b'-y/— 1, es adelantarse en el plano do los números, desdo el 
punto M determinado por el primer número, primeramente de la 
cantidad a' en la dirección real y después do la cantidad lí en la 
dirección imaginaria.

E jemm.o. Súmense los números complejos [fig. 11]:

AM =  2-j-3y/—T  

y A M '= — 4 T
Para efectuarlo, desde el punto M que está determinado por 

el primer número complejo, tómese primeramente MN =  — 4 en 
la dirección real (es decir paralela á X X ') y después desde N, la 
perpendicular N M ''=-(-l en la dirección imaginaria, y se/á

AM" =  A P " + P " l l " y /= T =  — 2 +  W ~ T" 
la suma buscada.

Se ve que los números dados AM y AM' son lados de un pa- 
ralelógramo AMM"M', en donde la suma buscada AM" es la dia
gonal.

La suma de dos números complejos generalmente es tam
bién un número complejo. Pero dos números conjugados dan
una suma real: ____ __

(a by/—1) +  (a—by/—1 ) = 2 a
II. Sustracción. De la definición de la sustracción se sigue

(a + b y /= T T -(a '+ b V = T 7  =  ( a -a ')  +  (b—b ')y /= T  (2)

pues, cuando el resultado (resto) se suma con el sustraendo, se 
produce el minuendo. De donde se saca la regla:

Para restar un número complejo de otro, se restan separada
mente las partes rea’es y partes imaginarias, en el orden en que deben 
restarse.
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El mismo resultado se tiene por construcción como se sigue:
E jemplo. Búsquese el resto do los números oomplcjos:

AM =  — 3-f-4y—I-  que es minuendo 

A M '= — 6—2\/—1 que es sustraeudo.

Desde el punto M [fig. 12] que termina el primer número, 
póngase MS =  A f '=  6 en la dirección real, pero opuesta á la 
de AP', y después SM"==P'M'=2 en la dirección imaginaria y 
también opuesta á P'M'. L a recta AM'' representa el resto busca

do = + 3 - H V = I T
Como se ve, el resto es un lado de un parnlelógrnmo, en don

de el minuendo es la diagonal y el sustraendo el otro lado.
Coeolaeio. Cuando dos números compi j -, son iguales, serán 

iguales separadamente las partes reales y las partes imaginarias 
de los mismos.

Si a-f-by'— 1 =  a'-f-b 'y—1 será)
a =  a' y b =  b' J w

En efecto, si los números dados son iguales, el resto debe 
ser igual á cero; luego será

(a—a') -f- (b—b') y — 1 =  0
Para que el primer miembro, que tiene la forma de un nú

mero complejo, sea verdaderamente igual á cero, se necesita que 
la parte real y la parte imaginaria á un tiempo sean iguales á 
cero; luego tenemos a—a '= 0  y b—b '= 0  ó bien a = a ' y b = b '.

§. 83 .

Multiplicación de los números complejos.

Deben distinguirse diferentes casos según la naturaleza del 
multiplicador.

I  Caso: un uúmero com plejo y un número real.
Cuando el multiplicador c en un númerd real y entero, según 

la definición general de la multiplicación tiene:

(a-j-by — 1) X  +  o

=  +  ( a + b y — 1) -f- (a -j-b y —1) -f------c veces

=  +  (a +a-f-a-|-. . .  c veces) -(- (b-(-b-j-b-f-. . . c veces) y/—l

=  +  a c + b c y — X
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(¡i +by/^T) X  — 0

=  — (a+ by/—Í T -  (a-f-by/—T 7 -- • • -c voces

=  — no — bey/—.1 
Luego

( a - f - b y / — 1 ;  X  +  c  =  - f -  s e  +  ^ c y / — f

(a-f-by/ —Í J  X  —• c =  — ac — b cy /~ r
resultado que so forma según las reglas comunes del Algobra. 

Por inversión se deduce:

a c + W - l _ ==a_hbV- r

_ a - ]-b  y/—T

( 6 )

Las ecuaciones (4) y (5) contienon la regla:
Un número complejo queda multiplicado ó dividido por un nú

mero real, cuando ee multiplica ó divide cada una de, lew partee det 
primero por el último.

Esta regla es verdadera también cuando el multiplicador c 
es un quebrado =  5 Í. Pues según la definición do la multipli
cación tenemos

(a-f-by/—1) .2 1 =  m = ( ?+  J  y /—í) ■ m

am , bm ,— p  m , , m ¡— p , x
n 1 n v - n 1 n r '

Y por inversión se tiene
m , , m ,— p  a .— hb. — y/—1 n 1 n v____

m
n

a -f-b y/ —1
(/»)

Estas ecuaciones (« )  y ((i) son las primeras en (4) y (5', 
solo se tiene un quebrado en lugar del número entero c.

La misma multiplicación se efectúa fácilmente por cons
trucción.

E jf .uflo. Multipliqúese el número — 1 +  2y/—1 por + 3 .  Pa
ra efectuarlo (fig. 13], prolongúese la línea AM que representa el 
número complejo dado, de manera que AM' sea =  3AM, y AM' 
será el resultado buscado. En efecto, tenemos A P '=  3AP y 
P'M '=3PM ; luego el resultado es:
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A I-'+ I-'M V —•1 = 3 A P + 3 I Ji r v — 1 =  3 (A 1 '+ r:\JV — 1)

— 3 +  Gv/—1 =  3 (— 1 + 2 V —Tj

El mismo número — 1—J-2\/— 1 se multiplicará por —3, to
mando primeramente en la dirección opuesta AN=AM y después 
AM "=3AN.

Tendremos el mismo resultado, cuando se cambia el orden 
de los factores, es decir, tenemos

_(a+ b v /— 1) . c = c .  (a-j-by'—T) ____  (y )
El primer miembro nos da el resultado ae-(- bc\/—1. En el 

segundo, conforme á la definición general de la multiplicación, 
de c lia de formarse un nuevo número do la misma manera que

a-j-b\/— 1 está formado de la unidad entera y absoluta. Pero

para formar a-j-b\/—1 de dicha unidad, se la toma primeramente 
a veces y después b veces como sumando (ó sustraendo según el 
signo de a y b) y las segundas veces en sentido lateral. Luego 
tomaremos el multiplicando c como unidad primeramente a veces 
y después b veces como sumando y las últimas veces en sentido 
lateral, lo que es en forma algébrica

e(ad-b\/— 1) = c . a - j - c . b .\ / ^ T =  ac -(-boy'— 1 
el mismo resultado que arriba.

Corolario 1. Cuando r  es el módulo de n-j-b\/—1, será
£ - í - J y = r  (d)

la unidad compleja correspondiente, es decir, la unidad compleja que 
forma con A X  el mismo ángulo que el número complejo dado.

En efecto, la espresion (ti) es primeramente una unidad com
pleja; pues para el módulo r'd e  (6) tenemos f§81ult.] :

r '2 =  +  — de donde r '2 . r 2 =  a2 + b 3r ¿
Pero a2 + b 2 es el cuadrado del módulo del número a +  b\/— 1 

y por consiguiente igual á r 2, luego tenemos r '2 . r2= r 3 ó bien 
r '2= l  y r '= l ,  es decir, el módulo de (d) es la unidad y por con
siguiente (d) representa una unidad compleja.

Lo segundo, la unidad compleja (d) forma el misino ángulo 
con AX, que el número complejo dado. Pues so ve por la fig. 13, 
que el ángulo XAM no se muda, cuando el número complejo AM 
se multiplica por un número real. Pero tenemos

(í )

en donde la espresion (d) se multiplica por el número real 
r  y reproduce el número complejo dado. Luego ambos forman el 
mismo ángulo con AX.
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Coiioi.Aiuo 2. Tocio número complejo puede descomponerse 
en dos factores, uno de los cuales es real y el módulo del núme
ro complejo, !y el otro la unidad compleja correspondiente. En 
efecto la ecuación (e) nos suministra en orden invertido:

\  a  +  b V - l  =  r ( f + ! y - l )

en donde r==\/a'¿ -f-b*
Lo mismo fácilmente se deduce por la fíg. 14. Sea AM un 

número complejo y el valor absoluto de A M =r, de modo que ten
gamos ra — x+y v—1

Cuando A E = A N = 1, AN representará la unidad compleja 
correspondiente y será

=  p +
Los triángulos semejantes AMP y ANQ nos suministran la 

relación x :p  =  AM:AN =  r : l ,  de donde x =  r.p , y ademas 
y : q = r : 1 de donde y= rq  Cuando estos valores so sustituyen 
en la primera ecuación de arriba, se infiero

*a  =  r P + r  • W —  1 =  r (p +  q V — T) =  r .
lo que dice nuestro corolario.

II Caso- Multiplicación de una unidad compleja por una uni
dad imaginaria.

I o Multiplicar la unidad compleja p-j-qy'—1 por la unidad 
imaginaria i, según la definición general, es formar de la pri
mera un nuevo número de la misma manera que la segunda 
está formada de la unidad entera y absoluta. Pero para formar 
la unidad imaginaria, primeramente so toma la unidad entera 
y absoluta como positiva =  AE — i  [fig. 15], y después so
adelanta por un movimiento angular positivo de un cuadrante, 
buscando el número lateral correspondiente que es AF =  -]-i. 
Luego para formar el producto buscado, se toma como unidad

el multiplicando p + q V —1, que se representa por AM, y por 
un movimiento angular positivo, adelantándose de un cuadrante, 
se busca el número lateral correspondiente. Este será AM', su
poniendo que AM' sea perpendicular á AM y ademas su lon
gitud igual á la de AM. Por consiguiente AM' representará 
el producto buscado y se ve, que el ángulo EAM', que forma el 
producto con la unidad positiva AE, es igual á a-j-90°, es decir, 
igual á la suma del ángulo a, que forma el multiplicando AM, y 
del ánguio 90°, que forma el multiplicador, con la misma unidad 
positiva AE,

2? Tendremos completamente el mismo resultado, cuando
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V - l  se supone como multiplicando, y p + q v"—1 como multi
plicador. Pues para formar la unidad compleja AM de la unidad 
entera AE, se adelanta desde esta línea por un movimiento an
gular positivo. de un ángulo TI AM—o que es conocido por las can
tidades p y q, quedando el valor absoluto do AM igual á el de 
AE. Luego tomando A F = i como unidad, debe adelantrso desdo 
AF por un movimiento angular positivo de un mismo ángulo 
FAAI'=ff, quedando por su valor absoluto A M '= A F= 1. Será 
AM' el producto buscado, y el mismo quo arriba, pues tenemos 
igualmente el ángulo E  AM'— o--j-90°.

Se infiere: el producto no varía de valor, caniliándoso el or
den de los dos factores dados.

3o Puede efectuarso la misma multiplicación también de

otra manera. Cuando p +  q\/—J- se toma como multiplicador, 
debe observarse quo está ñamado de la unidad entera y absolu
ta, tomando esta primeramente p veces y después q veces como 
sumando (ó sustraendo según el signo) y las últimas veces en 
sentido lateral. En forma algébrica esta operación se escribe:

V — i X d ’ + q v '—1) =  V — I X  P + V '— ■1 X < i X V - i

Efectuando el calculo según las reglas sobro los números ima
ginarios, so saca el resultado py"—1 — q, ó bien tenemos

V - i  X  (p + q v ' - i )  =  ( p + q v '- O  X  v — 1 = —q + p V —* (C)

4o Cuando tenemos la unidad imaginaria negativa en lugar 
de la positiva, el resultado so deduce por un semojanto pro
cedimiento, pero para el X o 1" el movimiento angular sucederá 
en sentido negativo. Luego el producto buscado so representa
rá por AM", cantidad que es igual pero opuesta á AM' y se tendrá:

— V —t~ X (p+ q v'—íJ  =  (p H V 7 i) X  - v  1 =  t-q—p v '— i
(7 )

III. Caso: los dos factores sean unidades complejas.
»Sean los factores [fig. 10 ¡

1? »Según la definición general de la multiplicación debo for
marse de AM un nuevo número de la misma manera que AM' 
está1 formado de la unidad entera y absoluta ó bien de AE. Pero 
AM7 solo se distingue de AE por la posición, y para encontrar 
AM', desde AE debo adelantarse de un ángulo a  que se deter
mina por p' y q'. Luego para formar el producto buscado so
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toma AM oomo unidad y se adolanta por un ángulo MAM'' que es 
igual al ángulo EA M '=a', quedando la longitud de AM" la mis
ma que la de AM. Por consiguiente el radio AM" representa el 
p.oducto buscado.

Se ve que el ángulo EAM" es igual á la suma do los ángulos 
a y a '  que los factores forman con AE. Luego puede escribirse:

W  =  V  • w

es decir: él producto de dos unidades complejas que tienen los án
gulos a  y a' es igual á otra unidad compleja que tiene por ángulo la 
suma a-\-<é de los ángulos de los factores.

Es evidente que el producto no cambia de valor, cuando se 
cambia el orden do los factores.

2? Hemos aplicado la definición general á los primeros 
miembros de (a ); abora aplicaremos á los segundos.

Para formar el multiplicador p'-|-q'-\/—1 do la unidad, so 
la toma primeramente p'veces y después q'veces como sumando, y 
se añaden los últimos sumandos como cantidades laterales. Lue
go haremos lo mismo con el multiplicando AM, tomándolo como 
unidad y poniéndolo primeramente p' veces y después q' veces 
como sumando y las ultimas vetes en sentido lateral. Escríbese 
esta operación en forma algébrica:

AM X  (p '+ q V = I )  =  A M .p '+ A M .q 'V —1 (b)

El primer término del segundo miembro AM. p' tiene nr. va
lor absoluto = p ', pues el valor absoluto de AM es la unidad. 
Luego AM.p' se representa por AQ, cuando en la línea AM so 
toma A Q =A P'=p'. El segundo término del segundo miembro

tiene los factores AM.q' y \f—-T7 Pero el valor absoluto do 
AM.q' es= q ', teniendo AM el valor absoluto 1; luego para cons
truir AM. q'. \/—1, se debe poner A T=q' en dirección lateral 
de AM. Ahora el segundo miembro de (b) será la diagonal AM" 
del paralelógramo AQM"T, que se construye sobre los lados AQ 
y AT con el ángulo interceptado TAQ que es un ángulo recto. 
So sigue que AM" es el producto buscado.

El triángulo M"QA es congruente al triángulo AM'P'; lue
go será la longitud de AM" igual á la longitud de AM' ó bien 
igual á la unidad, y será ademas el ángulo MAM" igual al ángu
lo EAM '=e/, por consiguiente el ángulo XAM" igual á la suma 
de los ángulos a y a '  que tienen los factores.

Tenemos el mismo resultado que está arriba en (8 ); pues 
el producto AM" es verdaderamente una unidad compleja que 
tieno el ángulo a-\-a'.

3? Pongas3 en (b )p + q y '—1 en luga? de AM, y se tendrá
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(p+qt/—i) • (p'+qV—i)=(p+qv"—i) p'+Íp+qV—i) q 'V —i
y aplicando el I  y II  caso de este parágrafo, se sacará

(p+qv/=rIT- (p '+qv—i)=pp'fqpV—i+(pq'+qqV—1; ■ V ~ i

luego
=pp'+qpV—■1 +pqV — i — qq'

(p + q V —i) • (p '+  q V —i ) = (p p -—qq') +  (pq'+ qp') V - - 1 (9)
resultado que es conforme á las reglas comunes del Álgebra.

IV. Caso: los dos fac to res  sean números complejos cualesquiera.
Sean dados como factores [fig. 17]:

A M = r = x + y \ / —1 como multiplicando \
i  (c)

A M '=r' jssx'-f-y'y.— 1 como multiplicador )
17 Según la definición general de la multiplicación do r  ha 

de formarse un nuevo número de la misma manera que r' a , se
ha formado de la unidad entera y absoluta, ó bien do la unidad 
entera y positiva AE. Pero P , que se representa por AM', tie
ne un valor absoluto = r '  y forma con AE el ángulo a’. De don
de aplicando la misma definición general de la multiplicación:

1) lo que pertenece á los valores absolutos, el producto AM" 
so sacará de la proporción

A M ":A M =A M ':A E (d)
2) lo que pertenece á la posición, debo ser la posición do 

AM" á la posición de AM como es la posición de AM' á la posi
ción de AE, ó bien en otras palabras, AM" debo formar con AM 
el mismo ángulo a’ que forma AM' con AE.

Luego para construir el producto buscado AM", se constru
ye un triángulo MAM" que es semejanto al triángulo EAM , ha
ciendo el ángulo MAM" igual al ángulo E A M '= a' y tomándolo 
por el mismo movimiento positivo [ó negativo].

Designando AM" ’por r", la proporción (d) nos suministra 
r " :r = r ' : l ,  de donde r " = r .r ' ,  y tenérnosla ecuación

a" ' 1 ^a-\-a' ( 1 0 )a  ‘ d~
en palabras: E l  producto d e dos números com plejos es un número 
complejo, cuyo m ódulo es igual al producto de los m ódulos, y cuyo 
ángulo es igual á  la suma de los ángulos de los factores.

2? Apliqúese ahora la misma definición general do la multi
plicación á los segundos mieml ros do [c], y veremos que se 
tiene el mismo resultado. Esci ¡hiendo AM en lugar del primor 
factor, se deduce completamente como cu el II cuso:

AM .(x'-f- y 'y —i) =  AM. i'-fA M .y '. y/— 1 r«i
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Sea ahora
AQ : AM =  i '  : 1 
QM":AM =  y ': l

y será AQ=AM . x', QM”= A M . y'. Luego para oonstmir el so- 
guudo miembro do [o], se tira AM'' como hipotenusa dol trián
gulo rectángulo, cuyos catetos son AQ y QM''. Este triángulo os 
somejanto al triángulo AP'M', pues

ó bien
AM y =  AM se sigue ^ 7- =  

A Q :Q M "=x':y'

QM"
y'

y los ángulos interceptados son rectos. Luego será también AM": 
AM '=AQ: x '=A M : 1 o bien r ' ' : r '= r : l  y r " = r .r ' .  Ademas, el án
gulo QAM" es igual al ángulo XAM' =  a', luego el ángulo 
X A M "= a-f a'. Por consiguiente el resultado en [e] es un número 
complejo, ouyo módulo es = r . r '  y cuyo ángulo es = « -)-« ', co
mo arriba.—La oonstruocion sobre AM será siompre semejante 
á la construcción sobre AE, cualesquiera que sean los ángulos 
a y a ' ,  menores ó mayores que 90°, positivos ó negativos. Es una 
consecuencia necesaria de la definición de la multiplicación.

3o Escríbase finalmente en (e) x-j-y \/— 1 en lugar de AM, y 
tendremos

( x+ y v ' =rIT  ( x '+ y V — l ) = ( s + y V — :1) ■ x ' + í x - f y V — • V —1 
= x x '+  yx V — 1 +  xy V — 1 —  yy'

ó bien

( x + j V —1) ( x ' + y V - : 1);— (xx'—yy')-H xy'+yx')v/ —1 (U )

resultado que se forma perfectamente según las reglas del Ál
gebra y no varía do valor, cuando so oambia el orden de los 
factores. Lo mismo se ve por comparación déla fig. 18 con la fig. 17. 

Esto caso oontiene las precedentes como casos particulares.

V. Caso -.vanos factores complejos.
Por el I  casa corol. 2o tenemos las ecuaciones

r« =  r l a

y p ^ - xp

rV = r" - V

luego por multiplicación se sacará
1 a ■rP  y

,= ( r .r ' . r ” . . . ) . l \n .1
P  y
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Pero [eeuac. (8)]:
^a  ' ̂  f i ^a-(- fi

1 . 1 n  • 1 -----  1 i n . 1 -----  1 i n  i &U.a  fi  y  a -Y  fi  y  a + f i - h y

1 . 1 . . 1  . . . . =  1 , R , (12)a  fi y a+ fi-Y y ----- v ‘

a  fi  y  ' a-\-fi-\-y...

X .x'„.x"  ___ = ( r . r ' . r ' ' . „  . (13)a  fi y 1 ' ot-\-fi-y y . . .. v '

luego será 

ó bien

es decir: E l producto de varios números complejos es un número 
complejo, cuyo módulo es el producto délos módulos, y cuyo ángulo es 
la suma de los ángulos de los factores.

Cuando todos los factores son unidades, el producto será 
también uua unidad compleja; pues para r = r ' = r ' ' = . . .  .= 1 ,  do 
(13) se obtiene la ecuación (12). Para construir este producto 
de diferentes unidades complejas, en el círculo ffig. 19] que tie
ne por radio la unidad, desde AE se ponen uno después del otro 
los ángulos a, fi, y , S . . . .  El último radio representa el producto.

Generalmente se efectúa la multiplicación do varios faotores 
complejos por cálculo. Así será

(2+ 3v/—ry (i+2v/=iy (2—sv'^ t í = + 1 3  +  20 

( 1 - V = T 7 ( i - i V = í ) .  ( 2 + V = í )  ( 2 + 2 V /- 1 T = 1 0

Divisrox Se aplican las reglas comunes del Algebra á la mul
tiplicación, luego se aplicarán también á la división, pues esta 
no es sino la inversión de la primera.

Una división por un número complejo se efectúa, haciendo 
el divisor real. Así será:

a-J-by/— 1  (a—(—b y/—l)(a '—b'y/—1)  na'-j-bb* . a'b—ab'
a'-f-b'V—1 (a '-fb V —l)(a '—b V — 1) a ''- ( -b '^ a ^ + b '»

2 + 3 i _  (2+ 3i)2  4-j-12i—9  5 1 12 ;
2—3i (2—3i) (2 + 3 i)  13 ' 13

V - Ï
(14)

Un cociento de dos numéros complejos tiene tambion la for
ma general de un numero complejo.
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§. 84.

Potencias de un número complejo.

En la ecuación (13) del § precedente sea r '= r " = r ' " = ___= r ,
a = a " = a ' ' = . . . .— a  y ademas el número de los factoros = n ,
y se saca:

r«  Ta r a  • • ••n veces=  ( r .r .r .  .n veces) a + a + a  n V0ces

(r« > " = ( r° U  (15>
en palabras: La nsima potencia de un número complejo que tiene el 
módulo r  y el ángulo a, es un número complejo que tiene por módu
lo la n8Íma potencia de r y por ángtdo na.

Cuando r = l ,  tenemos
( V ° = 1 n « <16)

es decir: La nsimi1 potencia de una unidad compleja que tiene el án
gulo a, es una unidad compleja que tiene por ángulo na.

En la fig. 20 sean los ángulos ISAM,, M,AM2, 5I2AM3 . . .  
todos iguales entre sí, y los radios AM¡, AM2, AM3 . . .  .AM , re
presentarán la 1 ?, 2*, 3‘ ,. ..7*potencia de launidad complejaAM(. 

E jemplo. Búsquese la 5“ potencia de 
1 i 1  / — r

V2 + 7 2 V  ■1
A. Por cálculo:

( ^2+ 7 2 2 ^  i  +  2 4 V / - T - 1  =  + V = T  

(7 2 +  =  ( +  =  - 1

(7 2 +  = - x
B. Por construcción. El número dado es una unidad com

pleja que tiene el ángulo 45°. Pues 1) el módulo es

r =  / (

y 2) por los signos de la parte real é imaginaria del mismo nú
mero se ve, que pertenece al I  cuadrante. Luego representándo
se por AN,, [fig. 21], será A P =  ^72 = P N (, y por consiguiente el 
ángulo EAN ,= 4 3 ° .

Tírense ahora los diámetros EN 4, N fN s, N2N 8, N 3N , de 
de manera que formen entre sí los ángulos = 4 5 ° , y las poten
cias consecutivas del número propuesto serán:

— 214—
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AN, =  ( ^ + ^ 2 i)' =  +  ̂ + V ?

AN2 =  =  "*" 1  ]

ANs =  (7 2 + V 2l)3 ,=  ~  V ^ + Á /21 

AN4= ( ^ 2 + ^ ) * = - l  

ANa =  ( ^ ¡ ^ V á 1*’ =  _  \ ñ  ~  v a 1 

a n 6 = (^ 7 2 + {7 2 i)a = — v '= r

AN, =  (v72+^72i)7 = +  {72 — V21

ANS =  ( ^ 2+ 7 2 ,)S ==+ 1

Se leen inmediatamente los resultados en la figura, pues to
dos los triángulos son congruentes é isósceles, y los signos do 
la parte real é imaginaria de cada unidad se determinan por la 
posición de las líneas respectivas.

L a  9a, 10a. 11a___ potencia serán iguales á la I a, 2a, 8a. . . . ,
cuyos valores se repiten constantemente.

§. 85.

Eaicesdelos números complejos.

En la ecuac. (15) del § precedente 

' a  ' ' 'na
póngase a :n  en lugar de a ; se tendrá

( r  )" =  ( r*) v <*:n ’ ' 'a
y cuando se estrae la raiz del grado n

Sea r*=H , luego r= \ /lt ,  y tendremos finalmente

V K a =  (VHja;n (17)
es decir: la nsilEa raiz de un núm ero complejo que tiene el módulo R 
y el ángulo a, cu un número complejo que (ienepor màdido la 
raiz] de R y por ángulo la nsima piarte de a.

Cuando R = l ,  la ecuación anterior se convierte en
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V '1« “ 1«:.»  <18>
en palabras la n,ima raíz de una unidad compleja que tiene el ángulo 
« , es una unidad compleja que tiene por ángulo la n“imi* parte de a.

Sea AM [fig. 22] una unidad compleja que tiene el ángulo 
E A )I= ff, y el arco EN la n8im* parte del arco EFM , y AN re
presentará la n8ima raiz de AM.

La ecuación (18) enuncia, que el ángulo que la unidad dada 
forma con AE, debe partirse por n, Pero este ángulo, como os 
= « ,  puede ser también = 3 6 0 ° + « ,  2 .3 6 0 °+ « , 3 .3 6 0 ° + « . . . ;  
pues el radio AM, al girar abrededor del centro A, puede tomar 
la misma posición AM repetidas veces, siempre que ha acabado 
de nuevo la circunferencia ó 360°. Luego tendremos varios valo
res de la «sima ra¡z> dividiendo los ángulos

or, 1 .3 6 0 ° + « ; 2 .3 6 0 ° + « ;  3 .3 6 0 ° + « ; . . . .
por n y determinando las unidades complejas que con AE for
man los ángulos

« . 1 .3 6 0 °+ « . 2 .3 6 0 ° + « . 3 .3 6 0 °+ « ., (a)
n ’ u ’ n ’ n ’ ‘ '

Pero n es un número entero, y por consiguiente la continua
ción de la serie (a) seria:

n . 3 6 0 ° + «  ( n + l ) .3 6 0 ° + « . (n + 2 ) .3 6 0 ° + a
n ’ n ’ n . . . . .

2n.360° +  « . (2 n + l ) .3 6 0 ° + « .  (2n +2).3G 0°+ « .
n ’ n ’ n ’

3n .3 6 0 °+ « . (3 n + l) .3 6 0 ° + « . (3 n + 2 ) .3 6 0 ° + a .
n ’ n ’ n . . . . .

&a. &a, &a.
y estas series no son sino la serie (a), aumentados los ángulos de 
1.360°, 2.360°, 3 .3 6 0 ° . . . . ,  como so vo después do hecha la re
ducción.

Pero una unidad compleja que tiene el ángulo ft es la 
misma que la que tieno el ángulo 36 0 °+ /? , 2.360° + /? ,  
3 .3 6 0 ° + / ? . . . . ;  pues después de haber acabado Tuna circun
ferencia entera, la posición de su radio es completamente la 
misma que ántes. De donde se infiere, que las unidados com
plejas que tienen los ángulos de (a), son las mismas quo tienen 
los ángulos de las últimas series, y por estas no se determinan 
nuevas. Luego los diferentes valores de la nsima raiz que se bus
can, están todos contenidos en la serie (a) que termina con
(n— lj ■ 3 6 0 + « . pUea (,s^, [¿rinnio precede al primero de la serie

siguiente. Concluimos: todos los diferentes valores d elan 9ima 
raiz que quieren determinarse, se hallarán por los ángulos:
" ;  - . 3 6 0 ° + " ;  ? .360° +  -.360° +  .360° +  — (b)

Todos estos ángulos son diferentes uno de otro, y el máxi-
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mo es menor que 360°—|— cuya unidad es la misma que la de ^
y la primera que pueda repetirse. De donde se sigue que todas 
las unidades complejas que pertenecen á los ángulos ele la serie 
(b) son diferentes una de otra.

Finalmente, la serie (b) contiene n términos, y como estos 
nos dan cada uno un valor de la /?sima raíz, y ademas todos los 
posibles y todos diferentes unos de otros, podemos establecer este 
teorema muy notable:

La nsima rttiz de cualquier unidad compleja siempre tiene n
mas ni menos que n valores diferentes.
E jem plo . Para hallar la GM raiz de la unidad compleja AM 

[fig. 23 (a)], la serie (b) nos suministra para n=G, los ángulos
- ;  G0° 4 -  —: 2 .G0° +  — ; U.G0°-j- 4.G0° +  " ;  5.G0°-f (c)ü 1 ti n 1 n 1 n 1 -n '

Luego en la fig, 23a, el arco E l i  que es la medida de a, 
debe partirse en G partes iguales, la primera de las cuales sea 
EM ¡. Después se traza ím círculo con el mismo rad io=l [fig. 23b]; 
desde E  descríbase EM ,, y desde el punto M , así obtenido, la 
circunferencia del círculo pártase en G partes iguales. Tendre
mos G puntos de partición M „ U 4, M3 . . . .M r>, y tirando los 
radios correspondientes, los mismos nos representarán los tí 
valores diferentes de la G“ raiz do la unidad compleja AM, que 
está en la fig. 23a.

§. 8(3.

Raicoa do +1 y -1 -

Todos los teoremas demostrados sobro los números comple
jos valen para los números reales é imaginarios; pues estos lio 
son sino formas particulares del número complejo, (pie es la for
ma general de los números.

La unidad compleja será =  -j—l,'* cuando y sorá =  — 1,
cuando « = 1 8 0 ° . Luego para estas suposiciones pueden buscar-

n =__  n___
se los diferentes valores d clay '-f 1  y de la y/ — 1 .

I . Caso: \/ —|—1 . n
Póngase en la serie (b) a = 0, y los valores diferentes de 

están contenidos en la serie de ángulos:
0; í.3G 0°; - .3 0 0 ° ;  - .3 3 0 ° ;  ^ .300°. . . n-izl.3G0°. (m)n u n u n

12___
E je m p l o  1 . Para la  y ' - f - l ,  te n e m o s  u = 1 2 ;  lu e g o  lo s  á n g u lo s  

0; 1 30°; 2.30; 3.30°; 4.30°;. . . .  10.30°; 11.30°
En la fig. 22, la circunferencia desdo E pártase cu P2 par
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tes iguales, y tírense los radios correspondientes AM„ AMj, AMV.. 
AM, 2, los cuales serán los 12 valores do la raíz dada.

Él triángulo AM2M 12  es equilátero, luego será M 21’=  
£A M ,=¿ y

AP=v'Afll^— Mal>s= \ / r = i =  ^

Poriestas cantidades la unidad compleja AM2 será =  -j- ^ ?-(-Ji.
Se puede demostrar fácilmente que todos los triángulos de 

la misma fijjura son congruentes. Luego, atendido el signo de las 
diferentes lineas, pueden escribirse inmediatamente los 12  valo

res buscados de y serán los siguientes:

+ i ;  + i ;  — — ^ + i i

-i; -''f-Ji; - i ; + ^ - i i
3____

E jemplo 2. Para hallar los valores de \ /+  1, la serie (m) pa
ra n = 3 , nos da los ángulos

0 ; 120 ° ; 2 .120 °.
y las unidades complejas correspondientes son AM,, AM2, AMS 
en la fig. 25, óbienA M ,, AM5 y AM0 en la fig. 24. De dondo

los tres valores de la y ' + 1  serán

+ i ;  - \ + v~ y , - \ - v4 i
En general: Se hallarán los n valores de la ngima raíz de -f 1, 

partiendo el círculo desde E  en n partes iguales y tirando los 
radios correspondientes—Ademas, cuando el índice es par, ten
dremos dos raices reales -f 1  y — 1 , pues un punto de partición 
cae sobre E  y otro sobre E '; pero cuando el Índice es impar, 
tendremos una raiz r e a l = + l ;  pues sobre E ' no cao un punto 
de partición. Todos los otros valores son complejos (ó imagina
rios) y siempre números conjugados. Finalmente los valores desdo 
el segundo, son las potencias consecutivas del primero [§ 84]. 

n___._
H. Caso \\f—1
En la serie (b) del § ’precedente sea a = 1 8 0 °, y los valores 

n____
diferentes de -y/ — 1  están contenidos en la serie de los ángulos:

-.1 8 0 ° ; ? .1 8 0 ° ; - .1 8 0 ° : 1 .180°; . . .  180° (n)n n n ’ n n -
3 ___1

Ejemplo 3. Para la \/ — 1 , tenemos los ángulos 
60°; 180°; 300°

y las unidades complejas correspondientes serán A M ,,'A M 2,
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bien AMj, A3I,, A 3IU en la fig. 24; lúe

go los tres valores de la -y/— 1 , serán

+ l + J i 3 i i  - i ¡  + s - 4 3 ‘

E jemplo  i. Para la \/—1, la serie (n) nos da los ángulos: 
1 .30°; 3 .3 0 ° ; 5 .3 0 °; 7 .3 0 °; 9 .3 0 ° ; 11 .30°

y los valores buscados de la raiz serán A 5If, A3I¿, A3I3 •A3I,
en la fig. 27;‘ pero los mismos se encuentran también en la fig. 
2 1 , y son en forma algébrica:

u ___ 3
En general: Para hallar los n valores de \/—1, se parto el 

círculo en 2 « partes iguales y tíranse los radios al 1 .' punto de 
partición que es diferente de E , y después al 3o. 5o, 7 ° . . . .  punto.—  
Ademas, cuando el índice es un número impar, se tiene una raiz 
real — 1 , pues E ' es un punto do partición; pero cuando el indi- 
ce es un número par, todas las raíces son complejas (ó imagi
narias) y ninguna es real. En uno y otro caso los valores comple
jos siempre son conjugados; y forman desdo el segundo las po
tencias impares (3*, 5“, 7“. . . . )  del primero.

Raíces de números cualesquiera.

Io La nsima raiz de + 31 , cuando 31 os un número real, puedo 
escribirse

n______ n ______ n ___
VM-±1 =  V M • VlE i

De donde se deduce:

Xa „sima raíz de cualquier mañero rea! positivo ó negativo tiene 
n valores diferentes, que son fa n“ma raiz numérica del número, mul
tiplicada por los n valores de la ¡¡sima raiz de +  1 6  — 1 .

3 ____
Así \ / + 8 tiene los valores

+  2; —1-f-iV^J —1—iV^

2° Cuando 31 es un número complejo, este puede cscribirso 
como el producto de su módulo por la unidad compleja corres

pondiente: 3 I= R  . 1 =  R (p-j-qV—1 )■ Luego:
La nBÍma raiz de un número complejo cualquiera tiene n valores 

diferentes, q u e  son la nHllIla raiz numérica de su módulo, multiplica
da por los n valores déla nsi,na raiz de la unidad compleja corres- 
pendiente.
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Nota. La ostraccion (lo una miz con índice par (lo un núme
ro negativo, nos lia conducido á una nueva especie de números, 
á los números complejos, cpie es la forma general do todos los 
números que conocemos. Ninguna operación con estas nuevas 
cantidades nos ha suministrado otra especio nueva; por el con
trario, toda raiz par de un número negativo y aun toda raiz 
de un número complejo se resuelve en otros números com
plejos. Luego estos parecen verdaderamente ser la suprema cla
se de números. Arlenlas las mismas cantidades tienen una rela
ción muy singular é importante con los ángulos y permiten el 
tránsito de los números á los ángulos y de los ángulos á los nú
meros, de el cual se tratará en el Artículo VI.

—220 -

ARTICULO VI.

DE LAS FUNCIONES GONIOMÉTRICAS.

§. 87.

E splicaeíones y  definiciones.

Io El triángulo rectángulo, que un número complejo AJI 
[fig. Z8J forma, nos da los seis cocientes de sus lados

y x y  v U  I t
R ’ B ’ x ’ v ' x ’ v~ W

llamando x, y á sus coordenadas y It á su radio.
Dichos seis cocientes quedarán los mismos, quedando el án

gulo a  el mismo. Porque bajando la perpendicular JI'Q de otro 
punto M' del, mismo lado A JI del ángulo a, el nuevo triángulo 
A JI'Q, será semejante al primero; luego todos sus cocientes.

V y' x' IV Ri 
R' ’ lt' ’ x' ’ y' ’ x' ’ y

serán los mismos que los que están en (a). Y esta igualdad se 
verifica no solamente respecto al valor absoluto de los mismos, 
sino también respecto á los algébricos, es decir, al valor de los 
signos. Porque cualquiera que sea la posición de M y M', estos 
puntos estarán siempre en un mismo cuadrante, y por esto y' 
siempre tendrá el signo de y, y x' el de x, quedando R' con R una 
cantidad absoluta,

l ’ero los mismos cocientes cambiarán todos, cambiándose el 
ángulo a. Porque si se supone que sea JI" otra posición de M, 
cuando el ángulo a  va aumentando y el radio AM7 ’queda igual 
á AJI, inmediatamente será y"^>>/ y y ;<Z_r '■ luego será
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z Z \  y Í V - ’ ®  " > ! ■  / r
R ^  R : R "  R ’ X'' ^  i ’ y" '  y ’ x"  '  x ’ y" - y 

y por- esto los valores de los cocientes en (a) sarán ilei tnd > 
otros, y cuando 1 1 "  está en otro cuadrante por lo menos so mu
dará uno ú otro de los signos.

Luego los seis cocientes en (a) dependen entera y solamente 
del ángulo a. Una cantidad que dependo de otra de modo que 
camlre su valor, cambiando el de la otra, se dice unaf unción de 
la otra. Luego los seis cocientes son funciones dèi ángulo a.

2? Para espresar esta dependencia de una manera visible so. 
escribe

-jj =  señ or y se dice : ^  es el seno de a

R R es el coseno de a

=  tang or

— =  aptang a
y
R— =  sec or x
R— =  cosec a

~ es la tangente do or j 

? es la cotangente de o
(T)

R- es la secante de a  

esla cotangente de a
Estas designaciones y definiciones valen para todo número 

complejo, para cualquier posición de M y para todos los valores 
del ángulo a, tanto para valores de a  menores de 3(i0°, como 
también para los mayores de 3(50°, tanto para los positivos co
mo para los negativos, cuando el radio AM girando ni rededor 
del vértice A se mueve en la dirección desdo AX hacia AY', AX' &.

Llámanse las cantidades en (I) funciones goniométricas 
(ycovíaró ycúvoí =  ángulo, / j s r p e ív =  medir), y como coeient 
tes de dos líneas, todas son números abstractos. Pertenecen do 
igual modo al Algebra y á la Geometría, pues no son otra cosa 
que las relaciones entre las partes principales de un número com
plejo que se puede representar por una figura geométrica. Tra
taremos aquí de estas cantidades como de una especie do nú
meros. Ademas, á la teoría de las mismas, como se da en los tra
tados de la geometría, comunmente falta la brevedad y la gene
ralidad de la demostración para cualquier caso, mientras que se 
sigue aquella inmediatamente y con todo el rigor de las demostra
ciones matemáticas, cuando dichas cantidades se consideran co
mo partes de los números complejos.

3? Supongamos ahora quo sea R = 1  y AI\I representará una 
unidad compleja y las primeras ecuaciones (I) se convierten en 

sen a = y  ; eos a = \
Prolongando IIP  hasta la otra intersección con el círculo
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en N [fig. 29], será M P=PN , luego MP la mitad de una cuerda 
MN. Se escribió al principio la cantidad MP “cuerda semi- 
insci-ipta” y por brevedad “semi-inscripta” ó bien “s.ins ” de don
de por contracción y la disinencia latina viene “sinus”, lo que 
en castellano designa seno. Tirando MQ perpendicular á AF, 
será MQ el seno de (i, y como fi es el complemento de a, MQ 
será el seno del complemento ó el coseno de a. Pero QM es —x, do 
donde x el coseno de a.

Levántese EK perpendicular á AE en el punto E  hasta la in
tersección con la prolongación del radio en K, y será EK  una 
tangente del círculo y AK la secante correspondiente. Pero tenemos

E K :A E  =  y :x  de donde EK  =  A E . Z

AK:A E =  AM:x de donde A K =  AE AMx
y como A E= A M = 1, se tiene

EK  =  Z =  tang a  ; AK =  - =  sec a
Así se designan la tangente y la secante de a  por su valor 

geométrico. Ademas, de semejante manera es F L  la tangente y AL 
la secante de y por esto se llaman la cotangente y la cosecante de a.

—222—

§ .  88.

Propiedades fundamentales de las funciones gonio- 
mótricas.

1 E l seno í  y la cosecante ?  tienen siempre el signo de la or- 

denada; él coseno *  y la secante ~ tienen siompro el signo do la

abscisa; finalmente la tangente Y- y la cotangente - tienen siempre
• - ,  ̂  ̂ • un mismo signo, que sera positivo si las coordenadas tienen sig

nos iguales, y negativo si los tienen desiguales. Luego para los 
signos tenemos la tabla:

en el cuadrante | I II III IV
la ordenada 1 
el seno í- son 
la cosecante )

+ + — —

la abscisa j 
el coseno >■ son 
la secante )

+ — — +

la tangente ) 
la cotangente j 80n 4 “ — + —
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2° Para los limites déla? funciones tenemos

para ot=  O, 90°, 180°, 
es y =  O, + R , O , 
es x=-f-R , O, — R,

luego, formando los cocientes , g, 
guíente:

270°, 3G0°
—R; 0

O, + R

- se saca la tabla six ’ y

sen 0 ° = 0  |sen 90 °= -f-l |sen il8t)°= 0 |son 2 7 0 °= —.1
eos 0 °= -f-l  |cos 9 0 °= 0  |cos 180°=-—1 |eos 27Ü°=0
tang 0o—0 |tang 90°=-t-oo |tangl80°=0 |taug 270°— _L x
cotg 0°=rpoo | cotg 9 0 ° = 0  |eotg 1 8 0 ° = X x  |cotg 2 7 0 °= 0

y las funciones de 360° serán iguales á las de 0o.
Se obtendrá el primer signo de co, suponiendo que va au

mentando el ángulo a, y el segundo para el caso opuesto.

3o Las coordenadas y, x  nunca son mayores que el radio R, 
luego el seno ^  y el cosenog nunca son mayores que la unidad,

. y la secante ^  y la ' cosecante — nunca son menores que la unidad.x y
Cuando y crece basta R, a-decrece basta 0, y cuando .y decrece 
basta 0, x  crece basta R; por consiguiente la tangente -  puedo

R 0tomar cualesquier valores entre g- y g , es decir entro oo y 0,

y la cotangente  ̂ déla misma manera. Luego con respecto á los 
signos, se sigue:

Un quel/rado propio positivo ó negativo y ademas la unidad po
sitiva ó negativa pueden igualarse á un seno ó coseno.

Un número cualquiera, positivo 6 negativo mayor que uno, y ade
mas la unidad positiva ó negativa pueden igualarse á una secante ó 
cosecante.

Un número qiositivo ó negativo, cualquiera quesea, mayor ó me
nor que uno, puede igualarse ú una tangente ó cotangente.

4° Aumentándose el ángulo a, la ordenada y por su valor 
absoluto crece en el Ir cuadrante, decrece en el IIo, eroce en el 
III?, decrece en el IVo Se infiere de la ecuación R " = y 2 +  x2, quo 
la abscisa siempre va aumentando, cuando la ordenada se dismi
nuye, y que va disminuyendo cuando la ordenada se a tinenta, 
Luego
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y  y

con y crecen y decrecen ^  j , — 

con x  decrecen y crecen ?  , -  , ?
J b  y y

y'tenemos la tabla siguiente de la vuelta de las funciones:

Aumentándose el ángulo a
en el cuadrante | I | II | III IV
la ordenada 
el seno 
la tangente 
la secante

crece decrece crece decree.

la abscisa 
el coseno 
la cotangente 
la cosecante

•decrece crece decrece-Hi _ -ife crece

§. 89 .

Relaciones entre las funciones goniométricas del 
mismo ángulo.

I o De las definiciones generales puestas arriba en (I), se sa
can inmediatamente las relaciones siguientes entre las funciones 
del mismo ángulo:

1 ) tang a  =

2) cotang a=

.sen a  
'eos a

eos a

3) sec a = 1
COS Oí

4) coseca: =  — -—  
sen oc sen a

( i )

5) tang a = — ---- ; G)'cotang a-' n cotg a "tang a ; 7) tang a . cotg « =  1

Las primeras cuatro fórmulas nos enseñan que todas las fun
ciones son conocidas, si el seno y el coseno lo son.

2? Paia el radio tenemos la ecuación [fig. 28]:

W = y 2J\-x-

y esta será siempre verdadera para cualquier [ángulo a, pues las 
Coordenadas x  ó y siempro forman con R un triángulo rectángu
lo, en donde R es hipotenusa, y ademas cuando x  é y toman va
lores negativos, los cuadrados do las mismas serán siempre posi
tivos. De la ecuación so sigue que
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(ir) + ( r )  _ 1
■ó bien que

sen5«  -f- eos1«  =  1 de donde 

1—sen1«  =  cos5a ¡ 1—cos1«= se n 5«  j- (2)

V I —seuI «=cos « ; \ /l—008* « =  sen « J

Para la raíz se debo tomar el signo correspondiente, por ejem
plo el signo +  cuando «<^90°, y  el signo — cuando 180°< ^ «  
< 2 7 0 ° .

Por medio de estas fórmulas y las fórmulas (1), todas las fun
ciones goniométricas podrán espresarse ¡ior el seno ó coseno solo:

eos « = y / l  — sen1«  
sen «taug a= —  -

. \ /l— sen2«

\ / 1 — sen 5 «cotg n=
sen «  

1
V i

sen « =  VI-—cosaa

taug «=

(3)'  cotg «=

. V I  — COS*Ä
cos 

cos rr
V/1 —eos2«' 

1
eos oc 

1
V 1 —eos2«

(4)

En todo caso particular debe ponerse el signo correspondien- 
te á las raíces cuadradas.

RELACIONES ENTRE LAS FUNCIONES GOXIOMÉTRI- 

CAS DE ÁNGULOS DIFERENTES.

§• 9 0 .

Múltiplos de 360° y ángulos negativos.

1° Un número complejo ffig. 28] quedará el mismo, cuando 
aumentando ó disminuyéndose el ángulo de

1.360°, 2 .360°, 3 .3 6 0 °___n . 360°
el radio AM después de algunas vueltas enteras toma la posición 
primitiva AM. Por esto también las coordenadas .r é y finalmen
te quedarán las mismas que antes, y 'por consiguiente los co
cientes
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x_ y x R R
R ’ K ’ x ’ y ’ i  ’ y

tendrán los mismos valores. Pero estos cocientes son todas las 
funciones. goniométricas; luego

Cualquier función goniométrica de « + « .3 6 0 °  es igual ú la mis
ma función de a, ó bien: una función cualquiera goniométrica no 
varía de valor, añadiendo 6 restando del ángulo repetidas veces toda 
la circunferencia.

Designando por F  (5 )  una función] cualquiera goniométrica 
de 3 , este teorema puede escribirse

F  (S) =  F (S ± n .3 6 0 ° )  (5)

2? Sea [fig. 30] el ángulo EAM' igual al ángulo EAM, y 
será el arco E F 'H ’ igual al arco EFM ; luego los puntos H ' y M 
tendrán una igual distancia desde E, y la cuerda MM' será per
pendicular al diámetro EE ', y por consiguiente los números AM 
y AM' serán números conjugados, teniendo una misma abscisa 
x '= x  y las ordenadas iguales pero opuestas y '= —y. Por esto 
tenemos

y ' _  y .
E  R ’ R¡ ' E

Si el ángulo E A M = a es positivo, el segundo EAM'será ne
gativo =  —a. Ahora, aplicando las definiciones generales á las 
ecuaciones anteriores, se infiere

sen—a  =  — sen a  ; fang—a —  — tang a  )
eos—a  =  -f- eos a  : co.g—a  =  — cotang a  }  ' '

Las ecuaciones para la tangente y la cotangente se siguen 
por la aplicación de las dos primeras fórmulas (1 ).

Los puntos M y M' pueden cambiar de posición como se 
quiera sin alterar la demostración en ninguna cosa; luego estas 
fórmulas (6) serán siempre verdaderas para todo valor de a, aun 
para los negativos.

§. 91 .

Principios de la goniometria analítica.

P  P rincipio. Una unidad compleja que_ tiene el ángulo a,pue
de escribirse en la forma:

l a  =  eos a-)-i.sena (7)

En efecto [fig. 28], sea AM una unidad compleja, de modo 
que tengamos el valor absoluto de AM igual á la unidad, y se
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representará AM como unidad compleja por el signo 1 quo di
ce: la unidad que tiene el ángulo a.

Ademas, la otra espresion do la misma unidad compleja os

x + y V — 1  «■
Pero ,r=cos a  é j/=sen a, y ademas la unidad imaginaria 

se puede designar por i; luego la espresion (a) tomará la forma
eos n -f- i . sen a

Igualando las dos espresioues do la misma unidad comple
ja, tendremos la ecuación (7), y esta será'verdadera para cualquier 
valor de a, aun para mayores de 3G0° y todos los negativos ¡ 
pues la espresion (a) vale siempre, y se aplican solamente las de
finiciones generales de las funciones goniométricas.

I Io P rincipio. Dos unidades complejas quedan multiplicadas en
tre si', sumando sus ángulos.

Este principio está demostrado en la teoría do la multipli
cación de los números complejos; sin embargo daremos aquí so
bre él algunas noticias que bastan para todo lo que se sigue.

Sea AE=-|-1 la unidad real positiva [fig. 31], ademas la uni
dad compleja AM multiplicando, y la otra AM' multiplicador. Se
gún la definición general de la multiplicación se debe formar el 
producto AM" do AJI como AM' se forma de AE. Pero por su 
valor absoluto es A M '=AE. Luego el producto AM'; por su valor 
absoluto debe ser =A M , y por consiguiente se representará por 
un radio del mismo círculo. Búscase ahora solamente la posición 
de AM". Debe formarse AM" de AM, como so forma AM' do 
AM. Pero AM' se forma de AE por un movimiento angular po
sitivo del radio y este movimiento se mide por el ángulo EA M '=/Í. 
Luego se formará AM'' de AM por el mismo movimiento an
gular positivo del radio, partiendo desde AM. Con otras pala
bras: el arco MM" debe ser igual al arco EM' y tomado en el mis
mo sentido positivo. El ángulo que AM" forma con AE será igual 
á la suma del ángulo EAM =ar que forma el multiplicando, y del 
ángulo EAM'=yS que forma el multiplicador con la unidad po
sitiva. Por consiguiente:

El producto de dos unidades complejas es una unidad compleja 
que forma con la unidad positiva un ángulo que es igual á la suma 
de los dos ángulos que tienen los dos factores. Esto es lo que so enun
cia en el 2? principio. Escríbese este teorema como se sigue:

l a  ' 1/3 1a + /3 (8)

Este principio debe ser verdadero para cualquier valor do 
a  y ft. Cuando el multiplicador AM' [fig. 32] tiene un ángulo 
negativo /S', AM' se forma de AE por un movimiento angular
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negativo, luego se formará también el producto AM" de AM por 
un igual movimiento negativo, es decir el ángulo negativo p ' se 
suma con el ángulo a, cualesquiera que sean las magnitudes de 
uno y otro.

Ño se muda la construcción, cuando a  se supone como ángu
lo negativo, por ejemplo, cuando en Jas fig. 31 y 32 se supone que 
AM tenga su posición por un movimiento negativo, de manera 
que foi-me con AE el ángulo negativo que se mide por el arco 
ELPM,

IiUego este principio es verdadero para cualquier caso.

MI' P rincipio. Cuando dos números complejos son iguales, se 
rán iguales separadamente las partes reales y las partes imaginarias de 
los mismos.

Si a-f-b\ / — 1  =  a'-j-b'y/—1 1 , 0,
será a = a ' y b = b ' j ' '

Este principio es el corolario del § 82.

—228—

Ejemplo. Aplicaremos estos principios, por ejemplo, al últi
mo caso del § precedente, es decir, para ángulos positivos y ne
gativos de un mismo valor absoluto.

Tenemos
a  -)- (—ar) =  0

Luego: la unidad compleja que tiene el ángulo a, multiplica
da por la unidad compleja que tiene el ángulo — a, nos dará 
una unidad compleja que tiene el ángulo cero. Se saca por el IIo 
principio. Pero

la unidad eompl. que tiene a  es eos a  -f-i. sen a  
„ „ „ „ „ — a  es eos—or-J-i.sen—a
„ „ „ „ „ 0 es eos 0°-)-i.sen 0° = -f - l

Se infiere por el P  principio, Luego tendremos :

(eos a-f-i.sena) (eos—a-|-i.sen —« ) = - { - !

Por división se sigue: 
(eos— a + i . sen—a); _____ + 1 _______

eos a  -j- i . sen a

A la derecha hágase el denominador real, multiplicando el 
numerador y denominador por la diferencia

eos a—i.sen a
y tendremos

eos—a  -f- i . sen — x — eos a—i . sen a  
cos^u'+sen2«
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Poro cos2«-j-sen2a  es el módulo, y por consiguiente = 1 ;  
luego será

eos— a-f-i.sen—a  == eos a'—¡.sen a

Ahora se aplica el tercer principio: la parto reales igual á 
la parte real, y la parto imaginaria igual á la parto imaginaria; 
por consiguiente será

— 229—

eos—a =  -j- eos « ; sen—a =  —  sen «

Estas fórmulas son las dos primeras do (G) y conducen in
mediatamente á conocer las de la tangente y cotangente.

Se ve á un tiempo, como tal demostración es general y va
le para cualquier valor positivo ó negativo de los ángulos, pues 
los principios aplicados son generales. Ademas no so necesita nin
guna figura para la demostración.

Escolio. Tenemos
(eos 5-|-i.senS) (eos S —i.son B) =  cos25-|-seu2S = l  

luego será
eos S-—)—i . sen S =  — —— r------- - )eos B—í.sen B (
eos B—i . sen S = ----- --------------j, \eos 2 -j-i sen B '

Por consiguiente: dividir por una unidad compleja es mul
tiplicar por la unidad compleja conjugada.

§• 9 2 .

Múltiplos de 9 0 ’.

1? Tenemos la ecuación
(90o— a) =  90 -f- (—a)

y por consiguiente la unidad do 90° multiplicada por la unidad 
de — a  será igual á la unidad do (90o— a). La unidad de 90° es 
= -j- i ;  luego se tiene

eos (90° —a ) + i .sen (90o—a ) =  i (Cos— a-f-i. sen—«)

Pero co s— a —cosa y son — a —  — sen a, luego será

eos (90°— a)-(-i.sen (90°—a) =  -j-i (eos a —i.sen a )
=  -f-seu a-j-i cos a

Por el tercer principio se saca
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sen (90°— a ) =  eos a  
eos (9o — a) =  sen a  
tang (90°— a) =  eotg a  
c°tg (90 —a )  =  tang a  
see (90°— a) =  eosec a  
cosec (90 — a) =  sec a

3jas fórmulas para la tangente, cotangente, secante, cosecante 
se siguen por aplicación de las fórmulas (1 ).

¡Dos ángulos como 90o—a  y a, cuya suma es igual a 90°, 
se llaman complementos uno de otro, y por esto tenemos el teorema: 

Una función cualquiera de un ángulo es igual á la cofun- 
cion correspondiente del complemento.

Son complementos también los ángulos 45 o- (■« y 45°—a, 
pues la suma es 90°. Luego, como otra forma de (1 1 ) tenemos: 

sen (45°-)-«) =  eos (45o—or) 
eos (45°-)-a') =  sen (45°—a) 
tang (45°-)-«) =  cotg (45°— a) 
cotg (45°-|-ar) =  tang (45°—a) 
sec (45°-j-a) =  cosec (45°—a) 
cosec (Gá0-)-«) =  sec (45°—a)

2?

( 12)

De la ecuación
(180°—a) =  1 8 0 °+  (— a)

se deduce
eos (180°—a) +  i.sen (180°— a)— —1. (eos—ar-f-i.sen—a) 

pues la unidad de 180° es — 1. Apliqúense de nuevo las fórmu
las eos—a = c o s a  y sen — a =  — sen a, y se tendrá

eos (180°— a)-|-i.sen (180°—a) —  —eos ¿r-J-i.sen a  
de donde

sen (180°—a) = -f-sen  a  
eos (180°—ar) =  — eos 
tang (180°—a) =  —tang i 
cotg (180°— a) —  — cotg a

Dos ángulos como 180° —a  y a , cuya suma ss 180°, se lla
man suplementos uno de otro. Son suplementos también los án
gulos 90°-)-a y 90—a ; luego otra forma de las ecuaciones ante
riores es:

sen (90°-|-ff) = -)-sen  (90°—a) , 
eos (90°4-af) = —eos (90°—a) t f1n
tang (90°-f o í )  =  —tang (90°—a) l '  1
cotg (90°+<*) = —eotg (90°—a) ’

01 \
r nr '

(13)

Las funciones de suplementos son las mismas, pero con escep- 
cion del seno (y  déla cosecante) que tienen signos opuestos.

3” En general, la ecuación <.
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(m .9 0 ° + « )  =  m .9 0 ° + «
nos enseña que la unidad de (m .9C °+ a) será igual á latinidad 
de m . 90°, multiplicada por la unidad do « . Pero la unidad do 
1.90°, 2.90°, 3.90°, 4 .9 0 .. .  .m 90° es i, i2, i2, i ‘ . . .  .im. Por con
siguiente será
eos (m .9C °+ «)+ i.sen  (m .9 0 °+ « ) = i m.(cos a + i.s cn  «) (a)

I. Cuando m es vn número par, 
el tercer principio

eos (m .90°+ «) =  i1" .cos «  
sen (m .90°+ a) =  i'". sen a

i" es real, luego tenemos por

l ,m par

II. Pero si in es un número impiar, i'" es imaginario é im 
real. Luego será

eos (m .9 0 °+ a ) =  i,“',' , sen a )
sen (m 9 0 ° + « )  =  i— * eos «  ) m mlPnr

Pueden aplicarse estas fórmulas para reducir las funciones 
de ángulos que’ son > 9 0 °  á los que son < 9 0 ° .

Para m = l , 2, 3, 4 luego i"= i , — 1 , —i, + 1 ,  la ecuación 
(a) se convierte en las cuatro siguientes:

eos ( 9 0 ° + « )+ i .s e n  ( 9 0 ° + « ) = —s e n « + i .c o s a  
eos (1 8 0 °4 -« )+ i.se n  (180°-j-a) = —eos a —¡.s e n a  
eos (2 7 0 ° + « )+ i .s e n  (2 7 0 ° + « )  = + s e n a —i.eos «  
eos (3G0o+ a )+ i .s e n  (3 6 0 °+ a ) = + c o s  a + i .s e n a

De la última se sigue

sen (3 6 0 °+ « ) =  sen « ;  eos (360°-fa) =  eos «

como tenemos por la fórmula (5). Las otras ecuaciones dan:

sen ( 90°- 
sen (180°- 
sen (270°-

«) =  +  eos « ;  
«) =  — sen « ;  

=  — eos « ;+ « )

eos ( 90° +  «) =  — son « )  
eos (180° + « )  =  — eos «>• (15) 
eos (270° + « )  = +  sen « )

Las ecuaciones (15) valen también cuando «  es un ángulo 
negativo. Poniendo — a  en lugar de «, y mudando en seguida el 
signo de sen a , se sigue que:

sen ( 90°— « ) =  +  eos a ;  eos ( 90°— « ) = + s e n  a  ) 
sen (180°—a)—  +  sen « ;  eos (180°— « ) = —eos «  >- (16) 
sen (280°—« ) =  — eos « ;  eos (270° —« ) =  —sen a  )

Por medio de las fórmulas espuestas, cualquier función do 
un ángulo positivo ó negativo, por grando que sea, puedo redu
cirse a lina función equivalente de un ángulo positivo que es me
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nor que 45°. Por ejemplo, cuando tenemos el sen (— 783°), el 
mismo será =  — sen 783° =  — sen (2 .360“+ 6 3 ° ) =  — sen 6 3 ° =  
—eos (90°—G 3°)= — eos 27°. Se aplican una después de otra las 
fórmulas (6), (5) y (1 1 ).

§. 93 .

Angulos simples y dobles.

1° De la ecuación
2« =  « + «

se sigue que
eos 2« + i.s e n  2 a —  (eos a + i.s e n  a)  (eos « + i.s e n  «)  

—  eos2« — sen2« + 2i sen « c o s a
Luego será

sen 2 « = 2  sen «eos «  1
eos 2« =  eos2« —sen2«  ) (17)

Por aplicación succesiva de las fórmulas (2)

cos2« = l —sen2a  y sen2« =  1  — eos2«  

se tienen otras espresiones para eos 2 «, á saber

eos 2« =  1 —2 sen2«  ) 
eos 2 « =  2 eos2« — 1  j

de donde se saca:
(18)

1 + co s 2 «  =  2 cos2 a  
1 —eos 2  a  =  2 sen2«

1 —eos 2 «  
1 + co s 2 a

tang2«

V I—eos 2 «
—  2-------= S e n a }

ñ + c o s  2 «  =  cos J  
V 2

(20)

2° Escribiendo en (17) y (18) J a  en lugar de «, tendremos

sen «  =  2 sen -Ja eos l a  
eos «  =  eos2 J a —se n + a  
eos a  =  1 —2 sen2|a 
eos «  =  2 c o s + a —1

3? Sumando y restando las dos ecuaciones 
eos2 J « + s e n 2¡Ja =  l  
2 sen |a eos 1 «  =  sen «

. se infiere
(eos |«+sen £«)2= l+ s e n  «  
(eos |«—sen 1 « )2= 1 —sen «
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Estas fórmulas como todas las que teníamos ántos  ̂valen pa
ra cualquier valor do a. Suponiendo ahora a<^90: , será $ « < 4 0 °  
y sen 1 «<^cos Ja , pues en este caso es y<Zx- Luego estrayendo 
la raiz á las ecuaciones últimas, el segundo miembro tendrá el 
signo + ,  y será

eos Ja-f-son J a  =  V I  + se n a

eos J a —son J a  =  V I —sen a  
luego por adición y sustracción

eos J a  =  J V l + Sen a  -)- J v ' l —sen a  1
________ _______________ « < 9 0 °  (22)

sen J a  =  JV l+ s e n  a — J V I —sen a  )

Se aplican estas fórmulas para calcular los valores que tienen 
las funciones do las mitades do ángulos, cuando las de los enteros 
son conocidos.

4“ Por ejemplo, para « = 9 0 ° , luego sen’ a = l ,  las últimas 
formulas doran

eos 45° =  JV 2= sen  45° 1
tang 45° =  cotg 4 5 ° = 1  j (23)

6o Sea'en la .'primera fórmula (21) a —60°, y tendremos 

sen G 0°=2 sen 30° eos 30°

— 233—

Pero sen G0° =  sen (9 0 ° -3 0 ° )= c o s  30°; luego será 

eos 3 0 °= 2  sen 30c eos 30

Dividiendo por eos 30= y después por 2. so sigue sen 3fio , 
be baila el coseno correspondiente por la fórmula — Ji

cos 30° =  \ /l—sen230°===vpZZIT==V5-
* 2

Luego tenemos
Ben ™!=cos ̂ °°= i : tnnS 30°=cotg G0°=J V3 )
eos 30°=cos G0°=JV3; cotang 30°=tang G0°= V3 ) (24)

. í ' *  “ 3°° 1Ute° «•” " »  ( » )  «
sen 15° =  eos 75° =  J VG__}V 2  )
eos 15° =  sen 75° =  J V 6 + J V 2  j (25)

l 5o Conocemos ahora las funciones de todos los múltiplos do
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§• 94 .

Dos diferentes ángulos.

I o La ecuación
( a + / ?) =  «  +  /3nos da

eos (a+ /3)+ i-sen (or+ /S ) =  (eosaí_|-i-sen a)(cosyS-f-i.seny3)

y efectuando la multiplicación indicada, tenemos 
eos (ar-f- /J) -j- i . sen {oc-{-f¡)

= (co s a  eos y3—sen a  sen /3) —J- i . (sen a  eos /3J-cos a  sen /J) 
Luego

sen (a-\-)3) =  sen a  eos /3 -|- eos a  sen yS 
cos_(a-[-y3) =» eos a  eos /? — sen a  sen fi 
sen (a—yS) —  sen a  eos yS — eos a  sen yS 
eos (a—yS) =  eos a  eos fi sen a  sen fi

Las dos últimas ecuaciones se deducen de las dos primeras, 
poniendo .—fi en lugar de yS, luego mudando el signo de sen fi á 
la derecha.

Valen estas fórmulas según la demostración para cualquier 
valor de a  y fi, positivo ó negativo, mayor ó menor que 360°. 
Ademas son las mas importantes de toda la goniómetría, cuyo uso 
es muy frecuente, y contienen todas las fórmulas desde la fórmula 
(5) hasta (2 1 ) como casos particulares.

(27)

2° La adición y sustracción de las ecuaciones (2G) nos con
ducen á las siguientes:

sen \a-\-fi) -f- sen (a—fi) =  2 sen a  eos fi
sen («a:—yí>) — sen (a—fi) =  2 eos a  sen yS
eos (a-j-yS) -)- eos (a—.fi) =  2 eos a  eos y3
eos (a —yS) — eos (a-f-yS) =  2 sen a  sen yS

Cuando se pone
<*-\-P=y luego a = \  (y -fd )
« - / * = *  P = \  ( y - # )

tendremos
sen p-fsen d =  2 sen J (y-|-d) eos i  (y— d ) . 
sen y—sen 3 =  2 eos \ (y-j-d) sen J (y— d) { 
eos y/-j-cos 3 =  2 eos | (y-f-d) eos | (y— 3) 1 
eos 3—eos y =  2 sen \ (y-j-d) sen | (y— 5 ) '

Por medio de estas fórmulas una suma 6 diferencia puede 
convertirse en un producto.

3o Se signe ademas de las ecuaciones (26) que.

(28)
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son (afizfi)  sen a  eos / ? +  eos a  son /S
eos ( a-\- fi) eos a  eos p  ZfZ sen a  sen fi

El primer miembro es la tangente do {ot+fi), y en el segundo 
el numerador y denominador divídase por eos a  eos fi; so tendrá

tang ( a + f i )  « ± t a ng_fi_
l-f-tang a  tang fi

tan g 2 «  =  2 taM «
1 —tangía

L a última formularse saca por la sustitución f i= a .

(29}

§. 9 5 .

Binòmio de Moivre.

Por los §§8 4 y 85 tenemos las ecuaciones

( V ^ n «  = V Ü 7 ) = 1 a :n  (30>

que son una consecuencia muy sencilla do la ecuación (8) del § 91. 
Pues de la ecuación

n a  =  a-(- «-j-ar +  a-l- . . .  .n veces

se sigue que la unidad de na  es igual al producto de n unidades 
iguales que tienen el ángulo a, lo que dice la primera ecuación 
(30). Póngase en la fig. 20 el ángulo a  desdo AE, n veces y sea 
AMU el último radio quo se obtiene de esta manera, y represen
tará AM„ la nsima potencia de la unidad compleja A j í  „ quo 
so representa por el primer radio. Por inversión A JÍ, será la 
nsima ra¡z de AM„, y cuando el ángulo que AJI» forma con AE so 
supone = a ,  será el ángulo que AM, forma con AE, la nsima par
te del primero. Luego para buscar la nsima raiz do una unidad 
compleja, se parte su ángulo en n partes iguales, y esto es lo quo 
dice la segunda ecuación (30).

Ahora cuando tenemos que elevar 1^ á la potencia lo quo
es estraer la nBÍma raiz y después elevar el resultado á la po
tencia, ol ángulo a  debo partirse primeramonto en n partes igua
les y deben tomarso m de las mismas, es decir el ángulo so mul
tiplica por í?. Luego tenemos en forma algébrica:

í1«
ecuación que tiene la misma forma quo la primera en (30),' solo
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que el esponente es ttn número fraccionario en lugar de un entero, 
y concluimos que la primera ecuación (30) no vale solamente cuan
do el esponente n es un número entero positivo, sino también 
ouando es un número positivo cualquiera.

Pero puede demostrarse que la misma ecuación queda ver
dadera, si el esponente n es cualquier número negativo. En efecto, 
tenemos

y como la unidad que tiene el ángulo cero es -f~l, se saoa

y elevando esta ecuación á la potencia n, se deduce
(1  )—1* =  (1 )“= 1

lo que hubo de demostrarse. Luego será verdadera en todo caso, es 
decir, para todo valor del esponeute n y del ángulo a, la ecuación

<30)
Espresando las unidades do a  y narpor los cosenos y senos cor

respondientes, la ecuación (30) tomará la forma:

fórmula que se llama binòmio de Moleré y contiene eí teorema 
general:

Una unidad compleja queda elevada á la n™" potencia, multi
plicando por el esponente su ángulo.

Sale este teorema de la ecuación general:

(eos a-f-i. sen a) (coi S-j-i. sen 3 )= co s (a-J-S)-|-i. sen (<*-f S) (32)

§. 9 6 .

Aplicación del binòmio de Moívre á la estraccion de 
la rain.

l a  . 1 __a  =  1  de donde

(eosa+l-BSn «)°— eos n a + i.se n  na (31)

que se oacribe en forma goniométrica

1° Por el teorema de Moivre es

■¡/eos «-)- i sen a  =  eos ^  -f- i • sen “  (a)
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L a unidad compleja, que está bajo del signo radical quolnrá 
la misma [cf. § 85] cuando se pone

a ; 1.360°-f-«¡ 2.3G0°-j-a: 3 .3 0 0 °+ « ;• • • -(n—l).3G0°-)-£v (b)

en lugar de a, mientras que el segundo miembro por esta sus
titución toma diferentes valores, que so repiten constantemente 
para ángulos que se siguen á los que están en la sorie(b). Lue
go el segundo miembro de (b) dará n valores diferentes de la 
nsima raiz, sustituyéndose los ángulos de (b) en lugar do a, ó bien 
cuando en lugar de a  se pone en general

k .360-f-a en donde k = 0 , 1, 2, 3, 4 . . .  .(n— 1)
Por consiguiente, los n valores do la n““ » raiz de eos n-f-

i.sen a  están contenidos en la fórmula
n _______ ^____

•\/cos a  -|-í. sen a  =  eos k . 360°-f-cr
n -j- i . sen k.3G 0°-fa

n

k==0,1, 2, 3 . . . .  (n—1)
(33)

y esta se verifica para cualquier unidad compleja.

2“ Póngase ahora <r=0 y tendremos los n valores de la 
r»iz de -j-I:

y q o " =  eos ^ . 3G0° +  i . sen | . 360° [• (34)
k =  0 ,1, 2, 3, 4 -----(n—-1) '

Cuando n es un número par = 2 m, tendremos dos raíces rea
les + 1  y — 1 , para los valores

k = 0  luego ^ . 3 6 0 °= 0  de donde sale -)-l

k = m  luego -  . 360° =  180° de donde sale— 1
Pero cuando n es un número impar, tendremos solamente 

una raiz real-(-l para k = 0 . Para que salga la raiz— 1, se nece
sita j j .3 6 0 ° =  180°, luego y ?i= 2k, loque no es posible;
pues k es un número entero, 2k un número par y n un número 
impar.

En uno y otro caso todos los otros valores son complejos y 
siempre conjugados. Son conjugados los que salen do la primera 
serie de

1 ; 2 ; 3 ; 4 ; . . . .
K 1 n— 1 ; n —2 ; n—3 ; n - 4 ; . . . .

con los que están por debajo en la segunda. Pues la forma ge
neral de estos valores de k es
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k = í  \| n—t
Para el primer valor de k = t, tendremos la raíz

eos í  . 3 6 0 ° + i. sen £ .360° (c)
y para el segundo k = n — t, la raíz correspondiente será

eos —  .360 +  i .s e n 2 = í.3 6 0  n 1 n
=cos[360° — í  . 360o] + i . sen [360o — i . 360o]

= co s — í  . 3 6 0 °+ i. sen— -  . 360° n 1 n
=  eos - .  360o—i. sen - .  360° n n

y esta unidad es la conjugada de la primera en (c).
Luego basta calcularen (34) los valores hasta la mitad, las 

que faltan se siguen al mudar el signo del seno.

3? Finalmente sea « = 1 8 0 °, y la fórmula (33) se convierte en

V"—l= co s  2- Ü i . 1 8 0 °+ i. sen 5 Ü 1 .180° ) n 1 n )-
k = 0, 1,2,  3, 4........ (n—1) )

2 k-j-l es siempre un número impar; luego la misma fórmula pue
de escribirse también como se sigue:

\ /— 1  =  eos j . 180°-j-i. sen ^ .180° 
k = 1 ,  3, 5, 7 . . .  .2n —1

La fracción j  nunca puede ser 0 ó 2; pues 0 es menor que el
primer valor, y 2 mayor que el último que k produce. Luego los 
ángulos 0o, 360° en la fórmula (35) no son posibles, y por esto 
nunca saldrá la raíz -(-1 .

V
Se bailará la raiz —1, cuando -  =  1, k = n , y como k es im

par, cuando n es impar; pero no saldrá la raiz —1 , cuando n es 
par.

De donde se deduce:
La «sima rajz (je —i  tiene solamente un valor real que es — 1, 

cuando n es impar, y no tiene ningún valor real cuando n es par.
Todos los valores complejos son conjugados, como en el 

caso precedente. Son conjugados los valores que salen de la 
primera serie con los que salen de la segunda en

t i l ;  3 ; 5 ; . . . .  t
k | 2n—1; 2n—3; 2 n - 5 ; . . .  .2n—t
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lo  que se demuestra de la misma manera quo arriba en 2?
N ota. Hay “ tablas d e  lo s  s e n o s  y  c o s e n o s " , de donde pueden 

tomarse los valores numéricos de cualquier seno y  coseno entro 
los limites del ángulo 0o y  90°. Sábese por el § 92 que todas 
las funciones de ángulos mayores de 90°, pueden reducirse á otras 
cuyos ángulos son menores de 90°. Por medio de estas tablas y  
las fórmulas anteriores se calcularán los diferentes valores com
plejos de cualquier raíz. Pondremos aquí algunos ejemplos.

0
E jemplo I. Búsquense los valores do + + 1 .
P or (34) tenemos 

5 __ _
+ + 1  =  cos k .7 2 °+ i.s e n k .7 2 °  ) , ,

k =  0, 1, 2, 3, 4 j w

Luego los ángulos serán
0°, 72°, 144°, 21G°, 288°

E l ángulo 0o nos da la raiz real 1; las otras raices serán 
complejas. Pero como las últimas son conjugadas con las prime
ras, se saben todas, cuando son conocidas las que pertenecen á 
los ángulos 72° y  144°.

Pero 144°5>90°, luego deben reducirse las funciones de este 
ángulo. Tenemos [fórmula 13]

eos 144° =  — eos (180°— 1 4 4 ° )= — cos3G° 
sen 144° =  -j- sen (180o— 1 4 4 ° )=  +  sen 3G°

Luego los 5 valores buscados serán 
+  1

eos 72° i sen 72°
— eos 36° +  i sen 3G°
— eos 3G° —  i sen 3G° 

eos 72° —  i sen 72°

En “ las tablas del seno y  coseno” encontramos:

eos 7 2 °= 0 ,3090 cds 3G° =  0,8090
sen 72°=0,9511 sen 36° =  0,5878

Por consiguiente dichos 5 valores serán

0 ,3 09 0 +  0,9511 i 
— 0,8090 +  0,5878. i 
— 0,8090 —  0,5878. i 

0,3090 —  0,0511. i
5 ____

Ejemplo H . L os 5 valores de y/— i  se bailarán por (35) para 
n—5; de donde salo
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\/—1 =  eos k .3 6 °+ i.se n  k.3G° 
k =  1, 3, 5, 7, 9 0»)

Los ángulos son
36°, 108°, 180°, 252°, 324°

El término medio produce la raíz real —1, y los últimos dan 
las raíces que son conjugadas con las primeras. Luego basta bus
car estas. Las funciones de 108° se determinarán como arriba:

eos 1 0 8 °=  — eos (180o—1 0 8 °)=  — eos 72° 
sen 1 0 8 ° =  +  sen (180°—1 0 8 ° )=  -f- sen 72°

Por consiguiente los 5 valores que se buscan, serán:

eos 36° i.sen 36° 
-—eos 72° +  i-sen 72° 

— 1
—eos 82° — i.sen 72° 

eos 36° — i.sen 36°

ó bien 0,8090 +  0,5878.i ' 
—0,3090+ 0,9511 . i 

— 1
—0,3090— 0,9511. i 

0,8090 — 0,5878. i

Nota. L os 5 valores del Ejemplo I  juntos con los 5 del se
gundo, representan los 10  valores de la 10 * raiz de + 1 .

ARTICULO V II.

DE LOS LOGARITMOS.

§• 97.

E sp licacicn es.

1° El logaritmo de un número N para una base determina
da b, es el espósente x  de b, que se necesita para reproducir el nú
mero N como potencia de esta base.

Si las cantidades N, b, x  tienen la relación 
b* =  N

y ademas b se supone como número constante, x  será el logaritmo 
de N  para la base b. N  se dice el Número del logaritmo.

Las mismas relaciones se escriben también de esta manera: 
x =  blog N (2)
N = Núm. (log=x)=N úm . x (3)

Se omito la letra b en ”log N, cuando siempre so supone la 
misma base conocida.
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Tenemos
3 6= 7 2 9  ; 9 3= 7 2 9  ; 272=72G luego
G = 3log 729; 3 = " lo g  729; 2  = 27log 729

De (1) y (2), y también inmediatamente do la dofinicion so 
signe

bblog N _  j j  (4)

2o Para una base b determinada, todo número entero N ten
drá su logaritmo x  propio. La reunión de todos los números en
teros consecutivos con sus logaritmos correspondientes para una 
base determinada, se llama un sistema de logaritmos. Un sistema 
de logaritmos es diferente de otro solamente por la base quo 
tiene.

No puede ser base la unidad; pues toda potencia de la uni
dad es la unidad y por esto no encontraremos diferentes números 
N como potencias de la base.

Tampoco sirve como base un número negativo; pues serán 
los Números positivos ó negativos según que sea el logaritmo un 
número entero par ó impar, y los mismos serán imaginarios, si 
el logaritmo es un quebrado con un denominador par. Luego do 
una base negativa no puede obtenerse la serie natural de los 
números como potencias do aquella.

La base tiene pues que ser positiva, y cualquiera que sen, por 
medio de esta, siempre puede formarse un sistema de logaritmos, 
en donde los Números son los números positivos desde cero hasta 
infinito. Si la base positiva b > l  será

bsz20. . . < b — 3< b — 2< b — 1 < b ° < b 1 < b s< b 3. .  .< b ° °  (a)
en donde el primer valor b— 00 = 0,[el medio b ° = l  y el último 
bx  = x  . Ademas cambiándose el logaritmo x  en x-\- i , será

N = b x< N ' =  b"*-¿
pues

.«.A i  n __
b “= b , .bi" = b , .y'b

, n__ t+JL
y como b > l ,  sera b > 1 , luego b “ > b x. La diferencia 

b**" — bx =  bx (V'IT— 1 )
puede" ser tan pequeña como so quiera, cuando se toma n bastan
te glande ó ^ bastante pequeño. Finalmento todos los Números
que la base positiva h produce, serán positivos, aunque el loga
ritmo sea un quebrado, pues un número positivo siempre tiono 
una raiz real positiva. Concluimos: Una base positiva produee un 
sistema de logaritmos, cuyos Números son todos los posibles números
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positivos desde el cero hasta el infinito, y cuando se supone que el Nú
mero N  se cambie en N' pasando todos los valores intermedios posi* 
bles, cambiará también el logaritmo x  en x' pasando del mismo modo 
todos los valores que contiene el intervalo desde x  hasta x‘.

Se ye por la serie (a) que el logaritmo será positivo, si el 
Numero es > -1 , y que el mismo sera negativo, si el Número 
es < 1 ,

Pero si la base b es < 1 , tendremos las propiedades opuestas: 

b— “  b— 3> b — 2> b — 1> b ° > b 1> b 2 > b 3 . . . > b 00

El primer término es =  ^  =  i  =  = c o , el término medio
es b ° = l ,  y el último esb=° =  0. Luego el logaritmo será ne
gativo, si el Número es > 1 ,  y será positivo si este es < 1 .  Las 
otras propiedades son las mismas que arriba.

3. De todos los sistemas posibles solo dos suelen emplearse:
a) el sistema vulgar 6 de Briggs, que es el que comunmente 

se emplea en los cálculos y cuya base es 10 .
b) el sistema natural ó de Neper, por cuyo medio se constru

yen todos los otros sistemas, aun el de Briggs. La base de este
sistema natural es el número irracional 2,718281828........  que
siempre se designa por la letra e y es la suma de la serie infinita:

1 +  1 + 1 7 2 +  r X s  +  0 X 4 + ■  • • ■
Los logaritmos vulgares se designan por log. vulg. ó simple

mente por log. y los logaritmos naturales por log. nat. ó breve
mente por l, sin notar la base e que se supone.

No daremos en este tratado un método de calcular los dife
rentes logaritmos ó de construir una tabla de logaritmos, lo que 
veremos mas tarde. Basta ahora esplicar los teoremas generales 
sobre los logaritmos y el uso de las tablas que los contienen.

§. 98 .

Teoremas sobre los logaritmos-

A. Teoremasfundamentales.

1. El logaritmo de la base, en cualquier’sistema, es la unidad.

"log b = 1

Dem. b 1 = b , luego 1 =  'log b.

2. El logaritmo do la unidad, en cualquier sistema, es cero.
llog 1  =  0
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D em. b 1' =  1 luego 0 = blog 1.

3. E l logaritmo de infinito, on cualquier sistema, os infinito 
positivo.

blogoo = »  [cond. b > l ]

D em, b°° - oo luego c c = blog oo

4. E l logaritmo do cero, en cualquior sistema, es infinito ne
gativo.

blog 0 =  —  oo [cond. b > l ]

D em. b 00 - = 0 ,  luego — oo = blog 0.

B- Teoremas sobre logaritmos de un mismo sistema.

1. E l logaritmo do un producto es igual á la suma do los lo
garitmos de los factores.

. ’log (m . n )= lo g  m-j-log n

D em. Si b es la baso del sistema, será [§ 97 ocuac. 4]: 

b'°‘  "  =  m y bw ‘  =  n

luego b'““ m4' ,og “= m .n
y  según la definición de los logaritmos será 

log m-(-log n =  log (m . n)

2. E l logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del d i
videndo menos el logaritmo del divisor.

log  (m :n ) = l o g  m— log n 

D em. b1“5 m=  m y  b’”s n =  n

b'°s m-1°s ”=  m :n

luego log m— log n =  lo g (m :n )

3. E l logaritmo de una potencia es igual al producto del ca
pónente por el logaritmo do la baso de la potencia.

log a° =  n log a

D em. b ,,,s “ =  a

(b'°* *)“= a n

luego n log a =  log a“

4. E l logaritmo do una m iz es igual al logaritmo do la canti
dad subradical, dividido por el índice de la miz.
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Dem.

luego

n__ 1
log y/a, =  -  log a  ... 

b'°* “ =  a

b>* * = v b ^ ^ v r

i n __
- log a =  log y/a,

E scolio. Por estos cuatro teoremas, cbmo se ve inmediata
mente v

la multiplicación se convierte en adición, 
la división en sustracción, 
lá elevación á potencia en multiplicación, 
la estraccion de la raiz en división.

§. 99 .

Propiedades del sistema de Briggs.

1? En este sistema que tiene la base 10, tenemos
1 0 3 =  1000 luego log 1000 = 3
1 0 2 =  100 log 100 = 2
10 1 =  10 log 10  — 1
1 0 » =  1 log 1 = 0
1 0 - * =  0,1 log 0,1 = - -1
10 ~ » =  0,01 log 0,01 = - - 2
10 - ' 3= 0,u01 log 0,001 = - -3

de donde se infiere que todos los números que son mayores que 
1 , tienen logaritmos positivos, y que todos los números que son 
menores que 1  ó los quebrados propios, tienen logaritmos nega
tivos.

2? Concluimos ademas que solo los números

....1000, 100, 10'ìo’ 100’ ÍÜOO""
es decir las potencias de 10  con esponentes enteros, tienen por 
logaritmos números enteros. Todos los demas números, enteros 
y quebrados, propios y mistos, tienen por logaritmos números in
conmensurables, que no pueden representarse exactamente sino 
por quebrados decimales no periódicos é infinitos, ó por series 
infinitas. Así es log 186= 2 ,2 6 9 5 1 2 9 .... Supongamos que un nú
mero cualquiera N, que no es una potencia de 10  con esponente
entero, tonga por logaritmo un número real | en donde r y s son 
números enteros, y tendremos
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10r =  N luego 10 ' =  N"
ecuación que nunca puede verificarse, pues 10 y N contienen fac
tores primos diferentes.

3? Por medio del teorema en §97, 2° so sigue ademas, quo 
todo logaritmo‘positivo que no es entero, está compuesto de dos 
partes, una de las cuales es un entero ó cero y la otra un quebra
do decimal propio. Llámanse los enteros de un logaritmo su ca
racterística y el quebrado decimal propio que está a continuación 
de los enteros, se dice su mantisa. Asi es log 271=2,13297, luego 
2  su característica y las decimales que se siguen, su mantisa.

4? Multiplicando ó dividiéndose un número entero por una po
tencia de 10 , no se muda la mantisa del logaritmo, sino solamente su 
característica. Si log N_=,A, se tiene [§ 98 J :

log ( N. 10”) =  log N-f-log lO^A-f-n  
• log (N>: 10") =  log N—log 10 " = A—n

Por ejemplo, si log 2864=3,45097

log 28040 =  3,45697- 
log 286400 =  3,45697- 
log 2804000=  3,45697-

-1 =  4,45097)
-2 =  5,45697 b (a )
-3 =  0,45097)

Luego:
- B eola I. Añadiendo á un número entero varios ceros, la carac
terística se aumentará de tantas unidades, cuantos ceros se añadan, 
permaneciendo la mantisa la m Urna.

Por inversión tenemos:
log 286,4 =  3,45697— 1 =  2,45097 )
log 28,64 =  3,45097—2 =  1,45697 $■
log 2,804 =  3,45697—3 =  0,45097 )

Puede continuarse esta división y tendremos

(/>)

log 0.28G4 =  log (2864:104 ) =  3,45697—4= 0,45697—1 ,
logO,02864 =  log (2364:10fi) =  3,45697—5= 0,45697—2 / , .
log 0,002864 =  log (2804:106) =  3,45097—6=0,45697—3 C W  
log 0,0002864 =  log (2864:10’ ) =  3,45697— 7=0,45696— 4 ^

Los enteros 1, 2, 3, 4 que se restan en el último miembro de 
(y), son características con signo negativo, y escríbese siempre 
un logaritmo negativo de esta manera, que la mantisa sea posi
tiva y que se siga á continuación la característica con signo ne
gativo.

De (/?)y (y) se infiere;
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R egla IX. Corriendo la coma decimal, uno, dos, tres.. . .n lu
gares ála derecha ó izquierda, la característica se aumenta ó dismi
nuye de una, dos, tres.. .  .n  unidades, permaneciendo la mantisa la 
misma.

5o R egla III. La característica de cualquier número mayor que 
latinidad, es positiva y tiene una unidad ménos que el número de 
cifras enteras de que consta. Así

—246—

log 4823 =  3,68332; pues 4 S 2 3 > 1000= 103 y < 1 0 0 0 0  =  10* 
log482,3 =  2,68332; pues 482 ,3> 100  = 1 0 *  y < 1 0 0 0  =  103 
log4 8 ,2 3 =  1.68332; pues 4 8 ,2 3 >  10 = 1 0 *  y < 1 0 0  =  102 
lo g 4 ,8 2 3 =  0,68332; pues 4,8 2 3 >  1 = 1 0 °  y < 1 0  = 1 0 *

R bglaIV. La característica de cualquier quebrado decimal pro
pio es negativa y tiene tantas unidades, cuantos ceros están delante 
de las cifras significativas. Así es

log 0,4823 =0,68332—1 ; pues 0,4823 = 4 ,8 2 3 :1 0  
log 0,04823 =0,68332—2 ; pues 0,04823 = 4 ,823 :100  
log 0,004823=0,68332—3 ; pues 0,004823=4,823:1000

y como log 4,823=0,68332, log 1 0 = 1 , log 100= 2, log 1 0 0 0 = 3 ... 
deben restarse de 0, 68332 los números, 1 ,2 , 3 . . . .

6° Por inversión;
R egla Y. Si la característica de un logaritmo es positiva, el Nú

mero correspondiente será mayor que la unidad, y tendrá tantas ci
fras enteras mas una, como unidades tiene la característica.

Si log N = 2,68332
será N =482,3 con tres enteros;

pues la característica 2 nos enseña que el Número N esté entre 
10a y 10 3, es decir, entre lOOy 1000,y quejroresto.tiene centenas.

R egla YI. Sí la característica de un logaritmo es negativa, el 
Número correspondiente será un quebrado decimal propio, que de
lante de las cifras significativas tiene tantos ceros, cuantas unidades 
tiene la característica.

Si log N = 0 ,68332—3 
será N = 0,004823

Pues el logaritmo 0,68332 es mayor que 0 y menor que 1, 
luego el Número de este logaritmo será < 1  y < 1 0 ,  luego será 
4,823. Ahora se tiene

log N=log 4 ,8 2 3 -3  =  log 4 ,8 2 3 - log 1000 =  log M I 3 
=  log 0,004823
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§ .  100.

Cálculo con los logaritmos vulgares.

Precedo ú las tablas de logaritmos una concisa y clara cspli- 
cacion, mediante la cual con facilidad so resuelven los problemas 
generales:

X) dado un Número'hallar el logaritmo correspondiente,
2) dado un logaritmo hallar el Número correspondiente.
Por lo cual es inútil hacer aquí dicha esplicacion.
Aplícase el cálculo con logaritmos siempre que entran núme

ros grandes en una-multiplicación, división, elevación á potencias 
y estraccion de miz; pues por los logaritmos, dichas operaciones 
se convierten en las operaciones sencillas de la adición, sustracción, 
multiplicación y división [§98, esc.]. Añadiremos algunos ejemplos 
sobre el cálculo con los logaritmos que al mismo tiempo demues
tren su utilidad, ciando primeramente unas reglas prácticas pa
ra el caso de ser los logaritmos negativos.

No encontrándose en las tablas un logaritmo que soa del 
todo negativo, conviene transformarlo en otro que tenga una man
tisa positiva.

R egla VII. Un logaritmo que es del todo negativo, se convier
te en otro negativo con mantisa positiva, sumando y restando el núme
ro entero superior inmediato.

Sea log N =  — 3,27538
H-4 ---i

y será =  — 3,27538

=  Ó.724G2—4
Semejante regla se aplica en general en la sustracción:
Regla VIII. Se suma y resta 10 á otro entero bastante grande 

en el caso de ser el logaritmo que es minuendo, menorqueel que sirve 
por sustraendo.

+10 _10
1,27893
4,56351

6,71542—10
Para la división tenemos
R egla IX . En la división de un logaritmo negativo por un en

tero, la característica ha de transformarse ( si se necesita) en otra que 
se divida sin resto.

(0.435G2—3): 2 =  (1,43562—4 ): 2 
=  0,71781—2

(0,56386—4 ):3  =  (2,56386—6) :3  
=  0,85462—2
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Finalmente:
R egla X. Antes de tomar el Número correspondiente, cuando sit 

logaritmo tiene dos características, estas se reducirán á una sola.

Si log N =  3,65189—7
será log N =  0,65189—i
y si log N =  5,32174—2
será log N =  3,32174

Ejemplos.
E jemplo I. Búscase el valor de x  en

x =  3,7896.5,6806.0,005394

R esol. Se aplica la fórmula log ( a . b . c) =  log a + lo g  b + lo g  c

Pero tenemos por las tablas
log 3,7896 =  0,57859 
log 5,6806 =  0,75440 
log 0,005394= 0,73191 •—3 luego

log x =  2,06490 —3 
=  0,06490 —1 

x =  0,11612

E jemplo II. Propongamos buscar x 0.68635 
U. UÓ4301

R esol. Se aplica la fórmula log 21 =  log m—log n
Tenemos log 0,68635 =  0,83654— 1 

log 0,054361 =  0,73529—2 
log x  =  0,10125+1  

=  1,10125 
x =  12,627

E jemplo III. Seax =  l,025613 
R esol. Se aplica la fórmula log a° =  n log a 

Luego sera log x =  12 log 1,0256 
=  12.0,01098 
- 0,13176

x =  1,3544

E jemplo IV. Se busca 5 ____
x =  +7863000

n__ j
R esol. Se aplica la fórmula log +  a =  -  log a
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Luego será log x =  g- log 78G3000

=  1.6,89559

=  1,37912 
x =  23,94

_  „  „  , ,, /0,5G326\8
E jem plo  V. Para hallar x =  \~o' ¿üsijg )

será log x =  8 (log 0,56326—log 0,26538)
Pero log 0,56326 =  0,75071— 1

* log 0,26538 «= 0,42388—1

0,32683X8  
log x =  2,61464 

x =  411,75 
6____

E je iíp l o  VI. Sea x —^ J0 02’f  o' ¿39 ^ se tendrá

log x =  1 [5 log 12,583—(7 log 0 ,62+  log 2,089)]
log 12,583=1,09979 log 0.02 = 0 ,79839—1

5 log 12,583=5,49895 7 log 0,62 = 5 ,54673—7
log 2,G89=0,42959

5,97632—7+ 1 0 -10

5,49895
5,97632—7

—249—

9,52263—3
6,52263 divídase por 6 

log x =  1,08711 
x =  12,221

E jem plo  VII. Determinar x  en 3,5762* =  5,2643* 

x log 3,5762 =  4 log 5,2643

„ _  4 log 5,2643 _  4.0,72134 _  2,88536 
log 3,5762 0,55343 0.55343

+  1 — 1 
log x =  0,46021

0,74306—1

=  0,71715
x =  5,2138
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CAPITULO IV.

DE LAS ECUACIONES.

ARTICULO I.

Ecuaciones del prim er grado.

§ .  101.

De las ecuaciones en general.

1? Llámase ecuación la espresion algébrica de la igualdad de 
dos cantidades por medio del signo de igualdad. Hay tres clases 
de ecuaciones:

A] La ecuación idéntica tiene por miembros una misma canti
dad con la misma forma:

a—b =  a—b

Tal ecuación siempre es verdadera.
B] La ecuación analítica tiene en el primer miembro una can

tidad con una operación algébrica indicada, y en el segundo 
miembro el resultado de esta operación:

(a-f-b)2 =  a2 +  2 ab + b 2 (a )

Tal ecuación ó siempre es verdadera para cualquier va
lor de las cantidades que entran en ella, 6 por lo menos 
para cualquier valor entre ciertos límites, como se ve en la 
ecuación

=  l-f-x2-|-x3-}-x4-)-x54 - . . .  .infin.
que se sigue por división y se verifica para cualquier valor 
de x  que es < L .  No dependen en la ecuación analítica unas 
cantidades de otras; asi cambiándose b, por esto no cambia 
o en la primera ecuación (a).

C] La ecuación sintética tiene cantidades que deponden unas 
de otras. Así en la ecuación
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y =  3.x (/»)
depende y de a:; aumentándose a-, aumentará y, y disminuyéndo
se x, disminuirá y, pues siempre debe ser y el triplo de r.  Por in
versión, depende también x  de y, pues se sigue que x  ha do ser 
siempre la tercera parte de y, cualquiera que sea ol valor de esto 
número. Lo mismo so ve en la ecuación sintética

2 y = 4 + x  (y)

en donde y  cambia de valor con x, y a- con y.
Hay infinitos valores de x  é y  que satisfacen las ecuaciones 

anteriores; pero teniendo una do estas cantidades un valor deter
minado, la ecuación no so verifica sino por un valor determinado 
de la otra. Así, cuando en la última ecuación es y=G, de modo que 
tengamos

2.6 =  4+x
x  será = 8 ,  y no so verifica la ecuación por otro valor. Toman
do x = 8 , tendremos

2 6 =  4 + 8  es decir 1 2 = 1 2

que es una ecuación idéntica y la prueba do que tenemos el valor 
verdadero de x ; pero tomando otro valor, por ejemplo x = 9 , so 
sigue

2 .6 = 4 - f - 9  es decir 12 =  13

lo que es evidentemente falso, y la prueba do queno ss el valor 
verdadero do x. 2

2o Una cantidad que depende de otra de manera que cam
biándose esta, se cambie aquella, se llama una función de la otra. 
Así en las ecuaciones (/?) y (y) será y una función de x ; pero tam
bién por inversión puede ser x  una función de y, á saber, cuando 
y se considera como cantidad dada. Una de estas cantidades será 
dependiente y la otra independiente-, así para x  puede tomarse 
cualquier valor y será x  la cantidad independiente y luego tomará 
y  valores determinados que dependen de los valores de x , y por 
esto y  sei'á la cantidad dependiente.

Ademas, en las ecuaciones (fi) y (y), las mismas cantidades 
x  é y son cantidades variables, es decir, pueden tomar una infi
nidad de valores diferentes que satisfacen la ecuación. Una de 
las variables es la variable independiente y la otra la variable de
pendiente. La variable independiente puedo tener todos los valores 
posibles, reales, imaginarios y complejos. La variable dependien
te, aunque tome también una infinidad de valores diferentes, por 
esto no siempre tendrá todos los posibles. Así en la ecuación sin
tética

y=V / r*—x 3
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la variable independiente x  podrá tener todos los valores reales des
de — x  hasta -)-x  ; pero los valores reales de y se contienen 
entre los límites +;• y —r; pues cuando el valor absoluto de x 
es j> r, y será imaginario.

3? Como tenemos ecuaciones sintéticas entre dos variables, 
así podremos tenerlas entro 3, 4, 5 . . .  n variables. Pueden en
contrarse en la misma ecuación también algunas cantidades que 
se consideran como constantes, teniendo siempre un mismo valor 
dado. Suélese espresar las cantidades constantes por las primeras 
letras del alfabeto, y las variables por las últimas. Así de las ecua
ciones

ax3-|-by2= c ; V '?1+  ay
bx—\A¡v

by—cz

la primera tiene 2 variables x, y, y 3 constantes a, b, c, y la se
gunda tiene 4 variables v, x, y, z y 4 constantes a, b, c, d.

Una ecuación con n variables tiene n—1 variables indepen
dientes y solamente una variable dependiente que puole ser 
cualquiera do ellas.

4? Tomando las variables independientes valores determina
dos, también la variable dependiente no tendrá sino valores de
terminados que se siguen de aquellos por medio del cálculo. Será 
el objeto de este Capítulo, suministrar métodos ciertos de hallar 
dichos valores, que son dados solamente por medio de otras can
tidades. En este caso, la cantidad buscada so llanta incógnita, 
mientras que las cantidades dadas se llaman conocidas.

5° Distínguense:
a) Ecuaciones determinadas é indeterminadas.

Es determinada cualquier ecuación con una sola incógnita.
Es indeterminada cualquier ecuación con dos ó mas variables.

Veremos que dos ecuaciones diferentes que tienen las mismas 
dos variables, producen otras dos ecuaciones con una sola variable, 
y que por lo tanto son ecuaciones determinadas, por medio do las 
cuales se sacan valores determinados de las dos variables. Lue
go en dos ecuaciones con dos variables, cada una de estas puede 
considerarse como incógnita. Así las ecuaciones

3x+4y =2G 
2x—3y =  G

son dos ecuaciones con dos variables, y cada una de estas so ve
rifica por una infinidad de valores do x  é y. Pero si x  é y que es
tán en la primera ecuación han de tener los mismos valores que en 
a segunda, las ecuaciones solo so verifican para los valores do- 
terminados x=G é y= 2 . La razón es porque las mismas can
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tidades x  é y en la primera ecuación lian do cumplir una con
dición determinada y on la segunda otra diferente, y dos con
diciones diferentes determinan dos cantidades diferentes.

Del mismo modo 3 ecuaciones diferentes con 3, A ecuaciones 
con 4 . . .  .en general n ecuaciones con n TariablOB contienen 8, 4 .. . 
n  condiciones diferentes que determinan todas estas cantidades; 
luego cada una puede considerarse como incógnita quo tiene un 
valor determinado pero desconocido. Por consiguiente distinguen- 
so las ecuaciones también en:

b) Ecuaciones con una sola, ó dos, ó (res .. . .6 mas incógnitas. 
Así será

-b = x ’ una ecuación con una sola incógnita
ax- -b y = c  
ax-j-by-)-cz=d

con dos incógnitas 
con tres incógnitas.

Pero la segunda ecuación supone otra con las mismas can
tidades x é y, y la tercera otras dos con las mismas cantidades 
x ,y ,z .

Dicese un sistema de ecuaciones la reunión de todas las 
ecuaciones que se necesitan para determinar cada una do las incóg
nitas. Así el sistema para tres incógnitas será

a x - f -b  y  4 -  c  z =  d 
a' x - j- b ' y +  c 'z  =  d' 
a"x-j-b"y+ c ''z  =  d ''

Para determinar n incógnitas se necesita un sistema de n 
ecuaciones diferentes con las mismas incógnitas.

c) Ecuaciones numéricas y literales. Una ecuación es numérica 
si todas las cantidades conocidas son números determinados, y 
es literal si una ó algunas son números indeterminados. Así es

3x2 4 -  5x—3 =  0 una ecuación numérica 
3 x s -j-ax—c = 0  una ecuación literal.

d) Ecuaciones algébricas y transcendentes. Son algébricas cuan
do las incógnitas no están contenidas sino como baso de uno po
tencia; en cualquier otro caso son transcendentes. Así todas las 
ecuaciones anteriores son algebraicas; son transcendentes por 
ejemplo;

a1 =  b-j-y 
a log x =  b-j-yx

Dícese una ecuación esponencial si tiene la incógnita por 
esponente.

e) Ecuaciones do 1”, 2 ‘, 3r, . . . n’1“5 grado. Se Conoco el grado 
de una ecuación algebraica por la mayor suma quo forman los
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esponentes de las incógnitas en un mismo término. A.sfí

ax-j-b=0 es del primer grado.

axy—ex= d  es del segundo grado.

ax2+-bxy+-x2y = d  ea del tercer grado.

En la última, por ejemplo, la mayor suma de los esponentes 
de las incógnitas so encuentra en el tercer término y es 2 + 1 = 3 ;  
luego la ecuación será del tercer grado.

§. 102.

T ran sfo rm ación  de la s  ecuaciones.

Una misma ecuación puede tener varias formas, efectuándo
se con ella varias transformaciones según las reglas de la Arit
mética y por medio del axioma general:

Si con cantidades iguales se hacen operaciones iguales, los 
resultados son iguales.

1" Puede trasladarse al otro miembro lodo término de una ecua
ción, mudando el signo de este término.

Si a =  b—x 
será a -j- x =  b

x =  b—a
La segunda forma de la ecuación se obtiene de la primera, 

añadiendo -\-x á cada uno de los miembros, y la tercera forma 
es obtiene de la segunda, restando o.

Por esto, toda ecuación puede reducirse á cero. Si

x =  a — b será x — a -f- b =  0

2° Pueden multiplicarse todos los términos de una ecuación 
por una misma cantidad, y por lo tanto quitarse los denominado
res, multiplicando la ecuación por el mínimo común denomina
dor de todos los quebrados.

T. x bDe j  — a =  j  se sigue
3x — 12a=2b

multiplicando todos los términos por el mínimo común deno mina 
dor que es 12.

Se pueden cambiar también los signos de todos los términos. 
Si a—x 2= —x + c  

será x 2—a = x —c
pues esto no es sino multiplicar por —1.
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3 ' Pueden dividirse todos los términos por mm misma onn- 
tidnd y puede por esto reducirse la ecuación á una forma mas 
sencilla, dividiendo todos los términos por un factor común.
.  Si 3x—Ga =  12

será x—2a =  4

4°  Puedo quitarse un signo radical que afecta á la incóg
nita. A este fin, la cantidad radical que contiene la incógnita so 
pondrá sola en un miembro y luego la ecuación so elovará á la 
potencia que indica el índice de la raíz.

n ___
S i  a - } 'V /x— ó  * =  o 

n _____
será \/x—b =  c—a 
luego x—b =  (c—a)°

6 o Puedo quitarse un esponento quo afecta á la incógnita. 
A este fin, la potencia que contiene la incógnita ss pondrá sola 
en un miembro y luego se estraerá á la ecuación la raiz del gra
do que indica el esponento.

Si a-p(x—b)° =  o 
será (x—b)° =  c—a 

a ____
luego x—b =  V c—a

6o Un esponento ó índico incógnito puede representarse 
como factor ó divisor. A este fin, el término que tiene este espo- 
nente ó índice, se pondrá solo en un miembro y luego se tomarán 
los logaritmos de los dos miembros de la ecuación.

x __
Si a’-f-b =  c Si \/ a + b =  o será

x_
será a* =  c—b -y/a =  c—b
luego x .loga =  log(c—b) i  loga =  log (c—b)

7? Si los miembros de una ecuación contienen cada uno 
un término racional y otro irracional, serán iguales separada
mente los términos racionales y los términos irracionales.

Si a +  véC"= a'+v^b7" 
será a = a ' y b =  b'

Pues se sigue que __ __
a—a'=véb — Vb'

y si los dos miembros fuesen diferentes de cero, seria nna can
tidad racional igual á otra irracional, lo que es absurdo. Lue
go cada uno do los miembros es cero, y por consiguiente a igual 
a a 'y  ó igual á b' [cf. § 82 corol. para los números complejos].
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§. 103.

Preparación y  resolución de las ecuaciones.

I o Preparar ú ordenar ima ecuación es transformarla en 
otra equivalente, que reúna las circunstancias siguientes:

1) que no tenga la incógnita afectada de un signo radical.
2) que no tenga la incógnita como denominador.
3) que todos los términos que contienen la incógnita formen 

el primer miembro y los otros términos el segundo miem
bro.

4) que el primer miembro esté ordenado según las poten
cias decrecientes de la incógnita.

5) que la suprema potencia de la incógnita tenga el coe
ficiente -J-l.

Una ecuación preparada ú ordenada es: 

s 3—|-ax2—)-bx =  c

2° Besolver una ecuación es determinar el valor de la incóg
nita que satisfaga la ecuación, es decir, que puesto en la ecua
ción dada, haga á esta idéntica.

Un valor de la incógnita que verifica la ecuación, se llama 
una raiz de la ecuación.

Dada la ecuación
2x-J-3 =  21—x
sera x =  6 la raiz de la ecuación 

pues si se pone G en lugar de x, la ecuación se convierto en una 
ecuación idéntica

2. G+3 =  21—G ó bien 15 =  15

§. 104.

Resolución de ecuaciones de prim er grado con una 
sola incógnita.

Para resolver una ecuación de primer grado con una sola 
incógnita basta ordenarla, y á este fin se sigue el método siguiente:

1. Se quitan los denominadores, á lo ménos aquellos que 
contienen la incógnita.

2. Se resuelven todos los paréntesis que tienen la incógnita,
3. Se quitan los signos radicales que afectan á la incógnita.
4. Se trasladan todos los términos que tienen la incógnita 

al primer miembro, y todos los que no la-tienen al se
gundo.

5. Se reducen los términos semejantes -y se dividen todos
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los términos por un común factor, siempre que se pueda. 
G. So saca como factor la incógnita si está contenida on 

diferentes términos.
7. Se divide la ecuación por el coeficiente de la incógnita, 

de modo que tenga por coeficiente la unidad positiva.

E jem plo  I. Buscar la incógnita a: en la ecuación

8x—4 _ „  19— 3x
21 d 11

B esol. Multipliqúese la ecuación por el mínimo común deno
minador que es 7 .3 .2 = 4 2 ;  se tendrá

2 (8x — 4) =  3 .42  — 3 (19—3x)
Quitando los paréntesis, se deduce á 

16x—8 =  126—5 7 -j-9x
y poniendo todos los términos con la incógnita en el primer miem
bro, y los otros en ‘el segundo, se saca

lGx — 9x — 12G— 57 + 8  
y reduciendo los términos semejantes 

7x =  77
y finalmente dividiendo por 7, que es coeficiente de x, ce tiene el 
valor de la incógnita

x =  l l

P rueba. Póngase el valor de x  en la ecuación dada y será

8 .1 1 —4 0 19—3 .1 ! .  88—4 _ 0 19—33 8 4 _ or 14
21 Tí ’ 21 14 ’ 21 " r  14

ó bien 4 = 4
E jemplo II. Buscar x  en la ecuación:

1 a+ b  _  1 n—1>
a—b x a-j-b x

B esol. Multipliqúese la ecuación por el mínimo comtln múl
tiplo de los denominadores que es (a-j-b)(a—b)x; se tendrá

(a-f-b)x— (a-j-b) J(a—b) =  (a—b)x— (a—b)2(a+ b )

y cuando los términos con x  se ponen en el primer miembro y 
los términos conocidos en el segundo, se sigue

(a-j-b )x — (a—b)x =  (a-f-b)2(a—b)— (a—b)2 (a-f-b)

luego sacando x  en el primer miembro, y ademas los factores 
comunes en el segundo, será

(a-j-b—a-j-b)x =  (a-j-b) (a—b) (a-j-b—a-j-b)
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y dividiendo por el coeficiente de x, que es también factor en el 
segundo miembro se tiene

x = (a + b ) (a—b )= a 2— b2

E jemplo III. Determinar el valor de la incógnita en la ecuación 

2 x + y /4 x 2—'7x—6 = 9

E esol. Póngase 2x en el segundo miembro para tener sola 
la cantidad radical eu el primer miembro:

•y/ áx2—7x —6 =  9 — 2x

Abora la ecuación se eleva al cuadrado:

4x2 — 7x — 6 =  81 — 36x-f-áx2

Quítase 4x2 que está en el primer miembro por el que está 
en el segundo, y luego poniendo la incógnita en el primer miem
bro y las conocidas en el segundo, se sigue

—7 x + 3 6 x  =  81-|-6 
bien 29x =  87
finalmente x =  3

E jemplo IV. Buscar el valor de x  en la ecuación

-y/x +  V a -fs  =  m : yóa -}-x

Resol. Multipliqúese la ecuación por el divisor y/u-j-x, y será: 

■y/ax+x2 +  a + x  =  m

•y/ax -(- x 2 =  (m—a)—x
luego encuadrado:

ax-j-x2 =  (m—a)3—2(m—a)x-}-x2

Quitese x 2 y póngase el término 2(m—a)x que tiene el factor 
X en el primer miembro y será

ax-J-2 (m;—a)x =  (m—a)a 
de donde por reducción:

. _ (m— a)2
2m—a

E jemplo V. Búsquese el valor de x  en la ecuación:

3x—1 =  y /ü x + l + i  (3x—1)

R esol. La ecuación tiene el factor común

—258—
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V 8 s + 1  (« )

pues 3x—l=(v^3x-f-l) (v 'Sx—1). Dividiendo por este, se saca 

V 3 I -1  =  1+|(VTX- 1 )  

es decir ¿(vite—1) =  1

1 =  2

V 3 i = 3  (/3)
Elevando al cuadrado se saca

3x =  9 de donde x =  3
Por consiguiente r = 3  será la raiz de la ecuación. Pero la 

misma ecuación tiene también otra raiz, quo resulta do la espre- 
sion (a ), que es factor común de la ecuación dada, poniéndola igual 
á cero. En efecto, de

V 3 x -f l  -  0

se sigue 1 y/Ss =  —1 (y)

3x =  1 y x = !

Luego tenemos dos raíces x '= 3  y
E s evidente quo el factor común ha de suministrar otra raiz; 

pues la ecuación dada puede representarse en la forma:

(V E+i) ( v ^ - i )  =  ív'K + d+ í (y'E+i) (v ^ - i )
Suponiendo ahora que el factor comun sea = 0 ,  uno y otro 

miembro será cero, y tenemos una ecuación idéntica; luego la 
condición

V 3 x -(-l= 0
satisface á la ecuación dada.

Obsérvese:
1) Cuando una ecuación tiene un factor comun que os la in

cógnita ó una espresion cualquiera que contenga la incógnita co
mo término, para evitar una ecuación de grado superior, la ecua
ción debe dividirse por dicho factor. Así en el último ejemplo, la 
ecuación dada se reducirá á una ecuación del segundo grado, si

no se divide por ^/3x-{-l.
2) Si la incógnita x  es factor comun de la ecuación, una re

solución será x = 0 .
3) Si es factor comun una espresion quo contiene la incóg

nita como término, una resolución so sigue, igualando dicha es
presion á cero.
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4) Las verdaderas resoluciones del último problema son

-V/31 =  3 ; =  — 1

que tenemos en (/3) y (y), ó también, si se divide por y/ 37

V * = V 3 ; — 7̂3
con sus signos respectivos. Al efectuar la prueba, el valor de v/3x  
lia de sustituirse en la ecuación dada, y tomando los valores últi
mos x = 3 , x = J ,  las raíces cuadradas pueden tener dos signos; los 
verdaderos signos son los anteriores y los opuestos no verifican la 
ecuación.

§. 105 .

Ejemplos de aplicación.

Plantear un problema es espresar sus condiciones en forma 
algébrica.

Para plantear un problema
1) sebosea la cantidad que es verdaderamente la incógnita y 

por medio de la cual pueden hallarse todas las otras cantida
des que se buscan, si es que existen en el mismo problema.

2) se efectúan con la incógnita todas las operaciones indicadas 
en el problema, perfectamente como si la incógnitafuese una 
cantidad conocida.

3) se busca en el enunciado del problema la doble esprresion de 
la misma cantidad que sirva de fundamento « la ecuación.

Ademas se debe tener cuidado de no introducir mas incóg
nitas de las que se necesitan absolutamente. El planteo de pro
blemas se adquiere solo con mucho ejercicio y un examen tran
quilo de las condiciones que forman el problema.

E jemplo I. Una escuela contiene 4 cursos diferentes y un 
número total de 134 escolares. En el segundo curso hay 5 esco
lares mas que en el primero, en el tercero 6 mas que en el se
gundo, y finalmente en el cuarto 7 mas que en el tercero. Se quie
re saber el número de los escolares en cada uno de los cursos.

K esol. 1). Se buscan cuatro cantidades, pero se ve que las 
últimas tres serán conocidas, conociendo la primera, que es el 
número de los escolares del primer curso. Luego este número 
es.'la verdadera incógnita que designamos por x.

2) Se indican en el problema algunas operaciones algébricas 
que pueden efectuarse y son las siguientes:

el primer curso tiene x  escolares, luego 
el segundo curso tiene x-|-5 
el tercer curso tiene x-|-5-j-6=x-|-ll

~ 2 6 0 —
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el cuarto curso tiene x + l l + 7 = x  + 18.
3) Tenemos en el problema una doblo espresion do una mis

ma cantidad, á saber, el número total 131 do todos los escolares 
es igual á la suma do los escolares que hay en los diferentes cur
sos. Luego se saca la ecuación

x + ( x +  5 ) + ( x + 11)+  (x +  18 )= 134  
de donde x = 2 5

Por consiguiente, el primer curso tiene 25 escolares, el se
gundo 25-(-5=3U, el tercer 3 0 + 5 = 3 0 , el cuarto 3 0 + 7 = 1 3 .

E jemplo II. El úrea de un jardín qne tieno una forma rectan
gular es 5 veces mayor que la do otro que tiene la misma for
ma. El primero tieno 192 metros de largo y 180 do ancho; 
el segundo tiene 90 metros do largo. Se busca el ancho del so- 
gundo.

R esol. E s sabido que el área do un rectángulo es igual al 
producto de los números que espresan su largo y ancho.

1) No tenemos -sino una incógnita, quo es el ancho del segun
do jardín y se designará por x.

2) La doble espresion do una misma cantidad está conteni
da en la condición de que la quinta parte del primer jardín es igual 
á la superficie del segundo.

3) Pero la superficie del primer jardín os el producto de su 
largo por su ancho, luego = 1 9 2 .1 8 9  Q " ; y la superficie del se
gundo jardin es 96 .x  Q ”. Luego por 2) so tieno

+  192.180 =  9 6 .x  
de donde x =  72 metros.

E-templo III. Un agrónomo tuvo que vender 60 bueyes por 
falta de pastos, bastando solamente para 14 semanas en lugar 
de 20. Se busca el número de todos los bueyes que tenia.

R esol. 1) No tenemos sino una incógnita x  que es el núme
ro total de los bueyes.

2) Si tenia x  bueyes al principio, al fin no tenia sino x—60.
3) La provisión que basta para x  animales en 14 semanas, 

es la misma que basta para (x—60) en 20 semanas. Ademas su- 
pónese en el problema quo la provisión quo so necesita para un 
animal en una semana siempre es la misma cantidad, y por con
siguiente una constanto que puede tomarse como unidad de la pro
visión. Luego el planteo del problema será el siguiente:

Un buey consume en 1 semana 1 unidad de provisión
x bueyes consumen en 1 semana x unidades „
x „ „ 14 semanas 1 4 .x  „ „
Por consiguiente la provisión del agrónomo es 14 .x  unida

des. Pero tenemos otra espresion do la misma cantidad: rotieno 
x—60 animales y la misma provisión basta para estos en 20 so
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manas, de donde
x—60 bueyes consumen en 1 semana x —60 unidades de provisión 
x —60 „ „ 20 semanas 20 (x—60) „ „

Por consiguiente la misma provisión tiene la doble espresion 
14 .x  y 20(x—60) y por esto es

14x =  20 (x —60)
14x =  20x—1200 

Gx =  1200 
x  =  200

Luego tenia 200 bueyes.

E jemplo. IV. Partiendo dos móviles al mismo tiempo de los 
puntos A y B, que distan entre sí a metros [fig. 33], recorren la 
recta AB y su prolongación con movimiento uniforme, marchan
do en el sentido AB. Sus velocidades respectivas son v y v' me
tros por minuto. Se quiere saber cuál es la distanoia de los pun
tos A y B al punto de encuentro de los dos móviles y el tiempo 
que tardan en recorrerla.

R esol. E s sabido que el camino recorrido es igual al produc
to de la velocidad por el tiempo, cuando aquella es uniforme.

Se buscan tres cantidades, pero existen relaciones sencillas 
entre unas y otras. Espresando por x  á la distancia de A al pun
to del encuentro, la (Estancia de B al mismo punto será x —a. 
Ademas el tiempo del movimiento es el mismo para ambos mó
viles, y será igual al cociente del camino por la velocidad res
pectiva. Espresando ya este tiempo por el camino del primer mó
vil y la velocidad v, se tiene para su espresion -  , y designándo
lo por el camino del segundo y la velocidad correspondiente v', 
se saca como segunda espresion del tiempo ~ 7~  ■ Luego será

x  x—a
v v'

de donde x = -5^—, (a)

y esta será la distancia desde A hasta el punto del encuentro. La 
distancia desde B hasta el mismo punto es

—2G2—

y el tiempo que tardan los móviles hasta llegar á encontrarse, es

Discusión ue las fórmulas. Si v]>v' el valor de x  en (a ) es 
positivo y si v < V  el mismo será negativo, es decir:

En el primer caso los móviles van encontrándose en un punto 
que está en la prolongación de AB en el sentido de AB. Pues su- 
pónese esta dirección como positiva, y como v]>v—V  será

v _ v' > 1  luego x =  a . yZ.y~> será> a
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luego el punto de encuentro ea en la prolongación do AB. Ade
mas el tiempo que está en (y) es positivo, es decir, el encuentro 
se sigue después de la partida.

E n el segundo caso, el valor de x  es negativo y el encuentro 
tiene lugar en el lado opuesto, en la prolongación de AB en el 
sentido BA, y como el tiempo en (y ) también es negativo, se in
fiere que esto encuentro tenia lugar antes do partir los móviles 
de A y B, lo que es verdadero, si estuvieron en movimiento ñutes 
de llegar á A y B.

Si v = v ' el valor de x  como el del tiempo se harán infinitos, 
lo que se esplica fácilmente, no pudiéndoso encontrar los móvi
les por grande que sea el camino recorrido y el tiempo gastado 
si las velocidades son iguales, ó bien puede decirse que no se en
cuentran sino después de un camino infinito y un tiempo infini
to que nunca acaban. En efecto, aproximándose el valor de v mas 
y mas al valor de v, el valor de x  en (a )  va aumentando y fi
nalmente acaba con ser infinito si v/= v .

Pero puede suponerse también que la distancia entro A y B  
sea = 0 ,  es decir que a = 0  y que los móviles partan de un mis
mo pnnto A. En este caso será a; y el tiempo del encuentro = 0 ,  
lo que dice, que el encontrarse no tiene lugar sino en el momento 
del salir. Pero si á un tiempo se supone a = 0  y v '= v , tendremos
x =  g y el tiempo =  g . En efecto, una y otra cantidad será ver
daderamente indeterminada; pues si los móviles parten á un tiem
po del mismo punto y con la misma velocidad, siempre irán jun
tos en todo el camino y en todo tiempo posible. Luego aquí el
símbolo g representa cualquier distancia desde A y cualquier
tiempo, y es realmente un signo do verdadera indeterminación.

Finalmente, si v' toma un signo opuesto, es decir si el se
gundo móvil va en dirección opuesta, en el sentido BA, el encuen
tro tendrá lugar entre A y B. Pues la fórmula (a) so convierto ca

av
x = = q v

y como v<^y-|-v' será
- O  es decir será x < >

Si v '= 0 , será x = a , es decir, el primer móvil encuentra el 
otro’ en B.

Se verifican todas las suposiciones posibles en las fórmulas 
generales («") y (y), y so ve la grande utilidad do fórmulas ge
nerales que tienen cantidades indeterminadas (y variables,' on iu» 
gar de determinadas.

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



—264—

§ .  106.

Con dos incógnitas.

Por medio de dos ecuaciones con dos incógnitas se puede de
terminar el valor de cada una. A este fin se debe eliminar una 
de las incógnitas, de manera que salga una ecuación con una sola 
incógnita.

El sistema de dos ecuaciones preparadas con dos incógnitas 
es

as + b y  =  c (1)
a 'x +  b'y =  c' (2)

en donde a, a', b, b', c, c' son números cualesquiera, y se necesi
ta que una ecuación sea independiente de la otra, es decir, que 
una no sea solamente una transformación algébrica de la otra, 
que sigue por aplicación del § 102. Pues en este caso tendríamos 
solamente una ecuación en forma diferente.

Los diferentes métodos de eliminación son los siguientes:

I. M étodo de sustitución. Por este método, el valor de una 
de las dos incógnitas se busca en una de las dos ecuaciones por 
medio de la otra incógnita, y el valor así encontrado se pone en 
la otra ecuación.

De las ecuaciones
ax-l-b y = c  (1)
a'x-(-b'y=c' (2 ;

se sigue
B-

a

a'x +b'\ = c / + b 'y  =  c'

ba'x+cb'—ab 'x=  be'

(ba'—ab')x =  be'-—cb'

__be'—cb'
ba'—ab'

ca'—ba'y-)-ab'y =  ac'

(ab'—ba') y =  ac'—ca'

__ac'—ca'
^ ab'—ba'

II. M étodo de comparación. Se busca el valor de una misma 
incógnita en una y otra ecuación, y pónense iguales los dos valo
res así encontrados.

De las ecuaciones
a x + b y = e  (1)
a'x-f-b'y=c' (2)
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He signe que
A.

c'—a'x f  
r Í7 ’

c—ax c'—a x
b b'

cb'—ab 'x=  be'—ba'x 
(ba'— ab') x =  be'—cb'

__be'—cb'
S ba'—ab'

luego

B.
_  c — by

± 4
c—b y _  c’—b'y luego

ca'—b a'y=  ac'—ab'y 
(ab'—ba')y=  ac'—ca'

__ac'—ca'
‘ ab'—ba'

IH . M étodo de los coeficientes. Las dos ecuaciones se mul
tiplican por dos números convenientes, de manera que la misma 
incógnita en una y otra tenga un mismo coeficiente, y luego las 
dos ecuaciones se suman ó restan según que sean desiguales ó 
iguales los coeficientes de aquella incógnita.

Por este método de las ecuaciones

ax-f-by =  c (1)
a'x-j-b'y =  c' (2)

A-
la primera se multiplicará por i', 
la segunda por b

ab'x-)-bb'y=cb' 
ba'x-f-bb'y=bc' 

se restan:
(ab'—ba' )x= cb '— be'

__ cb'—be'
S ab'— ba'

B
la primera se multiplicará por «', 
la segunda por a 

aa'x-|-ba'y=cn' 
aa'x-j-ab'y=ac' 

se restan:
(ba'—ab')y=ca'—ac.'

ba'—ab'

IY. M étodo del  factor indeterminado (método de Bozou). 
Una de las ecuaciones se multiplica por un factor indeterminado 
til, y se réstala otra de la ecuación así transformada; en la nue
va ecuación, el coeficiente de la incógnita que quiere eliminarse, 
se pone igual á cero y así se determina el factor indeterminado 
tu, cuyo valor so sustituye en la otra parte do la ecuación. 

Multiplicando la primera de las ecuaciones 
ax + b y  = c  (1)
V x + b 'y = c ' (2)

por el factor indeterminado m, tendremos las ecuaciones 
mnx-f-niby =  me 

a'x-f- b'y =  c' 
y restando la última de la primera:
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Ahora póngase
(ma—a') x +  (mb—b')y == me—c' («)

A.
el coeficiente de y igual á cero, 

mb—b '= 0
de donde m = b - (/?)

De la ecuación (a) queda:
(nía—a')x =  me—c' 

y aquí sustituyendo el valor de 
m que está en (/?), se tiene

(g-a a') x  =  ^- c c'
(ab'—ba')x =  cb'—be' 

cb'—be'
ab'—ba'

B.
el coeficiente de x  igual á cero, 

ma—a' =  0
cj

de donde m== a- (y)
Déla ecuación (<*) queda:

(mb—b') y =  me— c' 
y aquí sustituyendo el valor de m 
que está en (y), setieno

(¡¡“•b b')y =  c c'
(ba'—ab')y = c a '—ac'

_ca'—ac'
^ ba'—ab'

§. 107.

Ejemplos.

E j e m p l o  I. Sean las ecuaciones

x+ 17y  =  300 (1)
l l x  — y = 1 0 4  (2)

K esol, Por el primer método de sustitución:

s  = 3 0 0  — 17y 
11(300—17y)—y =  104 

3300—187y—y =  104 
188y =  3196 

y =  17
Póngase este valor en la ecuación (2) y ee tiene

l l x —17 =  104 
l l x  =  121 

x =  11
P r u e b a .

1 1 + 1 7 .1 7  =  300 ó bien 11+ 289 =  300 
11.11— 17 =  104 121— 17 <= 104

E je m p l o  II. Sean
5x+ 3v =  42 (1)
x—2y =  — 2 .(2)

B esol. Por el método de comparación:
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^±-x do dondow ¿

81— 10x =  G+3x 
13x =  78 

x =  G

Do la segunda ecuación so signo

Y — - 2 ¿ J  2 ± 6  .

3 2 2

Luego .r=G, y = 4 son los valores buscados. 

E jemplo. III. Sean
4x—Gy =  8
3x + 2 y  = 1 9

R esol. Por el método do los coeficientes.

42—5x 

_ 2 + x  )

y — 

y =

A.
Multipliqúese la segunda por 

3, y será
4x—Gy= 8 
9 x + 6 y = 5 7

B-
Multipliqúese la primera por 

3, la segunda por 4, y será 
12x—18y = 2 4  
12x-j- 8y=7G réstese la l"

suma 13x = 6 5
x = 5

26y =  52
y =  2

E jemplo IY. Sean 4x—3 y = —2
3x— 2 y = — 1

R esol. Por el método del factor indeterminado.

4 m x— 3 m y = — 2 m 
3 x—  2 }•=■— 1

(4m—3) x— (3m—2) y = —2m-f-l

A.
Poniendo 3m—2 = 0  será

m = §  y ademas

(4m—3 ) .x = — 2 m + l  

( 4 . § - 3 ) x = - 2 . § + l  

— i:x —— J
x =  1

B.
Para 4m—3 = 0  será 

m = j  y

—(3m—2) y = —2 m + l

— (3 . f— 2) y = — 2.JH-1 

—  l y = — ?

y =  a
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N ota. Muchas veces conviene formar ecuaciones mas sencillas 
en lugar de las dadas, como se ve en los ejemplos siguientes.

E jemplo  Y. y'x-l- y =  *_H> (1)

x—y =  (a—b) V 'x+y (2)

R esol. La segunda ecuación después de ordenada seria del se
gundo grado. Puede evitarse el segundo grado, elevando (1) al 
cuadrado, y poniendo a + b  que tenemos en (1), en lugar de la 
raíz que estáen(2). Se obtienen las ecuaciones simples:

x + y  =  (a + b )2 
x—y =  a2—b2

Sumando y restándose obtiene:

x = a (a +  b); y=b(a-|-b)

E jemplo  VI. Búscanse x  é y en las ecuaciones

J(a+ b —c j x + J  (a—b + c) y = a 2+  (b—c)2 
I (a—b+c)x-j-£ (a-fb— c) y = a 2— (b—c)2

Se hallarán ecuaciones mas simples
1) por adición de las ecuaciones propuestas, de donde

ax-j-ay =  2a2 ó bien
x + y  =  2a (1)

2) por sustracción:
(b—c)x—(—(—b—|—c) y =  2(b— c) * 

de donde x—y =  2(b—c) (2)

Ahora se obtendrán los valores de x  é y, sumando y restan
do las ecuaciones simples (1) y (2), y serán:

x =  a-)-b—c 
y =  a—b-(-c

E jemplo  de aplicación. Un maestro y su compañero recibieron 
42 pesos 5 reales para una obra, y trabajaron el maestro 14 dias, 
y el compañero 24, logrando el primero en G dias de trabajo 9 rea
les mas que el último en 8 dias. Se busca el jornal de cada uno.

R esol. Sea x  el jornal del maestro é y el (le su compañero, y 
será la hechura del primero 14.z y la del segundo 24j/; por con
siguiente lograron ambos X4j?-|—24i/ y esto es igual á 42 pesos 5 rea
les =341 reales. Luego se tiene la ecuación

14x+24y =  341 (1)

Ademas, en G dias de trabajo el maestro logró 6a:, y en 8 dias
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el compañero 8y; luego para la seguuda condición del probloina
so saca la otra ecuación

6 x = 8 y + 9  (a)

Multipliqúese esta ecuación por 3, poniendo á un tiempo la 
cantidad y en el primer miembro, y sera

18x—24y =  27 (3)
Sumando 14x-|-24y =  341 (1)

se sigue 32x =  368
x =  l l ¿

Póngase este valor de x  en (2) y se obtendrá 

69 =  8y+ 9
de donde y =  7^

Luego el jornal del maestro es 1 1 y el del compañero 7J 
reales.

§. 108

Con mas de dos incógnitas.

—269—

Dada una ecuación con varias incógnitas, el valor de las úl
timas no puede hallarse de manera que sea determinado. Para 
determinar perfectamente las incógnitas, se necesitan tantas ecua
ciones independientes unas de otras, cuantas incógnitas hay quo 
determinar.

Por los' métodos ya espuestos, y un sistema do n ecuaciones 
independientes se hallarán las n incógnitas que contienen, elimi
nando primeramente una de las incógnitas, con lo cual se obtiene 
un sistema de n—1 ecuaciones con n—1 incógnitas; luego se eli
minará otra incógnita de este sistema, y se tendrá un sistema do 
n—2 ecuaciones con n—2 incógnitas; y así empleando siempre 
el mismo procedimiento, finalmente se sacará una ecuación con 
una sola incógnita, cuyo valor por lo tanto puede determinarse. 
El valor así encontrado so sustituye en una ecuación del sistema 
precedente que tiene dos incógnitas. Después so sustituyen los 
dos valores ya determinados en una ecuación del sistema antepe
núltimo y se hallará una tercera incógnita, y en adelante siempro 
do la misma manera, sustituyendo los valores ya encontrados en 
una ecuación del sistema que precedo inmediatamente, so saca
rán todas las incógnitas.

E jemplo I . Por el método de sustitución resuélvaso el siste
ma de las ecuaciones siguientes:
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1) 2x+ 3y-f4z =  29 )
2) 3x+ 4y—5 z = - 2  [  (X)
3l 4x—5y-)-Gz = 1 7  )

R esol. Se sigue de la primera ecuación

.. 29— 2x — 3y4) z = --------s------ í

y sustituyendo este valor de z en las ecuaciones 2) y 3) será: 

3 x + 4 y _ 5 J 2 9 - 2 z - 3 y L = _ 2

4x—5y+  6 (29 3y> - 17

dos ecuaciones con dos incógnitas, las cuales por reducción toma
rán la forma mas simple

5) 22x+31y =  137 1
6) 2x—19y =  —53 ) ^  ’

De la ecuación 5) se deduce

7) y =  1 3 -~ 2a*
y cuando este valor de y se sustituye en la ecuación G)

2x—19(137—2 2 x )_ —g3

una ecuación con una sola incógnita, de donde se saca:

X =2
Póngase abora el valor de x  ya determinado en la ecuación 

G) del sistema (II) ó también en la ecuación 7), y se deducirá:

y = 3

y finalmente poniendo los valores de x  é y en la ecuación 4) se
sigue:

Z = 4

E jemplo H. Por el método de combinación lian de resolverse 
las ecuaciones:

1) 2x-|-3y—4z= —2
2) 4x— 5y-j-6z= 22
3) Gx— 7y—8 z = —50

R esol. Para z se bailan los valores

4) z =  2x-f-3.v
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5) z =

6) z

22— 4x+5y  
G

__fSO-j-Gx—7y

luego combinando 4) con 5) y 6) se tendrá

2 + 2 x + 3 y  _  22—4x+ 5y  
i  G

2-(-2x+  3y  5 0 + 6x—7y
í  8

ó bien 7) 1 4 i -  y = 3 8
8) — 2x+13y=4G

por donde y tiene los valores
> 9) y = 1 4 x — 38

. 4G+2x10) y = 13
los cuales por combinación dan

14x—38 =  - - + 2x 
l13

de donde so infiere:
X = 3

Esto valor puesto en 9) nos suministra:

y = 4

(II)

y finalmente, cuando los valores de a: é y se sustituyen en 4), so 
tendrá:

Z = 5

Ejemplo III. Por el método de los coeficientes, resuélvanso las 
ecuaciones:

1) 4x—3y— 2 z = — 11
2) 5x— 4 y + 3 z =  18
3) 6x— 5y—-4z=— 25

Resol. Para eliminar z, multipliqúese 1) por 3 y 2) por 2, y 
se tendrá:

12x—9y—6 z = —33
lOx—8y-j-üz= 3G luego sumando

4) 22x— 1 7 y = 3

Do igual modo puede restarse la ecuación 3) del doble de la 
ecuación 1):
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8x—Gy—4 z = —22 
6x—5y—4 z = —25

5) 2x—y =  3

Las ecuaciones 4) y 5) forman un sistema con dos incógnitas. 
Multiplicando 5) por 17 y restando déla ecuación así transforma
da la ecuación 4) se tiene:

34x—17y=51  
22x—1 7 x =  3

12x=^48

X = 4
Póngase este valor de a: en 5) y será: 

y = 5
y cuando los valores de a: é y se sustituyen en 1) se tendrá:

Z = 6

E jemplo IV. Por el método del factor indeterminado resuélvase 
el sistema:

1) x + 2 y + 3 z = 3 8
2) 4x—3y+  2z=16
3) 3x-|-4y— 5z = 4

R esol. Dadas n ecuaciones con n incógnitas, se multiplicarán 
n—1 de las mismas con n—1 factores indeterminadas y se suma
rán todas. Luego multiplicaremos 1) porp, 2) por q y sumaremos 
estas dos ecuaciones así transformadas con la última. Por esto se 
tiene:

4) (p+4q-4-3)x-H2p—3q+4)y+(3p-|-2q—5)z= 38p-flG q+4

Para hallar x  de una manera que sea independiente de y y z, 
los coeficientes de estas cantidades se igualarán á cero:

5) 2p—3 q + 4 = 0
6) 3p+2q—5 = 0

por lo cual la ecuación 4) se reduce á

(p+4q-|-3) x = 3 8 p +  16q+ 4 
ó bien á 7) s = 3 8 p + lCg-¿4

P + 4 q + 3
Los valores dep y q se hallarán por medio de 5) y 6) y serán 

7 22
P =  1 3 ; <1 =  13

y sustituidos estos en 7) se sacará
X = 5
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Ademas, para determinar y do una manera independiente, eri 
4) los coeficientes de x  y z se igualarán á cero:

8) p4-4q-{-3=0
9) 3p-f2q—5 = 0

de' dondo se saca

y como la ecuación 4) se reduce á

(2p— 3q+4) y =  38p-f-lGq-f 4 
_  38p-j-16q +  4 

3 2p—3q+4

sustituyendo los últimos valores de p  y q, se tendrá

y=6
Finalmente, para hallar z, en 4) pónganselos coeficientes de o; 

é y iguales a cero: .
10) p -f4 q + 3 = 0
11) 2p—3 q + 4 = 0

por donde

y la ecuación 4) se reduce á
(3p+2q— 5)z =  38p-f-lGq-f 4

„ _  38p + lC g + 4  
3p-)-2q—5

ó cuando los valores de j> y q se sustituyen, será 
Z = 7

Nota. En todo caso particular se seguirán los métodos que 
conduzcan al resultado tan pronto como sea posible. Asi por ejem
plo, en el último cálculo, después de haber encontrado a;=5, so 
puede sustituir este valor inmediatamente en las ecuaciones 1) y 
8), por donde se tiene el sistema cíe ecuaciones

2 y +  3 z =  33 
4y—5 z = —11

con las dos incógnitas y y z, que so determinarán por el tercer 
método.

E jemplo V. Resuélvanse las ecuaciones:

1) x+ y + z=  3 a +  b-j-c
2) x+ y-f-t =  a + 3 b 4 -c
3) x— z—t =  a-j- b—c
4) y-f-z— t =  3a— b—c
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I íeso l . Se formará un sistema con las tres incógnitas x, y, z, 
eliminando t por adición de 2) y 3), y después de 2) y 4). Tendre
mos el sistema:

5) x +  y-J-z =  3a-|-b-)-c)
6) 2x +  y—z =  2a4-4b [  (II)
7) x +  2y-)-z =  4a-|-2b )

Abora puede formarse un sistema con las dos incógnitas x é y ,  
sumando 5) y 6) y después 6) y 7), lo que da

8) 3x-)-2y =  5a-f-5b-j-c ) íTTD
9) 3 x -f 3y =  Ga+Ob j

Restando 8) de 9) se tiene

y = a + b —c {a)

La ecuación 9) nos suministra

x-f-y=2a-j-2b 
x=2a-f-2b—y
X =  a + b + c  (/3)

Para bailar el valor de z, se deduce de 5) 

z = 3 a + b + c — (x + y )

Pero x-f-y= 2a+2b , luego será

Z = a—b-f-c (y)

Finalmente se t endrá t por la ecuación 2) 

t= a + 3 b + c — (x-fy)
de donde

t= b + c —a (<J)

§. 109

Teoría de las desigualdades.

I. Los Minemos generales del cálculo con desigualdades son 
las siguientes, que se demuestran fácilmente:

A. Una desigualdad.
1) No se altera una desigualdad, añadiendo 6 quitando á sus dos 

miembros una misma cantidad, cualquiera que sea el signo de esta. 
Si a^>b será a+c~~>b+c. Síguese 

a) Puede trasladarse cualquier término de un miembro de 
una desigualdad á otro, mudando el signo do dicbo tér
mino. Si a — b > c  — d será a — b -)- d > c .
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/?) Cualquiera desigualdad puedo reducirse do manera que 
el segundo miembro sea cero. Si a —  b > c  —  d sorá 
a— b— c + d > 0 .

y )  Pueden mudarse á un tiempo todos los signos do una 
desigualdad, invirtiendo al mismo tiempo el signo que in
dica la desigualdad. Si b— a~>— c será a— b < c ;  equi
vale, pues, esto á trasladar todos los términos al otro 
miembro.

2 ) No se altera tina desigualdad multiplicando ó dividiendo sus 
dos miembros por una misma cantidad positiva; pero si esta canti
dad es negativa, se debe invertir el signo de la desigualdad. Si 
— 7 > — 8 será— 7 .3 ^>— 8.3; pero multiplicando por — 3, será 
-f-7 .3<^-)~ -8 .3 . Se demuestra fácilmente en general.

3) Una desigualdad queda verdadera, sustituyendo en el mayor 
miembro otra cantidad, de manera que este miembro se haga aun 
mayor, ó en el menor miembro una cantidad que la haga aun menor. 
Si a— b > c  y  d^>a, será áfortiori d— b > c ;  y  sí e<d>, será 
áforliori a— e > c ;  y  finalmente si f<^c, será á Jortiori a—b^>f.

B . Dos DESIGUALDADES.
1) Pueden sumarse miembro á miembro dos desigualdades que 

existan en el mismo sentido. Si a^>b, c^>d, se verifica a-f-c}>b-)-d. 
Pero  si a > b  y  c < [d , no se sigue a + c > b -| -d .

2 ) Pueden restarse miembro á miembro dos desigualdades que 
lo sean en sentido contrario, dando á la desigualdad resultante el 
signo de la q ue sirve de minuendo. Así de a^>b, c<^d, se deduce 
a— c > b — d Pero de 8 ]> 7  y  6^>2 lio se sigue 8— G }>7— 2.

3) Pueden multiplicarse miembro á miembro dos desigualda
des que lo sean en el mismo sentido, con tal que sean positivos los 
dos miembros de cada una. Si a ]> b , c^>d, será ac^>bd, si to
das las cantidades son positivas. Pero si 5 > 3  y  — ( i > — l , u < ¡  

se sigue — 5 . 6 > — 3.7.
4) Pueden dividirse miembro á miembro dos desigualdades, 

que se verifican en sentido contrario y entre dos cantidades positi- 
vas, dando á la desigualdad resultante el signo de la que sirva di
dividendo, Si a > b  y  c < [d , será a  ̂ si todas las cantidades

son positivas; pero de 1 0 > 8  y  5^>1 no se sigue V ^ > \ .
Como consecuencia de 3) se saca:
5) Puede elevarse cualquier desigualdad á cualquier jxtlencia 

con espolíente impar; pero si el espolíente es par, los dos miembros 
de la desigualdad tienen que ser positivos. Si 3 > 2 ,  3^> —  2, 
— 3 < — 2 será 3 3 > 2 3 , 33> ( — 2)3 y  (— 3 )3< ( — 2 ) 3. Pero si 
3 > 2 ,  y  3 > — 5 solo será 3 2> 2 2 y  no será 33> ( — 5 )3.

6) Puede estraerse á cualquier desigualdad cualquier raiz de. 
grado impar; pero si la raiz es de grado par, los dos miembros de la 
desigualdad tienen que ser positivos y á la mayor raiz se le pondrá 
el signo +  . Así de las desigualdades 2 7 > 8 , 2 7 > — 8, —2 7 < — 8,
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se saca estrayendo la tercera raíz, 3 > 2 ,  3 > —2, — 3 < —,2, 
Ademas si 16 > 9 ; se sigue estrayendo la raiz cuadrada, 4 > + 3 ,  
pero no se sigue —i^ > + 3 . Luego dada la espresion (a—b)2^> 
(c—d)3, será a—b > c —d si a—b es positivo.

II. D esigualdades con incógnitas.
A- Una incógnita. Las reglas que acabamos de esplicarjbas- 

tan para determinar los límites de una incógnita dada por una 
desigualdad. Si, por ejemplo, para *  se tiene la condición general

ax-f-b>c-t-dx ( 1 )

haciendo la trasposición y reduciendo, se sigue 

(a—d )x > c —b
de donde

c __bx >  —— si a—d es una cantidad positiva.

x <
c — b 
a — d si a—d es una cantidad negativa.

La primera espresion da un límite inferior, y la segunda un 
límite superior de la incógnita.

B- Mas de una incógnita. Teniendo dos desigualdades con do§ 
incógnitas

ax -j-by > c  
a'x-j-b'yj>c'

deben distinguirse tres casos, según que a y a '  teDgan á la vez 
signos positivos ó negativos, ó signos contrarios.

I. Si a y a' son positivos, se tendrá

* > -b j . c'—b'y

luego x  ha de ser mayor que la mayor de estas expresiones, y en esta 
podrá asignarse á y un valor arbitrario.

II. Si a y a' son negátivos, se tendrá

x < C— b y . c'—b'y 
a'

luego x  ha de ser menor que la menor de estas espresiones,'dando 
en esta á y un valor cualquiera que sea.

III. Si a y a' tienen signos contrarios, por ejemplo si af> 0 
y a '< 0  será

x >
C— by

x <
c '— b 'y

a
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c'—b'y c—bv
a' _ a

por lo cual so determina un limito do y, y so unirán á cada va
lor de y, que satisface á esto límite, los valores do x  correspondien
tes comprendidos entro los límites de esta incógnita.

Las mismas consideraciones nos conducirán á la di termi
nación dolos límites c(o dos variables, dado un sistema de varias 
desigualdades entre dos variables. Sea por ejemplo:

2y—x > 0
1—2x— 3 y > 0
7 + 4 * +  y > 0

Resolviendo respecto á x, se tiene

x < 2 y  ; x <  1+ ^ Z ; x > —  (<>)

Luego se debe tener á la vez
o,,---. 7 + y . 1— 3y_  7 + y

i ' >  4 ’ 2 ^  4

y se deduce y+>—f, f. Luego, si y ha de ser 'entero, no tie
ne otro valor sino 0 y 1.

Para y = 0, de (a) se saca

x < 0 ;  x d ;  x > — J = —l j

luego al valor 0 de y solo corresponde el valor —1 de x  con tal 
que x  sea entero.

Para y = 1, de (a) se sigue

x < 2 ;  x < — 1; x > —2

No corresponde un entero á estas condiciones.
Por consiguiente las desigualdades propuestas [solo pueden 

satisfacerse por el par de valores y = 0 , x = — 1.

ECUACIONES INDETERMINADAS I)E  PRIM ER GRADO.

§. 110.

De las ecuaciones indeterminadas en general

I o Cuando el número n do las incógnitas oscedo al número 
m de las ecuaciones dadas para resolver, pueden eliminarse tan
tas incógnitas cuantas ecuaciones hay, menos una, y quedará fi-
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nahnente para resolver una ecuación con n —(m—l ) = n —m-f-1  
incógnitas. Tal ecuación resultante es indeterminada, pudiendo 
sustituirse una infinidad de valores diferentes é independientes 
uno do otro en lugar de n—m de estas incógnitas, y tomará por 
esto también la última incógnita una infinidad de valores dife - 
rentes.

Llámanse por lo tanto indeterminadas las ecuaciones siempre 
que esceda el número de las incógnitas al de las ecuaciones da
das. El cálculo, cuyo objeto es resolver ecuaciones de esta espe - 
cié, dícese el análisis indeterminada.

Si se exige que sean enteros todos los valores de las incóg
nitas, podrá no ser infinito el número de soluciones, y aun á 
veces no tendrá el problema solución alguna, principalmente si 
se añade la condición de que ademas de enteros, sean los valores 
también positivos.

El objeto de la análisis indeterminada es, pues, hallar los cafo- 
res enteros y positivos de las incógnitas que entran en las ecuacio
nes indeterminadas.

2? El caso mas fácil es la solución de una ecuación con dos in
cógnitas, que tiene la forma general

a x ± b y = c  ( 1)

en donde a, b, c, son números enteros positivos y ademas a y b pri
mos relativos entre sí.

a) Puede, pues, a hacerse siempre ^positivo, y si tenemos -(-ó 
como coeficiente de y, también c tendrá el signo positivo, supo
niendo que x é y han de ser números positivos. Ademas, si —b es 
coeficiente de y, tenemos del mismo modo c con signo positivo, 
cumpliéndose la condición by<jax. En la condición opuesta 
byj>ax, la cantidad e = —c' seria negativa; pero la ecuación 
ax—b y = —c' puede escribirse by—ax= c', ecuación que tiene la 
forma (1 ) y son b, a, d  positivos.

b) Ademas, toda ecuación de primer grado con dos variables 
puede reducirse á la forma (1 ) en donde a, b, c no tengan un fac
tor que sea común á todos. Ahora, si a y i> tuvieren un factor co
mún d, dividiendo la ecuación por este factor, tendríamos una 
ecuación de la forma

a'x+b'y =  %— d

En la suposición que x  é y han de ser enteros, como a' y b‘ lo 
son, todo el primer miembro lo es también y por consiguiente
también lo seria el segundo miembro | y c seria divisible por d,
que divide á a y ó. Pero esto no es posible, pues reducida la 
ecuación á su forma mas sencilla, á una vez a, b, c no tienen un 
factor común. Luego a y 6 no tienen un factor común, y para que
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«na ecuación con dos incógnitas pueda resolverse en números en* 
teros, es necesario que la ecuación reducida á su forma mas sencilla 
tenga por coeficientes de las incógnitas números relativos primoi 
entre si.

3° Por la condición de que los valores do las incógnitas sean 
números enteros y positivos se infiere ademas:

a) las ecuaciones de la forma ax-j-by=c no tienen sino un 
número limitado de valores para las incógnitas. Siendo, 
pues,

c — bv c —  ax
x = = ~ i r ^ : y = - b —

para que x  é  y  sean positivos, lia de ser by<^c y ax<^c, 
luego y < £  y X<^~ y ademas ha de ser y> 0  y r > 0.

b) las ecuaciones de la forma ax—b y = c tienen un número 
ilimitado de valores para las incógnitas. Pues será

___ c +  by . c + a x
1 --------a-----  ’ y -------- b-----

luego será x  siempre una cantidad positiva por grande que 
sea y, ó  y  será una cantidad positiva, si a x > c  ó por 
grande que sea.

§ .  111.

V
Primer método de resolución de una ecuación con 

dos incógnitas.

Para resolver la ecuación a x + b y = c , se busca el valor do la 
incógnita que tiene el menor coeficiente, completamente como 
si la otra fuese conocida. Se espresa el cociente así encontrado 
por un entero y un quebrado, y este quebrado se pono igual á 
una tercera incógnita p. L a nueva ecuación así formada so re
suelve buscando la segunda incógnita por medio de la tercera, 
espresando el nuevo cociente que se encuentra de igual modo 
por un entero y un quebrado, y este nuevo quebrado se pone 
igual á una cuarta incógnita Repitiendo siempre el mismo pro
cedimiento, finalmente se encontrará para una do las incógnitas 
auxiliares un valor que no es fraccionario, sino entero. Este valor 
se sustituyo en la ecuación de las incógnitas quo precede inme
diatamente, por lo cual se obtieno la incógnita precedento; y 
sustituyendo el valor do esta en la ecuación quo precede, so ha
llará otra incógnita &a. Hallada la última incógnita auxiliar con 
sus valores diferentes que satisfacen á las condiciones de la oeua-
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cion, finalmente se determinarán los valores correspondientes de 
les incógnitas buscadas.

P roblema I. Determinar los valores (enteros y positivos) de 
x  é y en la ecuación

3 x + 5 y = 4 9

R esol. Teniendo x  el menor de los coeficientes, será

1 — 2y
3

1 —P 
2

p  =  1 — 2q que es entero.

Por sustitución sucesiva es

49—5y 
C =  3 
__ 1 —3p_

: 16—V-

-P +

l - 2y
3

1 - p

sea p 

sea q

p = l —2q
y = —p + q = —l+ 3 q  
x = 1 6 —y-f-p=18—5q

Ahora x ha de ser un número positivo y por consiguiente 
debe ser 5q<(18, q<^-^=3$, y como también q ha de ser un nú
mero entero, el máximo valor de q será 3. Ademas, en la ecuación 
penúltima, y ha de ser positivo, luego será 3q )> l y q^>¡¡, y el 
mínimo valor de q será 1. Luego para q no pueden tomarse sino 
los valores 1, 2, 3, y por consiguiente las dos últimas ecuaciones 
darán los valores de x  é y que se buscan:

para q = 1 2 3

Será x = 13 8 3
y = 2 5 8

P roblema II. Búscanse x  é y en la ecuación 

36x—23y=98

R esol. Teniendo y el menor coeficiente será

36x—98 , , 13x— 6
y = — — H

--V + 1-

10r+6 „ , „ , r2 =  — f -  = 3 r + 2 + 3-
r =  3 s

seap= 

sea q= 

sea'r= 

sea s=

13x—6 
28

_ 10 p-f-6 
13

_3q—6 
10 

r

Por sustitución sucesiva es
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r  =  3s
q =  3r-{-2—)—s = 2—(—10 s 
p =  q -(-r= 2-)-10s+ 3 s=2-f-13s  
x =  p-j-q=2-f-13 s-4-2—)—10 s=4-j-23 s 
y =  x— -4-|—p 23 s-j-2 + 1 3  s = 2-)-3G a

Serán x  é y positivos, si sos iguala cualquier número posi
tivo ó cero; luego tenemos una infinidad de valores:

para s = 0 1 2 3

será x = i 27 50 73
y = 2 38 74 110 . . . •

§ . 112.

Segundo método de resolver una ecuación con dos 
> incógnitas.

Si el quebrado ^ se convierte enfracción continua y después 
se forman las reducidas consecutivas, es sabido por el Teor. Idel 
§ 47 que la reducida penúltima j - , restada de la última que es ,
produce un quebrado común cuyo numerador es ¿ 1 , es decir 
que tenemos

a __p _  aq—bp _ + l
b q l>q " l)(j 

de dondo aq—bp = 4 ;  1

Aplícase esta propiedad do las reducidas para resolver las 
ecuaciones indeterminadas de primer grado. Distinguiremos dos 
casos:

I. ax—b y= c
El quebrado ^ , formado de los coeficientes de las incógnitas, 

se convierte en fracción contiuua y fórmense las reducidas conse
cutivas. Si la penúltima es lí, será

aq — bp =  +  1

de donde, si se multiplica por + c ,  de manera que el término ab
soluto se baga positivo = c  se deduce

a (± c q )—b (-fcop)=c ( 1 )

Esta ecuación tiene la misma forma que (I), y será
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x = ± c < l ; 3—± c p

una solución del problema en dos números enteros. Para hallar 
lasjotras soluciones, puede añadirse al minuendo y sustraendo de 
(1 ) un común múltiplo de ayb,  por ejemplo dbn, y por esto la 
misma ecuación se convertirá en

a ( : t c<l+bn) —b (+ c p + a n )= c  (2)

y los valores generales de x  é y serán

x = + cq -J-b n ; y = + c p + a n  (3)

Si a]>b, se convertirá en fracción continua el quebrado 
- ,  y designando la penúltima reducida por 3, será

b _q _  bp—aq _ + l
a p ap ap

P

de donde

bp—a q = + l  ó bien aq—b p = ~ I  

y síguese el mismo cálculo, multiplicandopor Z c .

II. ax+by =  c

Resuélvese primeramente la ecuación ax—bz=c según el 
método que acabamos de esplicar, y serán los valores buscados

x = + c q + b n  ; y = —z = + e p —an

E je m p l o  I. Dada la ecuación 

5x—17 y = 1 0

y convirtiendo fy en fracción continua, las reducidas son

'?> 3> f> -fa

y tenemos 5 2 _  5 .7 —1 7 .2 _  + 1
17 7 17.7 17.7

luego 5 .7 —1 7 .2 = + !

y cuando se multiplica por 10 , se signe

5.70— 17.20= 10
de donde 5 (70+17 n) — 17 (20 +  6n )= 10

y por consiguiente serán las soluciones
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#=70+17n; y=20-f-5n
Para n podrá tomarse cualquier número positivo ó negativo, 

entero 6 fraccionario; pero si los .valores do x  ó y tienen que sor 
enteros y positivos no podrá tomarse para n sino un número entero 
y ademas deben cumplirse las dos condiciones

17n-f-70̂ >0 ó bien n > — 7?— — 4A 

5n+20>0 ó bien n]>— V  ==— 1 

Luego puedo ser n=— 3, — 2, — 1, 0, +1, -f3....+», y

p aran = - 3 —2 — 1 0 -1-1 + 2 • • • •

será x = 19 36 53 70 87 104 • • • •
y = 5 10 15 20 25 30 . . . .

E je m p l o  II. Búscanso los valores de x  ó y en 

19x—7 y = 5

Convirtiendo rV en fracción continua, las reducidas son 

7, $> i> i ,  A
y tenemos

7 3 _ 7 .8 — 1 9 .3 _  — 1
19 8 19.8 19.8

luego 1 9 .3 —7 .8 = + - l  
19 .15—7 .1 0 = 5

19 (15-f-7.n)—7 (1 0 +  19n )= 5

y será * '= 1 5 +  7 .n ;  i/= 10-)-l9n

E l menor valor de n es —2; luego

para n = — 2 1—1 0 + 1 + 2 + 3 . . . .

será x = 1 8 15 22 29 36
y = 2 | 21 40 59 78 97 . . . .

E j e m p l o  H L  Resolver la ecuación 
19 x + l l y = 1 1 2

Si f  5- se convierte en fracción continua, las reducidas serán 
i ,  -h è, i ,  t ,  ü

11 1  1 1 .7 —1 9 .4  + -1
19 7 19.7 — ÏU T

do donde
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luego 19. (— 4) + 1 1 .7 = 1
19. (—4.112) + 1 1 .( 7 .112)=113

19. (—'4.112 +  lln ) -f 11 (7.112— 19n)=112 

y por consiguiente los valores de x  é y son

x = —448 -f l ln  ; y = 7 8 4 —19n

Para que x  é y sean enteros y positivos, tenemos la doblo 
condición

l ln > 4 4 8  ó bien n > M ? := 4 0 Í  

1 9 n < 7 8 4  ó bien n < ^ = 4 l 5

Esto solo es posible para n = 41, y el problema no tiene si
no una sola solución que es

x= —448 +  1 1 .4 1 = 3  
y =  784—1 9 .4 1 = 5

§. 113 .

R esolución  de una ecuación  con m as de dos 
incógnitas-

Dada una eouaeion con tres incógnitas, se sustituirán valo
res cualesquiera (enteros y positivos) en lugar de una de las in
cógnitas, por lo cual la ecuación se reduce á varias otras con 
dos incógnitas que pueden resolverse por los métodos ya es- 
puestos.

Mas pronto se sacarán todas las soluciones posibles de esta 
manera:

I. Seguu el  prim er método, buscando cada vez la incógnita 
que tiene el menor coeficiente.

E jem plo . Besuélvase la ecuación

15x-|- 4y-)-6z—55

B esol. El menor de los coeficientes tiene y, luego

55—15x—6z 10  „ i 3—3x—2z 1n „y = -------- j -------- = 1 3 —3x— z-|--------- ------- = 1 3 —3x—z—p

en donde p = ŝ~ ^ z~^ ; búsquese z 'y  será

z _  4 p -^ x 4 -3 _ 2p _ x_ j_ i_ÍZ L *—2p—x-Jrl—
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en donde q— ; bnsqucse j ' y será 

,r= l-f -2q
Ahora por sustitución suecesiva será

■ r= l+ 2q 
z = 2 p —3q 
2/ = 10 —3q— 3p

la resolución general on números enteros, poniendo en lugar do 
p  y q números enteros cualesquiera ó también coro.

Si ademas de enteros, los valores han do ser positivos, so do- 
berán cumplir las tres condiciones

l + 2q> 0  ó bien q > — £ 1 )
2p— Sq> 0  p >  Jq 2 )

10 —3q— 3 p > 0  p + q < Y  3)

Poniendo en 3) en lugar do p  la cantidad 3 q que os menor, 
el primer miembro se hará aun menor, y será á forliori fq-)-q<C Y  
de donde q < 3 ; luego, con respecto á la desigualdad 1 ) q hado  
estar entx’o los límites — | y -f- i , es decir q no tieno otros va
lores sino

q - 0  y q = + l

Ahora, si q= 0  las desigualdades 2 ) y 3) dan p > 0  y p<CY; 
luego

para q = 0  puede ser p = l ,  2, 3 (a)

y si q = + l ,  do 2) y 3) se sigue p > |  y p < 5 ;  luego

para q = l  puede ser p = 2  (/3)

y no hay otras soluciones. Sustituyendo los valores do ¡> y q en 
las espresiones de x, y, z, se sigue que el problema en números 
enteros y positivos, no tiene otras resoluciones sino

X = 1 1 1 3

1
II

1

4 1 1

N II bO 4 C 1

II . P or e l  segundo mútodo, aplicando la teoría de las f r a c c io n e s  
con tinu as. Propongámonos resolver la misma ecuación

1) 1 5 x -f4 y+ 6 z= 5 5

I|esod. 'Prasladcse al otro miembro la incógnita quo tieno el 
mayor coeficiente; será

. , 4'y-j-6z=55— 15x= 5  (11—3x)

'  \
*»* r*

\
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El primer miembro es divisible por 2, luego lo será también 
el segundo y puede igualarse

2) 11—3 x = 2  t en donde t es un entero positivo ^>0,

Sustituyendo este valor en la ecuación anterior, se sigue

3) 2y + 3 z = 5 t

Convirtiendo § en fracción continua, las reducidas son

?, i ,  i
de donde

2 1 ___ 2 . 1— 3 . 1 _ —1
3 1 3.1 3.1

y sígnese 2 .1 —3 .1 = —1, ó bien

2(—1 ) + 3 .1 = 1  

luego, si se multiplica por 6t

2(—5 t)+ 3 (5 t)= 5 t  

2(3n—5 t)+ 3  (5t—2n )=5t

Comparando esta ecuación con 3) y tomando el valor de x  
de 2 ), se sigue

_ 1 1 —2tx  =

Puede escribirso 
x= 3-

3
y =  3n— 5t 
z =  5t—2n

2—2t 2 t— 2

De aquí se saca, que x  no es un número par; pues siendo di-
 ̂  ̂ __2 "

visible por 2 el último término —g— del último miembro, no lo
es el primero 3. Ademas 2t—2 por lo menos equivale á cero; lue
go será 3 el mdximo valor de ai y por consiguiente x  no tiene 
otros valores sino 1 y 3.

De la ecuación 3) se signe
, 1 1 — 3xt -------------

luego para x = l ,  será t = 4, y para x = 3 , será í = l .  Por esto los 
valores de x, y, z podrán escribirse

x =  1  x = 3
y =  3n—20 y =  3n—5
¡¡ =  20— 2n z =  5—2n
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Aliova, también los valores de 2 6 1/ han de ser mayores do 
cero; luego para 5= 1 , debe ser

3n—2(T>0 es decir n > > 7= G s ) _ „ a
20—2n> 0  n< 1 0  ) 7’ J

y para x = 3 , debe ser

3n— 5 > 0  es decir n > 5 = l *  > „
5— 2 n > 0  n < 5 = 2 1  \

Sustituyendo estos valores de n, se tienen los mismos valore»
que hemos encontrado antes por el primer método.

De igual modo pueden resolverse las ecuaciones con 4, 5, G.. .  
incógnitas,

§. 114

Resolución de ün sistema, de ecuaciones indeterm i' 
nadas.

Dado un sistema de varias ecuaciones indeterminadas, por 
eliminación sucesiva finalmente se hallará una ecuación con dos, 
tre s .. .  .incógnitas que puede resolverse. Hecho esto, por sustitu
ción conveniente se determinarán también las incógnitas elimi
nadas.

E jempi.0 I. Determinar los valores de .r, y, z, t en

1) x—2 v + 4 z = 9
2) x— 3y—j-4t = 1 5
3) 2x— 3 z + 4 t =  13

R esol. Para eliminar i, se resta 2) de 3), de donde se sigue

4) x + 3 y —3 z = —2

Ahora multipliqúese 1) por 3 y 4) por 4, y súmense las ecua
ciones resultantes; se tendrá

3x— 6y +  12z=27  
4x-fl2y — 12z= —8

7 x + 6 y = 1 9  
Pero esta ecuación da

y = 19—7x
U =3- 1 —x—3—x + p ; p =

•r =  1 — 6p ; y='¿—1 +  Gp +  p = 2  -)- 7p

1 —x
~(T

Si los valores de las incógnitas han de ser cuteros ponte
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Vos, solo puedo ser p = 0, de donde tenemos una sola solución: 
x = l  luego z = 3  de 4)
y = 2  t = 5  de 2)

E jemplo -H , ¿Qué número dividido por 5 da el resto 2, divi
dido por 7 el resto 3, y dividido por 9 el resto 4?

K esol. Designando los cocientes respectivos por x, y, z, el nú
mero buscado_:N se representará por

1) N = 5 x + 2
2) N = 7 y + 3
3) N = 9z-f4

La comparación de 1) con 2) nos suministra la ecuación inde
terminada 5x +  2 = 7 y + 3  ó bien

5x—7 y = l
de donde

_ , . + ! + & ;  P _ i ± a

, _ e= j

p  =  2q-)-l ; luego j/=2p-f-q=5q-)-2 ’

Dando este valor á y que está en la ecuación 2), se saca 
N = 7 '(5 q -fy )-f3 = 3 5 q + 1 7

y comparando esta espresion de X  con que está en 3), se sigue 
otra ecuación indeterminada 35q-)-17==9z-j-4, ó bien

—288—

de donde 
z =

9z—35q=13  

3_5q+13= gq+ i  +  8 ^ H . r _ 8 q + 4
9

9
9r—4 _ r r—4

T T s = r—4
8

r  =  8s—(-4 ; luego por sustitución 

5 =  9s—f-4 y z= 35s-f-17

El valor de z puesto en 3) da N = 9  (35s-¡-17)-(-4 ó bien 

N =315s+ 157

como forma general de todos los números, que divididos por 5, 
7, 9, dan los restos 2, 3, 4.^1‘ara s = 0  síguese el mínimo de estos 
números, que es N =157.

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



— 289—

ARTICULO II .

L egaciones de segundo grado.

A- Cotí UNA SOLA INCÓGNITA.

§ . U S -

Ecuaciones cuadradas incompletas.

Una ecuación ordenada de segundo grado puede contener 
tres clases de términos: un término con el cuadrado do la incóg
nita, un término con la primera potencia de la incógnita, quo 
tenga un coeficiente conocido, y finalmente un término conocido 
independiente de la incógnita Será por consiguiente la forma 
general de una ecuación de segundo grado con una sola incóg
nita:

x v-|-ax + b = 0

Tal ecuación de segundo grado que tiene todos los términos 
posibles, dícese completa. Será incompleta, faltando el término con 
la primera potencia de la incógnita, como en

x H - k = 0

en donde b puede designar cualquier cantidad positiva ó negativa»
Para resolver la ecuación incompleta sea b = —c, y será

x 2—c= 0  (1 )

luego por transposición do c
x 2=C

y estrayendo la raiz cuadrada que puede tener los dos signos, 
se saca

x =  rj- y'c  (2 )

Se infiere: Las ecuaciones incompletas (Je segundo grado tie
nen dos raíces numéricamente iguales con signos opuestos.

Considerando el primer miembro de (1) como la diferencia'de 
dos cuadrados, se sigue inmediatamente por descomposición en 
factores

( x - y /c )  ( x 4 V c ) = 0  (3)

Un producto de dos factores puedo ser —0, siendo coro 
uno ú otro de los factores; luego la ecuación (3) nos suministra 
otras dos ecuaciones simple*
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r— v/c= 0  y x-}-\/ c= 0

y por consiguiente de (1 ) por descomposición se obtienen las mis
mas raices que ántes, á saber

x= -f-\ /c  y x =  — y'c  

E jemplo. Propongamos resolver la ecuación

x-f--v/34—x2 x — \Z3i—x s

Kesol. Quitando los denominadores se obtiene

8 (x— v/34—x2 ) - f 8 (x+-\/32—x a) = x  (2xa—34)

luego, resolviendo los paréntesis y reduciendo

lGx =  x (2xa—34) 
ó bien 16 =  2xa—34
de donde x a =  25
y finalmente x =  + 5

C o bo ia eio . Como una ecuación incompleta de segundo gra
do, así se resuelve cualquier ecuación binómia de cualquier grado.

Si x°—a= 0  (4)
será x°= a

n__
luego x = V  a (5)

Sábese por los §§ 86 y 9G que la n““* raiz de a tiene n valo
res diferentes, y por consiguiente la ecuación (4) binómia de 

grado tendrá también n raices diferentes.

§ . 1 1 6

Ecuaciones cuadradas completas.

La forma general de la ecuación cuadrada completa es 

x a-j-ax-f-b =  0 (1 )

Para resolver tal ecuación, se escribirá la misma en la forma 

x 2-|-ax=—b (2)
y podrán considerarse los dos términos del primer miembro 
como los dos primeros términos del cuadrado de un binomio.
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Añadiendo • es decir el cuadrado do la mitad del coe
ficiente del segundo término, á los dos miembros, tenemos

* * + « + ? = I  - b

en donde el primer miembro es el cuadrado perfecto de x-f- ^ ; lúe- 
go estrayendo la raiz cuadrada se siguo

de donde x =  — ? b (3)

Comparándola fórmula (3) con la ecuación (1) se saca esta 
regla general:

La incógnita de una ecuación de segundo grado, reducida d 
cero, es igual á la mitad del coeficiente del segundo término tomada 
con signo contrario mas ó menos la raiz cuadrada de la cantidad 
que se obtiene, restando del cuadrado de dicha mitad el término co
nocido.

Luego, la ecuación del segundo grado tiene dos raíces y estas 
serán

1 ) reales é iguales, si | - =  b

aí
2 ) reales y desiguales, si — > b

a 33) complejas y desiguales, si j -< [b

E jemplo I. Resuélvase la ecuación

15—9x 
xa— 7x

= 1

R esol. Quitando el denominador se tiene

ó bien
15— 9x =  x 3— 7x 
x 3+ 2 x =  15

Para completar el primer miembro, de modo que sea un 
cuadrado perfecto, añadiremos á los dos miembros el cuadrado

de la mitad del coeficiente del segundo término, á sabor =
1 ! = 1 , de donde sale

x3 + 2 x + l = 1 6
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Ahora ol primer miembro es el cuadrado perfecto de x-j-^ * 
luego estrayendo la raiz cuadrada se saca

x + l = + 4

resultados <jue se obtienen inmediatamente por aplicación de la 
fórmula (3), pues en la ecuación

x 2+ 2 x —1 5 = 0
tenemos a = 2 , b = —15, luego la fórmula (3) se convierte en 

x =  — i + V f + Í S Í U -  1 ± V I 6 = —1 + 4  

E jemplo II. Resolver la ecuación

R esol. Quitando los denominadores tenemos

de donde 

ó bien

x = —1 + 4

x + + 3  ; x " = —5

ó bien

171x-f-513=: 5x2+ 65x+ 1504-48x+ 48Q  

5x2—58 x = — 117

luego

El resultado según la fórmula es

ó bien 29+ 16  x =  —= —

ó finalmente x + 9 ;  x "= ;2 i

E jemplo IU.Resolver la ecuación

R esol. Quitando los denominadores se tiene

—a) (x—b )+ x —b = x —a— \/(x—a) (x—b)
•y/(x—aj(x—b )=ó bien
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de donde ( x - a ) ( x - b ) =  (k = ? ) 5 

y resolviendo los paréntesis del primer miembro será 

x 2—(a+ b) x+ab ;— C ^ ) ^ 0

Según la fórmula (3) el resultado será

* =  +  ^ ± y f W Y + ( r P Y - ^

6 W .a „  +  4 ? ± y ¡ ^ E ’

ó finalmente x  =  ^ ¿ ! í  +  t l ^

§• H 7 .

Ejemplos de aplicación

E jemplo. I. Hallar en la recta quo junta dos puntos lumino
sos A y B el punto C, donde debería colocarse una pantalla para 
quo í-ecibiera de ambos cantidades, iguales de luz [fig 34].

R esol. E s sabido el principio do la física: la in ten sid ad  d e  
la luz crece en razón inversa del cuadrado de la d istan cia , es decir, 
que una pantalla colocada á distancias s¡, 3, 4, 5 - . .  .veces mayo
res de un punto luminoso, recibe do él 4, 9 , 1G, 2 5 . . .  veces me
nos luz.

Sea d la distancia entro los dos puntos luminosos A y B, y 
la intensidad respectiva de uno-'y otro a y l> á saber, la canti
dad de luz que la pantalla recibe respectivamente, cuando se co
loca á la unidad de distancia do cada uno do los puntos lumi
nosos.

Si la distancia AC so designa por x, será B C = d —jc.
Abora recibiendo la pantalla una cantidad de luz = a , cuan

do tiene una distancia desde A quo es = 1 ,  la cantidad do luz 
que recibe en las distancias

■¿ ; 3 ; 4 ; •, . . .X será
a a ft a
4 ’ 9 ’ l(i 5 . . . X 2

Luego en el punto 0  la pantalla recibo do A una cantidad 
de luz quo es
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De la misma manera, la cantidad de luz que la pantalla
recibe de B en la distancia d—x, será ^

Estas dos cantidades de luz lian do ser iguales: luego tene
mos la ecuación

¿ = ( ¡¿ E T »  (1)

En lugar de reducirla á la forma común, podremos reba
jarla inmediatamente al primer grado, estrayendo la raiz cuadrada:

de donde salo

V a   , \/b
x — d—x

d VaT
x V a¿

ó bien tenemos dos valores do x

x' ~ d V a + V / t> y X"~'i V a — V̂ b ^
Discusión de las fórmulas. L os dos valores de x  nos ense

ñan, que hay dos posiciones de la pantalla, en donde recibe una 
igual cantidad de luz de ambos puntos luminosos. Respecto á 
las intensidades de estos, distinguiremos tres casos:

l. Caso : sea aj>b. El primer valor x' coloca la pantalla en
tre los puntos A y B, y mas cerca del segundo que del primero; 
pues, es evidente que en el quebrado que forma la segunda par
te de x', el numerador es menor que el denominador y mayor
que la mitad del último. Luego será x<^d y ^>¡j-

El segundo valor x" coloca la pantalla en un punto C' 
que está en la prolongación de AB en el sentido AB. Pues la 
fracción que forma la segunda parte de x", es > 1  y ademas po
sitiva, y por consiguiente será x "]> d  y tiene el sentido 6 la di
rección de AB.

II. Caso: sea a < b . Es la inversión del caso precedente. 
El primer valor x' es<jd y aun < [ d; pues tenemos

x' = dv 4 5 b < d v 4 5 - a  óbien « M
Por consiguiente el punto C estará entre A y B, y mas cerca 

de A.
El segundo valor x'' se hace negativo, y el punto C se ha

llará en la prolongación de AB en el sentido BA.
m .  Caso: sea a = b . Los dos valores de x se convierten en
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Es evidente, que en la hipótesis n=t>, estará igualmente ilu
minada la pantalla que se coloque en medio del intervalo AJI. 
Para esplicar el segundo valor de x, se ve por la fórmula, quo 
x "  crece sin límite, cuando la diferencia entre a y ó va disminuyen
do, de modo que al hacer a=¡>, no habrá ya posición donde colocar 
la pantalla en la prolongación de AB; y en efecto, en todas las 
posiciones estará mas cerca de B quo de A, y por consiguiente 
estará desigualmente iluminada por las luces iguales. Sin embar
go, el último resultado nos enseña que la diferencia entre las 
cantidades de luz que la pantalla recibe de los puntos A y B, 
será tanto menor, cuanto mayor es la distancia de la pantalla 
desde A y B. Pues en (1), en donde los dos miembros representan 
las cantidades de luz que recibe la pantalla de los puntos lu
minosos, nunca tendremos una perfecta igualdad si a = b ; pero 
la diferencia de estos dos miembros en dicha suposición es

a a __a / _______ 1 .
x7  (d—x)2 ?  V  (d  i ) i  )

que se hace = 0  si x=oo y en general tiene valores cada vez 
menores, si x  va aumentando.

E jemplo II. Un pilón puede llenarse por dos tubos, por uno, 
2 horas mas pronto quo por el otro. Por los dos tubos juntos el 
pilón se llena en l j  horas. ¿Cuántas horas se necesitan para lle
narlo, corriendo cada uno de los tubos separadamente?

B esol. Sea x  el número de horas quo se necesita para lle
nar el pilón por solo el primer tubo, y sera .r+  2 el número 
de horas que tarda el segundo, cuando corre solo. Ademas, el 
problema contiene una doble espresion de una misma cantidad, 
a saber: el volumen del agua que dan los dos tubos juntos es 
ipial al volumen del pilón, que puede tomarse como unidad del vo
lumen.

Ahora, si el volúmen del pilón = 1 , el primer tubo, quo liona 
el mismo en x  horas, dará en una hora una cantidad de agua que

El segundo tubo que llena el pilón en x-)-2 horas, dará en una 
hora la cantidad —p ^'.

Luego corriendo los tubos juntos, la cantidad del agua para 
una hora será

y en 1 ’  horas la cantidad del agua será
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Tero esta cantidad es el volumen del pilón, que es la uni
dad ; luego tenemos la ecuación

Quitando los denominadores, se sigue

de donde 

luego 

ó bien

1 5 (x + 2 + x )= 8 x  ( x + 2 ) 

S1—} ! = ¥

Tenemos dos resultados x ' = + 3 y x " = —|. El segundo, cd- 
too negativo no tiene sentido ninguno y debe desecharse, pues el 
tiempo que se necesita para llenar el pilón ha de ser positivo. 
Luego el tiempo que tarda el primer tubo en llenar el pilón es 
3 horas; y como el segundo tubo tarda 2 horas mas, este llena
rá el pilón en 5 horas.

E jem íi.o III. Un correo tarda 14 horas en llegar desde 
lugar A hasta otro B. Al mitmo tiempo otro correo sale desde 
lugar C, que dista de A 2$ leguas mas que B, y para llegar á 
al mismo tiempo que el primer correo, el último ha de lograr £ 
hora de tiempo en 5 leguas. Se busca la distancia entre los dos 
lugares A y B.

R esol. El planteo del problema se funda en la comparación 
de los tiempos que los dos correos tardan en hacer 5 leguas: el 
primer correo tarda en esto i  hora mas que el otro. Luego se 
buscan primeramente estos dos tiempos por medio de la incóg
nita x , que es la distancia entre A y B.

En andar x  leguas el primer correo tarda 14 horas, luego eh
1 legua tardará ~  horas, y en 5 leguas JiULhoras.

El segundo correo hace un camino de x-j-2| leguas en el mis
mo tiempo de 14 horas; por consiguiente en una legua tardará
■u , horas, y en 5 leguas , -v .j. horas. x-j-¿5 x i *2

Al tiempo del segundo se debe añadir J hora para que sea 
igual al tiempo del primero; luego tenemos la ecuación

>
 0

 ë
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14 .5  14.5
“1  x + 2í

Quitando los denominadores so deduco

1 4 .5 ;x + 2 | ) =  1 4 .5 x + ix  (x+ 24)
do donde

x ’ + S  x =  350

x '= = 1 7 i ;  x " =  — 20

La distancia entre A y B lia de ser una cantidad positiva; lue
go el segundo valor debo desecharse y la distancia buscada será 
17i leguas.

E jemplo IV. Dejando caer una piedra en un poro de mina, 
se ha observado que transcurrieron t segundos desdo el momen
to de soltarla, hasta el momento de llegar al oido del observador 
el golpe que dio en el fondo. Se desea calcular la profundidad 
del pozo, sabiendo que la velocidad del sonido es uniforme y de 
a metros por segundo; que un cuerpo que cae en el vacío anda 
jh? metros en el primer segundo, y que los espacios son como 
los cuadrados de los tiempos. Se prescinde enteramente de la re
sistencia del aire.

R esol. El tiempo t puede partirse en dos partes, una de las 
cuales es el tiempo t‘ que tarda la piedra en caer por la profun
didad x, y la otra es el tiempo t‘‘ que tarda el sonido en correr 
por el mismo espacio tic abajo hacia arriba.

El tiempo V se calcula por la proporción

V g

El tiempo / '  se sigue de la proporción
a : x =  1 ; t''

de dondedonde t " = -
a

Pero t -)-t' = t ,  luego tenemos la ecuación

Dejando solo el radical en el primer miembro y elevando des-
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•pues al cuadrado Ion dos miembros de la ecuación resultante, ten
dremos

x 2— 2 a(t-(-|) x-j-a2t 2= 0  

ó bien cuando se multiplica por g 2

g 2 x 2— 2a (tg-f a),gx - f  a 2t 2g 2= 0

Puede considerarse gx  como incógnita y será según la fór
mula (3) ____

gx =  a (tg+ a) ±  V'IT2 (tg+.*)2—a2t 'V
de donde sale

‘ x =  | | t g + a ±  V a (a +  2tg) J-
Parecería según esto que el problema tiene dos soluciones, 

pues los dos valores de x  son reales y positivos, y sin embargo 
es evidente á priori que solo debe tener una. Para conseguir el 
verdadero resultado observemos que el sonido debe correr en ( 
segundos un espacio at que es mayor que la profundidad del po
zo: luego la profundidad debe ser menor que at. Pero el primer 
valor de x  es mayor que at, y solo el segundo menor que esta can
tidad. Luego la solución efectiva del problema se obtiene por el 
segundo signo y será

x — ¿ j t g  +  a— V a (a  +  2tg)|

I Í ota. En los tres últimos ejemplos temamos siempre una 
solución estraña á las cuestiones que se querían resolver. Para 
esplicarla debe observarse que en el enunciado de un problema, 
hay en general dos clases de condicioues que deben cumplir las 
incógnitas: unas que se llaman condiciones algebráicas que bastan 
para plantear el problema y siempre pueden traducirse en ecua
ciones ; otras que se llaman condiciones físicas y que sujetan á las 
incógnitas á ser, por ejemplo, números reales, ó enteros, ó positi
vos, á estar comprendidas entre límites determinados &a, y que no 
pudiendo espresarse en las ecuaciones deben comprobarse después.

§. 118.

Relaciones entre las cantidades conocidas de una 
ecuación de segundo erado y sus raices.

1° Estando reducida á cero una ecuación de segundo grado 

x 2-)-ax-)-b—0
las dos raices son
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L a suma de las mismas es

x'-|-x"=—a (4)
y el producto es

x . x " = - f b  (5)

es decir: En una ecuación de segundo grado reducida d cero,
X) La suma délas raíces es igual al coeficiente de, la incógnita 

del segundo término con signo opuesto.
2) E l producto de las raíces es igual al tercer término, que es co

nocido,

2? Ahora, cuando sustituimos en x 2-|-ax-|-b=0 la cantidad 
— (x'-j-x'') en lugar do a y x'x'' en lugar de b, la misma ecuación 
tomará la forma

x 2— ( x '+ x " ) x + x V ' = 0  ' (0)

la cual puedo transformarse en

(x—x') (x— x" ) = 0  (7)

Luego: E l primer-miembro de toda ecuación de segundo grado, 
reducida Á cero, puede representarse como producto de dos factores 
de primer grado, forittados restando de la incógnita cada una de las 
raíces.

Un producto de dos factores se hace cero, haciéndose cero 
uno ú otro de estos. Déla última ecuación, por lo tanto, so siguen 
las dos ecuaciones simples do primer grado.

x—x' = 0  y x— —0

y esta es la razón porque una ecuación de segundo grado tiene 
dos raíces y no mas ni menos.

3* Puede plantearse fácilmente una ecuación de segundo gra
do que tenga dos raices dadas a  y ft. Pues formando las diferen
cias x —a  y x— fi, la ecuación buscada será

(x— a) (x—fi)—0

ó bien cuando la multiplicación se efectúa 

x 2—

Así, por ejemplo dadas las raices -j-¡3 y — 3, la ecuación cor
respondiente será

(x— 5) (x-J-3)=0 6 bien x - —2x— 1 5 = 0  

49 Sea ahora
x 2 -¡-ax-|-b
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un trinòmio de segundo grado y podrá dividirse este trinòmio por la 
difereucia x—a,', endonde x' esìma raiz de la ecuación x 2-|-ax-f-b=0. 

En efecto, por la división se obtiene

x “-)-ax-|-b X---X

x+(a-j-x')
(a+ x ') x + b  
(a + x ') x—(a-|-x') x'

residuo =(a-|-x') x '+  b =  x'^-j-ax'-f-b

Este residuo es cero ; pues según la suposición x' es una raiz 
de la ecuación x"-+ax +  b = 0, es decir que x' puesto en lugar de 
x hace el trinomio x 3-{-ax+  b igual á eero.

Luego siendo cero el residuo de la división, el trinomio 
x 2 +  ax+ b  es divisible por x—x' sin resto- El cociente exacto es 
x + ( a + x ')  ó bien x—x'', si se p o n e a + x '=  — x", y será divi
sible el trinomio también por x—x'', de manera que tengamos 
completamente

x 24 -ax-(-b— (x—x') (x—x") (8)

Como x' es una raiz de la ecuaciónx2-|-ax+b=0, así lo será 
x " ; pues si se pone x= x", el segundo miembro de la ecuación (8 ) 
se hace igual á cero, y por consiguiente será cero también el 
primero.

5° D éla ecuación (8) se infiere: Un polinòmio de segundo gì a- 
do x 2 +  ax-)-b puede descomponerse en dos factores de primer gra
do, formados restando de la variable x  cada una de las raíces de la 
ecuación x 2-(-ax-j-b=Q

Así, para descomponer el trinòmio x 2 -j- 5x-+6 en dos faetqr 
res de primer grado, se resuelve la ecuación

x 2+ 5 x + 6 = Q
lo que dará las raíces

y los dos factores serán x—x'=x-|-2 y x—x "= x-¡-3 , de donde 

x 2 + 5 x + 6 = ( s + 2 ) (x+ 3)

Si en el trinomio dado, el primer término que tiene el cua
drado de la variable x, tuviere un coeficiente, este primeramente 
podrá sacarse fuera del trinomio como factor. Así tenemos

4x2—2 0 x + 2 4 = 4  (x3— 5 x +  G)= 4  (x— 2) (x—3)

G° Puede descomponerse un trinomio x 2+ax+b de segundo 
grado aun directamente, completando los dos primeros términos,
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de suerte que sean un cuadrado perfecto y formando una diferen
cia do dos cuadrados que puede descomponerse en dos factores, 
uno de los cuales es una suma y el otro la diferencia do las mismas 
cantidades. Así se tendrá

Xa + a x -(-b = x 5-(-ax+1^.— ( —b)  ó bien

x 2-[-ax-f-b= ( x + ^ ) 2— (-^ "5— b^" de donde

x>+ ax+ b = ( x + 1 -  ( x + f + V ? “ b) (9)

y el segundo miembro contiene los dos factores de primer grado 
que se buscan.

El trinomio en (9) se hará cero solamente en los dos casos

- K / í - b - * "
es decir, como arriba se tiene el teorema: una ecuación de segundo 
grado x 2-)-ax-|-b=9 siempre tiene dos raíces, y no mas ni menos 
que dos raíces.

a»
7o Si en x 2-)-ax-)-b=0, b es positiva y ademas — b , las 

raíces serán imaginarias; en todo otro caso son reales y si

las raíces son
+ *. +fi
— a, — fi
+ « ,  ~fi\ a > f i
— a, - f  f i ; a > f i

será la ecuación correspondiente: 
(x— a) (x— /S )= x 2— (a +  fi) n-^afi 
(x-f-o:) ( x + £ ) = x 2-|-(a-j-/?) x-í-or/í 
(x— a) (x-j-/*)= x2—(a— fi) x -  afi 
(x -fa ) (x —fi\ =  x2-|-(a— fi) n— afi

y concluimos: La ecuación xa-f-ax-f-b= 0
1 ) tiene raíces con signos iguales, si el último término es po

sitivo, y tiene raíces con signos desiguales, si el último térmi
no es negativo.

2 ) tiene ambas raic.es positivas 6 la mayor positiva, si el se
gundo término es negativo, y tiene ambas raíces negativas d 
la mayor negativa, si el segundo término es positivo.

Por estas reglas se saben inmediatamente los signos de las 
raíces. Así la ecuación

x 2+ 5 x — 7 = 0

tiene raiccs con signos desiguales y la mayor es negativa.
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§• 119.

Ecuaciones superiores que se resuelven como las de 
segundo grado-

Como ecuaciones de segundo grado pueden resolverse las ecua
ciones superiores:

I. x 2“ -f- ax°=b  
m 2m

II. V x +  aV'x= b
I. Para resolver una ecuación de la primera forma, póngase 

x ^ ? !, luego x 2!= z 2, y se tendrá

? 2-(-az=b

de donde z =  —   ̂dr ■Nj l f  +  b

Ó bien si á z se le restituye su valor

11 __________________  . —

luego s =  >|— l + J  ^ +  b,

II. Para resolver una ecuación de la segunda forma, póngase 
2m__ m_
y/ x = z , luego \/ x = z 2, y será coma arriba 

z3 y  az=¡b

<le donde z= —- 1  + 4 t + ‘

ó bien, restituyendo á z su valor

2™— a , 1

luego x = ( - | ± J l f + b ) ' “

E jemplo I. Descomponer 48 en 2 factores, do manera que 
la suma de sus cubos sea =1792.

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



—303—
id

R esol. Si el uno de los factores es x, el otro será —  , y pot; 
la segunda condición del problctná; tenemos

x ^ + ( ^ ) 3=  1793

Quitando eí deilouiihador se sigue

x '— 1792x3= —48 3

Puedo considerarse x ?= z  como incóghita y será x '¿= z2, liiegd 

z= x 9=89GEt 3

Tenemos 8 9 6 = 2 7 .7 y 4 8 = 2 * . 3, luego será 

x3= 2 7. 7 + V /2 1 \7'J— 2 ,J . 3 3=  2 7. 7 + 2 0 V 3 V 7 r£=3 3 

= 2 7. 7 + 2 ' .  1 3 = 2 ' (1 4 ± Í3 )  

y estrayendo la tercera raiz, se sigue

x '= 2 2. 3 = 1 2  ; x " = 2 " . Í = 4
4SÉl uno de los factores buscados será 12, y el otro = 4  qud 

es el segundo valor de x.

E jemplo ÍI. Descomponer 409G eh 2 factores, de manera que 
la diferencia de sus raices de cuarto grado sea = 2 .

, 409G
R esol. Si x  es uno de los factores, sera el o t r o ------ , luego

y quitando el denominador so sigue

^/x7— 2 y/ x = \ /  4U9G
_ 4 _¡j

ó bien i / x — 2 \/x =  8

Puede considerarse y / x  =  z como inccgniti, y será y  x = z a 
por consiguiente

z =  y " T =  1  i V + R  - 1 ± 3

y si se eleva á la 4? potencia:
x '= 4 '= 2 5 G  ; x " = ( - 2 ) '= l G
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Es 4 0 9 0 = 250 .16 , luego las raices encontradas representan 
inmediatamente los dos factores buscados.

Transformación de la raices bicuadradas.

1 .a ecuación bicuadrada x*-j-ax2-)-b= 0  tiene las raices

* = ±  J - i a ± J ‘ * - b  
es decir, raices de la forma general

Pueden transformarse estas frecuentemente en la suma ó di
ferencia de dos raices cuadradas, cuyo cálculo numérico procede 
mas pronto. En efecto, póngase

X) J  m“tv/n =  V  y i  V z
ó elevando al cuadrado

m + v '5 = y - | - z +  2 v/yz”

en donde y, z son dos cantidades indeterminadas, y .toman valores 
determinados igualando

2) y + z  =  m

2 v/yz = v /ñ "

Elevaremos estas dos ecuaciones al cuadrado y tendremos

y2+ 2yz4-z J =  ms
4yz =  n luego por sustracción

y 2—2yz+z2=  m2—n

de donde 3) y—z=\Zm^^n

Suponiendo en 1) y > z , será y—zf>0, luego estrayendoda 
raiz, en la última ecuación basta el signo positivo. Ahora por 
2) y 3) tenemos

y-)-z=m

y—z= v /m 2—Ji
luego por adición y sustracción

y =  J m -f Jv /“1'1—¿  1 ni — J v/™2—u

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



- 3 0 5 —

y puestos estos valores eu 1 ), so sigue

~ - J  & m + i  +m2—n ±  ^ ¿ui—Jv'ui2—n (í)
Se aplicará esta fórmula siempre que m2—u es uu cuadrado 

perfecto. Así por ejemplo:

J u + V n = J ^ +  W i - n

=V?+I+VTr l=3+̂ r
J  1 2 - 1 0 ^ - 1 3 = J  l| +  ^ v / lil+ lS ü Ó -^ / 1̂  -  íy 'li l+ Ia O O

- + —7 3=  + 8 + 1 9 — y/G— 19 : 
L a fórmula invertida

V a+  V b i V a— V l> = . •»+■ (U )

se obtiene, elevando el primer miembro al cuadrado y después es- 
trayendo la segunda raíz; so aplica, si a 8— b es un cuadrado per
fecto. Asíes:

J u + G + S + ^ J u  — G+5 =  J  2 8 + 2  + 1 9 6 —180

=  + 2 8 + 8 = G

. J l + 3 + — 1 + ^ J l—3 + — Í = ^ J  8 + 2 + 1 G + 9 = + 1 8 = 3 + 2

En el último ejemplo tenemos una cantidad do forma imagi' 
naria que sin embargo es real.

§. 120.

Resolución goniom étrica de las ecuaciones do 
segundo grado.

Se simplifica muchas veco3 el cálculo do las raíces por medio 
de las fórmulas goniométricas, introduciendo un ángulo auxiliar. 
Distinguiremos dos casos, según que sea en la ecuación general 
de segundo grado el signo do b positivo ó negativo, mientra» quO 
a tenga un signo cualquiera.
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I. x 2+ a x + b = o
Las raicee de esta ecuación son

* = - g ± j T ~ b
que pueden transformarse fácilmente para que tengan la forma

— íO*-FS)
4b ... ,

(1 )

L a cantidad —¿ espositiva, y cuando ademas se cumple la
condición de ser esta < ( 1  (lo que sucederá siempre que el resul
tado haya de ser real), puede ponerse [§ 88, 3o] :

4b
"a1"

2 i a  \/b
V ' lueg° 2  =  ü ^

4b
1  — ¿2= I —sen2<y>= eos2 cp 

y el valor de x  que está en ( 1 ) puede escribirse 

x = ¡ ¿ V  ( 1 + cos ? ,) = _ v b .í ± £ £ L 2  
sen  cp sen  (p

Ahora por las fórmulas (21) del § 93 tenemos
=tang i cp1 —eos <p 1 —(1— 2 sen2 t cp)

sen <p 2 sen \ cp eos ¿ cp

1 +eos cp 1  4- (2 cos2| cp— 1 ) , ,•----------  =  1----- i----- — -=cotg J cpsen cp !¿ sen ¿ cp eos -J cp °  ¿ "
( 2)

y sustituidos estos valores en la ecuación' anterior de x, se sigue 

* '= — \/b. tang 1  cp ; x"=s=—,y/b. cotang i  cp

en donde sen <p-~2 \ /b ( I )

II. s 2-f-ax—b = o

Las raicea de esta ecuación son las siguientes

ó bien (3)

La cantidad a * es positiva, y ce rao la tangente es susceptibel
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de todo valor, puede ponerso

¡ * =  lu°S° -2 = W g <p

1 -|—= r=  l-(- tang ‘ <p —  —1 a 1 °  r  coa <p

por lo cual el valor de x  que estí en (3), será

x = -  -r^—— (  1 +  W - i / b .tang <f> V ^  eos <p f  v ¡ículp

Aplicando las mismas fórmulas (2 ), so infiere

x '=  +  \/b . tang i <p ; x " = —-v/b.cotang § rp )
en deudo tang < pzJ^ ¿}? f (Ü)

E jemplo. Resolver la ecuación

x*—23,G95x—71,652=0

R esol. L a ecuación dada tiene la forma (II), y es

a = —23,095 
b =  71,052 tang 99= 2\/h

11
2.^/71,052  
: *-23,005

Rara tomar los logaritmos, la última ecuación do tang q> lia 
de multiplicarse por ■—1 , de suerte que el segundo miembro sea 
positivo; y como [§ 90 fórm. (0)] tenemos —tang cp = tan g— <p, 
se hallará

tang — tp=2V 71.052
23,095

log tang— <p = I
log 2=0,30103  

log 71,052=0,92701

11,22804—10 
log 23,095=1,37400

9 ,8 5 3 9 8 -1 0

— <p= 35° 32' 40"
J 99= — 17° 40' 20"

Ahora la fórmula (II) da estos valores de x' y x,'1: 
x' = -J-y 'b .tan g— 17° 40' 20"=— \/b. tang 17° 40' 20" 
x"=— \/b.cotg— 17° 40' 20"=+v'b.cotg 17° 46' 20"
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log(—x ')=  | J log 711652 =
log tang 17° 46' 20" =

0,92761
9,50587—10

10,43348—10 
log (—* ') =  0,43348 

—x '=  2,7132 
x '= —2,7132

lo g x " =  | J log 71,652 
log cotg 17° 46' 20"

0,92761
10,49413—10

11,42174—10 
log x " =  1,42174 

x " =  26,408

P rueba. Enseguida del §118, l° la  suma de las raices lia de ser 
igual al coeficiente del segundo término tomado con signo opues
to. En efecto, tenemos

x '+ x " = —2,7132+ 26,408=23,6948

Ademas de esto, el producto de las raices debe ser igual al 
último término tomado con su signo propio, es decir, debe ser

x' ■ x " = —71,652 ó bien —x '. x"=71,652

luego log (—x') +log x" =  log 71,652

lo que se rerifica perfectamente; pues tomando estas cantidades 
como están en el cálculo de arriba, se tiene la igualdad

0,43348 +1,42174 =  1,35522 = lo g  71,652

B. Con dos ó mas incógnitas.

§ • 1 2 1

Método general de eliminación entre dos incógnitas.

1 ? Una ecuación completa de segundo grado con dos incógni
tas contiene todos los términos de segundo y primer grado de es
tas, ademas un término con el producto de las mismas, y final
mente un término conocido ó independiente de las incógnitas. 
Será por consiguiente un sistema de dos ecuaciones con dos in
cógnitas:

x 2-)-ay2 -f-bxy +  cx-j- dy-|- e= 0  

x 2-J-a'y2 -f-b'xy-)-c's--(-d'y-(-e'= 0
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Pueden siempre reducirse las ecuaciones dadas á esta forma, 
do manera que el cuadrado de una de las incógnitas tenga por 
coeficiente la unidad y este término se elimina en primer lugar 
restando una ecuación de la otra, de dondo se saca

(a—a')ys + (b —b') x y + (c —c')x-)-(d—d')y-f(e— e') = 0

Para eliminar á x  completamente, la última ecuación puedo 
escribirse como so sigue

C(b—b') y + (e —c ')]x + (a —a ')y 2+ (d — :1') y + (o —o')=-0 

do donde salo
-  (a'—a) y 3+ (d '—d)y + (e '—o)

(b— b') y +  (c—c')

Luego la cantidad ;r desconocida está espresada por y; sus
tituido este valor en una de las ecuaciones (1 ), se sacará una 
ecuación que no tenga x, sino solamente y. Pero como se ve, esta 
ecuación que da la segunda incógnita, evidentemente os do cuar
to grado, que puede reducirse á la forma

y*+A y» +  B y * + C y + D = 0  ( 9)

la resolución do la cual es imposible sin la teoría do las eouaoio- 
nes superiores.

Hay diferentes métodos de eliminar una de las incógnitas 
entre las ecuaciones (1 ) y pueden aplicarse todos los que hornos 
espuesto en el Artículo I de este Capítulo; pero todos ellos con
ducen á una ecuación do cuarto grado que al presente no puedo 
resolverse.

2o Supongamos que la segunda ecuaoion sea do primer gra
do respecto á una ú otra incógnita, de modo quo tengamos el sis
tema

x ’ -j-ay1 +bxy-f-cx-f dy-f-e= 0  

x+ a'y + b '= o
y sacamos de la última

x = — (a'y+b')

valor que sustituido on la primera nos da

(a 'y+  b ')*+ay*— (by-j-c) (a'y+b')-fdy-fC= 0  

que es solamonte de segundo grado.

3? Concluimos, que cuando una de las ecuaciones dadas es 
de primer rjrado, la ecuación final será de segundo grado y reso
luble; pero quo la misma será comunmente do cuarto grado ó 
rresolublo cuando ambas son completas y de segundo grado. Sin
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embargo, muchas veces pueden resolverse dos eouaoiones de se
gundo grado con dos incógnitas, si no son completas ó si los coe
ficientes tienen propiedades particulares.

E jemplo I. Buscar los valores de x  é y  en las ecuaciones

1) x -f-a y = b  
Z) x y = o

R esol. Una do las ecuaciones es de primer grado y la otra 
del segundo. Aplícase en en este caso con mayor utilidad el m é
todo de sustitución. Sale de la primera ecuación

b—x
y =  — x = b —ay

y sustituyendo separadamente estos valores en (2)

4 b - x )  _ c y (b— ay)= c
luego

x 5—bx-|-ac= 0
o b i c y — y + - = 0J a J 1 a

b , Ib 2
x =  2-± N j T - ac

_b — P>T c
^ 2a ' 4a2 a

__b-±- \/b'¿—4ae bljl'v/b2—4ac
2 y 2a

Son pares de solución  los valores de x  é y  que tienen delante 
del signo radical signos opuestos, pues por la ecuación (1 ) lia 
de ser x-)-ay=b, lo que se verifica solamente tomando los signos 
como hemos indicado.

Comunmente se buscará por eliminación directa, solamente 
lira de las incógnitas, por ejemplo x, el valor de la cual se sus
tituirá en una de las ecuaciones dadas, por ejemplo, en 1). Se 
obtienen con esto inmediatamente los p a t  es de solución que deben 
estar juntos.

E jemplo n . Resolver las ecuaciones

1) x + y + 3 x 2+ y 2= a
2) 2 x—y-j- 6x 2 -j-y 2 = b

R esol. Ambas ecuaciones son de segundo grado, y aplícase 
en este caso con mayor utilidad el método de los coeficientes. Se 
pueden eliminar á la vez x  y x 2, multiplicando la primera ecua
ción por 2, de donde
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2x-j-2y + 6x 2-j-2y 2 =  2a
2x—  y-j-6x2-J- y 2 = b  restando

3y +  y 2 =  2ft—b

ó bien y 2-)-3y'=2a—b

de donde y = — J ^  + 2a—b

§ .  122.

Métodos particulares de eliminación.

Sácase muchas veces el resultado mas pronto empleando 
métodos particulares de eliminación, ó indicaremos aquí los que 
so aplican frecuentemente. En el caso do ser ambas ecuaciones 
simétricas, á saber, que ambas ecuaciones no cambian mudando 
x en y é y e n i ,  no se necesita calcular separadamente ambas 
incógnitas, teniendo estas la misma forma do resultado, con la 
sola diferencia de que una tenga delante de la cantidad radical 
qne contieno, el signo que es opuesto al do la otra.

I. x-f-y=a 1 ) 
xy = b  2 )

R esol. Elevando al cuadrado la ecuación 1) que es una suma 
de x  é y y restando del resultado el cuadruplo do 2 ) se puedo 
hallar la d iferen cia  de x  é y:

x 2 +  2x y + y s= a 3 
txy  = 11)

x.2—2xy + y  2= a 2— Ib

x —y =  —ló  3)

Por adición y sustracción do las ecuaciones 1) y 3) se s'.guo 
inmediatamente el resultado quo so busca;

x + y =  a 1 )

x— y —  i-'t/a5— 4  b 3)

x = £  a +  J \AfJ—Ib

y = l  a +  $ v ’á 1 —íl)
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Sondares de solución que tieneu signos opuestos delante del 
signo radical.

II. x— y = a  1)
x y = b  2/

R esol. Elevando al cuadrado la ecuación 1) que es una d i 
ferencia  de x  é y, y sumando con el resultado el cuadruplo do
2), se hallará la suma de x  é y :

x 2— 2 x y + y 2= a 2 
4xy = 4 b

x 2 +  2 s y + y 2= a 2-|-Ib

x +  y = + y V + 4 b  3)

L a  adición y sustracción de 1) y 3) nos da

x + y = + V ‘‘ í -F55
x— y = a

x= Í a±4V ¡F+Ib  

y= —l a± I V a*+ ®
La ecuación 1 ) no es simétrica, lo que se ve en el resultado.

n i .  x 2+ y 2= a  1)

x y = b  2)

R esol. Con 1) sume y réstese el duplo de 2) para hallar
la suma y la d iferencia  de x  é y :

x 2+ y 2 = a  
2xy = 2 b

x 2-f-2xy-f-y2= a 4 -  2b 
x 2— 2 x y + y 2==a— 2b

de donde x-f y ^ + v 'a - j - 'b

x— v = + -\ / a— 2b
----- — ---------- 1--------------- —---------------------------- B

x = + ¡ V á+ lb + i V  a—2b

Tenemos cuatro valores de x é y ,  y forman pares de solución 
los signos que tienen en una y ot*n ecuación un mismo lugar.
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IV. x 2—v 2 =  a 1)
xy =  b 2 )

ti i.sor.. Se eleva al cuadrado 1) y so suma con el resultado el 
cuadruplo del cuadrado de 2 ) para obtener la suma x2-f-ys:

x 1—•2x sy ! -|-y, = a a 
4 x 4 *  = 4 b 2

— 313—*

x ' + 2x 2y , + y , = a 2-H b'i

de dondo s 2+ y ’ = + v ' i ’ + 3b *
x 2—y2—a__________

3)

x 2^ a + J V a ' + 4 b ^

y ^ - J a + J v ^ R E ^
Estrayendo la raiz cuadrada se tienen x  é y. En la ecuación 

3) no escribimos sino el signo positivo delante de la cantidad radi
cal, puesto que la suma x 2-|-y2 es positiva, si x  é y han do sor 
reales.

V. x 2 + y 2= a  1)
x + y  = b  2 )

R esol. Se eleva al cuadrado la ecuación 2) y so rosta la ecua
ción 1 ) para obteuer xy:

x 2- f 2 xy-f-y2= b 2
s 2 - f y 2= »

2xy = b 2—a 3)

Esta ecuación se resta de 1) para obtener la diferencia x —y| 

x 2— 2xy-j-y2= a —b 2-) -a = 2a— b 2 

de donde x—y = + v /^“—1b2 4)

La adición y sustracción de 2) y 4) dan

x + y = b  ___
x—y = ± \ / 2a—b3

x = i b ± i V 2 a — b* 

y = l  b ~  ¿ \/¿a— b 2
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VI. x 5—y2= a  1)
x z ty  =b  s)

Resol. Se divide 1) por 2) y se obtiene inmediatamente la 
diferencia x—y ó la suma x -f y.

—314—

Vil. x 3+ y 3= a  1)
x + y  = b  2 )

Resol. Elevaremos 2) al cubo y restaremos 1) del resultado:

x3+  3x2y-f 3xy3 + y 3= b 3 
x s —j—y 3= a

3xy(x+ y) = b 3—a

luego, cuando se divide por la ecuación 2) y después por 3

b3—axy=- 3b 3)

Por medio de 2) y 3) se puede determinar x—y según I.

VHI. x3—y3=a 1)
x —y =b 2)

Resol. Se resuelve de la misma manera:

x 3—3x3y +  3xy 2—y 3= b 3 
x3 —y3= a

—3xy (x—y) = b 3—a

IX . x '+ y 4= a  1)
x - f y = b 2 )

Reiol. Elevando 2) á la cuarta potencia y restando 1), so ob' 
tiene

x * -)-4x3y-|-Gx 2y 2 +  4xy 3-)-y4 = b 4 
x 4 + y 4= a

4x:‘y+G x3y 2-)-4xy3 = b 4—a
4xy (x2- f 2 x y + y 3) —2x3y 2 = b 4—a

El paréntesis equivale á b ';  luego
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4b*xy— 2x, y1= b ‘— a 
ó bien x 'y "— 2bl‘x y= 3 ft-~ h ■

* y = b « ± 4 ^ r  3)

Conocido x-j-y por 2), y xy por 3), se puedo buscar x—y. 
Do igual modo se resuelve el sistema:

x '+ y 'r z a  1 )
x - y  = b  2 )

§. 123.

E cu acio n es su p erio res que se resu elv en  como la s  
de segundo grad o.

Muchas ecuaciones de grado superior con dos incógnitas 
puoden resolverse como las de segundo grado. El método gene
ral que debe observarse consiste, en reducir poco á poco las ecua
ciones dadas á grados inferiores, hasta llegar á un sistema de dos 
ecuaciones resolubles.

Esta reducción se efectúa frecuentemente, descomponiendo 
en factores los polinomios de la ecuación de grado superior, y quo 
contienen á las incógnitas, y después dividiendo una ecuación por 
la otra, si los polinomios de estas contienen un factor común 
compuesto de las incógnitas. Conduce á este fin buscar inmedia
tamente el factor común por el método del §31.

Otras veces se reducen las ecuaciones dadas á grados inferio
res, por una sustitución hábil de una cantidad que so encuentra 
en una de las ecuaciones, poniéndola en la otra. Sin embargo no 
pueden fijarse reglas generales do eliminación.

E j e m p l o !  x 34_y :' = ’a + b ) (x—y )  1 )

x 2—x y + y 2= a —b 2)

Resol. Búsquese el máximo común divisor do los polinomios 
que forman los primeros miembros de ambas ecuaciones. Se ha
llará como máximo común divisor el segundo polinomio mismo, 
y que este multiplicado por x-f-y produce el primero. Luego 
pueden escribirse las ecuaciones dadas en la forma

(x + y ) (Xa— x y + y J)= (a -fb ) (x—y) 3) )
x 2—xy-j-y 2 = a —b 2 ) j

En lugar del seguudo paréntesis do 1) puede sustituirse a—b, 
y tendremos el sistema mas simple:
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(H -y) (a b)==(M-b) (X— y) 3))
x3—xy+y2= a —b 2 ) j

La primera de estas ecuaciones solo es de primer grado, lue
go el sistema es resoluble. Se saca de 3) y = -x , lo que se pone

r Qi r
en 21, y dara

- 2  a ’ ía -b )  
a 2—ab-j-b2

1
I íl--Ü I _]j

— a N a 2—ab + b 2 y ~  —  b ^Ja2—ab + b 2

E jemplo II. (x3+ y 3)+xy (x+y)=15 1) 1
(x2+ y 2)x 2y2 = 2 0 2) \

B esol. Pueden resolverse los paréntesis y buscar el máximo 
común divisor de los primeros miembros de 1) y 2 ,'. Pero sábeso 
por el EjemploI que x:2+ y J=(x-|-y) (xa—x y + y 2), y por con
siguiente el primer miembro de 1 ) se descompone en los factores 
(x + y ) (xa—x y + y 2 + x y )= (x + y )  (x 2+ y 2). Luego otra forma do 
las ecuaciones dadas es

(x + y )(x2+ y 2) =  15 1) 1

(x3 + y 2) x3y2 =  20 2) )

Ahora dividiremos 1) por 2),jy tendremos

x + y  _

En esta eouacion y en la ecuación 2) transcribiremos la can
tidad x 2y 2 en el segundo miembro y tendremos el sistema

x + y  : 
x’ +y*

3)

4) Ì
que, siguiendo el cálculo de V en el § precedente, nos dará una 
ecuación' que contiene solamente á la cantidad x i j .  En efecto
se siguo do 3) x 3 -f- 2xy+ y 3 = + ;x*y 1

luego restando 4) x 2

„ 9 , , 20
2xy =  rtIx y ' - p pse obtiene
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ó bien x 'y 6— ^ x 3y s— ?|2- =  0 5)
on donde x sy ’  puedo considerar-so como incógnita, cuyo valor 
será

+2
x y  = -1G +4.14

0
do donde xy

2 V I
G)

Sustituido el primer valor en 3), tenemos el Bistoma

x + y = 3
xy= 2

7)
8)

y sígueso ahora el cálculo do I on el § precedente

x 2-)-2xy-|-y2= 9  
4xy = 8

x 2— 2 xy + y 2= l  
x—y = ± 1

Esta ecuación forma con 7) el sistema

x + y = 3  
x—y = ± l

7)
9)

do donde x = 2 , l
y = l , 2

El otro valor de xy  que está en 6) nos suministrará otros 
tantos valores do x  é y, que serán irracionales.

E jemplo III. (x*—y 2) (x —y  )= lG xy  1) \
(x*—y 1) (x s—ys) =G 40x1y2 .2) f

R esol. Puedo dividirse la segunda ecuación por la primera, 
con lo cual se tendrá el nuevo sistema mas simplo

(x2— y2) (x—y)= 16xy  1 ) )
(x 2+ y 2) (x-f-y)=40xy 3) )

Efectuando la multiplicación que está indicada en los 'pri
meros miembros so siguo

x-’—xy2—x 2y -f-y3=lG xy  
x 3-(-xy 2 -|-x 2 y 2 -f-y 3 = 4 0 x y

2xy2-j-2x2y 2 = 24xy  {a)
do donde ' x + y = 1 2  4)

y elevando esta ecuación al cuadrado, se saca la relación
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x 2-fy 2= 1 4 4 —2xy 6)
Los valores de x-|-y> y de x2-|-y2 que tenemos en 4) y 6 ) 

podemos sustituir en 3), por lo cual obtenemos

12 (144—2xy)=40xy
de donde sale xy= 27 6)
y con 4) tenemos el sistema

x + y = 1 2  4)
*y= 27 6)

de donde ®=9, 3; y= 3 , 9.
La ecuación (a) es divisible por xy, luego estará satisfecha 

por el valor xy=Ó, luegoserá x = 0, ó y = 0, ó á la vez x = y = 0- 
Sustituyendo x = 0 , la ecuación 1) da y = 0 , y sustituyendo y = 0 , 
se obtiene x = 0 . Por consiguiente tenemos como otra solución 
x = y = 0.

E jemplo IV. —Gx2y2—x*-{-3y2= 1 3 2  1 ) )
y '—10y2x + 2 6 x 2= l  2 ) ]

R esol. La última ecuación es un cuadrado perfecto, y lo son 
también los tres primeros términos de la primera ecuación. Lue
go otra forma de las ecuaciones dadas es

(x 2—3y2)2—(x2—3y2)= 1 3 2  3)1
(y2— 6x)2= l  4) J

La primera de estas es una ecuación completa de segundo 
grado con la incógnita x2—3y2 que puede hallarse, y la segunda 
dará separadamente el valor de y 2—5x. So saca

x 2—3y2= 1 2  ó — 11 5) )
y2—5x = ± 1  6) [

Combinando estos diferentes valores, tenemos que resolver 
los sistemas

x 2— 3y2=  12 
y 2—5x = + l

X2—3y2=  12 
y2— 5x = —l

x 2—3y2= —11 
y2—5x = 4 - 1

x 2—3y2= —11 
y2—5x = -  1

} ( m )

} ( I V )

Para eliminar y, el triplo de la segunda ecuación do cada sis
tema se sumará con la primera correspondiente, de donde que
dan para resolver las ecuaciones

x2—15x=  15 y será y2=5x-J~l 
x 2—15x= 9 y2= 5 x — 1
x 2— 15x—— 8 y -—5x-f-l
x2—1 5 x - —14 y 2= 5 s —1
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Se obtienen fácilmente los resultados que son los siguió“ *'08.

s,=J (15±V"285 ) y .=±^38,5+2,5^/285" 

xs=i (15+3 \Z29) yí= ± >j3G,5+7,5^29

s3=¿ (15 ±  VÍ93] yá= +  138,5+2,5^193 

X _ ( U  y - í ^ 5
x >— \ i  y , — | ± 2

E jemplo V 

R esol. Tenemos

y ;+ 5 + ? = m 1)3
x J y X J

x - fy = u  2))

e+ í)H '+ s+ >
- * >  j + ( K ! + ¿ ) ’- 2

Puede sustituirse este valor en 1) y saldrá

G+I)'+G+H+2
de donde ^ |  = -

Pongamos por brevedad

- l+ V ' 4m +9

i  (—l+ \ /4 m + 9 ) = a  

y tendremos quo resolver el sistema

y = ,
y ' x
X y =  n ' Ie n

3)

4)

Do la última ecuación sacamos 3—n—x, y sustitiD’cndo es
te valor en 5), hallamos
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ecuación de segundo grado que puede resolverse y los valores 
correspondientes de y se tomarán de 6).

Respecto á la cantidad irracional a, cuyo valor finalmente 
lia do sustituirse en el resultado, se calculará mas pronto, de 
esta manera. Síguese de 6) y 5)

x2 + 2xy-f-x!1= n ’ 
x* + y ’ = a .x y

2xy = n 2—axy
do donde xy=^j-v> 8) )
con lo cual x +  y = n  9) )

forma un sistema mas sencillo, de donde sale

—320—

x = ¿  n

y = l  o I**,JW ¡\
y sustituyendo el valor de a que está en 4) y haciendo el deno
minador racional, el resultado será:

n 1 1 + ^ ( m + G + 2 -\/4m+9):m j- 

y = J n  j l  +  .y(m +6+|2VÍm +9):m  j-

§. 124.

Valores máximos y mínimos de Asegundo grado.

A. F unciones enteras.

1° Dícese función una cantidad cualquiera variable que de
pendo de otra. Así en

y = a x 2 +bx-f-c (1 )

y es una función de x, que so supone como variable independien
te y susceptible de todo valor real posible desde —co hasta -|- co. 
L a función (1) es una función algébrica, pues no contiene á x  sino 
como base de una potencia; ademases racional, no teniendo si
no esponentes enteros de x ; es enlera, no estando a: en un deno
minador, y finalmente es de segundo grado, pues el esponente mas 
alto de x no escede á 2 . *
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Aunque tomo x  todo valor real posible, no sucedo lo mis
mo con la variable independiente y. Siempre pueda asignarse á y 
tal valor real, que x  se baga imaginario, lo que es contra nues
tra suposición. Resolviendo ( 1 ) según x, se siguo

x =  —1)+ \ / (bi—4ac )+Táy~ (2)
2u '

de donde se concluye, que comunmente para un mismo valor do 
y existen dos valores diferentes do x, y que hay también valo
res reales do y, á los que no corresponden valores reales de x, 
á saber, si la cantidad subradicai en (2) para un valor determi
nado de y es negativa.

2° Puede representarse muy bien el cambio de una función, 
por ejemplo de

y =  ¿ x « _ 3 x + 6 (a)
sustituyendo valores sucesivos en lugar do la variable indepen
diente x, y calculando los valores de y que corresponden. Así 
en el ejemplo propuesto

para x = —101— 5 I— 2| 0 4 -2 1 + S|-f-10 ¡4 -1 5  U-20W-25 |-j-30[-(-35 
es y =  46| 23 ¡ 121 6 I OÍ— C|—14¡— 16,51— u|— 6 |-f G|-f23

Trazando ahora un sistema de coordenadas X X ', TY' con el 
origen O [fig. 35], tómense los valores de .r como abscisas, y los va
lores correspondientes de y como ordenadas. Levántese, por ejem
plo, en el punto —5 de OX' la ordenada A a=23, en el pim
ío — 2 la ordenada B b = 12 &a. Tendremos muchos puntos 
a, b, c, d . . .  .i, t ,  que unidos los unos con los otros producen 
una línea curva, y la imagen de la mudanza de la función
y. Por encima de X X ' la curva no tiene limite; pues cre
ciendo x, aumentará y, y finalmente para x = ¿ o o  será también 
y =  oo, pero en sentido positivo. Luego son posibles todos los va
lores positivos Aa y;  pero no lo nonios negativos, siendo Ji el ma
yor valor negativo que existe. Llámase este el min¿mu de y, con
siderando á y como una cantidad que decrece desde -j-oo por to
dos los valores positivos y negativos hasta esto valor determi
nado que es —16,5 y que no es susceptible do valores menores 
que estos, sino que después, de nuevo comienza á crecer. Tene
mos siempre dos ordenadas y iguales para diferentes valores do' 
x ;  solo la ordenada Ji qn< corresponde al mínimo no se repite.

En (« ) mudaremos solo el siguo del primer término, de suer
te que tengamos la nueva función

y = - ¿ * á - 8 x + G  (ft)
y calcularemos do igual modo valores diferentes do y. Será para

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



x = _40| —301—251—201—15 I—10!— 5 I— 2i Oi+21-f- 5|+10 
y = —34| —[— 6 1+181+26 |+28,5 |+26|+18 |+ll|+6l— 1|—llj—2á

La curva está representada eu la fig. 3G; su posición es la 
opuesta; son posibles todos los valores negativos de y, y existe so
lamente un número limitado de valores positivos, entre los cuales 
el máximo es Ji = 2 8 ,5  que corresponde á x = —15. Luego tal 
curva tiene un máximo. También en este caso siempre existen 
dos ordenadas iguales para diferentes valores de x; solo la orde
nada Ji que correspondo al máximo viene una vez.

3? Se infiere de esto:
a) si en la función y = a x 2 +  bx-)-c el coeficiente a es positivo, 

la función es susceptible de todos los valores desde +oo 
hasta un límite cierto que es el mínimo de la función.

b) si en la misma función, el coeficiente a es negativo, la fun
ción es susceptible de todos los valores desde —oo hasta 
un límite cierto que es el máximo de la función.

En uno y otro caso el límite puede ser positivo 6 negativo.
Puede considerarse también -f-cc como un máximo, y —oo 

como un mínimo. Ahora, si a es positivo, y será =-)-oo, tanto 
para x=-¡-oo, como para x = — oo ; y puede decirse que en este 
caso la función tiene también dos máximos =-f-oo. Pero si a es 
negativo, será ; /= —co tanto para x = + c o  como para x = —oo , 
y la función tendrá dos mínimos = —co. Luego concluimos: 
La función

y = a x 2-¡-b x + c  ( 1 )

tiene dos máximos =-|-co y un mínimo finito, si a es positivo; 
pero tiene dos mínimos = —oo y un máximo finito, si a es nega
tivo.

4? Para hallar el valor máximo ó mínimo finito, sirve la ob
servación de que existe solamente un valor de x  en el caso de 
ser y un máximo ó mínimo. Resolviendo (1 ) según x, se saca co
mo aniba _______________

 ̂ 'b +  V  (b*— 4ac)-f 4ay

y como demuestra el doble signo de la cantidad radical, siempre 
existen 2 valores de x  para un mismo valor de y, solo si la can
tidad subradical es cero, se tiene un valor de x. Luego para el 
caso del máximo ó mínimo tenemos

s =  — ¿á • 4ay+ b 2—áae=0 (3)

de donde se pueden calcular los valores correspondientes de x  é y 
que se buscan. Para obtener el valor máximo ó mínimo de y, 
también podrá sustituirse en la función (1 ) el valor de x que está 
en (3).
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5? Sígueso el mismo resultado de otra manera. La variablo x  
so supone como cantidad real, luego no serán posibles otros va
lores de y, sino aquellos quo en (2) satisfacou á la condición

4ay-f-b2—4ac ÍLO (4)

ó bien á 4 a y = 4 a c —b2 (5)
Abora 1) si a es positivo, (5) puede dividirse por a sin mu

dar el signo do la desigualdad [§ 109, A, 2)] y tenemos que do- 
be ser

„> 4ae—b2 
4 a -

Por consiguiente, siempre puedo ser y mayor quo la canti
dad que está en el segundo miembro, pero nunca puede ser mo- 
nor que esta; luego el mínimo valor de y e s

y =
4ac—b2 

4 a (C)

Pero en este caso la cantidad radical en (2) es cero, y saca
mos que el valor correspondiente do x, es

x =  — b̂
2 a (7)

Supongamos 2) que a sea negativo, y no podemos dividir la 
desigualdad (5) sin mudar su signo. Luego dividiendo tendremos

y = -
' 4ac—bs

4 a

y será y un máximo en el caso do la igualdad.

para
Do todo se sigue quo

x = — r¡- es y = - flc, ^ - un Mínimo ó un Máximo 
2 a  4 a

según quo sea a positivo ó negativo.

§. 125.

Ejemplos de aplicación.

E j e m p l o  I. Búscase el m á x i m o  ó  m ín im o  d o  l a  f u n c ió n

y = 5 x 2— 10x-(- 7 (a)

R esol. Como el coeficiente do x 2 es positivo, la f u n c i ó n  t e n 
drá dos máximos =  +  x  y un mínimo finito para
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x —  b _ 10 _ _ + i
2a 2 .0  ' 1

y puesto este valor en (a ) se obtiene este mínimo buscado y = 2 . 

E jemplo II. Buscar el máximo ó mínimo de

y = 5 x —6x2 (/?)

B esol. El coeficiente de x 2 es negativo, luego la función 
tendrá dos mínimos =  —  oo y un máximo finito para

b 5 ,x = — 2a= í2 > y poniendo este valor en {(í), se sigue este máxi-
25mo y =  — — . Por consiguiente, la función no tiene ningún va

lor positivo.

E jemplo  JH .  Descomponer el número N  en dos sumandos, 
eje manera que el producto de estos sea un máximo.

B esol. Sea x  uno de los sumandos y será N—x el otro, lue
go el producto buscado

y = x  (N—x)= N x—x2

El coeficiente de x 2 es negativo, luego existe un producto 
, . b N

máximo para x = —  — , á saber, descomponiendo el numero 

N en dos sumandos iguales.

Demuéstrase fácilmente el teorema general:
Descomponiendo un número en varios sumandos iguale?, 

el producto de estos será un máximo, es decir que será ma
yor que todo otro producto de sumandos desiguales del 
mismo número.

En efecto, si tenemos

t—|—u—)—v —f— w—)—. . .  ,= N  constante (a) 
P = t . u . v . w . . . .  (b)

.haciendo t '= l  (t-)-u)«=u', se saca

t'-)-tV|-v-|-w-|-.. . .  = E  constante 
P '= t '.t ' .  v . w . . . .

yesera P '> P ,  "pues t ' . t ' ] > t . u, siendo la suma t '+  t'=t-|-u la 
misma que antes é iguales los sumandos V y l' del primer miem
bro. Luego el producto P se aumenta, haciéndose iguales dos de 
sus factores, y por consiguiente será P  un máximo, si todos son 
iguales.
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E jemplo IV. Búscase, si existo un máximo 6 mínimo do la 
función

1  , 1
y = t + ú

—325—

para t-j-u = N  constante.

B esol. Se tiene y = 2 Í Í = 5  y el denominador es un máxi- ut ut "
n o  si u = t ; luego será la función un mínimo si u—f.

Síguese en general, si t+u-f-v-|-\v-)-. . .  ,= N  es constante,
la suma de los valores recíprocos +  . . .  será un míni
mo para t = u = v = w = . . . .

E jemplo V. Corren dos puntos con velocidades uniformes 
v y v' sobre dos rectas perpendiculares hacia el punto O en don
de estas se cortan. Búscase la mínima distancia que pueden te
ner los puntos, si al tiempo de salir distan do O respectivamente 
d y d' metros.

B esol. La mínima distancia y que so busca es hipotenusa 
de un triángulo rectángulo, cuyos catetos son partes de las dos 
rectas perpendiculares. Suponiendo que la mínima distancia ten
ga lugar x  segundos después de salir, los puntos en aquel tiempo 
distarán respectivamente (d—ex) y (d'— c'x) metros de O, y será 
por consiguiente

y 2= ( d _ c x ) 2+ ( d ' - c 'x )2
ó bien y 2= ( c 2-(-c'2) x 2— 2 (d c+ d 'c') x-}-(d2-j-d'2)

El coeficiente de x 2 es positivo, y por esto tendrá y2 verda
deramente un mínimo que tiene lugar después do

___ b cd-J-c'd'
X 2 a = c 2-f-<7 2

segundos. Póngase este valor en la ecuación de y2 y se tendrá la 
mínima distancia

i cd'— de'
y = ± — ;—

V ¿ H - C' 2
en donde debe tomarse el signo conveniente quo haga á y positivo.

E jemplo VI. Dado un triángulo ABC [fig. 37] y en el lado 
AB un punto P , se quiere inscribir otro triángulo PQB, quo ten
ga el lado QB paralelo á AB y cuya urea sea la mayor posible.

B esol. Sea h=CD  la altura, n=A B  la baso do ABC, i/= l?D 
la altura y a—BQ la baso de PQB. Tendremos

2^_PQR =  x .y (a)
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La semejanza de los triángulos nos da las relacioues

de donde x = a — ? y  a h  h
luego 2/\PQ R=ay— “y* (fl)

y esta función tiene verdaderamente un máximo, siendo el coe
ficiente de y 2 negativo. El máximo ee halla para y =  á saber, 
cuando RQ pasa 'por la mitad de la altura.

§ . 126.

Valores máximos y mínimos de segundo grado.

B .  F unciones fraccionarias é  irracionales.

1? Una funcion algèbrica fraccionaria de segundo grado tie
ne la forma generai

„ __ax2-|-bx-f- c
y — a 'x2-)-b'x4 -c' ( 1)

y el problema es determinar los valores que puede tomar. Or
denando (1 ) según las potencias de x, se deduce

(a—a'y)x2-)- (b—b'y) x-j- (c—c'y) = 0

_  — (b—b'y)±v/(*>—b'y) 'J~ i  (a—a'y) '(c—c'y) ,os
2 (a—a'y) 1 '

Solo son posibles los valores de y que verifican la condición 
(b—b'y)2—á (a—a'y)Xo—c'y) r^O (3)

y serán los estrenaos, máximos ó mínimos en el caso de la igual
dad. Como en esta suposición desaparece en (2) la cantidad ra
dical, se saca el valor de x que correspondo al máximo ó mínimo

b—b'y 
2 (a—a'y) (4)

en donde para y ha de sustituirse su valor máximo ó mínimo 
conveniente. Para buscar estos, ordenaremos la espresion (3) que 
después de ordenada, tomará la forma

Ay2+ B y + C  > 0 (5)
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en donde por brevedad 'escribimos A, B, C en lugar do los coe
ficientes mas complicados que resultan, á saber

A = b 's— ta'c '; B = 2  (2a'c+  2ac'—bb')j C = b 2— lac (G)

El polinomio (5), según el;§ 118, puedo descomponerse en 
factores, y designando por y' é y" á las raíces de la ecuación 
Ay2-)-By-f-C=0, que á la vez son los máximos ó mínimos, si es
tos existen, [tendremos; la condición

A(’y—y ') ( y — y " ) > 0  (7)
Distínguenso varios casos, conforme á los diferentes valores 

de A y de las raices y' é \fi.

I. Sea A = 0 . No vale en esta suposición la condición (7), sino 
de (5) sacamos una espresion_do_ primer grado

By -fC ^ O  de dondo y--'>— 5  ó y f^ — g

según que sea B positivo ó negativo; lo primero da un mínimo, 
y lo segundo da un máximo, y no teniendo otra condición nin- 
ugna, concluimos que

La función para A = 0 , B^>0 tiene dos máximos
cinfinitos = -j-oo , y un mínimo finito = —  g- ; y para A = 0 , 

B < 0  tiene dos mínimos infinitos = — oo, y un máximo fi-
Q

nitol también —— g .
II. Sean A positivo y Jas raices reales desiguales. Si A es po

sitivo, en (7) el producto (y—y') (y—y") ha de ser positivo, luego 
los dos factores deben tener un mismo signo. Tomando y' como 
la mayor raíz, deben eumplirso á la vez las condiciones

ó 1 ) y—y' > o de dondo y > y ' l
y—y "> o y > y " í

ó 2 ) y—y' < o de donde y < y ' j.
y—y " < ° y < y " )

luego y > y '

luego y < y "

Por consiguiente: en este caso, no es susceptible la función 
y de valores contenidos entre los límites y' í  y", pero puede 
tener lodos los otros valores entre — oo y -)-oo . Será y' un 
mínimo, é y"  mi máximo finito.

III. Sean A negativo y las raices reales desiguales. Ahora el 
1 -L- - ,A ticno que ser negativo, luego debo serproducto (y—y') (y—y") 

á la vez
Ó l) y—y' > 0  

y—y " < o
de dondo

y < y ' ' l  lu° e ° ) " > y > y '
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Tero esta condición no puede verificarse, pues el mismo va
lor de y no puede ser á la vez mayor que la mayor raiz y menor 
que la menor raiz. Queda la segunda suposición:

1 ) y—y' < 0  de donde y < y ' 1  iueff0
y—y" > 0  y > y "  }  lues°  J

lo que puede cumplirse. Por consiguiente:

En este caso, la función solo es susceptible de valores que 
están contenidos entre los limites f  é y'', y no tiene ningún 
otro valor. Es y un máximo é y" un mínimo absolutamente.

IV. Sean A positivo y las ralees reales iguales ó imagina> ias. 
Haciendo en el II caso y "= y ', se sigue que y puede tomar

todo valor entre — so* y -)-»  , sin límite ninguno. En efecto, si 
en (7) es y "= y ', se saca la condición

A (y—y')s^ 0  (8)
y será, para A j> 0, esta espresion siempre positiva, cualquiera que 
sea el valor de y. Luego concluimos que la función no tiene lí
mites finitos.

Si las raices son imaginarias y por consiguiente números 
complejos conjugados, y'=a-\-pi, y "—a—f i ,  la espresion (7) se 
convierte en

A (y—a—fii) ( y - a f . f i )  =A[(y-—« ) 2-¡-/32] > 0  (9)

.que también siempre es positivo, y no tiene y un límite determi
nado. Observamos que en (8) es posible el signo de la igualdad 
en el caso de ser y= y ', pero que no lo es en (9). Síguese

En este caso, lo función no tiene límite ninguno, sino pue
de tomar todo valor posible entre — x  y -f-oo.

V. Sean A negativo y las raices reales iguales ó imaginarias. 
Tenemos las mismas espresiones (8)y (9); pero nunca puede su
ceder quesean positivas; luego concluimos que comunmente no 
existe ningún valor real de y, y que solo para (8), en el caso de 
la igualdad, existe un solo valor real de y, que es f .

2° D iscusión del último caso. Parece muy estrafio el último 
resultado, de que la función

Y — ax2+ b x + c  (1,
a'x2-|-b'x-¡-c'

no tenga ningún valor, si A es negativo y las raices de (5) son ima
ginarias y que no tenga sino un solo valor, si en la misma supo
sición para A, estas '.raices son reales é iguales. Aunque no pueda 
dudarse de la verdad de esta conclusion, liaremos, á pesar de 
esto, una discusión de las condiciones que forman el ultimo ca
so, y podremos considerarla como un ejercicio en la teoría de
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las raíces de ecunoiones de segundo grado.
Si la espresion (7), ó lo quo es lo mismo, la osprcsion (5), 

nunca es positiva, puede escribirse que debe ser

Ay2-fB y + C  < o  (10)
y se entiende con esto que para cualquier valor real do y, la 
espresion queda negativa, ó quo á lo mas se haga igual á cero, 
teniendo por segunda condición

A = b '2—4 a 'e '< 0  (1 1 )

Se verificará la condición indicada en (10) si la espresion

z= A y 2+ B y + C

tiene un máximo cuyo valor sea negativo ó á lo mas igual á cero. 
Pero como A es negativo, según el § 121, la función z ticno un

Bmáximo, que se saca para — ^ _ y e s

4AC—B - 
4A

Luego so verifica la condición (10), si tenemos

4AC—B 2 < 04A =

El denominador A es negativo, luego debe ser el numerador 
•1AC—B 2 positivo, ó finalmente debo ser

en dondo
B - — 4AC < 0  

A < 0
(12)

Sustituyamos en estas desigualdades los valores do A, B y C  
que están en (6); resulta quedebeser

(2a 'c + 2 ac—bb')’ — (b2— iac) (b'2—4 a V )< 0  1 (
b '“—4 a 'c '< 0  ’

Dividamos la primera desigualdad por a 2a '2, la segunda por 
a '2 ; no se mudarán los signos de las desigualdades por estos di
visores positivos. Sale

a a' /  \i\*

b' 2
a '3 — 4 £ < 0a
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Sean t, l' y v, v' las raíces de las dos ecuaciones

a x 2 4- b x + c = 0  1
a'xa +  b'x +  c'= 0  ) (15)

que pueden formarse con los términos de la función (1 ), de ma
nera que tengamos [§ 118, Io]

j L = - ( t + t ' ) ;  c¿ =  W; ^ = - ( v + v ' ) ;  £ = w '  (16)

y podremos transformar (14) para que tenga la forma siguiento: 
12tt'—J-2w'— (t-ft') (v-fv') | — j(t-}-t ')2 —4tt'| j('H-v')2—4 w 'j

< 0

(t +  v' ) 2— 4w '< ;0

que puede reducirse á

1 2 tt' + 2v r '- ( t  + t ')  (y+ V )  | ' - ( t - t ')2 (v - v ')2 < 0  ) (17)
( v - v ')2< 0  )

La primera de estas espresiones es la diferencia de dos cua
drados que puede descomponerse en dos factores, y resolviendo 
los pequeños paréntesis que contienen, se saca

(tt '+ w '—t'v—tv') (tt '+  vv'—tv—t'v') < 0

Cada uno de estos paréntesis puede descomponerse en otros 
dos factores, y sale

(t—v) (t—v') (t—v) (f—•v') < 0  (18)

cantidad que es idéntica á B 2— 4AC iiO que está en (12) y sola
mente es otra forma de la misma.

La segunda condición de (17), que es (v—v')2< 0 ,  no puede 
verificarse por valores reales de v y v', luego serán imaginarias 
estas raíces, y tendrán la forma compleja conjugada:

resultando ahora

v=a'-f-/3'i 
v '= « '—yS'i [ ( m )

(t —v) (t—v')= (i—a'—p'i) (t —a '+ ft 'i)= (t—a') 24 -/5'2 
(t —'v) (t'—•v ')= (t'— a’—fi'i) (t'— a '+ p i ) =  (tí— a ')2-fyS'2

con lo cual la condición (18), junta con la otra (v—v')2< ; 0, forma 
esta nueva

[ ( t - « ' , 2+/3'2] f(t'— a')*+/S'2] = 0 (19)
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Las cantidades a' y ft' son reales, y si suponemos tnmbion rea
les á t y serán reales y positivas todas las partes

(t— a')*5 /3'2; ( t — a ')8 !
que constituyen la ospresion anterior. A lo mas puedo sor 
(t— ív' ) j = 0, ó (t'— « ') 2= 0, poro nunca toman valoros negativos; 
luego no puede acontecer quo el primor miembro do (19) sea
< 0 Solo estará satisfocba (19), si t y l' también son imaginarios
déla forma

t = rt’+ /3i ) 
t'=ÍT /SÍ ) ( n )

Sustituyamos también ahora estos valores, juutamento con 
los de (m); tendremos

( . J—/Si— a'—/S'i) («--(-/Si— <*'+/S'i) (a—/Si— a'—/S'i)V 
(« - /S i - a '+ P 'i )

= [(« —<“')+>(£—/?')] [(«—«')+i(/J+/3')] [(«—«')—i(/?-f-/3')]X
[ ( a — a ' J — 1(/3— /S')J

Multipliqúese el primer factor por el' último, el segundo por 
el tercero, y saldrá

[ ( «_«' ) »+( / ? —/ ( 20)
Ahora, cuando los coeficientes a, b, c, a', b', c' de la función 

( 1 ), son cantidades reales como siempre suponemos, serán rea
les también las cantidades a, ¡S, a/ /S'. Pues tenemos, por ejem
plo, por adición y multiplicación de las ecuaciones (n), con respec
to á ( 1 G)

‘2 a  =  t -J -t '= — !’ , luego a  real,

« 2-f-/32= t .  t ' = - , luego también /S real.
, , , „

Solo serán a o /? imaginarias, si los cocientes -  ó 2 lo son, y
lo serán estos cocientes, si a ó (5 lo son. Pero si a, fS, ¡S' sou 
reales, serán positivos los cuadrados que tenemos en (20) y no 
puede hacerse que el primer miembro de (20) sea menor que cero 
o negativo.

Luego concluimos, que para satisfacer á la primera condición 
contenida en (20), de que el primer miembro sea negativo, se 
necesita que unas ú otras de las cantidades a, fi, a', (S' sean ima
ginarias y que lo sean también unas ú otras do los coeficientes 
o, b, c, a', b\ c'.

Pero la primera condición (20) es elcasoYpara raíces imagi
narias de y, como se ve por la ospresion (9) que nunca puedo ser
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igual á cero. Por consiguiente, supone esta parle del caso V  que la 
función (1 ) tenga coeficientes imaginarios, y es una consecuencia 
sencilla que valores reales de x  no pueden producir reales do xj.

Tomaremos ahora la segunda condición que está en (20), que 
se representa por el signo de la igualdad. Será cero la espresion 
(20), si uno ú otro de los factores es cero, y á este ñn se necesita 
que tengamos á la vez

a— a '= 0 ; fi—/3'=0; luego n= a \  /?=/>' 
ó también a— a '= 0; /?—{-/3/= 0 j  luego a = a ,  f l = —/31

Una y oh'a suposición, en virtud de(m) y (n), hace que sean 
idénticas las raíces v y Y  á las raíces t y t’. Pero por medio de' 
estas raíces, la función (1 ) se escribe [§ 118, G°]

ax2-|-bx-|-c  a(x—t) (x—t')
a'x2-|-b'x-¡-c' a'(x—v), (x—v';

(21)

Como t y V no se distinguen de v y v', simplificando la última 
fracción, no queda sino

a
y = a '

es decir la función no tiene sino un valor constante, cualquie
ra que sea el valor de x. Este es el caso V para raíces reales é 
iguales, que solo da un valor de x  y supone este caso que y de nin
guna manrn es una función de x, y no tiene de la última sino 
la apariencia esterior.

Observamos, sin embargo, que la espresion (18) puede redu
cirse á cero, sin que existe la condición A = (v —v)2<^0, ó lo que
es lo mismo, si A = 0 .  A este fin se necesita y basta, que por lo 
menos una de las raíces t y l’ sea igual á una de las otras v ó v'; 
y se ve que (2 1 ) se transforma en una ecuación de primer grado 
que no tiene ni un máximo ni un mínimo. Pero puede suceder 
también que en (18) á un tiempo sean las dos raíces t y t' igua
les á las otras v y v'. Quítase luego en (21) la cantidad indepen
diente a; y no queda sino y=~/ como anteriormente. Síguese de
esto que la función xj nunca tiene un máximo ó mínimo si 
B 2—iA C =0.

3 o Como las funciones fraccionarias, trataremos las funcio
nes que tienen la forma

ax2- f  a'y2 +bxy-f- cx-j-c'y+ d= 0  (22)

es decir funciones entre dos variables x  é y que constituyen una 
ecuación completa de segundo grado. Depende una variable de 
la otra, y siendo de segundo grado, podran estar sujetas ambas 
á no pasar límites ciertos. En efecto, si ordenamos (22) según x, 
so tiene
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ax 3+ (b y + c )x + (a 'y 2+ c 'y + d )= '>

de donde x =  ~ ( br + c) (33;2u

Està x  espresado por y, y dicese una función de osta forma 
irracional, tiene pues la variable independiente debajo de un sib
ilo radical. De la misma manera puede y espresarse por x . Bus
cando el límite de una de estas cantidades, la ecuación (33) ha 
de resolverse según la otra, y síguese el cálculo de N" 1. Puedo 
hallarse, por ejemplo, el valor máximo ó mínimo que tiene ;/, po
niendo igual 6 mayor do coro la cantidad subradical en (23).

Ejemplos de aplicación

E jemplo I. Búscanse los valores que puede tener la función 
—  2x-

- 4 x -—3
R esol. Tenemos

x___ h / _gy _ , y /3,v(4y-i?)
-  V lv-2 ~± 4y-2

( 1 )

(3)

Será .r real, si 3y(4y—2) ^*0. La igualdad da los valores os-
tremos de y, y la desigualdad nos conduce á saber, si estos lími
tes son máximos ó mínimos Para que sea positivo el primer miem
bro, se necesita que sea a la vez 3y^>0, 4y—3^>0, de donde 
y > 0 ,  y O í ,  luego y > i ;  ó también‘ que sea 3y<(0, 4y—2 < 0 ,  
de donde y< (0. y < [í , lueyo y< j0 . Por consiguiente no admite 
la función valores contenidos entre 0 y J, pudiendo tomar todos 
los otros. Es J un mínimo y cero un máximo relativo, aunque no 
lo sean absolutamente. Los valores correspondientes de x  son 0, 
y + c o , como se saca escribiendo en (á) los límites ya encontrados 
de y. Bepres6nta.se la función en la üg. 38.

E jemplo I I . Determinar los límites de

__Gx— \-
5’ _  4x - + 3

Resol. Se deduce
(3)

3± > /!)—3y (4y+ l) 
l y + I  ’ - 1 2 y * - 3 y + 9 > 0 W

Descomponiendo la última raiz en factores, tiono que cum
plirse la condición —  12(y -f  1) (y— 1 )> 0 .  A este fin los dos paren-
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aesis deben tener signos desiguales, y seraneará que la función 
no ca susceptible de otros valores sino los que están entro íob 
limites— 1  y + j ;  e s — 1 un mínimo, y -}-J un máximo absolu- 
(ámenle. Los valores correspondientes de x para estos, son los 
mismos— 1  y + J  como se siguo de la primera (4), en donde la 
cantidad [radical es cero [fig. 39].

E jemplo III. Búscanse los límites de 
2 » » - 8  

J  4x 2—Gx
(5)

Kesol. Obsérvase siempre el mismo procedimiento. Para y 
resultala condición 9y2—12v-l-6 ^>0. ó bien descomponiendo 
en factores

9 (y—! .V - 2 ) (y—1- - ^ ) = 9  [(y -§ )2+ l ] > o

y esto se verifica siempre. Luego no'liay ¡límites para y.

E jemplo IV. ¿Tiene todo valor posible la fracción _J

-? (G)
E esol. Tenemos

x3—|—ax-|-b

x = = _ K y -^ l)± V (a 3~ l ) 2 i b ^ f\  (aa_^ b) y j—2 ay-flS í (7)

a + 2 -y/b
a 3— Ib a_p2 v/b (8)

Designando la primera raiz que es la mayor por y', y la se
gunda por y", la condición para y que_tenemos en (7), se convier
te en

(a2—4b) (y—y') (y—y") ^ 0
Suponiendo que a2—4b)>0, se hallará que la función no tie

ne valores entre y' é y", y que si a 5—4b<ri), solo los tiene en
tre y' é y". Supónese ademas que b es positivo. Los valores cor
respondientes de x son Ijl-y/b.

E jemplo V;. ^Determinar los [valores quejmede tener

y = 2 x -j-^ /4 + 2x

E esol. Síguese que (y—2x)z=4-|-2x, de donde

x=* { 2y+1± v e > + i r + 4 F = y T }

(9)

( 10)
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Debiendo ser la cantidad subradical ¿ ^ 0, se deduce v^ '—12,

luego será—~ u n  mínimo para x±=— lg ■ También .r tiene su
1mínimo = —2 , p a ra y = —4. Como so ve, el mínimo de y no cor
responde al de x [fig. 40],

E jemplo VI. Sean a, b, a’, b' cantidades positivas, y se bus
can los límites de

a-f-bx

V áZ + Fx* (H)

R esol. La variable x no tiene límite ninguno. Resulta do (11) 
que y2 (a'-)-b'x ‘ ) = (a-)-bx)2, de donde

^ _ a b + y ^ P - H b 'y 1— b ^ a 2—a'ya) , 12)
b'yJ—ba '

y debe ser —a/b'y<-(-(a5b '+ a 'b 3) y* ^ 0

ó bien —a’b 'y-[y2— a ba^ - b ]g ^0

El primer factor —a'b'y ’ siempre es negativo, luego debe 
ser negativo también el segundo, ó bien

______ a 2b'-f-a'b2
 ̂ aV

El segundo miembro es positivo, luego estará contenido y 
entre los límites reales

____ L fPb'-\-a‘l7r  ( Máximo,
— \/ áqy ( Mínimo.

E jemplo VII. En un círculo quiere inscribirse un rectángulo 
cuya circunferencia sea un má.rimo [fig. 41).

R esol. El diámetro A C =2r, es una diagonal del rectángu

lo, y llamando x  6 y a los lados del último, se tieno y =  y /7 r '—x *. 
L a circunferencia del rectángulo es

de donde

z = 2x +  2y= 2  x- ¡ -2  V  4r * —x 2 

(z—2 x )= 2 V'4 F = P '

s  =  z ± v ^ + p 2 P = 2 z 1). lucg0 , . < 3 2 , . .  y< hy >  
1
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y la última espresion cía un máximo para z, es decir para la 
circunferencia del rectángulo. Pero para el máximo es x = Jz , 
luego si el valor máximo do z se, sustituye, se sigue x = r\ /2 . 
Ademas esz=2x-|-2y ó bien y = i(z —2x)= ry /2 , es decir tenemos 
x = y , y el rectángulo buscado es un cuadrado. No tiene este so
lamente la mayor circunferencia, sino también la mayor aren 
de todos los que pueden inscribirse, lo que puede demostrarse 
fácilmente.

E jemplo VIH. Descomponer un número N en dos factores, 
do manera que la suma do estos sea un mínimo.

NR esol. Sea x uno de los factores, será -  el otro, y la 
suma do los mismos

z = s + ~

Resuélvase la ecuación según x, y se tendrá x 2—zx -f N = 0, 
de donde

y debe ser z > 2  y/Nx = ¿  | z +  y/z'- iN }

Luego z= 2y/N  es un mínimo. Para este valor, se sigue 
x= | z= y/N , y será el otro factor Por consiguiente son
iguales los factores que se buscan.

Demuéstrase fácilmente en general [cf. §125 Ejem p.III]: Des
componiendo un número en factores iguales por muchos que sean, la 
suma de los mismos es un mínimo.

E jemplo IX . En una esfera ha de inscribirse un cilindro, cu
ya superficie total sea un máximo ó mínimo [fig. 42],

R esol. Designando por R el radio de la esfera, por r  el del 
cilindro, por h la altura del último, sacamos que una de las ba
ses del cilindro es = r 2zr, y la superficie cilindrica (curva) 
= 2r 7T.li; luego la superficie total tiene la espresion

S = 2 r aJt+2rnrh (a)

Esta fórmula pertenece á cualquier cilindro circular recto. 
Ademas de esto, debiendo ser inscrito en la esfera dada, tenemos
la segunda relación D F 2—DG2-f-FG2, ó bien R 2= r a4 -  — , do4

donde h = 2 y/K 2—r 2 (b)

Póngase este valor en (a) y tendremos la superficie total 

S = 2r 2 7T-j- 2rzr. r 2 (c)
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Sea por brevedad

y tendrás,un máximo ó mínimo, según qno lo tenga i. La ecua
ción; (c) ahora se escribe mas brevo:

z=r54-2rv/ir^-P (oj

en donde r es una variable independiente. Podremos resolver la 
ecuación según r; tendremos

r* =  * | z-f 2R2 4- ) | (f j

Lttego debo ser
Z2 _ R 2 Z_ l t < < 0  (g )

Las raíces de esta ecuación son

* =  ^ (1 ± V ~ 5 'Í  (h)

La segunda es negativa y no puedo ser limito de la canti
dad positiva z; luego será un limito la primera. Búscase sola
mente, si es un máximo ó un mínimo. Para conseguir esto con 
toda certeza, designaremos la primera raiz con -f-z', y la segunda 
con — z", y la condición (g) so convierte en

(z— z') (z+z") <0
El primer miembro debe ser negativo. Pero 2, en el proble

ma 110 toma sino valores positivos, luego es positivo z-f-z'', y
debe ser negativo z— z', es decir (pie tenemos z— 7! y será z' un máximo. Luego es

R2z =  -(l-[-\/5) un Máximo

La superficie máxima del cilindro es según (dj
S = 2z/T=R-’/t (l-}-\/.r>) (i)

El valor correspondiente de r so deduce de (f), escribiendo 
en lugar de z, el valor de su máximo

r*=i(z-piR»)=:}[1|-2(l+V5)+2B=]

ó bien r2— ^0(5+v/5); r
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Pam la altura h ilei cilindro, sale de (b)

b = 2E  / 5- y 5V io

ílCIÍ ACIONES ESPONENCIALES;

§. 128.

Resolución de las ecuaciones esponenciales.

Llámase una ecuación esponencial, si tiene la incógnita por 
esponentc de una potencia, ó por índice de una raiz ó también 
por parte de uno o de otro. Pueden resolverse frecuentemente 
ecuaciones de esta especie por medio de los logaritmos, redu
ciéndolas á ecuaciones algébricas, que serán de primero, segundo 
ó mas alto grado. Añadiremos aquí las formas de las ecuaciones 
esponenciales que se presentan con mas frecuencia en el cálculo;

I. a>-*-'=d 

’Tomando los logaritmos resulta

(bx-J-c) log a=log d 
xb log a-|-c log a=log d

__lo g  d — c lo g  a
~’ b log a

II . y a = d  

Tómense los logaritmos y saldrá

loga = lo g  d

III.

»Síguese por los logaritmos 
loga

bx-|-c ‘

log a= xb  log d-}-c log‘ ct

log a — c log dx — -----------—---------b log el

ex -k1
y/ a= b “‘+’ ”

fpñ =  ( m i »  log b-
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|2SA=omx5-(-(din4-cu) x-J-dn

j i dm-f-cn x _  log a—dn log b 
cm — cmlogb

„ _—(dm + cn)+v/(dm —en )2 -}-4cm log a : log~b
' 2cm '

IV. a**+ p a*= q  

Sea aI=:z) luego a.-'=z-, y será 

z’ +pz=<i

* - ~ s ± 7 ? + ‘>

X log a= log  (—

x= log (— 2 ± J ~  +  q ): log a

X___  I  X____

V. \/a -f- p \/a=<l
2 x  x _. 

Sea y/ a = z , luego \Zn=z2t y se tendrá 

z2+ p z = q

« = - S ± ^

? ■ = - s ± 7 ? í r

1̂ ?i=lo° l ± \JVi ^ q)

x = í  log a : log (— | ± ^ l L + q )

VI. '= ]j
Tomando los logaritmos, póngase log x= z . Saldrá 

(a-f-log x )lo g x= lo g  b
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(a-)-z) z=logb  

z2-|-az=log b

z = - I ± j ¥ + 1° s b

log x = —| + ^ J -4-+logb

VII. 1) a‘ .bI= p  
2 ) c*:dW q

Tómense los logaritmos, y resultarán ecuaciones algébricas 
de primer'grado con 4os incógnitas, qué pueden resolverse:

3) x log a-(-y log b=log p )
4) s  log c—y log d=log q f

VIII. 1) ax+2, .b,= c ’
2) d*- r  : e7 = f

Tómense los logaritmos, y saldrán ecuaciones resolubles:
j ;

3) (x+ 2y) ]°g a+ x i°g b= y  log c
4) ;x—y) log d —y log e = (2 x —y) logf
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CAPITULO Y.

SERIES ARITMÉTICAS Y GEOMÉTRICAS.

ARTICELO I.

Series.

§• 129.

Esplicaciones.

I o Llámase sene cualquier continuación do términos quo se 
derivan unos de otros según una ley determinada. Es finita ó in
finita una serie, según que sea finito 6 infinito el número do sus 
términos, y dícese creciente ó decreciente según que vayan estos 
aumentando ó disminuyendo. El término que tiene el u“'"0 lugar, 
contando desdo el principio de la serio, y que puede por lo tan
to representar cualquier término, so llama termino general. Los 
términos dependen del lugar que tienen, y por esto el término 
general será una función de n. Conocido el término general, conó
cese toda la serie; pues esta puede formarse, poniendo los núme
ros naturales en lugar de n, que está en el término general. Sea, 
por ejemplo, el término general do una serie t= n (n -j-l), y se
rá la serio

1.2,  2.3,  3.4,  4.5,  5 . G . . . .
L a suma de todos los términos de una serio so dice la ruma 

de la serie ó también ol término sumatorio, aunquo propiaraonto 
úo sea un término de la misma serie.

El índice de un término os el número (entero) quo indica 
el lu^ar que el término ocupa en la serie. Así t 3, t< designan 
los términos quo tienen el 3r y 4" lugar en la serie; tn designa ol 
n'“*0 término, y So la suma de los primeros n términos-
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2“ Las series mas sencillas son las progresiones y hay pro
gresiones aritméticas ij geométricas simples.

A) Unaprogresion aritmética simple es una serie, en dondese de
riva cualquier término del precedente, sumando con este un 
número constante, Llámase este sumando constante,,la dife
rencia de la progresión. Así

3, G, 9, 12, 15, 18, 2 1 . . . .

es una progresión aritmética con la diferencia 3. So obtiene la 
diferencia, restando cualquier término del siguiente. Dada la di
ferencia y el primer término, se tiene toda la progresión aritmé
tica. Sea por ejemplo 6 el primer término y 2 la diferencia y se
rá la progresión

6, 8, 19, 12, 14, 1 6 . . . .

B) Una progresión geométrica, simple es una serie, en donde se. 
deriva cualquier término del precedente, multiplicando con 
este un número constante. Dícese este factor constante cociente 
de la progresión geométrica. Dado el primer término y 
el cociente, se tiene toda la serie:

2, G, 18, 54, 162, 4 8 6 . . . .  (a)

en donde el primer término es 2, y el cociente 3. Se obtiene el 
cociente, dividiendo cualquier término por el precedente. La 
progresión geométrica es creciente ó decreciente, según que sea 
el cociente mayor ó menor que la unidad. La progresión (a) 
es creciente, pues el cociente 3 es j > l ;  tendremos unaprogre
sion decreciente, si tomamos por cociente 1 que es <^1 :

2, §, y, W ) s“r, n , • ■ -

3o Ademas, liay series compuestas y pueden ser estas 
de diferente especie; las mas simples son las siguientes:

A) Progresiones aritméticas compuestas son aquellas que tie
nen por términos los productos do los términos corres
pondientes de dos ó mas progresiones aritméticas simples. 
Así es aritmética compuesta la progresión:

2 .5 , 6 .8, 10.11, 14.14, 18.17, 22.20 . . .  
pues consta de las dos progresiones

2, G, 10, 14, 18, 2 2 . . . .  
y 5 , 8 , 1 1 , 1 4 , 1 7 , 2 0 . . . .

una do las cuales tiene la diferencia 4, y la otra la diferencia 3. 
Es aritmética compuesta también la serie:

l k, 2‘, 3‘, 4", 5", G\ . ..

si k es un número entero positivo; pues se obtiene, multiplican-
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do consigo mismos, los. términos do la progi'esion aritmética 
i ,  2 ,3 ,4 , 5, G...........

B) Progresiones aritmético-geométricas son aquellas que tienen 
por términos los productos de los términos correspondien
tes do una progresión aritmética y otra geométrica Tal 
es la serie:

S i  , 6, J ,  10 í t  113> 6 ) 1 */> Te T» 4 8) 96) !»«••••
qúe consta de las progresiones

2, 4, G, 8, 10, 1 2 ,1 4 . . .  .quo es aritmética,

y de i, i, A. A> A. A, rh • • qne es geométrica.
4“ Dada una serie, pueden formarse las diferencias entro 

ios términos consecutivos, y de la nueva serie resultante'rbodrá 
formarse del mismo modo otra serie de diferencias &n. Así, por 
ejemplo, restando siempre iui término del siguiente y haciendo 
lo mismo con la serie quo resulta &n, obtenemos;

2 8 21 43 7G 122 183 (1)
0 13 22 33 4G 61

7 9 11 13 15
2 2 2 2

—3 4 !—

La primera serie se dice serie principal, las otras sollaman 
series de diferencias- En este ejemplo la tercera serie do diferen
cias tiene términos iguales, y llamase por esto la serio princi
pal ( 1 ) una serie aritmética superior de 3r. orden.

En general: ¡lámanse series aritméticas superiores aque
llas que entro las series de. sus diferencias finalmente tie
nen una con términos iguales. Es del orden m, si son 
iguales los términos do la m,ln“ serio do diferencias. 
L a progresión aritmética simple es del 1 /  orden.

Como pueden formarse series de diferencias, asi lo pueden dé 
turnas. Así

dada la serio 1, 2, 3, 4. 5, G . . .  .
será 1, 3, G, 10, 15, 21 . . . .  la primera

. . . .  1, 4, 10, 20, 35, 50 . . .  .la segunda
1, 5, 15, 35, 7 0 ,12G. . . la tercera

série de sumas. Se obtienen, sumando' cada vez el primer’ tér- 
mino, quo siempre es el mismo, y después el término ya for
mado, cun el que se sigue en la serie anterior. . .

Es claro qué puede formarse una infinidad do series dife
rentes, combinando úna serio superior con otras, ó con progre
siones geométricas.
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§ .1 3 0

P rogresio n es a r itm é tica s  sim ples.

1” El término general de una progresión aritmética (simple) es

t = a + ( n —l)d (lj

en donde t designa el término general, n su índice, a el primer 
término y d la diferencia.

Síguese esto inmediatamente de la forínacion de la serie. J3i 
a es el primer término y d la diferencia, la progresión debe ser 
la siguiente:

a, a-f-d, a-)-2d, a+3d , a-)-4d,..  . .a + (n —l)d

Tiene la diferencia por coeficiente, en cada término, el índi
ce del término, disminuido de X; luego será el H*1“0 término 
= a-¡-(n —l)d.

2? La suma de una progresión aritmética simple es igual 
á la semisuma del primer término y del termino general, mul
tiplicada por el índice de este:

s=n^ r  <2)
En efecto, si t es el término general ó último, será el penúl

timo t—d, el antepenúltimo t-—2d <Sca, y escribiendo la serie 
dos reces, la última vez en orden ^invertido, sumaremos :

s =  a + ( a + d ) + ( a + 2d ) + . . . . - f ( t - 2d ) + ( t - d ) + t
s-— t -}-(t—d)-j-(t—2ci) j - , . .  .-{-(a-{ 2cl) |- (a ¡-ti)-j-a

2s==(a-(-tj-f-(a-(-t) -f-(a-f-t) -j-. ■ • ■ + (a -f-t) -f-(a-)-t) —|-(a-4-t)’

Viene a - f t  tantas veces, cuantos términos hay én la serie; 
luego será 2s=n(a-f-t) ó bien s = n 5 -t-fc.

En la fórmula (2) puede sustituirse el valor del término ge
neral que está en ( 1 ). Resulta otra fórmula de la suma:

s=^ n [2a+ (u — l)d] (3)
3° Las fórmulas (lj y (2) contienen 5 cantidades a ,d ,n ,t ,s , 

y dadas 3 de estas, pueden calcularse las otras dos. La tabla 
de la página 345 contiene todas las combinaciones entré las can
tidades dadas y las que se buscan.

4" Síguese de (2) y (3) que
La nana de los n primeros n úmeros naturales es s=4u(n-j-l)
Xa suma de los n primeros números pares es s =  n(n-f-l)
Za suma de tos n primeros números ¡mpareses s =  n'-.
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I'Ó n jID L A S PAllA LA3 PK0URESI0NE3 ARITMÉTICAS.

s? dalos buscado fórmulas.

1 a, (3, n t = a +  (n—1 ) d
2 a, d, s t =  — A d ±  y ' [2 ds +  (a—J  d)3 ]
3 a, n, s t . 2s t = ------ an
4 d, n, s t_ s (n -D d

n 1 2

5 a, d, n s =  J n [2a-j-(n— 1 ) <1 ]

G a, d, t s
___a + t  , (t-j-a) (t—a)

2 +  2d
7 a, n, t s =  ln (a + t)
8 d, n, t s =  4 u [2t— (n— l)d]

9 a, n, t d =  * = »11—1

10 a, n, s d
, 2s—2 and =  —7-----^n(a—1 )

11 a, t  s ^__ (t-f-a) (t a)
2 s — t— a

12 n, t, s , 2 n t—2s
n(n—i)

13 a, d, t i i t—a 
n— 1  +  " 3 _

’l4 a, d, s II
d—2 a , /f 2s , / 2a— d\2-|

n 2d Ì - J L d  + (  2d )  ]
15 a, t, s ____ 2s_

a-(-t
10 d, t, s

-  2l¿ ' W [ W  Ï]
17 d, n, t a =  t—(n— 1 ) d

18 -d, u, s s (n— 1 ) d
a u 2

19 d, t, s a =   ̂d + V [ ( t + i d ) ì-—3dfi]

20 11, t, s 2r ,a = ------- tn
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F órmulas paea las progresiones geométricas.

N° datos buscado *  fórmulas

1
.

a, e, n t  =  a e

2 a , e ? s t  _  a + ( e — 1 )b
e

3 a , n , s e ( ( t : a ) ”= T _ _  1 )
a ~ °

4 e , n , s . _ , s ( e — l ) e — 1 
e“— 1

5 a , e, n „ _ a ( e ° — 1 ) ,
e— 1

'6 a, e, t
S

s  =  e t - - a  
e— 1

7 a , n , t s  =  ( t ^ —  a ^ 1) : ( t “~ — ¡a“̂ )

8 e, n , t 8 1)
(e — l ) e — 1

9 e, n , t t
a = ^

10 e, n , s a . _ ( e- D ^
a e“— 1

11 e , t ,  s a  =  e t — (e — l)s -

12 n, t ,  s ( ( a : t ) F _ l j  ; ( ( a : t ) S = T - —  1 ) —

OII 
1

ce i*>

n—1 _

e  =  I*13 a , n , t -NJa

14 O TI p e"— 1 s _ Q
’ * e —  1 a

15 a , t ,  s
s — a
s —  t

16 n , t ,  » e °— 1  se— 1 _ n
e — 1 t

17 a, e, t
log t—log a + 1

18 log [a+ (c—l)s] —loga
n log e

19 a, t, s
logt— loga 1 

11 — log (s—a)—log (s—t)
20 e, t, s n logt—log [e t— (e—1 ) s] 

log e
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E jemplo
gresion

I. Búscanse el término general y la suma do la pro- 

1, 4, 7, 10, 1 3 . . . .

■Resol. ^Tenemos a = l ,  d = 3 ; luego

t = a +  (n— 1 ) d = l + ( n — l ) .3 = 3 u —2

a4-t l-f-.'lu—2 n(3n-.—1)
s = n - f - = n  ----- =  ■ ■ 2

Así será el 100‘'“° término = 2 9 8 , y la suma de los 100 prime
ros términos = 14950.

E jem plo  II. Dada la suma s= 570 , el último término t= 7 3  
y la diferencia d = 5  de una progresión aritmética, so busca la pro
gresión misma y el número n de los términos que tiene.

R esol. Las dos ecuaciones fundamentales

1 ) t — a -f(n —l)d
2 ) s =  n ^ t í -

nos suministran todo lo que so necesita para hallar las dos in- 
<cógnitas_a y n. Ordenamos 1) y 2) según ay n, y tendremos

3) a-j-nd=t-|-d
4) a n + n t= 2 s

Para eliminar á la incógnita a, multiplicaremos 3) por n y 
restando 4) resultará

an-4-n - d=nt-{-nd  
an-j-n t = 2s

n 2d—nt=nt-(-nd— 2s 
n 2d—(2t-(-d)n -|-2s= 0

Ahora síguese por 3) que a= (t-j-d )—nd, luego

a = íd + v /r :( t+ id )2-2 d s ]  (II)

Esta es la resolución general del problema. Sustituyendo los 
"valores dados, se siguo

n = 1 5 1 , J  _  ( 15,2 
1 0 —10 1 15 a = f  4 = ( 2
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H  número n de los términos ha de ser entero, luego vale 
solamente el resultado n = 1 5 , a = 3 , y la progresiones

3, 8, 13, 18, 23, 2 8 - - - .

E jemplo III. En una carrera se destinaron premios para los 
caballeros, de manera que el primero recibió 100 pesos, y cada 
uno de los otros 12  pesos ménos que el precedente, y recibieron 
todoB la suma de 420 pesos. Búscase el número de los caba
lleros.

R esol. L os caballero^ sean x. Recibiendo el primero 100 pe
sos, y cada uno de los siguientes 12  pesos ménos que el prece- 
cedente, recibió el último de los caballeros 100— (x— 1 ) 12  
= 1 1 2 — 12x pesos, luego todos juntos [fórm. (2)]:

x  [100- f ( 1 1 2 —12 x )]_x (2 12 — 12 x)
2 2

Pero sábese que todos recibieron 420 pesos; luego se tiene U 
ecuación ’

x(2 1 2 —1 2 x)_ 1?p 
2

„ f>3±17 (11?
x 6 t  6

El número de los caballeros ha de ser entero, luego será 6 
el resultado.

§. 131.

Progresiones geométricas.

1* El término general de una progresión geométrica es

t= aq "- 1  * (4)

en donde a es el primer término y q el cociente de' la progresión.
En efecto, si a es el primer término y q el cociente, será la 

progresión
a, aq, aq2, aq3, aq‘ . . .  . aq* ~ 1

El esponente de q en cada término es igual al índ’ce del tér
mino, disminuido de una unidad; luego será el esponente del 
término = n —1 , y este término = aq °~ l.

2° La suma de una progresión geométrica es
s =  tc* ~ a ó también s =  a 3 -^ ¿  (5)

<i—i q—i

jan
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Tsnemos s=n-J-nq-j-aqa-|-nq3-l- . .
sq =  aq-f-aq^-j-nq5-)- . .

■ • +  aq* ~ 1
.-j-aq“-1 f a q '

luego sustrayendo, sq—s = a q —a 
s (q - l )= n (q ”— 1 )

c — nq"— 1
q- 1

y esta es la última fórmula (5). Síguese la primera, efectúan Jo  
la multiplicación por a y poniendo aq”= a q *~ ‘ q=tq.

3” Si la progresión geométrica os infinita y decreciente, lue
go su cociente q un quebrado propio y n=oo se liará q’=q®  = 0 . 
Por consiguiente será la suma do una progresión geométrica 
infinita y decreciente

a .
S = —  (6)

. .  .-Ux“-

1 —q

4' De (5) y (6), para a = l , y q ~ x , resultan las fórmulas

i- L  =  l+ X + x ’ + x 3 +  

para x =  quebrado 
a 
b

.........iufin. /
3 propio. )

(7)

(8)

Escríbase en (7) y (8 ) en lugar de x  y so tendrá 
a"—b"-----¡---- a" - 1 -í-a'a—b 1

k _i i a . a ‘ i ;“•"i “ i
1>—a“ 1 h b + P + b 7 + ÍT, +

para b^>a

2 b-)-a"~3b 2-)- .. . .  -f  ab" 
a 3

+ b ‘ - ‘

. . infiuit“I
(9)

(10)

5° Por medio de las fórmulas (4) y (5) pueden resolverse 
todos los problemas sobre las progresiones geométricas; dadas 
tres de las cantidades a, q, n, t, s, siempre pueden ballarso las 
otras dos. Una tabla correspondiente se llalla en la página 346, 
en donde e designa el cociente de la progresión.

§. 132.

Suma de la serie aritmético-geométrica.

P koblema I  Buscar la suma de la serie
1 + 2 q + 3 q ¡ + 4 q 3 + . . . . + n q ”- ‘ 

R esol. Tenemos
S=l-f-2q4-3q 2-f4 q 3 +  . . .  .+ n q “- ‘

s q =  q 4 -2q ! + 3 q', +  ■ • • ■ + (“ — i)q ”“ ' + uq”

s — s q = ( l - f  q +  q 2 -f  q 3 + . . .  . + q " - ‘ )—nq°
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lufîgfO
s ( l—l )  ; ' — nq"q—1

_  nq°(q—1 )—(qn—l)
(q - 1 )*, (U >

P roblema II. Buscar la suma do la serie

l  +  3q + 5q *+ 7q 3+ 9 q 4 +  . . . .

R esol. Búsquese primeramente el término general do la serie. 
Ros coeficientes 1, 3, 5, 7, 9 . . . .  forman una progresión aritméti
ca con el primer término 1 y la diferencia 2. Luego para esta,pro
gresión será t= l-)-(n — 1 ) . 2= 2n— 1 , y tenemos

s = l+ 3 q + 5 q 2 +  7q3+ 9 q 4 +  . .  . .  -f(2n—l)q— 1 
sq =  q + 3q !+ 5 q 3 +  7q4-j-. . .  ,+ (2 n —3jqn- ‘+  (2n—l)q" .

8—sq=l-f-2q -j- 2q2-(- 2cqa-f- 2q ‘ -j-___ -|-2qn—1— (2n—l)q°
s—s q = l+  2q (1 +  q -f q2 +  q3 - f ----- +  q"“ 2)—(2 n—l)q°

’ —1s ( l - q ) = l - ( 2n - l )q ”+ 2q .q-.
q—i

,(2n—l)q"— 1 ■ 2qi ■— 1
(12)q- 1  (q— l ) s

P roblema III. Buscar la suma de la serie

a.i-fa 2q+a3<i 2+ a4q3H------- -t-a»q°- 1

.en donde«.,, a2, as . . .  .a„ forman una progresión aritmética con 
1«  diferencia el.

R esol. Tenemos
s = a  ,-pa2 q-f a 3 q 2 -)-a, q 3+ ------f a„q"—1

s q =  a ,q+ a4q2+ a ,q 3+ ------,q° V-fa.q“

«—sq=a,-|-(a2—a,)q-f(a3—a2)q2+ ----- +^a„—a„_,)q,‘- ; ,t—a.q“

=as—a2= a (—a3= . . . .= a „ —a„_1= d , luego se
sigue

s (l— q )= a ,+ d q (H -q + q 2+ q 3-K . .  .-Lq11—*)—:a„qn

B(l—q ) = a a „ q " - f  flq--1- <i_ ~ 1

s =  a°q° ~ a ' - d q  q° T '~ L  (13)
q- 1 (q— I)4

en donde an=a-|-(n—l)d. E staesla  fórmula general para la su
ma de una progresión aritmético-geométrica, de la cual (1 1 ) y (12) 
-no son sino casos particulares.
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§ 133 .

Suma de las potencias de los números naturales.

1? La suma de las primeras potencias cielos números natura
les se talla inmediatamente por el § 130. Designando á esta su
ma por ¿'n, se tiene

’ ^ n = l + 2 + 3 + 4 + . . . .  +  (n—1 ) + n = ¿  n (u +1) {14)

2° Para obtenerla serna délos cuadrados, póngase

l 3— .................................................1
2 * = ( 1 + 1 ) 3 =  1 3 + 3 .1 2 4 -3 .1 + 1  
3 * = ( 2+ 1 )3= 2  3 + 3  • 2 2 + 3 .2 + 1  
4 3’= (3 -j-l)3 =  3 3- j - 3 .3 - '+ 3 .3 + l

(n + 1 ) 3 ' =  iiT+ 3 .n2 + 3  "ñ+1

Súmense todas estas ecuaciones y quítenso las series 
l 3+ 2 3 + 3 3+ 4 3+ . . . , + n 3 que vienen en cada miembro con sig
nos iguales, y resultará

$ n + l)3= 3 ( l 2+ 3 s+ 3 2+ .  . + n 2 ) + 3 ( l + 2 + 3 + .  ,+ n ) + ( n + l )

es decir tenemos
(n + l ) 3= 3 2 n 2+ 3 2 'n + ( n + l )

de donde 3 ¿ 'n - = ( n + l ) 3— 3¿'m—(n + 1 )  (« )

Conocemos el valor de i 'n  por (14), y sustituyendo este, ten
dremos

•2n2= l 2 +  22+ 3 2+ .  . . , + n 2= l u ( n + l ) ( 2 n + l )  (15)

Pueden sustituirse los valores do las sumas ya conocidas, y so 
tendrá

t̂,n 3= l >+ 2 5 + 3 3+ 4 3+ .  . .  + n , = J n 2( n + l ) i (16)
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Esta suma, como so ve, ea el cuadrado de 2n .
El mismo cálculo se sigue para determinar la suma de la» 

4*’, 5“, G“ . . . .  potencias; pero ofrece cada vez la reducción final 
mayores dificultades. Mas pronto para estas sumas se hallarán 
espresiones de la forma ¡rr) y (/?), que bastan para el cálculo quo 
ocurre comunmente.

E jemplo I. Un número de balas de cañones está puesto por 
capas en forma de una pirámide cuadrada, de manera quo cual
quier lado de la capa inferior contenga n balas, y los do las ca
pas que se siguen cada vez una bala menos. ¿Cuántas balas con
tiene toda la pirámide?

R esol. El número de las balas, que contiene la capa mas 
baja es n2, y esta espresion, á un tiempo, es la espresion general 
del número de las balas que contienen laa capas consecutivas. 
Poniendo en la misma sucesivamente 1, 2, 3, 4 . . .  .n  en lugar do 
n y sumando, se tendrá la suma de todas las balas que se encuen
tran en la pirámide. Luego la suma buscnda es

2 = 1 ¡ 4 - 2 2+ 3 s-H12+ -  ■ ■ •+ n2=+n(n-|-l) (2n-fl)

E jemplo II. Un número de balas está puesto por capas en 
forma de una pirámide triangular, de manera que cualquier lado 
de la capa mas baja contenga n balas y los de las capas que se 
siguen, cada vez una bala menos. Búscase el número que tiene 
toda la pirámide.

R esol. La capa mas baja puede partirse en diferentes series 
paralelas de balas, y serán los números de balas que contienen 
1, 2, 3, 4 . . .  .n, de manera que la suma de todas las balas conte
nidas en la capa inferior sea la siguiente:

s = l  + 2 + 3 + 4 + . . . .  + n =  i  n (n + l)=  2 ± ? L

Esta espresion, á la vez, es la espresion general para el nú
mero de balas que contienen las capas consecutivas. Póngase 
1, 2, 3, 4 . . .  .n  en lugar de n y súmese todo, y será el número to
tal que se busca

<• l + l 2 . 2 + 2 ’ ,3 + 3 =  4 + 4 2 , n + n 2
^ ------ 2 2 2 2 2

__1 +  2 + 3 + 4 + .. .  ,+ n  l 2+2'i+ 3 2+ 4 2+  . . . . u2
— 2 + 2

__n(n+l) n (n + l) (2 u + l)__n (n + l)(n + 2)
2 , 2  +  2 .U  2 .3
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$ . 1 3 4

Progresiones aritméticas compuestas.

P roblema I . Buscar la suma do la serio

3 .5 + 5 .8 -1 -7 .1 1 + 0 .1 4 + ....................  («)'

R esol. L a progresión dada está compuesta do des progre
siones simples

3, 5, 7, 0...........(2n + l)
y 5, 8, 11, 14 ,........... (3n+2)

Los términos generales de enda una se buscan por la fór
mula (1) del § 130, y ol producto de los mismos sera el término 
general de la serie dada («). Designándole por tn, tenemos

tn =  (2 u + l) (án+2)=G n2+ 7 n + 2

Escríbase 1, 2, 3, 4 . . . .  n en lugar de n, y se tendrá

t ,= 3 .5 -  = G .l 2+ -7 .1 + 2  
t¿ =  5 .8  = G .2 2-+ 7.2-+ 2  
13 =  7 .11= G . 3 -+ -7 .3+-2 
t 4= 9 .1 1 = 6 .  1 2 + 7 .4 -+ 2

t j =  =G n2 +- 7n -+2

S = G (l2+ 2 = + 3 M -.. .  . iT2)+ -7 (1 + 2 + 3 -+ T . . h) + 2 n 

S=?u(u-f 1) (2u + -l)+ - 5 n (n + l)+ -2 n  
S =  2  [4n2-+13n-+13J

P roblema II. Búscase la suma do la serie

1 .2 .3+ -4 .5 . G-+7.8 .9+ -10.1 1 .12+ -......... ..

R esol. L a serie está compuesta de las tres

1, 4, 7, 10 , ...................(3n—2)
2, 5. 8, 11......................(3n—1 )■
3, G, 9, 12 ,................... 3n

Luego el término general de la serie dada es 

t„=(3n—2) (:'n—1 ). 2n=27n-’—57n3+ 6 ú  

y la suma de la Lorie so ú
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S=27^n3—272n *+62ij 
S = f n(n-t-l) (9n*—3n—2)

P roblema III. Buscar la suma de

2 , l 2-)-3.22—}-4.32-|-5.4 2-f-G. 5a +  .. ..

R esol. El término general de la serie es 

t .^ n -j - l jn 2 = n 3-f-nJ 

y por consiguiente la suma

S = r 2 n ? + 2 n * =  *  n(n-j-l) (3n J+ 7 n + 2 )

P roblema IY. Unas balas de cafion están puestas en capas, 
las unas sobre las otras, de manera que la capa mas baja tenga 
la forma de un rectángulo que tiene m balas en el lado mas lar
go y n en el otro, y que las capas que se siguen arriba, tengan 
en cada uno de los lados cada vez una bala menos. Búscase el 
número total de las balas.

R esol. Los anchos de las capas, contándolos desdo arriba 
hacia abajo, forman la progresión aritmética

1, 2, 3, 4....... (n—I), n («)

Los largos, contándolos desde abajo hacia arriba, forman la 
progresión aritmética

—354—

m, m—1, m—2, m—3 ,...........  (/3)

y teniendo esta n términos como (ar), el último término será 
m—n + 1, y el penúltimo m—n-)-2  &a. Escribiendo la última pro
gresión en orden invertido, tendremos que los largos de las ca
pas, desde arriba hacia abajo, forman la progresión aritmética

m—a-j-1, m—n-)-2, m—n -j-3 ,.. ..m —n-|-(n—1), m—n-j-n (y)

El largo de cada capa multiplicado por su ancho, nos da el 
número de balas que contiene; luego, contando desde arriba hacia 
abajo, tendremos el número de las balas en las capas consecutivas, 
multiplicando unos con otros los términos consecutivos de las pro
gresiones ( a ) y ( y ) ,  y designando ostas sumas parciales por s , ,  
sa, s , . . .  .s.v resulta

S! = 1 . (m—n -j-l)=  1  . (m—n )+  l 2 
s ¡ ¡= 2  (m—n --2 )=* 2 [m—n) +  2 2 
s 3 =  3 (in—n - - 3 ;=  3 (m—n) +  3 2 
s ,= 4  (m—n-J-4)=  4 (m—n)-¿-42

Y ...............................................................

•9¿=n(m —n-j-n) =  n (m—n) -j- n2
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Súmense todas estas ecuaciones y resultará ol número total 
de las balas que se busca:

S = (l+ 2 + 3 -H -f  • • • ■ u) (m—a)4 (P + 2 > + 3 »- f a * + .. +n>)
=  iu (n -f l)  ( m - n ) - f  ¿ u (n + l)  (2u + l)  

ó bien S=o-n(n-f-l) (3m—n-|-l)

§ 135 .

Fórmulas eeneralos de las diferencias.

1? Consideremos ahora una serie cualquiera do cantidades 
y las series de diferencias que pueden formarse de aquellas, se
gún el método indicado en el § 129, 4o, de manera que tengamos:

a , a2 a s a, a 5 a G. . .  .serio principal.
b i b2 b 3 b , bs ........... 1 "  diferencias

c , c . c 3 c , .................... 2"  „
dj_ d a d 3 ........................ 3“ „

Oj...................................... 4 "  ,,

Cada uno de los términos en cualquier serie será igual á la 
diferencia de los dos que están encima á su derecha é izquierda en 
la serie precedente. Asi será, por ejemplo, b 5= a G— a s y por in
versión: as= a 5-j-b3.

2“ Espresando los términos que tienen un índico mayor que 
1 , por los que tienen el índice precedente, y así en adelante, has
ta que tengamos en el resultado solo términos con ol índico 1 , 
observaremos que 

a ¡~ u ,  
a2—a i +  b , 
a 3= a i — 2b
a « = a i-i-3bl +  3ci d, 
a s= ai-¡-4b i + Be, -f 4d, -j-e, 
a G = a , -j-5b i -j-1 Oc, -j-10d , -f-5e, -j-f,

So afiade siempre un término mas, quo es el primero de la 
serie de diferencias que se sigue, y en los coeficientes se observa 
la misma ley que teníamos en el desarrollo del binomio do Now- 
ton [§ G1 y § 62], con la sola diferencia de que el esponento do 
dicho binomio debo tener una unidad menos quo el índico de la 
cantidad a quo está en el primer miembro do las igualdados an
teriores. Luego aparece que debe ser en general:

i n— 1 ,’ a i +  —¡—b ,- (n - -1) (n— 2) i (u 1) (n 2) (n 3 ),
1 .2  1 2.3  u 1-r ...-u ;
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íúrmula que tendrá n términos, pues el n-)-lr término y todos los 
siguientes tienen el factor n —í? = 0.

Supongamos que esta fórmula (1 ) sea verdadera para eln“"” 
término, y demostraremos que lo debe ser también para el n-¡-lr 
término. En efecto, tenemos a„̂ _ i==an-f-b0, y como a„ se espresq 
por la fórmula ( 1 ), así b» se espresará por la ecuación

■Ü* •

b„=bI + n- ^ c 1+ (B = lI § = ■2).i , (n 1) (n 2)(n 3)
1' — --------e’f  . . . (« )

porque la serio b ,, b2, ba, b4. . .  .se forma de las series siguientes 
de la misma manera que la serie a z, a2, a3, a , . . .  .se forma de las 
que'se.siguen á esta. Sumaremos (a) con (1) y tendremos

Sor- l = an "j” b„

—a,-)----j— bi-j-

+  b , +

= a , +  ? b . +

(n—l)(n —3) , (n—1) (n—2) (n—3)
----------------- C' + --------- D ts-------------

n—1 „ i (n—l)(n— 21
T “C' ' ÍXÍS

n(n—1 ) , n(n—1 ) (n—2 )
“T 2~ Cl+  — r± z —

d i .

Escribiendo en (1 ) en lugar de n, se deduce el mismo 
resultado. Lu«go si la fórmula Q) es verdadera para el n,lm0 tér
mino, lo será también para el n-f-ír término; ó bien si os verdade
ra para un término, cual fuere, lo será también para el termino 
siguiente. Pero la fórmula íl) es verdadera para n =  l, 2, 3, 4, 5, 
G, como se ve en los resultados ya encontrados anteriormente pa
ra a ,, a2, a 3. luego será verdadera también para a 7, luego
también para a e, a9, &a, es decir para cualquier término, y repre-» 
senta (1 ) el término general de la serie.

3? Para hallar la suma de la serie principal, escribimos

O S t So Sa S 4 S5 . . . . S n_ l Sn
| 3̂ . &5 • • ...............

b( b2 b 3 bj ...............  b ._ ,
C 1 Co C3 '  ..................cn—2

en donde S ,= a ,  ; S 2 = S x-f-a2 =  aa +  a2 ; S3= S 2-|-a3= n t-|’ a 2 
+ a 3 &a. y en general S „=S„_i+a„= :a14-a 2 +  a3-(-___ +  a„ de
siguala suma de la serie principal. De eáta manera, la. serie 
ü, Si, S „  S 3. . .  .puede considerarse como serie principal, y serán 
las otras las series consecutivas de las diferencias. Luego es apli
cable la fórmula (1 ) paraS,,, solo que debemos escribir O, a , ,  b ,, 
p ¡ . . . .  en lugar de a ,, b ,, c ,, d ,.  . .  . y ademas n-(-l en lugar" de
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n, porque S„ es ol n -j-lr tónuino do la serio en quo está, 
por consiguiente:

n(n— 1 ) | nfr.—1 ) (n— 21
1.2 1 .2.a

Será

(2)

§. 1 3 6 .

Series aritm éticas "superiores.

1" Se verifican las fórmulas íl)  y (2) del § precedente cua
lesquiera que sean las cantidades a , ,  a 3, a 3, a , . . .  .do la serio 
principal, aunque no observen ninguna ley determinada.

Ahora, si la serie principal es aritmética del orden i», serán 
iguales entre sí las diferencias del orden m, y coro todas las 
diferencias de los órdenes m-j-1, m-(-3 Aa, en general,
de todos los órdenes cuyos índices son mayores que m. De con
siguiente, haciendo = 0  aquellas diferencias que lo deben sor, se 
siguen estas fórmulas de las series aritméticas:

Series aritméticas de V  orden ( c ,= d i  =  . .=*=0)

a„=ai +  (n—l)b !

Series aritméticas de 2" orden (d , = e ,: =0)

, n —1  ,a „ = a , ----- j— b , (n— 1 ) fn—2 )
1.2 Ci

,, i n(n—1 ), , n(n— 1 ) (n—21S „= n a, +  -L — 'b -̂l- - i ---- r ^ 3 cx

Series aritméticas de 3' orden (o i= fi =  . .= 0 )

n - 1 ,  i (n—rl) (n 2) _ ( n - 1 )  ( n - 2 ) ( n - 3 ) ,
fln—a H-----—  bi ---------J72 1 ' 1.2.3

'c  „  , n ( n - l ) ,  , n(n—l',(n— 2) . n(n—l)(n— 2)(n—3)
b>„=na, -1----- j-7j— o,-|-----------------------f| 1 0 3 1

Series aritméticas de m''“° orden. 

n - 1 . , ( n - 1 ) ( n - 2 )
a .= a i-j— — 1 1 T 2 

n(n—11c , *.vu—X) , , n(n—1 )---- (n—m)
S ^ na ‘ +  l T  b » + - - - ~ +  1.2.3. .'»»(in+l) -m '

(3 )
W
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y desígnase aquí por m , la constante diferencia del m‘:" ‘ orden.
2? Efectuando las multiplicaciones indicadas en los numera

dores de (3), se verá que an es un polinomio de m"*“0 grado da 
porque el último término tiene n otras tantas veces por fac

tor. Luego, después de reducir, el término general tendrá la forma

on=Aon'"4-A, nm-'-J-A jii“- 2 -|-.. . .  + A m_,n-)-A m (f)

y como A„, \ x, Aa. . .  .pueden ser cantidades cualesquiera, según
lo sean ar  bx , cx . . . . ,  deducimos el teorema siguiente:

A) Cualquier polinomio de m"1”“ grado de una cantidad entera n 
puede considerarse como término general de una serie aritmé
tica de m'M° orden.

La m‘‘"a potencia de n solo viene del último término de (3), y 
es su coeficiente =  ^ el cual, por otro lado, Ira
de ser igual á su coeficiente A 0 que tiene en la ecuación (/3); luego 
será

------ — .mx=Ai) ó bien m , == 1 . 2 . 3 . . .  . m. A 9 (5)

de donde se saca inmediatamente la diferencia constante de la se
rie aritmética que se produce por el polinomio mencionado do 
m'1“0 grado.

3° Si multiplicamos entre sí, término por término, m progre
siones aritméticas simples, cuya cada una tiene un término gene
ral de la forma a-f(n— l)d, tendíamos por término general de la 
progresión compuesta resultante, un polinomio de m““" grado 
de n. Luego:

B) Una progresión compuesta de m factores es una serie arit
mética superior de m'‘"° grado.

Un caso particular es la serie

1“, 2”, 3", 41“................... n"

que resulta multiplicando m veces con sí misma la serie 1, 2, 3, i . . .
n. Luego será aritmética de ni’1“0 orden. Como su término gene
ral es a0= n n, se sigue por (/3) que A 0= l ,y p o r  consiguiente, on 
virtud de (5), es la diferencia constante mi = 1 .2 .3 .4 .  . .  .m.

§. 137.

Ejemplos de aplicación-

E jemplo I. Calcular una tabla de los cubos de los números 
naturales.

Resol. Estos cubos fox-man una serie aritmética de 3' orden 
con la diferencia constante mx= l . 2 .3 = 6 . Luego, buscando las
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diferencias de los tres primeros cobos, lodos los oíros so hallarán 
por sirnplo adición:

1 8 27 G4 125 21G.. ..
7 19 37 G1 9 1 . . .
. 12  18 2 1  3 0 . . . .

G G 6 . . . .
De la misma manera se hallarán las 2"', 1", 5“ . .  . .potencias 

por simple adición.

E jemplo II. Calcular todos los valores quo tiene la función 
y = 2 x s+ 3 x s— 5x +  l  paravnlores enteros de x

R esol. Estos valores de y forman una serie aritmética de 2' 
orden con la diferencia constante rai = 1 .2 .3 .2 = 1 2 .  Por consi
guiente, si buscamos los tres primeros valores do ¡/ que corres
ponden á x—— 1 , 0, + 1 , y si formárnoslas diferencias correspon
dientes, se hallarán los otros valores de y por simple adición:

para x =  — 1 0 + 1 + 2 + 3  + 4

es v =  7 1 1 19 G7 157
—G O ZTj ti co o o

G 18 30 4 2 . . . .
12  12  12

El mismo procedimiento se sigue aun en la construcción 
de las tablas de los logaritmos, de las funciones trigonométri
cas &a; obsérvase, pues, que las diferencias de todas estas funcio
nes tienden cada vez mas á hacerse iguales, á medida que crece 
el índice de su orden.

E jemplo III. Buscar la suma de la serio infinita 

l - f 3 x +  8x 2 + lG x 3- f ...........

en donde los coeficientes forman una serie aritmética de 2" orden 
con la diferencia constante 3.

Resol. Tenemos

s= l-f -  3x-f- 8x5—f-lGx3-)- . . .  . 
s x =  x-)-3x 24- 8x 5 - t - . . . .

e(1 —x ) = 1  +  2x -J-5x 2 8x 3 -)" • • ■
sx(l— x ) =  x-f- 2x2 -j- 5x-’ -(- . . . .

s (l—x)2= l  - f  x + 3 x -  - f  3 x J+ ~ . . .
= 1  + x + 3 x 2(l +  x-f-x2+ x H - - . . )
= 1  -(- x -f 3x3 -̂ 7—̂  ; por consiguiente 

1-fx , :¡x2 _  l 1 2x-’
(.1 — x)2 +  (1 x)' (1 - x')<
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Números figurados.

1° Llámanse n limeros figurados los términos de las seríes de

' § . 1 3 8 .

sumas, cuya serie principal es 1 , 1 , 1 , 1 . . . y son los siguientes

i 1 1 1 1 i . . . .

. l r orden i 2 3 4 5 G. . . .
2o orden i 3 6 10 15 2 1 . . . .
3' orden i. 4 10 20 35 5 6 . . . . ■ {»)
4° orden i 5 15 35 70 1 2 6 . . . .
5o orden i G 21 56 1 2 G 252. . . ■

Cualquier número de cualquier orden, es la suma de todos 
los números del orden que precede, hasta el mismo lugar que ocu
pa; luego el término general de cualquier órdcu es ú la vez el tér
mino sumatorio del orden precedente. Ademas se ve que los nú
meros del 1', 2“, 3r, 4“. . . .  orden son los mismos que los de la 2", 
3a, 5“..  . .coluniua y que los que están en las hipotenusas con
secutivas, son los coeficientes binomiales.

2o Los mismos números figurados pueden escribirse en-órden 
invertido de esta manera:

0 0 0 1 5 15 35 70. . . .4"  orden
0 0 0 1 4 10 20 3 5 . . . . . .3 '

0 0 1 3 G 10 1 5 ...........
0 1 2 3 4 5 ............... . . 1 ' „

1 r  i 1 1 ....................
de suerte que cada serie sea una serie aritmética del mismo orden 
con la diferencia constante 1 , y contenga tantos ceros delante de 
los números significativos, cuantas unidades tiene el índice de su 
orden

Luego podremos aplicar la fórmula (3) del § 13G

. . n— 1 . , (n—l)(n —2 ) , , (n—1 ) . .  . .(n—m)
ttn— - y - b j H -------- 0 --------°, +  - ■■+------1 .2.3 . . . . m—

escribiendo «+»i en lugar de m y poniendo ai = b p = c i = d x =  
. . . . = 0, de manera que la fórmula no retenga sino el último 

término con m P cuya cantidad es = 1 . Por consiguiente será

(n-|-m—1 ) (n-f-m— 2) . .  .ín-|-l)n 
1.2.3... -m

<5 bien, cuando escribimos el numerador en orden invertido,
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a„.__il (11-f-l) (n -f  -  )•••■ ( n-fm  -  1) 
1 -2 .3 . . . .  m

—301 —

(-5)

ta r a  m = l , 2, 3. 4 . . .  .se sacan las fórmulas particulares 
_n
=il f orden, 0.11—_n
" i

2” orden, Uu=_n1

8' órdeú, au=_n|

4” orden, an=_nl

A a.

1.2

1.2.3

1.2.3.4
&a.

3? Sea ahora la serie principal d, d, d, d. 
ríes de^súmas para el primer término 1 :

d

l r orden 1 1 + d
2" orden 1 2 +-d
3r orden 1 3 + d
4” orden 1 4—j-d

y serán las se-

6 . . . .

■J
(b)

Cada uno de estos números tiene la forma A + B . d, y os A 
el número figurado que en la.tabla (a) tiene el mismo lugar en 
el orden precedente, luego escribiendo en (0) m—1  en lugar de 
«i, tendremos:

\  n(ü-j-l) (n-f2 1 ----- (n+m—2 )
1 .2 .3 . . .  .(m—1)

t Ademas, B  es el número figurado que en la tabla (a) ocupa 
‘el mismo orden, pero el lugar precedente, do manera que. escri
biendo n—1 en bigardo n, la fórmula (ti) nos suministro

B =  Í Ü r l i niíl+ 1); • (n+m—2)
1 .2  .-'i. • . . y+ll---------1)111

Si llamamos Tlt al término general del ¡ntU"a óuljn, ro eac i

Tu= A  + B  d -aíülzr l iEiS-h1) ■ • • —  +  di (7)
11 1 .2 . 3 . . . .  m Lu— i 1 -I

Los n limeros de 2° óed< n

1; 2 + d ;  3-f36 ; 4 + J ó; 5-flOtf : . . . .

i|u‘o tienen la forma general

T ^ -n  +  ^ U  (S)
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áe dicen nú m ero s poligonales  y son los siguientes:

para 6 = 1 1 3 6 10 1 5 . . . . núm. triangulares!
<5=2 1 4 9 16 2 5 . . . . núm. cuadrados
<5=3 1 5 12 22 35___ núm. pentagonales
<3=4 1 G 15 23 4 5 . . . . núm. hexagonales.

Los núineros de 3r orden

3; 3+<5; G+i<5; 10+10<5; 15+20<5;.. . .

¿pie tienen la forma general

rr _  (u-fl)n L (n-f-1 ) n (n—1 ) A,
' u 1. 2 'r  1.2.3

sé llaman números piramidales y son estos

para <5=1 1 4 10 20 3 5 . . . . de 3 lados
<5=2 1 5 14 30 5 5 . . . . de 4 „
<5=3 1 G 18 40 7 5 . . . . de 5 „
<5=4 1 7 22 50 9 5 . . . . de G „•

El número de las balas de cañón'que forman nna pirámide 
regular de 3 6 4 lados, siempre és el número piramidal correspon
diente, mientras que el mañero de las balas que las capas contie
nen, os un número triangular ó cuadrado.

A RTICU LO  II.

C á l e n ! - )  <3el ¡ « t e r e s  c o m p u e s t o .

§ .  1 3 9 .

Ecuación general del interes compuesto

1“ Interes compuesto es el infere» producido por el capital y sus 
intereses simples, cuando estos se añuden al capital para producir 
michos intereses.

P roblema I. Dado el capital inicial C, bailar el capital fiHal 
K, en que se convierte á interes compuesto dentro de n años, si p  
és el tanto ó el Ínteres simple .que producen 100 en un año.

R esol. 100 pesos en 1 año dan p pesos por intereses, luego

1  peso en 1 año dará -1 L pesos por intereses, y 1  peso, por lo tan-
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to, en 1 año so convertirá en 1 +  ^  pesos. Sen por brevedad

q = l + 1̂U0 (»)
y si 1  peso en 1  nño so convierte en q pesos, 

C pesos en 1 nfio so convertirán en Cq pesos
!..  . . . . .  2 años...........
! .3
__  ___ 4 .......................

V

De donde resulta que el capital final que se busca es: 

K=Cq" (I)

Dícese q el cociente de aumento ó do intoros.
Esta ecuación fundamental se aplica también para hallar 

{malquiera de las. cuatro cantidades C, q. n, K, si están dadas las 
ptras tres. Así tenemos en general:

(!)•
K=Cq„ . C = — q = y / K : ü  J

___ loff K—lopf G {
■ . 15gq >

N ota. En el caso de ser los intei-eses semestres, semisemes- 
tres, mensuales, se escribe 1 + ^ . 1 + ^ ,  1 +  ^ ¡ j  en lugar

de 1-f- jjjy y 2n, 4», 12n en lugar de n .
E jemplo I. Sp han impuesto 18300 pesos á Ínteres compues

to; ¿qué suma debe recibirse ni cabo de 8 años por cap’tal é inte
reses, si 5 es el tanto por 10!)?

R esol. Por la primera ecuación (1) tenemos *

log K =  log C + u  lng q

en donde 0 = 1 8 3 0 0 , n = 8, q =  1 +  ^  = 1 ,0 5 . Luego será

Jog K = i log
8 Ion

18300=1,26245  
1,05 = 0,16052

= 4,43107  
K = 27037 ,5  pesos.

E jtímpj.o II. ¿Que capital se necesita imponer á interés com
puesto para recibir al cabo de 12  años 8000 peros por capital P 
putereses, siendo 4,5 el tanto por xyyv -
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R esol. Valiéndonos de la segunda ecuación (1 ), deducimos 

log C =  log K—n log ri

£n donde K =8000, n =12, <1=1,045, de manera quo

. r  _  ( log 8000=3,0030!)
8  ~  '( 12 logli,045=0,220.44

=3,07305  
C = 471G, 8 pfesos.

E jemplo IIP. 1000 pesos sellan convertido,á interés compqes: 
to, en 25 años, en 3386 pesos. ¿Cuál ha sido el tanto por luO?

K esol. Búscase el cociente del interes q que nos conduce tí, 

conocer el tanto p  por la ecuación q = l  +  J L . Haciendo uso dij. 
la tercera ecuación (1 ), se tiene

lo8' q=g (log K—log C>.

en donde K =33S6, C=1000, n =25, luego será

log q = ( log 3380=3,52969 
4 log 1000=3

=0,5290!) : 25 
=0,0211870  

q = l ,05

De consiguiente es 1+ j ^ j—1,0,3, luego^ = 0 ,0 5  y p = 5 .

' EjEstrLo IV. ¿En cuántos años un capital de 2300 posos so 
aumenta á 3740,55 pesos, siendo 5 ti tanto?

R esol. Sácase por la última ecuación (1) el resultado n =10.

§• 1 4 0

Vglov final de un capital impuesto al principio de, 
cada año.

P roblema II. Hallar el capital A en que se conciaie un capital 
C, impuesto al principio de cada año, por espacio de n años, siendo, 

p  el tanto por 100.
R esol. Se imponen n diferentes capitales, cada uno de 1c?. 

(¿nales es ==C, por los tiempos respectivos
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n, n 1 . u—2 , 2, 1 arto,

luego serán los valores que tienen al cabo (le les n años, los si-, 
guíenles
*  Cq", Cq”~ ', Cq"- 2, . . . . Cq\ Cq*, Cq

ciiv(\_"s,iiina es el capital A que se busca:

A = C q + C q 2-fCq? +  . . . . + 0 .]"

v como el segundo miembro es una progresión geométrica, se 
tiene por el § 131

-A =  C q .Í= Í  (II)
‘1--1

La misma ecuación puede emplearse para hallar C o a, s\ 
están dadas las otras cantidades, de manera que tengamos en, 
general

A =  C q . í t ! ;  C =  q " - l  =  (2),
•1—1 <1 q"—1 Aq

E jemplo I. Al principio de cada año se impone un capital do 
4080 pesos a interes compuesto ¿Qué suma puede recibirse al ca
bo de 10  años, siendo 1 el tanto por 100?

R eso i.. Tenemos C =4080, n = 1 0 , q = l,0 4 . Ademas, para 
calcular el valor de q"— 1, tenemos log q“= u  log q = 1 0  log 1,04 
= li,1703= log 1,48013, do donde q"— 1,48013, luego (,”—1=0,48013. 
Finalmente es q—1 = 1 ,0 4 — 1=0,01, y sustituyendo estos valo
res, en la primera ecuación (2 ), deducimos:

ó bien

A =  Cq.i —i  =4080 1,04.1 q—1 0,0-1

A =  102000.1,04.0,18013 =  50932,2 pesos.

E jemplo II. Un capital de 100 pesos prestado por una serio 
de años, al principio „de cada uno de estos, se ba aumentado á 
1671,35 pesos, siendo 5 el tanto. Búscase el número ele los años.

R esol. Está dado A = 1671,35, C = 1 0 0 , q =  1,05, q— 1=0,05, 
luego por la última fórmula (<¡) so tiene

1,05”— 1 = 1671,32.0,05
100.1,05 (0,70588

1,05'=1,7958S  
log 1,79588 0.25428

log 1,05 0,02119

E jemplo III. Un capital do C pesos so lia impuesto por n  años 
á ínteres compuesto, siendo// el tanto, y al cabo de cada año el
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capital so súmenla (3 disminuye) de C' pesos. ¿Cuál será la suma 
que puede recibirse ni lin de los n años?

Xíerot.. Él capital C impuesto al principio del primer año equi
vale á Cq° pesos al cabo de los )i años.

El capitule' que se añade (6 resta) al fin de cada año, pro' 
¿luce intereses por años

n—1, n—2, n—3,. . .  .2, 1, 0 

luego tiene los valores finales

C'q"- 1 . C'q”—V C 'q "-8. . . .C'q2,  C'q, C  
puya stuna es

A '= C '+  C'q-(-C'q2-(- . . . .  -j-C'q"-= 4-C'q" 1 = C ' .
la curd ha de sumarse (ó restarse) con Cqn que produce el ca
pital C por si mismo. Luego designando él valor toíal por A, 
tenemos

A =C q"+C '.3A A L (III)
— q—1

ecuación que sirve'también para calcular los valores de C, C' y n ;

o  A(q—lJqZC'íq“—1) ; ^ _ ( A - C q " ) ( q - 1 )
q“( q - í j  ’ ^  q " - i

p == log [A (q - l)+ C '1 - lo g  f C ( q - l ) ± C /] 
log q

§■ 141 ,.

Cálculo de rentas.

1 P roblema III. Hallar el capital C que se lia de imponer á 
interes compuesto, para recibir al fin ele cada año una renta R, 
de modo que en n años se haya percibido el capital primitivo, 
y los intereses devengados.

R esol. Resuélvese este problema de la misma manera que el 
ejemplo H I del § precedente, solo que la cantidad a  es igual á 
cero, porque el valor final del capital C que se busca, ha de sor 
igual- al valor que al cabo de los i¡ años tienen los capitales anua
les C '= R  percibidos. De consiguiente, si en (III) escribimos It 
en lugar de C', cero en lugar de A, y tomamos el signo negativo, 
tendremos por resultado la ecuación fundamental de rentan:

■£=£=<> P Y l

Despejando C ó R ó v, resulta:
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E jemplo I, Qué capí la] se necesita imponer á Ínteres compues
to para que recibiendo 18i'0 pesos anuales, se perciba en l(i años 
capital y réditos, siendo 6,6' el tanto por 100?

R esol. Este problema ss resuelvo por la primera ecuación 
(4), y es

R = 1800; n=lG;  q = l,0 6 5 ; q"=2,7390G

E jemplo II. Un comerciante tomó 6-1800 pesos á interés coni- 
puesto: satisface por ellos anualmente 8000 pesos. ¿En cuántos 
años estinguirá la deuda, siendo -1 el tanto por 100?

R esol Y lindónos do la tercera fórmula (4), tenemos

E jemplo ITT. Un hombre impone por el espacio de m años, 
hl principio de cada-uno, C pesos á interes compuesto para dis
frutar, por los n años siguientes, una pensión do R pesos al cabo 
de cada año, siendo p  el tanto por 100 convenido. Búscase la ro- 
lacion que hay entre estas cantidades.

R esol. C pesos impuestos por m años, al principio de cada 
uno, según la fórmula (II), equivalen á

al cabo de los m años. Ademas, en virtud do la primera fórmula 
(■!), una renta R que se pereibe por el espacio de n años, al ca-' 
bo de cada uno, equivale á un capital de

C =1800. 1,73906
2,78900.0,065

log 1800=3.25527  
log 1,73906=0,2-1032

log 2,73906=0,-13760 
log 0,065 = 0,81291—2

3,49559
1,25051—2

1,25051— 2

log C = 4 ,24508 0=17582,-4 pesos.

R :=8500; C=G-4SOO; q = l,0 4 ; q— 1 = 0,04

log  8 5 0 0 — log 18500— 6 4 8 0 0 .0 .0 4 ]
Tug 1,04

log 8500—log 5903 _0.15798 9,27 aprox.log 1,04 0,01703
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R .-í!----lí---: pesos
i ;

ni principio de este tiempo. Debiendo ser iguales éstas dos can
tidades, se si]

— SüS— : .

de donde
C = E .

<T—1

Las últimas dos ecuaciones conducen á conocer las canti
dades m y n.

E jemplo IV. Una renta anual crece en progresión aritméti
ca, de manera que á los cabos de n años consecutivos se perciban 
las sumas K, 2R, 3R, 4 R . . .  .nR. Búscase el valor de la renta 
que tiene al principio del 1 ' año.

R esol. Si los valores de las rentas consecutivas, que tienen al 
principio del l r año, se designan por C„ C2, 0 3 . . . . C o, tendre
mos

C (= q R ; 0 2 c^ =  áTt; C3 , q ' = 3 R . . .  .C„ .q"=nR, de doudé

Cq. qm—1  _  
q—1 R -

q 'U l-l)

q“- l  ; q,lH- 1 (qm 1 1
ri— r;— rr > w—L — i-------q“—i

R q"— 1 - 1 C , » |
: C - ^ =  1 _ q“= R l i  l  J

(V)

(5 )

ri ,_R . r< __ 2 R p  3R nR

La i lima es el val ir V que se busca

v _  R , 2R , 3R , , nR
. Y- q + ? + ?  +  - - - ' V  

■ v = 5 ( i + ? + i l +  í + . . .  , + J L f )
q q q q* q ° '

ecuación que se resuelve según el Ejemplo I del § 132 y dá por 
Resultado •* " •

y__ Rfq(q°— 1)—n(q—1 )|
q" (q

v i
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CAPITULO VI.

SINTAXIS algébrica.

§. 142.

De la  siutáxis algébrica 011 general

1. Con el nombre tic sinítiris, en el álgebra, se entiende su 
parte que trata de las colocaciones ó composiciones diferentes 
de objetos, efectuándolas según una ley fija y determinada.

Dados, por ejemplo, tres objetos diferentes, que designamos 
por a, b, e, podremos componerlos de diferentes maneras:

nb, lia, ac, be. . . .de dos en dos, 
abe, aeb, bac, bea, cab. . . .de tres en tres.

Los objetos dados para formar colocaciones diferentes, so 
llaman elementos y dcsígnansc ordinariamente por letras ó cifras. 
Un paréntesis, que contiene los elementos dados, puestos según 
el orden del alfabeto, ó según la posición natural do los números, 
se llama índice, como

(abede); (1234); (cioprrt)

el- primero de los cuales indica, por ejemplo, que a, b, e, d, o 
han de colocarse de diferentes maneras.1

El nombre “sintaxis" viene do Gvi'Ttr¿¡ic, palabra derivada do 
g v v y t g g g c j  lo que quiere decir ordenar unos objetos con otros.

No se considera en lo:; elementos <,r valor de los números ó 
letras, sino únicamente la posición de los mismos ó el lugar que 
ocupan. Sin embargo, dícese un elemento mas alto que otro, si en 
el índice está mas á la derecha. Así, dado el índice (abed), será 
b mas alto que a, y d mas alto que a, b y c.

2. Cada composición verificada por medio de los elementos 
dados, toma el nombre de grupo ó coloración. Como los elemen
tos, así también las colocaciones, se distinguen en inferiores y su
periores: es superior una colocación respecto »le otra, si contieno 
un elemento superior mas á la izquierda. Así la colocación nbde 
es mas alta que la colocación abed, pues el elemento superior d 
está mas á la izquierda.

Dícense bien ordenadas colocaciones diferentes, si ninguna de
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estas va precedida de otra mas alta. Tales son las colocaeiouos 
abe, aeb, bnc, bea, cab, cba

S. Ademas de esto, las diferentes colocaciones so distribuyen 
en clases y órdenes.

Conócese la clase de colocación por el número de elementos 
que contiene: colocaciones qtío contienen 1, 2, 3, 4 . . . .  elemen
tos son de la 1“, 2“, 3", i* . . . .  clase.

Conócese el orden de colocación por la letra ó elemento inicial: 
colocaciones que tienen un mismo elemento inicial, pertenecen al 
mismo orden y es un orden el 1ro, 2o, 3ro, 4°___ , si el elemento ini
cial es el 1ro, 2”, 3ro, 4“. . .  .(diferente) del índice. Así, las coloca
ciones del índico (abede)

ab, ac, ad, ae pertenecen al orden a—1 ' orden
be, bd, be „ v „ 6= 2° „

cd, ce „  „ c = 3r „
de ,, „ d =  i" „

y son todas do la 2 " clase, mientras que la colocación abe <3s una 
do la 3“ y deba una de la 4" clase.

.4. Al formar diversas colocaciones se distinguen tres casos:
I. Las colocaciones diferentes tienen que distinguirse unas 

do otras solo por la posición de los elementos, quedando siempro 
los mismos,,lanío el número, como ¡os elementos empleados. Dícen- 
se permutaciones las colocaciones de esta especie.

II. Las colocaciones ban de ser diferentes solo por el número 
y la diversidad de los elementos y no se atiende á la posición de 
estos. Desígnause por el nombre de combinaciones.

III. Las colocaciones deben distinguirse por el número, la di
versidad y la posición de los elementos, y dícense en este caso, va
riaciones.

Con esto, la sintaxis contiene tres partes que tratan:
I) de las permutaciones, II) de las combinaciones y III) de las 

variaciones.

A RTICULO  I.

P e r m u t a c i ó n  e  -.

§• 143 .

De las permutaciones en general.

1. Permutar elementos dados, es efectuar todas las posicio
nes posibles, de modo que cada una do las colocaciones forma
das contenga todos los elementos dados y cada uno, una vez.

Toda colocación así obtenida, se llama una permutado». Son 
permutaciones del índice (abe):
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abo, acb, bac, bca, cab, cba 
Solo se distingueu por la posición do los elementos.

El índico puedo contener elementos, ó todos diferentes unos 
do otiros, ó también algunos iguales. Según esto so distinguen: 
peí mutaciones sin repetición, si todos los elementos dados son de
siguales, y permutaciones con repetición, si entre los elementos hay 
idénticos. Así, son permutaciones

sin repetición 123, 132, 213, 231. . .del índico (123)
con npelicion 1134, 1143, 1 3 1 4 . . .  del índico (1134).

2 . L a sintaxis'algébrica, pues, tiene por objeto:
1) Determinar una ley cierta}' tija, por medio de la cual so 

verifican todas las permutaciones posibles.
2) Determinar el número de permutación que es el'do todas-  

las permutaciones que pueden efectuarse con los elementos dados.*"
3) Determinar el layar que,ocupa una permutación dada en

tre las otras efectuadas con los mismos elementos.
4) Determinar la permutación, dado el lugar quo tiene entro 

las otras.

§ 144 .

Ley de permutación.

Para efectuar y al mismo tiempo para tener bien ordenadas 
todas las permutaciones que pueden verificarse con los elemen
tos de un índice dado, so observará este procedimiento:

Yendo de la derecha ú la izquierda, en cualquiera permutación 
ya formada, se buscará el primer elemento que sea inferior y seguido 
de otro mas alto, y no mudando el árdea de tos elementos que están 
á sil izquierda, pónase en su lugar el elemento superior inmediato 
que está entre los de la derecha, escribiendo después de él lodos los 
no aun escritos, en la posición natural.

Se empieza con la permutación que contieno el índice mis
mo y es la primera, y empleando siempre el procedimiento men
cionado se llegará á encontrar una permutación en que no pue
da mas emplearse, y esta será la última, la mas alta de todas é 
inversión de la primera.

Asi, por ejemplo, el índice (abed) da las permutaciones:

( abed i bned
) abde ( bade
j acbd ( bend
( acdb ( beda
j adbc \ bdac
I adeb ( bdea

( cabd ( dabe 
'( eadb ( dacb 
( cbad | dbae 
( ebda ¡ dbea 
I edab J deal) 
I edba ( deba
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So comprende fácilmente, que por este método salen todas 
Jas permutaciones posibles y estas bien ordonadas. Ademas do 
esto, lo que pertenece á las permutaciones verificadas arriba,

1) No son posibles mas de 1 órdenes que principian con las 
letras a, 1). e, d, los cuales están en las 4 columnas ordenados 
según estas mismas letras iniciales.

2) Cada riño de estos órdenes ha de contener todas las per
mutaciones que pueden efectuarse en este mismo orden, lo que 
se verificará, por ejemplo, con el primer orden que tiene la ini
cial a, si á esta, una después de otra, se añaden todas las permu
taciones del índice (bed), á saber de las otras letras. Y  en efecto, 
la primera columna no contiene sino todas Jas permutaciones po
sibles del índice (bed), precedidas de la misma letra a. Como esto 
índice contiene 3 elementos, no podrán formarse sino 3 órdenes 
(secundarios) con las iniciales!), c, d, que están-uno debajo de otro 
y contienen á su vez, cada uno, las dos permutaciones que per
miten las últimas dos letras que quedan para escribirse. Lo mis
ino se observará en todas las columnas.

Síguese de esto: Un índice de n elementos distintos suminis
tra n órdenes principales, cada .uno délos cuales contiene tantas 
permutaciones cuantas pueden efectuarse con los (u—1 ) elementos 
que han ele añadirse á la letra inicial del orden. Designando el 
número de las permutaciones de n elementos por P„ y de consi
guiente el de las de (n—1) elementos por P a—,, resulta que debe 
s er .

P ^ n . P „ _ ,  ' (1).
II. Caso. Permutaciones con repetición. El mismo método so 

aplicará cu el caso de ser idénticos unos ú otros de los elemen
tos. Asi, el índice (11234) da las permutaciones:

11234 13121 21134 31124 11123
11243 13112 ' 21143 31142 41132
11324 13214 21314 31214 11213
11342 13211 21341 312-11 41231
11423 13412 21413 31412 41312
11132 13121 21431 31121 41321
Í2131 14123 23114 32114 42113
12113 11132 23141 32141 42131
12314 11213 23411 32411 42311
12341 11231 24113 34112 43112
12113 11312 24131 34121 43121
12131 11321 24311 34211 43211

Las nttoÿàs palabras, formadas por la permutación de sus 
letras, se dicen anagramas. Tales anagramas son:

Dévolution française—Un Corso vejé la finirá.

, La France veut son rpy.
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§ 145 .

Número de permutación.

I  Caso. Pmnulacipnes sin repetición. Para determinar el nú
mero de todas las permutaciones que pueden verificarse con un 
índice do n elementos diferentes, podremos emplear la fórmula 
(1) dol § precedente, escribiendo 2, 3, 4, 5 . . .  n en lugar de n,
por'donde sale

P , = 2  P ,
P ¡ = 3 . P 2

P„ = n . P „ _ I

Multiplicando entre si todas estas ecuaciones y reduciendo, 
Sa tendrá

P „ = 2 . 3 . 4 . 3 .  . .  . u . P ,
Pero P , es = 1 ,  pues un índico do 1 cloinenlo no da sino una 

sois ooloeacion; luego resulta
P » = l . 2 . 3 . 4 . . . . u (2 )

Díceso este producto tu facultad de-n y desígnase frecuente
mente por el símbolo *

E jemplo I. El número do permutaciones do las 7 notas de la 
escala musical es 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 0 . 7 = 5 0 1 0 ,  y si contamos también 
los semitonos liallarímoslo =479001000.

E jemplo n .  Diez personas, que cada dia comen dos veces en 
mesa redonda, quieren tener cada vez otra posición Son posibles
1 . 2 . 3 . .  .10=3G2SSOt) posiciones diferentes, lo quo da 1 y 11100 días 
ó casi 5000 años.

II  Caso. Permutaciones con repetición.
A. Entre los n elementos sean p iguales. Si todos los ele

mentos dados fuesen distintos, tendríamos un número do per
mutaciones = P „  y este seria mayor que el verdadero x  que se 
busca; porque cada una de las permutaciones que tenemos cu rea
lidad, daría tantas permutaciones nuevas y distintas, cuantas dan 
V elementos desiguales, es decir Pr  Por consiguiente, el número 
x  buscado, tiene quo multiplicarse por el número P,, do permu
tación de p  elementos distintos para reproducir el número Pn de 
permutación de u elementos distintos, y tenemos la igualdad
S .P >= P 0, de donde

P„ _ 1 . 2 . 3 . . . .  n ^ nl 
P p 1 2 . 3 . . . - P  p!

es decir: d  número de permutación de n elemento*, entre lo* cuati* 
hay p id íntico*, en la facultad de n dividida por la facultad de p.
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B. Supongamos ahora el caso mas general de que entro loa
?! elementos da los se encuentren u distintos qao vienen una sola 
vez, p  iguales de una especie, q iguales do otra, r de una terce
ra &a. El número x do las permutaciones que tenemos en rea
lidad, primeramente liabria de multiplicarse por P , para pro
ducir el que tendríamos, si v-j-p elementos fueran distintos; des
pués habría de multiplicarse p orP , para hallar el número do  
permutación, si entre los ?; dados fueran v-f-p-j-q distintos; ade
más, por Pr para igualar el número de permutación de v-J-p+q-jr-r 
elementos distintos &a. Pasando adelanto, de esta manera, halla
remos el producto x . P,,. P„. Pr igual al número do permuta
ción de v—¡—p>-|—q—J-i-—¡—. . . .  elementos distintos, y como v-|—po-J—q
—{-r-¡------= n , este último número será==P„, luego encontraremos
x Pr . P , . . . .  =P„, de donde sale

' n! 
p?l q! r! (-D

La cantidad a? tiene que ser entera; luego conduce esta ecua
ción al teorema notable:

El producto de los n primeros números es dicisible sin resto 
por el producto de los p, q, r . . . . primeros números enteros, si, 

J ? + q + r + -  • ■ (Pjn.

§• 146.

d eterm in ació n  del lutrar que tien e  una p erm u tación  
en tre  la s  o tras.

I  Caso: permutaciones sin repetición. Para determinar el lu
gar que tiene una permutación dada, por ejemplo dcab (en la tabla 
pág. 371), entre las otras de los mismos elementos, se observará:

1 )  ' Que dicha permutación dcab pertenece al I o orden del 
índica (abed) y que va precedida de los 3 órdenes a, b y c. Pero 
el orden a contieno tantas permutaciones cuantas suministra el 
índice (bed) de I03 elementos b, c, d, que han de añadirse á la 
letra principal de este orden. Del mismo modo el ordenó con
tiene las permutaciones del índice (aed), y el orden c las del ín
dice (abd). El número de las permutaciones ’ que suministra un 
índice do 3 elementos e s P 3; por consiguiente, la permutación 
dcab primeramente va precedida do tres órdenes enteros, cada 
uno de los cuales contiene P 3 permutaciones, luego la permutación 
dcab, en primer lugar, tiene delante sí 3P 3 permutaciones.

2) Ademas, la permutación dcab, en el orden d, va precedi
da de todas las permutaciones del índice (abe) hasta la permutación 
cab, y tiene, por lo tanto, delante sí también los órdenes a y  ó
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del índico (abe), cada uno do ios cuales contieno tantas permuta 
ciones cuantas permito un índico de ios 2 elementos, cjuc deben 
añadirse á la letra inicial de estos órdenes, l ’cro el número do 
estas permutaciones e s P - ;  luego, cu el orden <?, la permutación 
dccSi va precedida de 2P.a permutad mes.

.3) Finalmente, la parte eró’de la permutación dada dcab, que 
pertenece al orden r del índico (abe), es la primera de dicho or
den, pues á la letra inicial eso siguen en posición natural los ele
mentos a y b que se añaden. Luego ¡a permutación dcab no v» 
precedida de otra que do las encontradas arriba.

De consiguiente, para hallar el lugar que tiene la permuta
ción; dcab entrólas otras, se buscará 1) cuantos órdenes preceden 
al orden d del índice (abed), 2) cuántos preceden al orden edel 
índico (abe), 3) cuántos preceden al orden a del índice (ab'. 
El número do permutaciones que cada uno de estes órdenes con
tieno, so baila fácilmente, siendo el de un índice compuesto de 
un elemento menos que el índice contiene. De esta manera con
cluimos: preceden al orden

d del índico (abed) 3 órdenes. . . . = 3 . P S= 1 8  perm. 
e .................... (abe) 2 órdenes. . . = = 2 .P .j=  4 . . . .
a ....................  (ab) ningún úrden 0 . . . .
11 ....................  (b) ningún orden = . . . . =  0 . . . .

dcab suma = 2 2  perm.

Luego á la permutación dcah preceden 22 permutaciones, y 
será la misma la 23a. Se ve: 1) al principio de los renglones es
tán puestos según su orden las letras do la permutación dada; 
2) en los índices consecutivos so quitan estas letras, una después 
de la otra; 3) el número de los órdenes que preceden es ¡din- 
tico al de las letras del índice correspondiente hasta 1 - h tia i  uo 
está al principio del renglón; I) el mitin re P  contiene • i indica
dor igual al número de las letras del índice, mimos uno.

E je m h -o I .  ¿Qué lugar tiene Parí» entro he; : . . .  nutaciones 
del índice (aiprs)V

R esol. Preceden al orden

P  del índice (nipvs.i 2 órdenes. . . .2 .P ,  =  |s
a  .....................(airs) ningún órden. . =  o
r ....................  (ir>) 1 úrden........... 1 P — g
i ........................................... ( i s )  ningún úrden. . . . " =  o
« ........................  (■-) ningún úrden. — q

París 'Suma
Luego será Parí' la 51a permutación.
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E jemplo II. Que'pérmutacion de'(ioqtu) os Q liter? 
P ésol. Preceden al.órdén

del índice (ioqtu) 2 órdenes............... 2 .P ,1= 1S
u ......... 3 órdenes ......... . . . a . P j — is
i ......... ......... (iot) ningún orden. . .
t ......... ----- , (ot) 1 orden .............. . . . i . p , =  i
0 .......... ......... t°) ningún orden.. ............. =  0

Quito suma =G7
Lni-goJ^iul^es la G8” permutación.

E jemplo III. ¿Qué permutación de (abcilniort) es Baltimore? 
P ésol. Preceden ni orden

B del índice (abeiluiort)
a ................... (neilmort)
l ...................  (eilmort)
/ .................... (eimort)
i ...................... (eimor)
m ......................... (emor)
o ........................( cor)
r  .........................  (er)
e . . . . ' ...............  (e)

Baltimore

l;órden . . . Í . P S = 40320 perm.
ningún orden..  = 0
2 órdenes. ,2 .P C = 1110
5 órdenes. . 5 .P S = G0Ò
1 orden... l . P 4 = 24
1 orden.'. . ,1 .P 3 = 0
1 orden. . . .  1 ,P 2= 2
1 orden. . . 1. P ,.= 1
ningún orden ..  = ü

suma =12393 perm.

Luego os la 123911 permutación.

E jemplo IV. ¿Qué permutación de (aeknoruvy) es Nuera 
York?

P ésol. Preceden al orden
N del índice (aeknoruvy) 3 órdenes.. . 3. P ,=1209G0 perm.
u ........ ----- (nekqruvy) 5 órdenes. . . . 5 .P 7= 25200
e . . . . . .  . . (aekorvy) 1 órden...........1. P r = 720
v ......... . . .  (akorvy) 1  órdenes.. . . 4 .P s== 180
a ......... . . . . .  (akory) ningún órden..  . .  = 0
Y ......... ......... (kpry) 3 órdenes. . . .3 .P 3= 18
0 . . . . ........... (kor) 1 órden...........l . P 2= 2
r  ......... ...............(kr) 1 órden...........1. P ,— 1
k ____ ............... (k) ningún órden ..  . .  = 0

Nueva York suma- = 147381 perm.

Luego es la 117382“ permutación.

II  Caso: permutaciones con repetición. Aplícase el mismo mé
todo con la sola diferencia de que los órdenes de los elementos 
repetidos ban de escribirse separadamente.
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E jemplo I. ¿Quú permutación do (11231) es ol número 12131?

R esol. Conforme á la tabla do las permutaciones del índico 
(11231) establecida en el § 111, concluimos do esta manera:

Proceden al orden
1 del índice (11231) el orden 1 ............... 1 != 2 1  perm.

los órdenes 2, 3 . .  2 . ¡¡¡= 21
2 del índice (1123) el orden 1 ........... .... 3 !=  <1
1 del índice (113) ningún orden...........  = 0
3 del índico (13) el orden 1 ....................1 !=  1
1 del índico (1) ningún orden...............=  0

12131 suma = 5 5  perm.

Luego, 12131 es la 5G1 permutación.

E jemplo II. Qué permutación es Salmanassar?

R esol. El índice es (aaaalmnrsss'l, y preceden- al orden
10'8  do (aaaalmnrsss) el orden a ............... ,^ = 1 0 0 8 0 0  pernr.

los órdenes I, m, n, )-...l .í~  = 100800
« de (aaaalmurss) ningún orden. . 
I de (aaulmurss) el órden a .........

m de (aaamnrss) el orden a . . .  .

1!3!

8!

212 i
_7!

'2!2!

0
10081 

=  1200.

a do (aaanrss) ningún orden. . . .  = 0_
n do (aanrss) el orden a ...............  ~ co

a de (aarss) ningún orden. . . .  = O

s de (arss) 3!
los ordene» a, ?\.2.¡j- = G

s do (ars) los órdenes a, r.  .2 .2 != 1
a de (ar) ningún orden...........  — . 0
r do (0 ningún orden...........  — 0

den

Salmanassar sumo =213010

Luego es la 213011* permutación.

E je m p l o  III. Q u é permutación es Kabuchoclonosor?

R esol. El índico es (abcdhnnoooorsu); luego preceden al óf-
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1 31N  de (abcdlinnoooorsu) los órdenes a, b, c, <l,h o . S48G48000

a de (abcdhnoooorsu) ningún orden. . . . 0
b do (bcdhuoooorsu) ningún orden. . . . 0
ii de (cdhnoooorsu) los órd. c, d, h, n, r, 

el orden o ...............

, r  10! 
S -G-4T =
. . . 1. 1 0 ! -3!

907200

604800
e de (cdhnoooors) ningún orden. . . . 0
7i de (dknoooors) el orden d ............. 1 8 ! -  4) 1680

o do (dnoooors) los órdenes d, n . 2 7! — 420
d de (dnooors) ningún orden. . . . ‘o
o de (nooors) el orden n ............. i 5*. . .  i . p = 20
n de (noors) ningún orden. . . . 0
o de (oors) ningún orden. . . . ..................— 0
s de (ora) los órdenes o , r . .. 

ningún orden. . . .
4

o do (or) ...............  — ■ 0
r  de W ningún orden. . .  . .....................— 0

Nabuekodonosor suma =650162124
Luego ea la 650162125" permutación.

§. 147

Determinación de la permutación, dado el lugar 

que tiene entre las otras.

I  Caso: permutaciones sin repetición. El problema que tene
mos que resolver aquí, es el .invertido del § precedente, y para 
mayor claridad propongámonos buscar la 147382“ permutación 
del índice (aeknoruvy), de la cual, según el Ejemplo IV del § pre
cedente sabemos que es la palabra Nueva York. Dismiuuyendo el 
número dado de una unidad tendremos 147381, que es el núme
ro de todas las permutaciones que preceden á la buscada. Aho
ra el índice (aeknoruvy) contiene 9 elementos diferentss, y por 
esto produce 9 órdones distintos, cada uno de los cuales contiene 
tantas permutaciones cuantas produce un índice de 8 elementos 
diferentes = P a=1.2 .3 . . . .8=40320 permutaciones. Dividiremos 
147381 por 40320 y tendremos el cociente entero 3 y un resto 
26421 que es menor que el divisor, á saber menor qu% el número 
do permutación de un orden. De donde concluimos que la permu
tación buscada va procedida de 3 órdenes enteros y está conté-
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nida en el 4? orden. Pero los órdenes se siguon según las letras 
del índico (aeknoruvy), y son los cuatro primeros los do las le
tras a, c, ó, n. Luego la permutación buscada pertenece al or
den n, es decir que n es su primer letra.

Como la primera permutación del orden n os'naekoruvy, osle 
- orden contiene todas las permutaciones dol índice (aekoruvy), quo 

se halla quitando la letra n ya encontrada y oontienc 8 órdenes 
compuestos, cada uno, de P 7= l  2 .3 . . .  .7 = 5 0 4 0  permutaciones 
El resto 20421 que teníamos arriba, es el númerojde las permu
taciones que preceden'á la buscada entro las del nuevo índico 
(aekoruvy); luego dividiendo 20421 por 5040 tendremos el cocien
te 5, que indica el número de los órdenes completos quo proce
den, y un resto 1221 que es menor que el número 51)40 de las 
permutaciouee do un orden. Luego la permutación buscada per
tenece al 0? orden del índice (aekoruvy), es dccir'al orden u, y 
es u la segunda letra que se busca.

Omitiendo la letra u en el índice anterior, tendremos ol nue
vo (nekorvy) y continuaremos buscando la tercera letra &a. &a.

El cálculo es sencillo, valiéndonos del modelo siguionto:

El número dado es =1473S2, luego

1473S 1:P 8 ó 40320= 3 órd. preceden en (aeknoruvv); luego N  
.120960

26421 ; P 7 ó 
26200

5 0 4 0 -5  órd....................

1221 :P C ó 
720

7 2 0 - 1  órd....................

501 :P 5 ó 
480

1 2 0 - 4  órd.................... (okoruy);......... . .  ,v

21:P< ó 
0

2 4 - 0  ó r d . , ............... . .  .a

21 :P 3 ó 
18

6 = 3  órd....................

3 :P „ ’ó
2

2 - 1  órd............................. (kor): ...........

1 :P .  ó 1 —1 órd....................
1

0 Queda k como última letra no precedida do otra,. . . . k

Luego la permutación pedida es Nueva. Yorfe.
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E jemplo I. ¿Cuál será la' 2377“ permutación ele (acdeoru)? 
R esol. El númei o dado es 2377, luego 

237G:P„ ó¡720=3 órd. preceden en (acdeoru); luego. . E  
21G0;

21G;P5 ó 120 =  1 órd............................ (acdorul;.................c
120

9G:Pt ó 21 = 4  órd............................  (adora);...............  a
98

0 Queda ador, no precedido do ninguna perra.. .  .ador. 
Luego es Ecuador.

E jemplo II. Qué permutación será la 4G0921“ ele (adhinoptus)? 
IjÍESOL. El número dado es 460921; luego

4G0920;Pj ó 3G2880=1 órd. preceden en (ae/hinoptus); luego. .D  
362880

9S040:Ps ó 
80G40

40320—2 órd...........

17400:P 7‘ ó
15120

I 5040—3 órd........... ...........(aliuoptus); . . . . . . 0

2280 :P 5 ó 
2160

720= 3  órd........... ........... (almptus); . .  . . . .  p/

120 :P 5 ó 
120

120—1 órd........... ........... (alratus);. - •.........h

0 El resto 0 d a........................
Luego Diophantus, el célebre matemático de los griegos an ti

guos.

I I Caso: permutaciones con repetición'. Si algunos elementos 
son idénticos, los diferentes órdenes no contienen el mismo nú
mero de permutaciones, y por tanto el número de los órdenes 
que preceden á la permutación pedida, no resulta por una sim
ple división. Mas bien se examinará, si los órdenes, uno después 
del otro, estén contenidos en el número propuesto, y luego que 
se encuentre un orden que no lo sea, este será el orden que con
tiene la permutación pedida y la letra inicial de aquel será la 
primera (ó la siguiente) de esta. Se comprenderá el procedimien-1 
to por un ejemplo.
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E jemplo.. ¿Cuál será lo 1CU10" permutación de (ncciihliup), 
a) Se resta del número do las 4G209 perm. del íud. (aeciihlinp)

g!
el orden a con q~5í=  6723

f o o¡ 39489
los ord. r, i, h con J  ° '= 3 0 2 4 0  o •>» ---------

el órden n con 

el órden p  con

S!
■ m r

8!

924!) 
0720 
25z# )

i r  0720 >
impoiible; lu< seo V

$ ) Se resta del residuo...........  252!) perm, del ind. (uccnhhn)
, 71

el orden a con 840
7, ' íoSiT

el órden c con 1200

el órden ¿ con -| ^ ,=  1269 ( iml>osibl° : lue« ° ............*'

y) Se resta del residuo............... 429 perm. del íud. (uocihliu)
, - -i 0!el orden íi con -^ -^ =  ISO

el órden c con £ L =  3fi0 I imPosible; luego...........  e

d) Se resta del residuo............. 249 perm. del índ. (acihlrn)
los órd. a, c, i con —t:J y =  180

el órden h con S! =  120. [ imlu,s,bkb lucS ° ...........h

e) Queda el índico (acilin), que no tiene elementos repetidos; 
luego estamos en el primer caso:

69:4! ó 2 4 = 2  órd. preceden en (acihn); luego ........... 1

21:3! 6 C=3 órd.......... (nclm);........... *
18
""3:2! ó 2=1 órd..........  (a.li);........... e

1:1! o 1 = 1 órd.....  . . (a/ j);.................................... h
1

O El resto 0 da...........................  a
Luego la permutación buscada es Pichincha.

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



—3S2—

ARTICULO  II.

Ccm lii n aciones.

§. 148.

De las combinaciones en general.

Combinar] elementos dados es efectuar todas sus colocaciones 
posibles, componiéndolos de uno en uno, de dos en dos, do tres 
en tres &a, do manera que cada una se diferencie de otra de la 
misma clase por la diversidad 'de los elementos.

Cada colocación de esta especio se llama una combinación.
Hay también combinaciones sin repetición y con repetición. 

Resultarán las primeras, si en cada una de las colocaciones, todos 
los elementos tienen que ser diferentes, y resultarán las segun
das, si los elementos pueden colocarse también con idénticos ó 
repetidas veces.

El número de los elementos contenido en una combinación 
constituye la clase de esta; y llámanse también estrados las com
binaciones de la 1" clase, amáoslas de la 2“, temos las de la 3?, 
cuaternos las de la 4*, quinternos las de la 51 &a.

La sintaxis tiene por objeto:
1) Determinar la ley de combinación, por medio de la cual se 

verifican todas las combinaciones posibles de los elementos dados.
2) Determinar el número de las combinaciones posibles.

§. 149.

Ley de combinación.

Para efectuar, y al mismo tiempo para tener bien ordena
das todas las combinaciones posibles de los elementos dados, es
tos primeramente se colocarán de uno en uno y formarán así las 
combinaciones de la I" clase. De ellas se formarán las de la 21 
clase, é igualmente de una clase cual fuere, las de la clase superior 
inmediata:

1) en el caso de combinaciones sin repetición, poniendo delan
te de todas las combinaciones de la clase precedente, el primer 
elemento (a) desde el segundo orden, el segundo elemento (b) des
de el tercer orden, el tercer elemento (c) desde el cuarto orden &a. 
y continuando basta llegar á una clase que contenga todos los 
elementos dados;

2) en el caso de combinaciones con repetición, poniendo delante 
de todas las combinaciones de la clase precedente, el primer ele
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mentó (a) desde el primer orden, el segando elemento (1) desdo el 
segando orden, el tercer elemento (e) desde el tercer orden'&a. y 
continuando hasta llegar á la clase pedida.

El número de las combinaciones sin repcticion’ '08 limitado, 
el de las con repetición no lo os.

I. Combinaciones sin repetición, índice (abcde).

- 3 3 3  -

laclase n, l>, e, d, e cinco órdenes

2 “ clase ab» ac, ad, ac 
be, b(l, be

cd, ce 
de

1' orden.

3' ,,
1° „

3".clase abc.-alxl, abe 
acd, ace 

nde 
bed, be? 

bde 
ede

| 1' orden

1 i)o
í "

3r „

i* clase abed, nbee 
abde 
nede 
bede

| l r orden 

2* .»

5* clase abede ' un orden.

II . Combinaciones con repetición, índice (al-cde).

1” clase a, b, c, d, c cinco órdenes

2a clase na, ab, ac, nd, ao 1° orden
bb, be, bd, be 2o „

cc, cd, ce iV >>
dd, do 4o „

ee « ,,

3“cIu6C aaa, aab, aac, aad, aac 1
abb, abe, abd, abe 1

acc, acd, ace V orden
add, ade !

acc i
bbb, bbc, bbd, bbe

be?, bed, bec
bdd, bdc 

bc( r  "
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ccc, ccd, cce )
cdd, ede 

cee
> 3r orden.

ddd, dde u »dee r  »
eee 5" „

&a. Yfca. &a.

§. 1 5 0

Número de combinación.

I .  Caso: combinaciones sin repetición. El número de las com
binaciones sin repetición de n elementos n la clase p  desig
naremos por el símbolo "Cp. Las combinaciones de cualquiera cla
se pueden formarse de las de la clase precedente, añadiendo á 
estas todos los elementos que no contienen. De esta manera, de cada 
una de las ”CP_ , combinaciones de la clase p — 1, tendremos 
n—(p—l)= n —p-|-l nuevas, ó bien tendremos(n—p + 1 ). °Cp_ j  
combinaciones de la clase p . Pero cualquiera de estas combina
ciones recien formadas vendría p  veces; porque, la combinación 
abed, por ejemplo, que pertenece á la 4* clase, se forma

como de aljc por d  
así también de abd por e 

y de acd  por b 
y  de bed por a.

Luego, el número de combinaciones arriba encontrado, tienO 
que dividirse por p  y  será

* C f =  n~ P + 1 > Cp— I (1)

El número de combinaciones de la 1’ clase es igual al nú
mero n de los elementos, es decir,-tenemos ”C ,= n . Se bailarán 
los números de las otras clases, sustituyendo en (1), 2,3, 4, 5. . .  .p 
en lugar de p :

cC 1==n = ”-
,n  n —1 nr, _ n (n —1)

------Y72-----
— n—2 _ n(n—l)(n —2)
------ g— • '-'2
__ n—3 nr, __n(n — l)(n—2)(n— 3)
— r  ■ ----------o i i

(2)
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y será «n general:
„r  _  n(n—l)(n—2) (n—3 ) . . . .

1 .2 .3 .1 .. .  p
(n- (S)

El último símbolo se pronuncia simplemente: n encima Je p.

II. Caso: combinaciones con repetición. E l número do las com
binaciones con repetición de n elementos á la clase p designare
mos por el símbolo *KP. Las combinaciones do cualquiera clase 
p  pueden formarso de las de la clase precedento, añadiendo d 
estas todos tos n elementos dados y ademas todos los p— 1 elementos 
que contienen. Luego, cada una de las "K j.., combinaciones do 
la clase p— 1 nos suministraría n+ p — 1 nuevas de la clase p, y 
seria el número de combinaciones quo se busca, =  (n +  p— 1) "Kp _ , .  
Pero cualquiera de estas combinaciones nuevas se encontraría p  
veces; porque la combinación aaabbcd, por ejemplo, quo pertenece 
á la 71 clase, se formaría

de aaabbc por i  ,

aoaMi b V Por ^°8 elementos dados.
aabbcd a '

- ademas Je aaaficd b 1 p01. |0(J elementos quo contiene 1»
aabbcd i \ comúinacion anterior misma.

Luego el número do combinación arriba encontrado, ba de 
dividirse por y resulta:

«k „ = e + p= ! ■K, (4)

Aquí es también *K, = n , luego por sustitución do 2,3, 4, 5.. p 
en lugar de p  se sigue:

■ K ,=  n

■K,= 5 ± l .“K l= 5 Í iH .)
•ir __n-f-2 _n(n+ l ) (n + 2 )  1
'n'3-------‘ J 2 3

»tt __n + 3  _ n ( n + 1) (u + 2) (n +3)
• ‘ ^ T ‘ K¡>-------------0 X 4 -----------

(5)

y en general:
■tj __ p(D~)~l) (n +  2) (n + 3) . . .  .(n +  P—1) /ct

H 1 . 2 . 3 4 . . .  p V ’

Corolario. Los números de las combinaciones quo contienen 
las diferentes clases y órdenes, son números figurados. Así, la ta-
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bla de las” combinaciones del índico (abcdc) que contiene 5 ele' 
mentos, suministra los números de combinaciones:

1* clase l i l i l í
1 2  3 1
1 3  6 
1 1
1

I  Caso : sin  repetición . Cada núme
ro figurado representa el número de 
las combinaciones del orden corres
pondiente, solo que están puestos á 
la inversa.

1* clase 
2* „
3a „
4“ „

1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 
1 3  6 10 15 
1 4 10 20 35

II  Caso: con  repetición . Aquí 
las series son completas.

El número de las combinaciones que contiene una clase en
tera, en el primer caso será el primero que falta en la serie si
guiente, y en el segundo caso, el último de esta serie.

Claro está, que de esta manera fácilmente puede determinar
se el número de combinación para n  elementos y cualquiera clase.

ARTICULO n i .  

Variaciones.

§ 1 5 1 .

De las variaciones en general.

Variar elementos dados es formar todas sus colocaciones 
posibles, colocándolos de uno en uno, de dos en dos, de tres 
on tres &a. en toda combinación y posición posible.

De consiguiente, las variaciones pueden distinguirse:
1) por el n ú m ero  de los elementos que contienen, y conforme 

a este número se constituirán las diferentes clases de las 
variaciones.

2) por la d iv er s id ad  de los elementos.
3) por lo p os ic ió n  d iferen te  de los mismos elementos.
Síguese de esto inmediatamente, que las variacion es p u ed en

fo rm a rse  d e  las com binaciones, p erm u tan d o  cad a  una d e  ellas, d e  toda  
m an era  posible .

Hay también variaciones sin  repetic ión  y con  repetición, según 
que puedan contener los elementos una vez ó algunas veces. 

La sintáxis tiene por objeto:
1) Determinar la  ley  d e  v ariac ión , por medio de la cual so ve

rifican todas las variaciones posibles.
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2) Determinar el número de variación, es decir, el número do 
todas las variaciones posibles, que pueden hacerse con un núme
ro dado de elementos.

- 3 8 7 —

$. 152.

Ley de variación.

Para formar y al mismo tiempo para tener bien ordenadas 
todas las variaciones que pueden efectuarse con los elementos da
dos, primeramente se escribirán todos los elementos dados en or
den natural, y estos, á la vez, formarán las variaciones do la 1" 
clase. De ellas so formarán las de la 2“ clase, é igualmente de una 
clase cualquiera, las de la clase superior inmediata:

1) cu el caso de variaciones sin repetición, afiadiendo á todas 
las variaciones de la clase precedente, uno por uno, todos los 
elementos que no contienen, y continuando hasta la última claso 
que contiene las permutaciones do todos los elementos,

2 ) en el caso de variaciones con repetición, añadiendo á todas 
las variaciones de la claso precedente, uno por uno, todos los 
elementos, aun los que contienen y continuando hasta llegar á la 
claso pedida.

Las variaciones sin repetición tienen un número limitado do 
clases; las otras no lo tionen.

I. Variaciones sin repetición, índice (abed),

1* clase a, b, c, d cuatro órdenes

2* clase ab, ac, ad 
ba, be, bd 
ca, cb, cd 
da, db, de

l r orden.
2o“ »»
3r „
4’  „

3“ clase abe, abd, acb, acd, adb, ade 
bac, bad, bea, bed, bda, bdc 
cab, cad, cba, cbd, oda, cdb 
dab, dac, dba, dbe, dea, deb

l r orden
9°-  i»
3r „
1° „

4* clase abed, abde, acbd, acdb, adbc, adeb 
bacd, bade, bead, beda, bdac, bdea 
cabd, cadb, cbad, ebda, cdnb, cdba 
dabe, dacb, dbac, dbea, dcab, deba

l r orden. 
0°
:v ”
4*’  31
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II. V a r ia c io n e s  c o n  re p e t ic ió n , índice (»be). 
1* clase a, b, c tres órdenes.

2* clase

3‘ clase

A a,

aa, ab, ac 
ba, bb, be
ca, cb, ce

1' orden. 
2‘ „
3' ..

aan, aab, aac 
aba, abb, abe 
aca, acb, acc 
ban, bali, bac 
bba, bbb, bbc 
bea, beb, bcc 
caa, cab, cao 
cba, cbb, ebe 
cea, ccb, ccc 

A a.

■ 1' orden,

■2* „

•3' „

Aa.

§ 153,

Número de variación.
I. Caso: variaciones sin repetición. El número de variación sin 

repetición de n elementos á la clases, designaremos por nVp. Fór- 
manse las variaciones de la clase p, añadiendo á todas las de la 
clase p—1, los n— (p—l)= n —p-f-1 elementos que no contienen, 
de manera que de cada una de ellas salgan n—p—(—1 nuevos de la 
clase p. Luego resulta que

■Vt= ( n - p + l ) . - V ,_ ,  (1)
Como "V i=n, para 2, 3, 4 , 5. . .  .p en lugar dep, saldrá:

“V ,= n  = n
‘V„ =  (n—1) .*V i= n (n —1)
“V, =  (n—2) .°V ,= n (n —l)(n —2)
'V 4= (n —3) .“V ,= n (n —l)(n—2)(n—3)

en general:
“Vp= n (n —l)(n—2 ) . . . .  (n -p + 1 )  (3)

II. Caso: variaciones con repetición. Designamos el número cor
respondiente de variación con repetición por "ff,. Como aquí las 
variaciones de la olase p  se forman de las de la clase p—1, añadien
do á cada una todos los n elementos dados, tendremos:

*W ,= n . “Wp—, (4)
y »iendo *W , = n , resulta:

*W ,= n  = n  
"IV 2 ■= n. ° W , =n ’
*AV,=u.”WI=n*
■AV,=nnVt= n ‘

»n general ■W .=n' (fi)
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ARTICULO IV.

A p licación  á l a  teoría ilcl b inom io «le Ncivton.

§. 154 .

Producto do varios binómios.

L a multiplicación de varios binomios que tienen un m¡6£uo 
primer término, conduce á estos resultado«:
( r + a )  ( x + b ) = x ’ + *  ¡ x + a b  

a
x J- f  abe

abe

*H -2 a
bed

x +  abed

(x -f  a) (x-fb) ( x + c )= x 5 + b  
c .

ab
, ' nc

(x + a )(x + b )(x + c )  ( x + d ) = x ‘+ £  j x * + £ ¡
d | bd 

cd
Se ve pues:
1) El desarrollo contiene las potencias enteras decrecientes 

de a1, siendo el esponente mas alto igual al número de los fac
tores á la izquierda y el mas bajo igual á cero.

2) El coeficiente del primer término constantemente es la 
unidad. Los otros coeficientes son las sumas de todas las combi
naciones sin repetición á la I a, 2*, 3“, 4* clase, siendo los elementos 
que se combinan los segundos términos de los binomios dados 
para multiplicarse.

Según esto, si convenimos en representar por Sp la suma do 
todas las combinaciones sin repetición que pueden efectuarse con 
los n elementos a, b, c. . .  . n, componiéndolos de p  en p, tendremos, 
como muy probable, el producto de los n  factores

(x + a )  (x + b )(x - j - c ) .. . . ( x + m )(x + n )

= x * + S  ,x—* +  S2x- 2 + S  . x-  *+ .. •+SIx,; - p+ . . ,- f S -

Multiplicaremos esta ecuación con otro binomio (x-f-q) de 
manera que tengamos n + 1  factores, y resulta

(x +  a )(x + b )(x -f c ) . . .  (x +  n)(x +  q)

= x ** í+ S lx*-fSax-> +  . .+S „x -'*  ' +  ... ,+S.x | (/S)

+qx* + as ,x *-1+■ ■ + q S „ , x*-i~ 1 -f. .+ qs._ ,x+qs.

.x+S .|
( a )
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Sumando los términos semejantes, se re que

S . —q= ( a—}-b + c  + . . .  .-j-m4-n)-j-q

es la suma de todas las combinaciones de los n-j-1 elementos á 
la 1* clase, y designando las sumas de estas combinaciones do 
cualquier clase por S', tendremos que S 1-j-q = S 'l.

Ademas, será

S , + q S , =  (ab-j-ac+ ad-j----mn)-j-(a-j-b-f c - f ___ n)q

os decir que á la suma de todas las combinaciones de la 2* clase, 
que suministran los n elementos a, b, c. . .  .n, se añaden las combi
naciones aq, bq, cq . . . también de la 2* clase y que faltan para 
producir todas las de los n-j-1 elementos a, b, c. . .n, n. Luego se
rá S«-(-qSi=S, s.

Be la misma manera será en general

Sp+q8p_ l =  S'p (y )

Porque Sp contieno reunidas todas las combinaciones dife
rentes y posibles de los n elementos a, b, c ___n de la clase p, y
Sp_ , todas las de la clase p—1, y multiplicadas las últimas por q, 
producirán también combinaciones de la clase p, y estas todas di
ferentes unas do otras y todas las posibles que han do añadirse 
para producir todas délos n-j-1 elementos a, b, c . . . .m, rt, q.

Finalmente, el último término qS„ equivale á S'„ + , ;  porque 
S„ no contiene sino una combinación que es el producto de los 
« elementos a,b,c....m,n entre sí, lo que multiplicado por q, 
produce la única combinación de los n-j-1 elementos a, b, c . . . .  
m, n, q á la clase n-j-1.

De consiguiente, la ecuación (/?) se convierte eu

(x+a) (x +  b)(x—j—c ). . . .  (x-j-m )(x+n)(x+ q)

=x"-t- '- f S ',x " + S '2x”—' + . . .  .+ S 'p X » -^ ‘- j - . . .  .-j-S'pX+S'.* ,

ecuación que se deduce inmediatamente de («), suponiendo n-j-1 
factores en lugar de n factores; porque con esta suposición se 
muda n en n-j-1, y S en S!, es decir que las combinaciones de n 
elementos se convierten en las de n-j-1 elementos.

Concluimos, que la ley representada por la ecuación (a) será 
verdadera para n-j-1 factores binomiales, si lo es para n, 6 bien 
que se verificará para un factor binomial mas, si se verifica para 
un cierto número de factores.

Pero dicha ley se cumple en el caso de 2, 3, 4 factores, como 
se ha visto al principio de esto §; luego se cumplirá también para 
5 factores, luego también para 0, luego también para 7 Aa, es de
cir, que tenemos para cualquier número «  de factores:
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( i+ a ) (x + b ) (x + c ) . . .  .(x + n ;

• ■ .+ S ,x —r-f ...+ S .^ ,x + S .

§. 155 .

Potencias del binòmio para esponentes enteros-

Supongamos abora que en la última ecuación (1) del § preceden
te, todos los segundos términos de los binomios sean iguales

b = c = d = . . . .  «= m = n = a
y tendremos

(x + a)* = x ”-)-S1x,,- 1+ S Js “- i - l ------- -fS px » -!'- t - ...-f -S .- ,s+ S . (a)

Pero las sumas S t, S„, S0 . . . .  no ya contienen sino sumandos 
iguales, y tantas veces cuantas se combinan «  elementos distintos:

Sx=a-f-a-|-a-|-.........= nC i.a  = ( ] [ ) • »

S a= a a +  aa+aa-f- . .= ° C a ,a * = ^ 2 ^ 0,2

S 3= a a a -f-a a a + -----= DC, a 3

S,=aaaa-{-aaaa-|-.. = nC» . a , = ^ ^ . a *

S ,= a r-f-af+ a--|------- = nCc. a ' = ( “ ) .a "

De consiguiente, la ecuación (a) toma la forma

(x+ a)n= X" + ( i ) « n- ' +  ( “ ) a ’ xn- H ( 3 ) a 3x « - > + . . . - f ( “ ) a n
(2)

El segundo miembro déla fórmula contieno n-f 1 términos, 
todas las potencias enteras decrecientes do r y  crecientes do a, 
desde la n,lm* basta la potencia con el espolíente cero, de manera 
que la suma de los esponentes en cualquier término sea = n . Ade
mas, el primer coeficiente es la unidad y los otros son los núme
ros de combinación sin repetición de n elementos á la 1*. 2*, 3*, 
4* . . . . ? ¡ rtm‘ clase. La «•'“  clase de estas combinaciones no contiene 
Bino una, la cual es el producto de todos los »  elementos dados,
y por consiguiente será ol último coeficiente también iguala 
la unidad como «1 primero.
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El término general de la serie es [§ 150 fórm. (4)]:

T „ . ,=  p en donde
/n \ _j ( n —l)(n -2 )(n —8 ) ..  ■ .(n—p+1)
W  I - 2-3 . 4 .............. (p - l )p

La última fórmula representa el coeficiente del término ge
neral, que tiene el lugar p + 1.

Éste teorema ya conocido del § 62 y llamado teorema bino- 
miai de Newton, conformo á la demostración, vale paro cualesquie
ra valores do r, y a, y para valores positivos enteros del esponen
te n. Toma la forma mas sencilla, si se pono x = l  y a; en lugar 
de ai

( l+ x ) ° =  1 +  ( ? )  s +  ( £ ) * * + ( $ ) * » + . - .  - - + ( “) * *  <*>

—¿92—

§. 156.

Propiedades de los coeficientes binomiales.

Ademas de las propiedades ya indicadas, se lian de notar
las siguientes:

1* El coeficiente general que está en (3) puede escribirse en 
la forma

/ n\ n(n—l)(n—2)(n— 3 ).. (n—p + 2) n—p + 1  . . .
\ p / 1.2 .3 .4 ... .  (p—1) p K 1

Pero el primer quebrado del segundo miembro es
á saber el coeficiente del término precedente, lo que se ve, escri
biendo p—1 en lugar de p en la segunda ecuación (3). Luego 
resulta

<5 ’ >

Obsérvese ademas, que en el último quebrado de (5) el nu
merador n—p + 1  es el número entero inferior inmediato que se 
sigue al último factor n—p + 2  del primer quebrado, y que el 
denominador p  es superior inmediato de p—1 que es el ultimo di
visor del primer quebrado. Luego de (5) se sigue:

Vn coeficiente cualquiera desde el tercero, se deriva del prece
dente, añadiendo por factor en el numerador el número entero infe
rior inmediato, y en el denominador el número entero superior in
mediato.

Díccso “desde el tercero”, porque el segundo se forma abso
lutamente del esponente é indicador ( ? )  = ?  , y el primero es ( ? )
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= 1 ,  sin seguir esta regla.
Por consiguiente, serán los coeficientes:

(n \ _ 1 . / n \ _ n .  /n\__n(n—
o h 1 ' \ l )  í ’ \ 2 f ------- t t

1) . / n \ _ n(e— l)(n —L>). 
\ 3 / 1.2.3

/n\_n(n— l)(n— l)(n —3) . [ u\ u(n— l)(n— 2)(.n— 3)(n—3) c,
U /  L.2.3.4 ’ \5/ — 1,2.3.4.5 1 '

2° De esta manera, los coeficientes se forman según la tabla 
siguiente:

© ‘ ( i ) *  ( ? )>  ©  ( . - = ) ;  < ¿ . ) >  © ¡
(«>

i  • “  • H n i • 'irr? . _ 3 __  2 - 1 i
’ í  ’ 2 ’ 3 ’ ’ ' n—2 ’ n— 1 ’ n

\
es decir, qué para formar cualquier coeficiente binomial, so lian 
de multiplicar entro sí todos los términos de la segunda serio 
basta el lugar que tiene aquel en la primera.

En la segunda serie los numeradores van decreciendo desdo 
n hasta 1, y los denominadores creciendo desdo 1 basta n

Ademas, los primeros quebrados de la misma serio son ma
yores, y los últimos menores que la unidad, do donde resulta: 

Los coeficientes binomtales van en aumento hasta un máximo, y 
después de él van en diminución.

3° Multiplicando entre sí todos los quebrados do la segunda 
serie (a), el resultado será la unidad, es decir que tenemos

= 1 =  ó bien qite el último coeficiente binomial, como 
el primero, vale la unidad.

Cualquier coeficiente binomial do la primera serio (« ) multi- 
pbeado por el quebrado, que está á su derecha en la segunda, 
produce por producto el coeficiente binomial que se sigue. Luego 
tenemos

( n - l )  l  - ( ¡ ; )  =  1  ; de donde |( ■ í h h - h ( ? )

( n i )  £ = H „ b , M i ) . ............( : . í ) = ( ? ) - ! t h ( ? )

............( ( ? )

(n — 4 )  n=5f ( 1 1 - 3 )  ( 3 ) .............. ( ; ? )

y en general ( j L p) = ( £ )
es decir, que dos coeficientes hinomialcs son idénticos si tienen res-
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pcctivamente igual distancia del primero xj último.
Luego, para calcular los valores numéricos de los coeficientes 

binomiales, bastará buscar los de la primera mitad del desarrollo, 
pasada la cual se repiten en orden invertido.

Importa observar, que cada coeficiente viene dos veces, si el 
esponente n es impar y el número do términos es par; pero que 
existe un coeficiente medio, que viene una sola vez, si el esponente 
n es par, y el número de términos es impar.

4‘ Póngase en (4) x = l  y será

2n =  1 +  ( j ) + ( 2 ) + ( 131) + - •■ ■ +  ( “)  (6)

es decir, que la sxima de todos los coeficientes binomiales de la n“"* 
potencia, equivale á la n’1“* potexicia de 2.

Si en (4) se escribe x =  —1, resulta

de donde

H - G M O + G h  ■ ■ • ■ = ( :)+ ( !)+ © + • •  <»
luego: la suma de los coeficientes binomiales que tienen un lugar im
par ¡ es igual á la suma de los que tienen un lugar par.

Cada uno de los miembros en (7) os la mitad del segundo 
miembro en (0), lue¡jo será cada uno de ellos = i . 2n= 2 n— 1 y por 
consiguiente igual a la suma de todos los coeficientes de la n—l r* 
ó de la potencia que precede.

5“ Si sumamos dos coeficientes consecutivos, tendremos en 
virtud de la ecuación (o*):

A H G H A M p- i) •==t±M A )  ■ =£
y como 

será

Pero el último quebrado resulta de la segunda fórmula (3), si 
so escribe n-f 1 en lugar do n, luego será

(hKHT) 181
es decir, que la suma de dos coeficientes binomiales consecutivos de 
la n’""* potencia da el coeficiente binomial de la n-f l "  potencia que 
tiene en el desarrollo el mismo lugar que el último de aquéllos.

r  n __n(n—1) (n—2) (n—3), , ,  ,(n—p+2)
V P — l j  I.2.3.4.... (p— 2) .(p— 1)
(  n \ , /n\ (n+11 n(n—1) (n—2 ) . . ,  ,(n—p+21
\P— í)~r \\V 1.2.3.4....(p— 2) (p-l)p

FIN.
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Nombro«;
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