


САНКТ�ПЕТЕРБУРГ•МОСКВА•КРАСНОДАР
2010

И. Н. БРОНШТЕЙН
К. А. СЕМЕНДЯЕВ

СПРАВОЧНИК
по МАТЕМАТИКЕ

для инженеров
и учащихся втузов

У Ч Е Б Н О Е  П О С О Б И Е



© Èçäàòåëüñòâî «Ëàíü», 2010
© È. Í. Áðîíøòåéí, Ê. À. Ñåìåíäÿåâ, íàñëåäíèêè, 2010
© Èçäàòåëüñòâî «Ëàíü»,

õóäîæåñòâåííîå îôîðìëåíèå, 2010

ÁÁÊ 22.1ÿ2
Á 88

Áðîíøòåéí È. Í., Ñåìåíäÿåâ Ê. À.
Á 88 Ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòèêå äëÿ èíæåíåðîâ è

ó÷àùèõñÿ âòóçîâ: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. — ÑÏá.: Èç-
äàòåëüñòâî «Ëàíü», 2010. — 608 ñ.: èë. — (Ó÷åá-
íèêè äëÿ âóçîâ. Ñïåöèàëüíàÿ ëèòåðàòóðà).

ISBN 978-5-8114-0906-8

Ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòèêå È. Í. Áðîíøòåéíà è
Ê. À. Ñåìåíäÿåâà âûäåðæàë ìíîæåñòâî èçäàíèé. Áëàãî-
äàðÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ, ïîëíîòå è óäà÷íîìó ïîñòðî-
åíèþ ìàòåðèàëà îí ïðî÷íî çàâîåâàë ïîïóëÿðíîñòü íå
òîëüêî â Ðîññèè, íî è çà ðóáåæîì. Ñïðàâî÷íèê ïðåäíàç-
íà÷åí ñòóäåíòàì òåõíè÷åñêèõ âóçîâ, èíæåíåðàì è âñåì,
êòî ñåðüåçíî èçó÷àåò ìàòåìàòèêó.

ÁÁÊ 22.1ÿ2

ЛР № 065466 от 21.10.97
Гигиенический сертификат 78.01.07.953.П.007216.04.10

от 21.04.2010 г., выдан ЦГСЭН в СПб

Издательство «ЛАНЬ»
lan@lpbl.spb.ru; www.lanbook.com; 192029, Санкт�Петербург,

Общественный пер., 5. Тел./факс: (812)412�29�35, 412�05�97, 412�92�72.
Бесплатный звонок по России: 8�800�700�40�71

ГДЕ КУПИТЬ
ДЛЯ ОРГАНИЗАЦИЙ:

по России и зарубежью
«ЛАНЬ�ТРЕЙД». 192029, Санкт�Петербург, ул. Крупской, 13

тел.: (812) 412�85�78, 412�14�45, факс: (812) 412�54�93;  ICQ: 446�869�967
e�mail: trade@lanpbl.spb.ru; www.lanpbl.spb.ru/price.htm

в Москве и в Московской области
«ЛАНЬ�ПРЕСС». 109263, Москва, 7�ая ул. Текстильщиков, д. 6/19

тел.: (499) 178�65�85; e�mail: lanpress@ultimanet.ru

в Краснодаре и в Краснодарском крае
«ЛАНЬ�ЮГ». 350072, Краснодар, ул. Жлобы, д. 1/1

тел.: (861) 274�10�35; e�mail: lankrd98@mail.ru

ДЛЯ РОЗНИЧНЫХ ПОКУПАТЕЛЕЙ:
интернет�магазины:

Издательство «Лань»: http://www.lanbook.com
«Сова»: http://www.symplex.ru; «Ozon.ru»: http://www.ozon.ru

«Библион»: http://www.biblion.ru

Обложка
А. Ю. ЛАПШИН



Предисловие к первому изданию . 
Предисловие к третьему изданию . 
Предисловие к десятому изданию . 
Математические обозначения ... 
Латинский и греческий алфавиты . 

СОДЕРЖАНИЕ 

ОТДЕЛ ПЕРВЫЙ 

ТАБЛИЦЫ И ГРАФИКИ 

i, Таблицы 

А. Таблицы основных (элементарных) функций .. 

Б. Габлицы специальных функций... 

19. 
. Бесселевы (цилиндрические) функции .. 
. Полиномы Лежандра (шаровые функции) 
. Эллиптические интегралы ........ 
. Интеграл вероятности .. 

Элементарные функции ... 

1. 
2. 
3. 
4, 

. Некоторые степени чисел 2,3 HH. we 
. Десятичные логарифмы...... 
. Антилогарифмы „еее о. 
. Натуральные значения тригонометрических функций. 
. Показательные, гиперболические и тригонометрические функ- O

E
 

N
O
R
 

E
R
N
S
T
 

. Показательные функции (для x oT 1, 

. Натуральные логарифмы . ..... 

. Длина окружности диаметра Ч... 
. Площадь круга диаметра @ .... 
. Элементы сегмента круга ..... 
. Перевод градусной меры в радианну 
. Пропорциональные части. ..... . 
. Таблица для квадратичпого интерполирования 

. Некоторые часто встречающиеся постоянные 

. Квадраты, 

. Степени целых чисел от п == 

. Обратные величины „еее 

кубы, корни... 
=| до n= 100. . 

e 

Факториалы и обратные им величины ... 
e 

о о зофо 

ции (для x от 0 до 16).......... 

Гамма-функция „ее... .. 

® e e e e e e e 

|. Графики 

‹ © ооо фофоф 

Многочлены . 2 ee ео ооо 
Дробные рациональные функции... 2 6 © 
Иррациональные функции ..... te 
Показательные и логарифмические функции . 

5. Тригонометрические функции « 0 «oe eo 

e 

e 

ee 

e 

e 9 e e e



4 СОДЕРЖАНИЕ 

6, Обратные тригонометрические функции . 
7, Гиперболические функции... ce ee 
8. Обратные гиперболические функции. 

Б. Важнейшие кривые . . 
9. Кривые третьего порядка. « oe eo ee we ew we we 
10. Кривые четвертоге порядка . 2. ee we we 

Циклоиды „еее ооо > 
2. Consonant cet we ооо * 
13. Некоторые другие кривые . «eee ee ee ewe 

ОТДВЛ ВТОРОЙ 

ЭЛЕМЕНТАРНАЯ МАТЕМАТИКА 

. Приближенные вычисления 

. Правила би ВЫЧИСЛЕНИЙ „фене 
2; Приближенные формулы. .... ооо * 
3. Счетная линейка ..... сое ое 

П. Алгебра 

А. Тождественные преобразования . 1.1. ee ee ewe 
1. Основные понятия . «6 2 ew oe 
2. Целые рациональные выражения „ф.о 
3. Дробные рациональные выражения ........ 
4. Иррациональные выражения: — преобразование 

и корней... 
степеней 

$. Показательные и логарифмические выражения . «eo ee ew 

Б. Уравнения .. 1 ww ee we ewe ee te ew we we wr res 

6. Преобразование алгебраических уравнений к канонической 
форме „еее eee eee eee eens 

7. Уравнения 1-й, 2-й, 3-Й и 4-й степеней. . 
8. Уравнения п-Й степени „еее 
9. Грансцендентные уравнения ....... 

10. Определители (детерминанты) ....... 
li. Решение системы линейных уравнений . 
12. Система уравнений высших степеней... 

8. Дополнительные главы алгебры +. - 2 we ee . 

13. Неравенства... еее еее . 
14. Прогрессии, конечные ряды и средние величины 
15. Факториал и гамма-функция «oe ee ee ee ees 
16. Соединения . we wee er we we eee eee rere 
17. Бином Ньютона «2 ee ee eee ee ee eo oe 

Hl. Геометрия 

Планиметрия „ооо ооо 
\. Плоские фигуры eee eve ee eee ооо 

Б. Стереометрия .. еее оно 

2. Прямые и плоскости в пространстве . 
3. Пространственные углы . 6 + ee es 
4. Многогранники +... 
5. Круглые Tela... ee cece rere e

e
e
®
é



СОДЕРЖАНИЕ 

1У. Тригонометрия 

А. Прямолинейная тригонометрия .. 
1. Тригонометрические функции cee eee ee 
2. Основные формулы тригонометрии. .... 
3. Синусоидальные величины соевое 
4. Решение треугольников. ..... 
5. Круговые (обратные тригонометрические) функц 

Б. Сферическая тригонометрия. (еее... 

6. Геометрия на сфере ..... соо 
7, Решение сферических треугольников . 6 « 6 « « 

В. Гиперболическая тригонометрия „еее... 

5. Гиперболические функции .... 

e 

® 

ИИ 

9. Основные формулы гиперболической тригонометрии. 
10. Обратные гиперболические функции 
ll. Геометрическое определение гиперболических фу 

ОТДЕЛ ТРЕТИЙ 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

|. Аналитическая геометрия 

А. Геометрия на плоскости..... ово 
1. Основные понятия и формулы .. 
2. Прямая линия 

. Окружность ... 

. OMMUNC 2 1 ww ww 
. Гипербола . 2. ee ee eee es 
. Парабола . „еее. 
. Кривые 2-го порядка (конические сечения) 

$ о $ © 

e e e e ® e e e e e e e e e 

e e e e e e e e e e e e 

e e es e e e e e e e e 

e e e e e 

e 

= 
© 

СЛ
 

4 
Go

 

Б. Геометрия в пространстве. „еее. о. 

8. Основные понятия и формулы . . 2 ee ee ee 
9. Плоскость и прямая в пространстве .... 

10. Поверхности 2-го порядка (канонические уравнения). 
ll, Поверхности 2-го порядка (общая теория) .. 

|. Дифференциальная геометрия 

А. Плоские кривые ........ 

. Способы задания кривой ..... 

. Локальные элементы кривой... 
. Точки специального типа. .... 

. Общее исследование кривой по ее уравнению 

“
I
D
O
 

C
O
N
 

> Q
 я & я | о = Е 

Б. Пространственные кривые ..... 
8. Способы задания кривой ...... 
9. Сопровождающий трехгранник..... 

10. Кривизна и кручение... + eee cee 

В. Поверхности. „еее 
11. Способы задания поверхности . . 2. ee ew ec 
12, Касательная плоскость и нормаль 2 2 ee oc 

ВКЦИ 

° 

Й



6 СОДЕРЖАНИЕ 

18. Линейный элемент поверхности... ee ee eee ee 
14. Кривизна поверхности 2.6. ee ee ee ee eee eee e 
15. Линейчатые и развертывающиеся NMOBeEPXHOCTH. «2. oe 
16. Геодезические линии на поверхности. . . «eee eee 

ОТДЕЛ ЧЕТВЕРТЫЙ 

ОСНОВЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 

1. Введение в анализ 

1. Действительные числа... еее» 
2. Последовательности и их пределы «oe ee ee ew ew ee 
3. Функции одной NepeMeHHOH ...... еее. 
4. Предел функции... еее 
5. Бесконечно малые величины еее. . ... 
6. Непрерывность и разрывы фуипкций ........ ... 
7. Функции нескольких переменных . . 2... 1.2 ee еее. 
8. Числовые ряды „еее на 
9. Функциональные ряды... еее 

И. Дифференциальное исчисление 

1. Осповные понятия . еее иене 

2. Техника дифференцирования . еее еее. 
3. Замена переменных в дифференциальных выражениях 
4. Основные теоремы дифференциального исчисления 
4. Нахождение максимума и минимума... ..... . 
6. Разложение фуикций в степеиные ряды ....... 

ИТ. Интегральное исчисление 

A Неопределенные интегралы. ........ еее 

1. Основные понятия н теоремы „еее... 
2. Общие правила интегрирования ........ 
3. Интегрирование рациональных функций .... 
4. Интегрирование иррациональных функций. ... 
5. Интегрирование тригопометрических функций. . 
6. Интегрирование других трансцендентных функций 
7. Таблица неопределенных интегралов. .... ... 

Б. Определенчые интегралы ....... сезоне 

8. Основные понятия и теоремы ..... ооо ео 
9. Вычисление определенных интегралов. . 2 6 we ew ww о. 
10. Приложения определенных нитегралов . . 2... ee о 
11. Несобствениые интегралы (.......... ce ee 
12. Интегралы, зависящие от MapameTpa....... oo we 
13. Таблица некоторых определенных интегралов . 

В. Криволинейные, кратные и поверхностные интегралы. . 
14. Криволинейные интегралы первого типа see 
15. Криволинейные интегралы второго типа „еее... 
16. Двойной и тройной интегралы соо. 
17. Вычисление кратных интегралов . . 2. 2 2 ee ee ews . 
18. Приложения кратных интегралов. „еее... 
19. Поверхностные интегралы первого типа . 2... ee ee 
20. Поверхностные интегралы второго тниа . 2. 2 2 ew ew 
21. Формулы Стокса, Грииа и Остроградского-Гаусса .... о 

© 
© 

© 
© 

© 
е
о



i. 

А. Обыкновенные дифференциальные уравнения .. 
. Уравнения 1-го порядка.... . . 
. Уравнения высших порядков и системы ‘уравнений. oe ee 
. Решение линейных дифференциальных уравнений с nocToaH- 

0
о
0
-
 

OH
 

<
 

„
р
о
 

СОДЕРЖАНИЕ 

IV. Дифференциальные уравнения 

Общие понятия. ......... 

ными коэффициентами . . . . 
. Системы линейных дифференциальных уравнений с постоян- 
ными коэффициентами .... 

. Операторный метод решения обыкновенных дифференциаль- 
ных уравнений ооо 

. Линейные уравнения 2-го порядка 2 ee ee ee we we we we ee 
. Краевые задачи. . wwe ee tt we tt ws 

Б. Уравнения в частных производных „еее 

9, 
10. 
Уравнения 1-го порядка... . еее 
Линейные уравнения 2-го порядка. „еее 

ОТДЕЛ ПЯТЫЙ 

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ГЛАВЫ АНАЛИЗА 

i. Комплексные числа и функции комплексной переменной 

1. Основные понятия „еее ... . 
2. Алгебраические действия. ... еее 
3. Элементарные трансцендентные функции” ооо 
4. Уравнения кривых в комплексной форме......... ee 
5. Функции комплексной переменной . . „еее 
6. Простейшие конформные. отображения гов . 
7. Интегралы в комплексной области .. oe 
8. Разложение аналитических функций в степенпые ряды ... 

И. Векторное исчисление 

А. Векторная алгебра и вектор-функции скаляра........ 

Б. Геория поля .. еее 

. Скалярное Moe. 2.2 ew we ee ew wee 
ВЕКТОРНОЕ MONE we eee te eee 
. Градиент . 2. ee ee ee re rr 
. Криволинейный интеграл и ‘потенциал в векторном поле 
. Поверхностные интегралы ....... ... 
. Объемное дифференцирование . 2 ee ee we ew eee 
.Дивергенция векторного поля . we ee on 
. Ротация векторного поля... .. ee 

17. 

. Основные понятия „еее еее 

. Умножение векторов... .. . . 

. Ковариантные и контравариантные координаты вектора .. 

. Геометрические приложения векторной алгебры . еее 

. Векторная функция скалярной переменной. ...... 

. Операторы у (Гамильтона) (ау) и А (Лапласа). 

. Интегральные теоремы ..... еее . 

. Безвихревые и соленоидальные векторные ПОЛЯ 
Уравнения Лапласа и Пуассона „еее 

438 
438 
449 

453 

455 

458 
463 
468 

470 

470 
476



$ СОДЕРЖАНИЕ 

Ш. Ряды Фурье (гармонический анализ) 

1, Общие сведения .... e e e e e e e e e e « e-¢o e e e e e e 549 

2. Таблица некоторых разложений в ряд Фурье. ....--« 554 
3. Приближенный гармонический анализ „еее о 9 о 558 

ОТДЕЛ ШЕСТОЙ 

ОБРАБОТКА НАБЛЮДЕНИЙ 

1, Основы теории вероятностей и теории ошибок 

I, Теория вероятностей . 2. 6 ee we et te ee ew с 562 
2. Теория ошибок . . съ. ew et we ee ee we et we ee ee 965 

I], Эмпирические формулы и интерполяция 

1. Приближенное изображение функциональной зависимости. . 571 
2. Параболическая интерполяция . „оон ww 574 
3. Подбор эмпирических формул „еее. о OS 

Указатель литературы „еее ново ь о 989 
Алфавитный указатель. . „еее ео о 989 

Приложение (вкладка). Габлица пропорциональных частей 



ПРЕДИ СЛОВИЕ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ 

Задача, которая стояла перед нами — дать в небольшом по объему 
справочнике основные сведения по математике, необходимые в учебной 
и практической работе инженерам и студентам втузов, — была чрезвы- 
чайно трудной. Стремясь к краткости изложения, мы все же пытались 
сделать справочник доступным, удобным для пользования и, по воз- 
можности, математически строгим (в той мере, в которой эту стро- 
гость следует предъявлять к инженерам). 

Следует иметь в виду, что это — не учебная книга, не краткий кон- 
спект учебника, а справочник. Поэтому в нем нет той систематичности, 
которая должна быть в учебнике. Читателя не должно удивлять, что, 
например, правило Лопиталя попало в параграф о вычислении преде- 
лов, стоящий в главе «Введение в анализ», помещенной перед понятием 
о производной, а сведения о гамма-функцин даны в главе «Алгебра» 
непосредственно после понятия факториала. Takux «несообразностей» 
в справочнике очень много. Поэтому при желании получить ту или 
иную справку читателю рекомендуется пользоваться не только огла- 
влением, но и алфавитным указателем, помещенным в конце книги. 

сли в тексте справочника упоминается вопрос, более подробно 
освещенный в другом месте справочника, то об этом делается указание 
в виде ссылки на соответствующую страницу; если же дается указание 
на другую литературу, то приводится только автор книги и та страичца 
справочника. где приведены полные библиографические сведения о 
книге («Указатель литературы» в конце справочника}. 

В справочнике возможны недостатки: в полной мере они могут 
быть обнаружены только в практической работе. Поэтому мы обраша- 
емся с настоятельной просьбой ко всем, пользуюшимся справочником, 
писать в издательство (Москва, Орликов пер., 3, Гостехиздат) о всех 
недостатках, которые будут замечены. Все замечания будут учтены 
в следующих изданиях справочника. 

Выражаем глубокую признательность товарищам А. М. Лопшицу, 
М. Н. Олевскому и М. Г. Шестопал, просмотревшим в рукописи от- 
дельные главы справочника и внесшим ряд ценных указаний. 

И. Бронштейн 

К. Семендяев



ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ 

Для третьего издания был почти заново написан отдел [У — 
«Основы математического анализа» и внесено много дополнений в 
другие отделы. Исправлены замеченные ошибки и опечатки и пере- 
смотреи указатель литературы. 

Параграфы 8—10 главы «Дифференциальные уравнения» (краевые 
задачи и уравнения в частных производных) в основном написаны 
М. Р. Шура-Бура. 

Выражаем благодарность многочисленным читателям, приславшим 
свои отзывы и сделавшим свои замечания и указания на ошибки и 
дефекты в предыдущих изданиях Справочника. Просим читателей содей- 
ствовать своими отзывами дальнейшему улучшению Справочника при 
его переизданиях. 

И. Бронштейн, 
К. Семемдяев. 

ПРЕДИСЛОВИЕ К ДЕСЯТОМУ ИЗДАНИЮ 

Десятое издание, печатаемое с матриц, не отличается от преды- 
дущих, Исправлены замеченные опечатки и заново составлен указатель 
литературы. 

о времени выхода третьего, переработанного издания книги прошло 
более 10 лет. За это время применения математики в технике стали 
глубже и разнообразнее, и содержание «Справочника по математике» 
уже не удовлетворяет полностью потребностям инженеров сегодняшнего 
дня. Многие читатели обрагаются к нам с пожеланием включить в него 
новые разделы и главы. В немецком переводе книги издательство 
«Teubner» дополнило ее сначала главой «Вариационнсе исчисление», 
а в следующем изданин — разделом «Интегральные уравнения». Имеется 
и много других разделов математики, которые не менее важны инже- 
нерам и учащимся втузов («Линейная алгебра», «Программирование» 
ит. д.). Справочник, включающий все эти разделы, уже невозможно 
выпускать в одном томе, 

Новое издание «Справочника по математике» должно, по нашему 
мнению, отличаться от настоящей книги не только наличием дополни- 
тельного материала. Старый материал должен быть переработан и 
перераспределен — если бы мы начинали писать книгу теперь, то она 
во многом была бы другой. Осуществление этого издания потребует 
еше очень большого времени. 

И. Бронштейм, 

К. Семендяев



МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ * 

1. Соотношения величин 

равно 
тождественно равно 
не равно 
приближенно равно 
меньше 
больше 
меньше или равно 
больше или равно WI

AV
A 
а
и
 

| Алгебра 

абсолютная величина числа a 

(плюс) — сложение 

(минус) — вычитание 

- или Х умножение, папоимер: a@- Ob или a X 0; знак умноже- 
ния часто опускается, например: ab 

a 
+
 

или — деление (a $0 или +) 

all а в степени т 

У" квадратный корень, например: Va 

п n 

v_ корень я-й степени, например: Va 
log, логзрифм при основании 6. например: 5 = logs 32 

(стр. 134) 

lg десятичный логарифм, например: 2 = lg 100 (сто. 134) 

In натуральный логарифм, например’ | = ше (стр. 134) 

(), £1 &{} скобки (последовательность действий) 

| факториал, например: а!; 61 =1.2.3.4.5. 6 == 720 
{стр. 161) 

ПТ. Геометрия 

перпендикулярно 

| параллельно 
равно и параллельно 

etree 

* В скобках ухазываются страницы справочника, где соответствую- 
щие понятия разъяснены.
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~ подобно, например: Д ABC ~ A DEF 
A треугольник 
Z угол (иногда <), например: £ АВС, <5 ABC 

< дуга, например: АВ 

минута например: 32°14’11”’,5 
градус угловые или дуговые, 

секунда 

1У. Тригонометрия, гиперболические функции 

sin CHHYC 
COS KOCHHYC 
tg тангенс . 119 
ctg котангенс (стр. 179) 
Sc секанс 
csc косеканс 

Arcsin арксинус 
Arccos арккосинус 
Arctg арктангенс (стр. 183) 
Arcctg арккотангенс 

arcsin главное значение арксинуса \ 
arccos > арккосинуса 
arctg > > арктангенса (стр. 188 
arcectg > » арккотангенса 

sh синус гиперболический | 
ch косинус гиперболический 
th тангенс гиперболический 
cth котангенс гиперболический (стр. 198—194 
sch секанс гиперболический 
esch косеканс гиперболический 

Arsh ареа-синус гиперболический 
Arch ареа-косинус гиперболический (стр. 196) 
АЦП ареа-тангенс гиперболический р. 
Arcth apea-KoTaprenc гииерболический 

У. Обозначения констант 

const постоянная величина (константа) 
п == 3, 141559... отношение длины окружности к диаметру (стр. 
= 2'71828, ves основание натуральных логарифмов (erp. 278) 

С == 0.57722... эйлерова постоянная (стр. 273) 

VI, Математический анализ 

lim предел (стр. 267, 276) например: 
> стремится к 1\М№ 
оо бесконечность lim (1 +x) == @ 

№ > © 

> сумма 

R 
> сумма, в которой $ изменяется OT 1 до п 

i= | 
(eC) обозначения функций, например: У = f (x), 

и= фах, у, 2) 

169)



& 

a 

dy dy | т. д. 

о ee Ld IV, ИЛИ 

299 

d d2 

ах! ах? 

р 

, и и 

bees Sex: fey 

Или 
д 02 
ox’ дх?'" Ox OV 

3
.
.
.
 

в 
<
 

O
D
 

a 
“
—
 

<
<
 

г 
—
—
 
a
e
)
 

—
5
 
e
e
)
 

—
 

# (иногда /) 

В (а) 
1 (а) 
[aj 
arg а 

а 

Loa 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 13 

прирашение, например: Ax 
дифференциал, например: dx (стр. 304) 

частный дифференциал, например: аи (стр. 304\ 

обозначения последовательных производных от 
функции одного переменного: например, от функ- 

ции y= fix): fx), £00, 7°"), ПУ, У, у", 
У, УМ, у, У, У (erp. 302, 305) 

первая производная, _ dy dy 
вторая производная например: ae axe ИТ. д, 

ит. д. (стр, 302. 305) 

знак производной (оператор дифференцирования, 
например: Ду = у’, О?у = vv" ит. д. (стр. 302, 305) 

частные производные, например: 
2 t 9} 

fel, ry був BT A (Стр. 308, 306) 

интеграл (стр. 331} 

определенный интеграл от нижнего предела а до 
верхнего предела b (стр. 384) 

криволинейный интеграл, взятый по отрезку К или 
по проекции отрезка К (стр. 412, 415) 

интеграл, распространенный на площадь 5, на объем И 
(стр. 420, 421) 

двойной интеграл 

(стр. 420, 421) 

тройной интеграл 

УН. Комплексные числа 

мнимая единица (12 = — 1) (стр. 493) 

действительная часть числа а (стр. 493) 

мнимая часть числа а (стр. 493] 
модуль а (стр. 494) 
аргумент а (стр. 494) 

число, сопряженное с а, например: 

а=2-- 31 а==2 — 3$ (стр. 495) 

логарифм (нагуральный) комплексного числа (стр. 499)
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аб 

aX b или [ab] 
abc = a(b X с) 

ЛАТИНСКИЙ АЛФАВИТ 

Аа —а 

Bb — 69 
Сс — цэ 
ра — дэ 
Ее —е 
Е! —э$Ф 
Gg —re (же) 
Hh — xa аш) 
li -и 
Jf — hot (жи) 
Kk — ка 
Ш — эль р — игрек 

Zz —зэт 

УЦ. Векторное исчисление 

обозначения векторов (стр, 519) 

единичный вектор того же 
вектор а (стр. 519) 

координатные орты 
динат (стр, 521) 

длина (абсолютная величина) вектора а (стр. 519) 

направления, что и 

прямоугольной Системы коор- 

равенство, сложение, вычитание векторов 
(стр. 519—520) 

умножение скаляра на вектор (стр. 519) 

скалярное произведение векторов (стр. 522) 

векторное произведение векторов (стр. 522) 

смешанное произведение трех векторов (стр. 422) 

координаты вектора а в декартовой системе 

(стр. 521) 
дифференциальный оператор Гамильтона («набла») 

(стр. 543) 

оператор Лапласа (стр. 544) 

градиент скалярного поля (grad ф = yy) (стр. 585} 

дивергенция векторного поля (Шу V = УМ) (стр. 542} 

ротация векторного поля (го! У = ух V) (стр. 542) 

производная скалярного поля по направлению с 
(стр. 535) 

ГРЕЧЕСКИЙ АЛФАВИТ 

Nn — эн Аа —— альфа Ny — ню 
Co —o BB — бэта EE — кси 
Pp —пэ Г — гамма Co — омикрон 
09 —ky А — дельта Jin — пи 
Rr — эр Е  — эпсилон Pp —ро 
Ss — эс zo — дзэта $3 — сигма 
Tt —тэ НЧ — эта Tt — Tay 
Uu —y 953 (9) — тэта ep — ou 
Vu — 99 It — иота Ху — XH 
Ww — дубль-вэ Kx  — каппа Yu — ипсилон 
Хх — икс AX — ламбда Wd — пси 

Ми —мю 8% — омега 



ОТДЕЛ ПЕРВЫЙ 

ТАБЛИЦЫ И ГРАФИКИ 

Г. ТАБЛИЦЫ 

Интерполяция. Большинство помещенных ниже таблиц дает 
значения функций с четырьмя значащими цифрами для трехзначных 
значений аргумента. В тех случаях, когда аргумент задан с большей 
точиостью и искомое значение функции не может быть найдено не- 
посредственно в таблицах, необходимо прибегать к интерполяции. 
Наиболее простой является линейная интерполяция, при которой до- 
пускают, что приращение функции пропорционально прираще- 
нию аргумента. Если заданное значение аргумента х лежит между по- 
мещенными в таблице значениями Хо и х1 = хо +A, которым COOTBeT- 
ствуют значения функции Уд =] (Xo) и у =) (х,) = У А, то принимают 

f(x) = f(x) $F a. 
xX — Xo 
Е 4 легко вычисляется при по- 

мощи таблицы пропорциональных частей на стр. 72—73, а также при- 
ложенной к справочнику, дающей произведения A (от 11 до 90) на 0,1. 

| ’Примеры: 1) 1,6754%? В таблицах (стр. 19) находим: 1,672 == 2,789; 
1,682 ==.2,822; =33*, Из таблицы  пропорциональных частей 

0,5 , 33 — 16,5; 0,04 - 33 = 1,3; oe A = 16,5-++1,3= 18; 1,67542 —2,807. 
2) tg 79°24’? В таблицах (стр. 51 и 73) находим: tg 79°20’ == 5,309; 

tg 79°30’ — 5,396; А == 87; 0,4 . 87 = 35, tg 79°24’ = 5,344. 
Погрешность линейной интерполяции не превьннает единицы раз- 

ряда последней значащей цифры, если только две соседние разности 
Ag и А; отличаются не больше, чем на 4 единицы (последнего знака). 
Если это условие не выполнено (как, например, в таблице ty х при- 
х > 80°, стр. 51), необходимо пользоваться более сложными интерпо- 
ляционными формулами. В большинстве 
случаев достаточной является квадра- 

Интерполяционная поправка 

тичная интерполяция по Бесселю: 

f (x) = f (0) + Ао — Ay (41 — 421), Xo, | | a9 
__ _ +1 = Хо У1 sa 

где ыы а, вели- Xo= Xo 2h Уз I 

чина ky находится в таблице на стр. 74, 
Пример: Требуется найти tg 85°33’ 

(таблица на стр. 1). Находим (hk = 10’): 
k = 0,3, k; = 0,052; поправка равна x tg x 4 
0,3.491 — 0,052 - 75 == 143; tg 85°33’ = 12,849. 

85°20" | 12,251 | 455 
* Разность А и поправку обычно вы- 85°30’ | 12,706 | 49] 

ражают 8 единицах разряда последней 85°40’ 13,197 530 
значащей цифры, He выписывая нулей 85°30" | 13,727 
и запятой впереди, 
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А. Таблицы основных (элементарных) функций 

1. Некоторые часто встречающиеся постоянные 

Величина п Ign Величина п Ign 

п 3,1415 93 | 0,49715 lin 0,3183 10 | 1,50285 
2a 6,2831 85 | 0,79818 1: 2х 0,159155 | 1,20182 

3 9,4247 78 0,97427 |: Зя 0,1061 03 | 1,02573 

4x 12,5663 71 1,09921 1: 4z 0,0795 77 | 2,90079 

2:2 1,5707 96 | 0,19612 Qin 0,6366 20 | 1,80388 
z:3 1,0471 98 | 0,02003 3: п 0,9549 30 | 1,97997 
2:4 0,7853 98 | 1,89509 4:1 1,2732 40 | 0,10491 
7:6 0,5235 99 | 1.71900 б:* 1,9098 59 | 0,28100 

п: 180 (= 1°} | 0,017453 | 2.24188 | 189°: x | 57° 2957 80 | 1,75812 
п: 10 800 (= 1’), 0,0002 91 | 4,46373 | 10 800’: = | 3437’. 74 68 | 3,53627 
п: 648000 (=1'’)| 0,0000 05 | 6,68557 |648 000” : =} 2796264'’.81 | 5,31443 

m2 9,8696 04 | 0,99430 1: м2 0,1013 21 | 1,00570 
Vin 1,7724 54 | 0,24857 | УГ: * 0,5641 90 | 1,75143 
Vox 25066 28 | 0,39909 | УГ: 2* 0,3989 42 | 1.60091 

Ук: 2 1,2533 14 | 0.09806 и 2:п 0,7978 85 | [1.90194 

У * 1464592 | 01657 | Ут: = | 0.682784 | 1.83428 
y 4к 33 1,6119 92 0,20736 у 3:4к 0,6203 50 | 1,79264 

е 2,7182 82 | 0.43429 lie 0,3678 79 | 1,56571 
e2 1,3890 56 | 0.86859 1: e2 0,1353 35 | 1,13141 
Уе 1,6487 21 | 021715 УГ:е 0,6065 31 | 1,78285 

У е 1,3956 12 | 0,14476 у 1:е | 0,7165 32 | 1.85524 
eh 32 4,810477 | 068219 | о-т:2 0,2078 80 | 1,31781 

en 23,1406 93 | 1,36438 ет 0,0432 14 | 2,63562 
е2" 535,491656 | 2.72875 | e—2* 0,0018 67 | 3,27125 
C* 0,5772 16 | Т,76134 In x 1,1447 30 | 0,05870 

M=ige 0,4342 94 | 1,63778 |1: М==и: 10] 2,3025 85 | 0,36222 
в ** 9,81 0,99167 lig 0,10194 | 1,00833 
8? 96,2361 1,98334 1: 22 0,050968 | 2,70730 

Veg 3,13209 0,49583 | УЕ 9,83976 | 0.99298 
У 2g 4,42945 0,64635 | 2 Y2g 13,91552 | 1,14350 

* С — постоянная Эйлера, см. стр. 278. 
** г — ускорение силы тяжести в м/сек?; здесь дано округлениое 

значение g на уровне моря на широте 45—90°, 
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2. Квадраты, кубы, корни 

Объяснения к таблице 

Таблица, помещенная на стр. 13—37, позволяет находить квадра- 
ты, кубы, квадратные и кубические корни с че- 
тырьмя значашими цифрами. Для аргументов п, заключенных между 
1 и 10, величины 22, 23 находятся непосредственно в таблице, если 
значение аргумента дано с тремя значащими цифрами. Например: 
1,792 =3,204 (стр. 19). Еслн же значение аргумента задано более чем 
с тремя значащими цифрами, необхотимо прибегнуть к интерполяции 
(см. стр. 15}. Для этой таблицы погрешность линейной интерполяции 
нигде пе превышает одной еднницы последнего знака. 

Для нахождения 22, п3 при п > 10 ил< |! привимают во внимание, 
9 4 

что при увеличении п в 10" раз п* увеличивзется в 10°. пз —в 10° раз, 
т. е. перенос запятой у л на А разрядов вправо вызывает переносы 
запятых у п? на 2k иу n3 на 3k разрядов вправо. При этом. по мере 
надобности, к взятому из таблиц числу приписываются нули справа 
или слева. Например: 0,1732 = 0,03204; 1793 = 5 735 000 *. 

Корни квадратные для п, заключенных между IH 100, 
могут быть найдены непосредственно из таблицы [с применением ли- 
HeHHGH интерполяции (стр. 15)], а для любых п по следующим правилам: 

1) Подкоренное число разбивают в обе стороны от запятой на грани, 
содержащие по две цифры. 2) В зависимости от того, содержит ли 
первая слева, не состоящая из нулей, грань одну или две знз- 

чашие цифры, значение корня находят в графе Ут или графе У 10n. 
3) В найденном значенин корня запятую устанавливают, исходя из 
того. что каждая грань подкоренного числа, стоящая до запятой, 
дает для корня одну цифру до запятой, а для чисел, меньших |, каждая 
состоящая из нулей грань после запятой дает для корня один нуль 
после запятой. 

Примеры: 1) V 23,9 == 4,889; 2) У 0,00'02'39 = 0,01546; 3) У 23'90’00 = 
— 488.9; 4) У0,00*’3 = 0.05477. (В последнем примере под корнем должен 
быть мысленно добавлен на конце еше один нуль до полной грани; 

поэтому корепь следует искать в графе VY 10п.) 
Корнн кубические для п, заключенных между | и 1000, 

могут быть найдены непосредственно из таблицы (с применением ли- 
нейной интерполяции), а для любых п по следующим правилам: 

1) Подкоренное число разбивают в обе стороны от запятой на грани, 
содержащие по три цифры. 2) В зависимости от того, содержит ли 
первая слева, не состоящая из нулей, грань одну, дв® или три 
значащие пифры, значение корня находят в таблице соответственио в 

3 3 3 
графах И». У 108 или У 1001. 3) В найденном значении корня 

запятую устанавливают по тому же правилу, что и для квадратных 
корней. 

в 3 

Примеры: 1) У/ 23,9 = 2,880 **; 2) У/ 239°000 = 62,06; 
3 3 3 - 

3) У 0,000'002’39 = 0,01337; 4) У 0,000'3 = 0,06694; 5) У 0,03 = 0,3107. 

(В последних двух примерах на конце пужно мысленно прибавить со- 
ответственно два и один нуль.) 

* Лучше записать 1793 == 5,735 - 108, избегая употребления пулей для 
замены неизвестных цифр (точно 1793 =5 735 339). 

** Нуль на конце нужно сохранить, так как он является значлщей 
цифрой (см. стр. 115) и характеризует точность полученного Значения 
корня,
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Квадраты, кубы, квадратные и кубические корни 

9 3 8 3 
п ne ns У У 10n yn 10n У 100n 

1,00 1,000 1,000 1,000 3,162 1,000 2,154 4,642 

1,01 1,020 1,030 1,005 3,178 1,003 2,162 4,657 
1,02 1,040 1,061 1,010 3,194 1,007 2,169 4,672 

1,03 1,061 1,093 1,015 3,209 1,010 2,176 4,688 
1,04 1,082 1,125 1,020 3,225 1,013 2,183 4,703: 

1,05 1,102 1,158 1,025 3,240 1,016 2,190 4,718 
1,06 1,124 1,191 1,030 3,256 1,020 2,197 4,733 

1,07 1,145 1,225 1,034 3,271 1,023 2,204 4,747 
1,08 1,166 1,260 1,039 3,286 1,026 2,210 4,762 

1,09 1,188 1,295 1,044 3,302 1,029 2,217 4,777 

1,10 1,210 1,331 1,049 3,317 1,032 2,224 4,79} 
1,11 1,232 1,368 1,054 3,332 1,035 2,231 4,806 

1,12 1,254 1,405 1,038 3,347 1,038 2,237 4,820 

1,13 1,277 1,443 1,063 3,362 1,042 2,244 4,835 

1,14 1,300 1,482 1,068 3,376 1,045 2,251 4,849 

1,15 1,322 1,521 1,072 3,391 1,048 2,257 4,863 
1,16 1,346 1,561 1,077 3,406 1,051 2,264 4,877 
1,17 1,369 1,602 1,082 3,421 1,054 2,270 4,891 

1,18 1,392 1,643 1,086 3,435 1,057 2,277 4,903 

1,19 1,416 1,685 1,091 3,450 1,060 2,283 4,919 

1,20 1,440 1,728 1,095 3,464 1,063 2,289 4,932 

1,21 1,464 1,772 1,100 3,479 1,066 2,296 4,946 

1,22 1,488 1,816 1,105 3,493 1,063 2,302 4,960 
1;23 1,513. 1,861 1,109 3,507 1,071 2,308 4,973 

1,24 1,538 1,907 1,114 3,521 1,074 2,315 4,987 

1,25 1,562 1,953 1,118 3,536 1,077 2,321 5,000 
1,26 1,588 2,000 1,122 3,550 1,080 2,327 5,013 

1,27 1,613 2,048 1,127 3,564 1,083 2,333 5,027 

1,28 1,638 2,097 1,131 3,578 1,086 2,339 5,040 

1,29 1,664 2,147 1,136 3,592 1,089 2,345 5,053 

1,30 1,690 2,197 1,140 3,606 1,091 2,351 5,066 
1,31 1,716 2,248 1,145 3,619 1,094 2,357 5,079 

1,32 1,742 2,300 1,149 3,633 1,097 2,363 5.092 
1,33 1,769 2,353 1,153 3,647 1,109 2,369 5,104 

1,34 1,796 2,406 1,158 3,661 1,102 2,375 5,117 

1,35 1,822 2,460 1,162 3,674 1,105 2,381 5,139 
1,36 1,850 2515 1,166 3,688 1,108 2,387 5,148 

1,37 1,877 2,571 1,170 2,701 1,111 2,393 5,155 
1,38 1,904 2,628 1,175 3,715 1,113 2,399 5,168 
1,39 1,932 2,686 1,179 3,728 1,116 2,404 5,180 

1,46 1,960 2,744 1,183 3,742 1,119 2,410 5,192 

1,41 1,988 2,803 1,187 3,755 1,121 2,416 5,205 
1,42 2,016 2,863 1,192 3,768 1,124 2,422 5,217 
1,43 2,045 2,924 1,196 3,782 1,127 2,427 5,22) 

1,44 2,074 2,986 1,209 3,795 1,129 2,433 5,241 

1,45 | 2,102 | 3,049 | 1,204 | 3,808 | 1,132 2,438 5.254 



КВАДРАТЫ, КУБЫ, КОРНИ 

3 п рр а | Vion] Ия 10% | У 100% 

145 | 2102 | 3.049 | 1,204 | 3,808 | 1132 | 2438 | 5,254 
146 | 2132 | 3.112 | 1.208 | 382 | 1134 | 2444 | 5.266 
1,47 | 2161 | 3.177 | 1.212 | 3,834 | 1.137 | 2450 | 5.278 
148 | 2190 | 3.242 | 11217 | 33847 | 1140 | 2455 | 5.200 
1,49 | 2,220 | 3,308 | 1,221 | 3.860 | 1142 | 2461 | 5,301 
1,50 | 2.250 | 3,375 | 1,223 | 3,873 | 1145 | 2466 | 5,313 
151 | 2.230 | 3,443 | 1,229 | 3886 | 1147 | 2472 | 5,325 
152 | 2310 | 3512 | 1,233 | 3899 | 1150 | 2477 | 5,337 
153 | 23 | 3582 | 1.237 | 3912 | 1.152 | 2483 | 5348 
153 | 2372 | 3,652 | 12 | 39294 | 1155 | 2488 | 5360 
1,55 | 2402 | 3,724 | 1,24 | 3.997 | 1157 | 2493 | 5,372 
156 | 2434 | 3,796 | 1.249 | 3950 | 1160 | 2499 | 5'383 
1157 | 2465 | 3,870 | 1,253 | 3.962 | 1162 | 2504 | 51395 
1,58 | 2.496 | 3,944 | 1,257 | 3975 | 1165 | 2509 | 51406 
159 | 2528 | 4020 | 1.261 | 3,987 | 1,167 | 2515 | 5418 
1,60 | 2560 | 4,096 | 1,265 | 4000 | 1,170 | 2520 | 5,429 
161 | 2592 | 4,173 | 1.269 | 4012 | 1172 | 25% | 5.440 
1.62 | 2.624 | 4,952 | 1,273 | 405 | 1174 | 2530 | 545 
163 | 2.657 | 4.331 | 1,277 | 4,087 | 1,177 | 2535 | 51463 
61 | 2690 | 4411 | 1.281 | 4,050 | 1179 | 25 | 5,474 
1,85 | 2.722 | 4492 | 1,285 | 4,062 | 1182 | 2546 | 5,485 
166 | 2756 | 4574 | 1,288 | 4,074 | 1184 | 2551 | 5.496 
1.67 | 2,789 | 4,657 | 1,292 | 4,087 | 1,186 | 2556 | 5507 
1.68 | 2.822 | 47742 | 1,26 | 4.099 | 1189 | 2561 | 558 
169 | 2.856 | 4827 | 1,300 | ай | 119 | 2566 | 5529 
1,70 | 2,800 | 4,913 | 1304 | 4,123 | 1193 | 2571 | 5540 
171 | 29294 | 5.000 | 1,308 | 4135 | 1196 | 2576 | 5860 
1,72 | 2558 | 5.088 | 1311 | 4147 | 1198 | 2581 | 556 
173 | 2993 | 5,178 | 1,315 | 4159 | 1.200 | 2586 | 5572 
174 | 3,028 | 5,268 | 1319 | 4171] 1203 | 2591 | 5583 
75 | 3.062 | 5,359 | 1,323 | 4183 | 1,205 | 2596 | 5593 
1176 | 3,098 | 5452 | 1.327 | 41% | 1.207 | 2601 | 5,604 
177 | 3.133 | 5545 | 1.330 | 4.207 | 120 | 2606 | 6,65 
1,78 | 3.168 | 5.640 | 1.334 | 4219 | 122 | 28 | 5,62 
1.79 | 3.204 | 5735 | 1,388 | 4,231 | 124 | 2616 | 5,636 
1,80 | 3.240 | 5,832 | 1342 | 4243 | 1216 | 2621 | 5,646 
181 | 3,276 | 5,930 | 1.345 | 4,254 | 129 | 2625 | 5.657 
1,82 | 3.312 | 6029 | 1,549 | 4,266 | 129 | 2630 | 5,667 
|, 3.349 | 6.128 | 1,353 | 4.278 | 1,23 | 2635 | 5.677 
1,84 | 3.386 | 6,280 | 1,356 | 4,290 | 1,25 | 2.640 | 5.688 
1,85 | 3422 | 6,332 | 1360 | 4301 | 1228 | 2.645 | 5,698 
1,86 | 3460 | 6435 | 17364 | 4313 | 1,230 | 2.650 | 5,708 
1,87 | 3.497 | 6539 | 1'367 | 4.924 | 1,232 | 25654 | 5,718 
1,88 | 3534 | 6645 | 137\ | 4,336 | 1.234 | 2659 | 5,729 
1,89 | 3572 | 6751 | 1,375 | 4,547 | 1,286 | 25664 | 5,739 
1,90 | 3610 | 6,859 | 1,378 | 4,359 | 1,239 | 2668 | 5,749 

Объвенения к таблице cm. ва стр, 172,
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8 3 8 
п п? ns V n V 10n Ул 101 V 100n 

1,90 3,610 6,859 1,378 4,359 1,239 2,668 5,749 

1,91 3,648 6,968 1,382 4,370 1,241 2,673 5,759 

1,92 3,686 1,078 1,386 4,382 1,243 2,678 5,769 

1,93 3,725 7,189 1,389 4,393 1,245 2,682 5,779 
1,94 3,764 7,301 1,393 4,405 1,247 2,687 5,789 

1,95 3,802 7,415 1,396 4,416 1,249 2,692 5,799 
1,96 3,842 1,530 1,400 4,427 1,251 2.696 5,8093 

1,97 3,881 7,645 1,404 4,438 1,254 2,701 5,819 

1,98 3,920 1,762 1,407 4,450 1,256 2,105 5,828 
1,99 3,960 1,881 1,411 4,461 1,258 2,710 5.838 

2,00 4,000 8,000 1,414 4,472 1,260 2,714 5,848 
2,01 4,040 8,121 1,418 4,483 1,262 2,719 5,858 

2,02 4,080 8,242 1,421 4,494 1,264 2.723 5,867 

2,03 4,121 8,365 1,425 4,506 1,266 2,728 5,877 

2,04 4,162 8,490 1,428 4,517 1,268 2,732 5,887 

2,05 4,202 8,615 1,432 4,528 1,270 2,737 5.896 
2.06 4,244 8,742 1,435 4,539 1,272 2.741 5,906 

2,07 4,285 8,870 1,439 4,550 1,274 2.746 5,915 
2,08 4,326 8,999 1,442 4,561 1,277 2.750 5,925 
2,09 4,368 9,129 1,446 4,572 1,279 2,155 5,934 

2,10 4,410 9,261 1,449 4,583 1,281 2,759 5,944 
2,11 4,452 9,39 1,453 4,593 1,283 2,763 5,953 

2,12 4,494 9,528 1,456 4,604 1,285 2,168 5,9 
2,13 4,537 9,664 1,459 4,615 1,287 2,172 5,972 

2,14 4,580 9,800 1,463 4,626 1,289 2,776 5,981 

2,15 4,622 9,938 1,466 4,637 1,291 2.781 5,991 

2,16 4,666 | 10.08 1,470 4,648 1,293 2,185 6,000 
2,17 4,709 10,22 1,473 4,658 1,295 2,189 6,009 

2,18 4,752 | 10,36 1,476 4,669 1,297 2.794 6,018 
2,19 4,796 | 10,50 1,480 4,680 1,299 2,798 6,028 

2,20 4,540 | 10.65 1,483 4,690 1,301 2,802 6,037 

2,21 4,884 10,79 1,487 4,701 1,303 2,806 6,046 

2,22 4,928 | 10,94 1,490 4,712 1,305 2,811 6,055 
2,23 4,973 | 11,09 1,493 4,122 1,306 2,815 6,064 

2,24 5,018 11,24 1,497 4,733 1,308 2,819 6,073 

2,25 5.062 | 11,39 1,500 4,743 1,310 2,823 6,082 

2,26 5,108 | 11,54 1,503 4,754 1,312 2,827 6,091 
2,27 5,153 | 11,70 1,507 4,764 1,314 2,831 6,100 

2,28 5,198 | 11,85 1,510 4,775 1,316 2,836 6,109 

2,29 5,244 12,01 1,513 4,785 1,318 2,840 6,118 

2,30 5,290 | 12,17 1,517 4,796 1,320 2,844 6,127 

2,31 5,336 | 12,33 1,520 4,806 1,322 2,848 6,136 

2,32 5,382 | 12,49 1,523 4,817 1,324 2,852 6,145 

2,33 5,429 | 12,65 1,526 4,827 1,326 2,856 6,153 

2,34 5,476 | 12,81 1,530 4,837 1,328 2,860 6,162 

2,05 5,522 | 12,98 1,533 4,848 1,330 2,864 6,17) 
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> 3 3 
n ne ni й п И 10" И п У 10n 100” 

2,35 5,522 12,98 1,533 4,848 1,330 2,864 6,171 
2,36 5,570 13,14 1,536 4,858 1,331 2,368 6,180 

2,37 5.617 13,31 1,539 4,868 1,333 2,872 6,188 
2,38 5 664 13.48 1,543 4,879 1,335 2.876 6,197 

2,39 5,712 13,65 1,546 4,889 1,337 2,880 6,206 

2,40 5,760 13,82 1,549 4,899 1,339 2,884 6,214 
2,41 5,808 14,00 1,552 4,909 1,341 2,833 6,223 

2,42 5,856 14,17 1,556 4,919 1,343 2,392 6,232 

2,43 5,905 14,35 1,559 4,930 1,344 2,896 6,240 

2,44 5,954 14,53 1,562 4,940 1,346 2,900 6,249 

2,45 6,002 14,71 1,565 4,950 1,348 2,904 6,257 
2,46 6,052 14,89 1,568 4,960 1,350 2,908 6,266 

2,47 6,101 15,07 1,572 4,970 1,352 2,912 6,274 

2,48 6,150 15,25 1,575 4,980 1,354 2,916 6,283 

2,49 6,200 15,44 1,578 4,990 1,355 2,920 6,291 

2,50 5,250 15,62 1,581 5,000 1,357 2,924 6,300 
2,51 6,300 15,81 1,584 5,010 1,359 2,928 6,308 

2,52 6,350 16,00 1,587 5,020 1,361 2,932 6,316 

2,53 6,401 16,19 1,591 5,030 1,363 2,936 6,325 

2,54 6,452 16,39 1,594 5,040 1,364 2,940 6,333 

2,55 6,502 16,58 1,597 5,050 1,366 2,943 6,341 
2,56 6,554 16,78 1,600 5.060 1,368 2,947 6,350 
2,57 6,605 16,97 1,603 5,070 1,370 2,951 6,358 
2,58 6,656 17,17 1,606 5,079 1,372 2,955 6,366 

2,59 6,708 17,37 1,609 5 089 1,373 2,959 6,374 

2,60 6,760 17,58 1,612 5,099 1,375 2,962 6,383 
2,61 6,812 17,78 1,616 5,109 1,377 2,966 6,391 

2.62 6,864 17,98 1.619 5,119 1,379 2,970 6,399 

2,63 6,917 18,19 1,622 5,128 1,380 2,974 6,407 

2,64 6,970 18,40 1,625 5,138 1,382 2,978 6,415 

2,65 1,022 18,61 1,628 5,148 1,384 2,981 6,423 
2,66 7,076 18,82 1,631 5,158 1,386 2,985 6,431 

2,67 1,129 19,03 1,634 5,167 1,387 2,989 6,439 

2,68 1,182 19.25 1,637 5,177 1,389 2,993 6,447 
2,69 1,236 19,47 1,640 5,187 1,39] 2,996 6,455 

2,70 7,290 19,68 1,643 5,196 1,392 3,000 6,463 

2,71 1,344 19,90 1,646 5 206 1,394 3,004 6,471 
2,72 7,398 20,12 1,649 5,215 1,396 3,007 6,479 

2,73 1,453 20,35 1,652 5,225 1,398 3,011 6,487 

2,74 1,508 20,57 1,655 5,235 1,399 3,015 6,495 

275 | 1562 | 20,80 | 1,653 | 5244 | 1.401 3.018 | 6503 
2,76 1,618 21,02 1,661 5 254 1,403 3,022 6,511 
2,77 7,673 21,25 1,664 5,263 1,404 3,026 6,519 

2,78 1,728 21,48 1,667 5,273 1,406 3,029 6,527 

2,79 7,784 21,72 1,670 5,282 1,408 3,033 6,534 

2,80 1,840 21,95 1,673 5,292 1,409 3,037 6,542 

Объяснения к таблице см. на стр. Ш.
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3 fT 3 fe 
n п? ns V2 У !0* | Yn у 107 У 100n 

2,80 7,840 21,95 1,673 5,292 1,409 3,037 6,542 
2,81 7,896 22,19 1,676 5,301 1,411 3,040 6,550 
2,82 7,952 22,43 1,679 5,310 1,413 3,044 6,558 
2,83 8,009 22,67 1,682 5,320 1,414 3,047 6,565 
2,84 8,066 22,91 1,685 5,329 1,416 3,051 6,573 

2,85 2,122 23,15 1,688 5,339 1,418 3,055 6,581 
2,86 8,180 23,39 1,691 5,348 1,419 3,058 6,539 
2,87 8,237 23,64 1,694 5,357 1,421 3,062 6,596 
233 | 8204 | 23,89 | 1,697 | 5367 | 1,423 3,065 6'604 
2.89 8,352 24,14 1,700 5,376 1,424 3,069 6,611 

2,90 8,410 24,39 1,703 5,355 1,426 3,072 6,619 
2,91 8,468 24,64 1,706 5,394 1,428 3,076 6,627 
2,92 8,526 24,90 1,709 5,404 1,429 3,079 6,634 

2,93 8,585 25,15 1,712 5,413 1,431 3,083 6,642 
2,94 8,644 25,41 1,715 5,422 1,433 3,086 6,649 

2,95 8,702 25,67 1,718 5,43] 1,434 3,090 6,657 
2,96 8,762 25,98 1,720 5,441 1,436 3,093 6,664 
2,97 8,821 26,20 1,723 5,450 1,437 3,097 6,672 

2,98 8,880 26,46 1,726 5,459 1,439 3,100 6,679 
2,99 8,940 26,73 1,729 5,468 1,441 3,104 6,687 

3,00 9,060 27,60 1,732 5,477 1,442 3,107 6,694 
3,01 9,060 27,27 1,735 5,486 1,444 3,111 6,702 
302 | 9120 | 2754 | 1738 | 5495 | 1,445 3.114 6.709 
3,03 9,181 21,82 1,741 5,505 1,447 3,118 6,717 
3,04 9,242 28,09 1,744 5514 1,449 3,121 6,724 

3,65 9,302 28,37 1,746 5,523 1,450 3,124 6,731 
3,06 9,354 28,65 1,749 5 532 1,482 3,128 6,739 
3,07 9,425 23,93 1,752 5.541 1,453 3,131 6,746 
3,08 9,486 29,22 1.755 5,550 1,485 3,185 6,753 
3,03 9,548 29,50 1,758 5,059 1,457 3,138 6,761 

3,19 9,510 29,79 1,761 5 568 1,458 3,141 6,768 
3,11 9,672 30,08 1,764 5,577 1,460 3,145 6,775 
3,12 9,734 30,37 1,766 5 536 1,461 3,148 6,782 
3,13 9,797 30,66 1,769 5.595 1,453 3,151 5,730 
3,14 9,860 30,95 1,172 5,604 1,464 3,155 6,797 

3,15 9,922 31,26 1,775 5,612 1,466 3,158 6,804 
3,16 9,956 31,55 1,778 5,621 1,457 3,162 6,811 
3,17 10,05 31,86 1,780 5,630 1,459 3,165 6,818 
3,18 16,11 32,16 1,783 5,639 1,471 3,168 6,826 
3,19 10,18 22,46 1,786 5.645 1,472 3,171 6,833 

3,20 10,24 32,17 1,789 5,657 1,474 3,175 6,840 
3,21 10,30 35,08 1,792 5 665 1,475 3,178 6,847 
3,22 10,37 33,39 1,794 5,675 1,477 3,181 6,854 
3,23 10,43 33,70 1,797 5,683 1,478 3,185 6,861 
3,24 10,50 34,01 1,300 5 692 1,480 3,188 6,868 

3,20 10,56 34,33 1,803 5,701 1,48} 3,191 6,373 



КВАДРАТЫ, КУБЫ, КОРНИ 23 

3 3 3 
п ne n3 V2 | 107 Yu } 10n V 1007 

3,25 10,56 34,33 1,803 5,701 1,481 3,191 6,875 
3,26 10,63 34,65 1,806 5,710 1,483 3,195 6,882 
3,27 10,69 34,97 1,808 5,718 1,484 3,198 6,889 
3,28 10,76 35,29 1,811 5,727 1,486 3,201 6,896 
3,29 10,82 35 61 1,814 5,736 1,487 3,204 6,903 

3,30 10,89 35,94 1,817 5,745 1,489 3,208 6,910 
3,31 10,96 36,26 1,819 5,753 1,490 3,211 6,917 

3,32 11,02 36,59 1,822 5,762 1,492 3,214 6,924 
3,33 11,09 36,93 1,825 5,771 1,493 3,217 6,931 

3,34 11,16 37,26 1,828 5,779 1,495 3,220 6,938 

3,35 11,22 37,60 1,830 5 788 1,496 3,224 6,945 
3,36 11,29 31,93 1,833 5,797 1,498 3,227 6,952 
3,37 11,36 38,27 1,836 5,805 1,499 3,230 6,959 

3,38 11,42 38,61 1,838 5.814 1,501 3,233 6,966 
35,39 | 11,49 | 38,96 | 1,841 | 5,822 | 1,502 3,236 | 6,973 
3,40 | 1156 | 39,30 | 1,844 | 5831 | 1,504 3,240 6,980 
3,41 11,63 39,65 1,847 5,840 1,505 3,243 6,986 
3,42 11,70 40,60 1,849 5,848 1,507 3,246 6,993 
3,43 11,76 40,35 1,852 5,857 1,508 3,249 1,009 
3,44 11,83 40,71 1,855 5,865 1,510 3,252 1,007 

3,45 11,90 41,06 1,857 5,874 1,511 3,255 7,014 
3,46 11,97 41,42 1,560 5,882 1,512 3,259 7,020 
3,47 12,04 41,78 1,863 5,891 1,514 3,262 1,027 
3,48 12,11 42,14 1,865 5 899 1,515 3,265 7,034 
3,49 12,18 42,51 1,868 5,908 1,517 3,268 7,041 

3,50 12,25 42,88 1,871 5,916 1,518 3,271 7,047 
3,51 12,32 43,24 1,873 5,925 1,520 3,274 7,054 

3,52 12,39 43,61 1,876 5,933 1,521 3,277 7,061 
3,53 12,46 43,99 1,879 5,941 1,523 3,280 1,067 

3,54 12,53 44,3 1,881 5,950 1,524 3,283 1,074 

3,55 12,60 44,74 1,884 5,955 1,525 3,287 7,081 
3,56 12,67 45,12 1,887 5,9567 1,527 3,290 1,087 
3,57 12,74 45,50 1,889 5,975 1,528 3,293 7,094 
3,58 12,82 45 88 1,892 5,983 1.530 3,285 7,101 
3,59 12,89 46,27 1,895 5,992 1,531 3,299 7,107 

3,60 12,96 46,66 1,897 §,003 1,533 3,302 7,114 
3,6] 13,03 47,05 1,909 6,008 1 534 3,305 7,120 

3,62 13,10 47,44 1,993 6,017 1,535 3,308 7,127 
3,63 13,18 47,83 1,905 6,025 1,537 3,31 7,133 

3,64 13,2 48,23 1,908 6,033 1,538 3.314 7,140 

3,65 13,32 48,63 1,910 6,042 1,540 3,317 7,147 

3,66 | 13.40 | 49:03 | 1.913 | 6050 | 154 3,320 7153 
3,67 13,47 49,43 1,916 6,058 1,542 3,323 7,160 

3,68 13,54 49,84 1,918 6,066 1,544 3,326 7,166 

3,69 13,62 50,24 1,921 6,075 1,545 3,329 1,173 

3,70 13,69 50,65 1,924 6,083 1,547 3,332 1,179 

Объяснения к таблице см, HB стр, 17, 
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3,70 13,69 | 50,65 | 1,924 | 6,083 1,547 3,332 7,179 
3,71 13,76 | 51,06 | 1,926 | 6,091 1,548 3,335 1,186 
3,72 13,84 | 51,48 | 1,929 | 6,099 1,549 3,338 7,192 
3,73 13,91 | 51,90 | 1,931 | 6,107 1,551 3,341 7,198 
3,74 13,99 | 52,31 | 1,934 | 6,116 1,552 3,344 1,205 

3,75 14,06 | 52,73 | 1,986 | 6,124 1,554 3,347 1,211 
3,16 14,14 | 53,16 | 1,939 | 6,132 1,555 3,350 1,218 
3,77 14,21 | 53,58 | 1,942 | 6140 1,556 3,353 1,224 
3,78 14,29 | 54,01 | 1,944 | 6,148 1,558 3.356 1,230 
3,79 14,36 | 54,44 | 1,947 | 6,156 1,559 3,359 1,237 

3,80 14,44 | 54,87 | 1,949 | 6,164 1,560 3,362 7,243 
3,81 14,52 | 55,31 | 1,952 | 6,173 1,562 3,365 1,250 
3,82 14,59 | 55,74 | 1,954 | 6,181 1,563 3,368 1,256 
3,83 14,67 | 56,18 | 1,957 | 6,189 1,565 3,371 1,262 
3,84 14,75 | 56,62 | 1,960 | 6,197 1,566 3,374 7,268 

3,85 14,82 | 57,07 | 1,962 | 6,205 1,567 3,377 1,275 
3,86 14,90 | 57,51 | 1,965 | 6213 1,569 3,380 7,281 
3,87 14,98 | 57,96 | 1,967 | 6,221 1,570 3,382 1,287 
3,88 15,05 | 58,41 | 1,970 | 6,229 1,571 3,385 1,294 
3,89 15,13 | 58,86 | 1,972 | 6,237 1,573 3,388 7,300 

3,90 15,21 | 59,32 | 1,975 | 6,245 1,574 3,391 1,306 
3,91 15,29 | 59,78 | 1,977 | 6,253 1,575 3,394 1,312 
3,92 15,37 | 60,24 | 1,980 | 6.261 1,577 3,397 1,319 
3,93 15,44 | 60,70 | 1,982 | 6,269 1,578 3,400 1,395 
3,94 15,52 | 61,16 | 1,985 | 6,277 1,579 3,403 1,381 

3,95 15,60 | 61,63 | 1,987 | 6,285 1,581 3,406 1,337 
3,96 15,68 | 62,10 | 1,990 | 6,293 1,582 3,409 1,343 
3,97 15,76 | 62,57 | 1,992 | 6,301 1,583 3,411 7,350 
3,98 15,84 | 63,04 | 1,995 | 6,309 1,585 3,414 1,356 
3,99 15,92 | 63,52 | 1,997 | 6,317 1,586 3,417 1,362 

4,00 16,00 | 64,00 | 2,000 | 6,325 1,587 3,420 1,368 
4,01 16,08 | 64,48 | 9,002 | 6332 1,589 3,423 7,374 
4,02 16,16 | 64,96 | 2,005 | 6,340 1,590 3,426 1,380 
4,03 16,24 | 65,45 | 2,007 | 6,348 1,591 3,428 1,386 
4,04 16,32 | 65,94 | 2.010 | 6,356 1,593 3,431 1,393 

4,05 16,40 | 66,43 | 2,012 | 6364 1,594 3,434 1,399 
4,06 16,48 | 66,92 | 2,015 | 6,372 1,595 3,437 1,405 
4,07 16,56 | 67,42 | 2,017 | 6,380 1,597 3,440 1,411 
4,08 16,65 | 67,92 | 2,020 | 6387 1,598 3,443 1,417 
4,09 16,73 | 68,42 | 2,022 | 6,395 1,599 3,445 1,423 

4,10 16,81 | 68,92 | 2,025 | 6,403 1,601 3,448 1,429 
4,11 16,89 | 69,43 | 2,027 | 6,411 1,602 3,451 1,435 
4,12 16,97 | 69,93 | 2,030 | 6,419 1,603 3,454 1,441 
4,13 17,06 | 70,44 | 2,032 | 6,427 1,604 3,457 1,441 
4,14 17,14 | 70,96 | 2,035 | 6,434 1,606 3,459 1,453 

4,15 11,22 | 71,47 | 2,037 | 6,442 1,607 3,462 7,459 
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4,15 | 17,22 | 71,47 | 2,037 
416 | 1731 | 71,99 | 2,040 
417 | 17,39 | 7251 | 2,042 
4,18 | 1747 | 73,03 | 2,045 
419 | 1756 | 73,56 | 2,047 
4,20 | 17,64 | 74,09 | 2,049 
4,21 1772 | 74,62 | 2,052 
4,22 | 17,81 | 75,15 | 2,054 
4,93 | 17,89 | 75,69 | 2,057 
4,24 | 17,98 | 76,23 | 2,059 
4,25 | 1806 | 76,77 | 2,062 
4,26 | 18,15 | 77,31 | 2,064 
4,27 | 18,23 | 77,85 | 2,066 
4,98 | 1832 | 78,40 | 2,069 
4,29 18,40 | 78,95 2,071 

4,30 | 18,49 | 79,51 | 2,074 
4,31 1858 | 80,06 | 2,076 
4,32 | 18.66 | 8062 | 2,078 
4,33 | 18,75 | 81,18 | 2,081 
4,34 | 18,84 | 81,75 | 2,083 
4,35 18,92 82,31 2,056 
4,36 19,01 82,88 2,088 
4,37 19,10 83,45 2,090 
4,38 19,18 84,03 2,093 
4,39 19,27 84,60 2,095 

4,40 19,36 | 85,18 2,098 
4,41 19,45 85,77 2,100 
4,42 19,54 §6,35 2,102 
4,43 19,62 86,94 2,105 
4,44 19,71 87,53 2,107 

4,45 | 19,80 | 88,12 | 2,110 
446 | 19,89 | 8872 | 2,112 
4,47 | 19,98 | 89,31 | 2,114 
4,48 | 20,07 | 89,92 | 2,117 
449 | 20,16 | 9052 | 2,119 
4,50 20,25 91,12 2,121 
4,51 20,34 91,73 | 2.124 
4,52 20,43 92,35 2,126 
4,53 20,52 92,96 2,128 
4,54 20,61 93,58 2,131 

6,580 
6,588 

Объяснения к таблице см. на стр. 17.
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2,145 | 6,782 
2,147 | 6.790 
2149 | 6,797 
2'152 | 6,804 
2.154 | 6812 
2,156 | 6,819 
9,159 | 6,826 
2,161 | 6,834 
2163 | 6841 
2’166 | 6,848 
2168 | 6,856 
2170 | 6,863 
2'173 | 6,870 
2'175 | 6,877 
2111 | 6,885 
2179 | 6,892 
2182 | 6,899 
2184 | 6,907 
2'186 | 6,914 
2'189 | 6,921 
2,191 | 6,928 
2'193 | 6,935 
2.195 | 6,943 
2198 | 6,950 
2,200 | 6,957 
2202 | 6,964 
2.205 | 6,971 
2,207 | 6,979 
2,209 | 6.986 
2211 | 6,993 
9,214 | 7,000 
2216 | 7,007 
2218 | 7,014 
2,220 | 7,021 
2.293 | 7,029 
2,295 | 7,036 
2'227 | 7043 
'229 | 7.050 

2.032 | 7,057 
9934 | 7,064 
2236 | 7,071 
2238 | 1,078 
2.241 | 7,085 
2.243 | 7,092 
2.245 | 7,099 
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5,05 25.50 128,8 2,241 7,106 1,716 3,696 7,963 
506 | 25,60) 129,6 | 2,249 | Тиз | ГП 3,699 7,969 
5,07 25,70 130,3 2,252 7,120 1,718 3,701 7,974 
508 | 2581 | 1811 | 2254 | 7127 | 179 3,704 7,979 
5.09 | 2591 | 1319 | 2'256 | 7134 | 17120 3,706 7'934 
510 | 26,01 | 1327 | 2,058 | 7,141 | 11721 3,108 7,990 
3,11 26,11 133,4 2,261 7,148 1,122 3,111 7,995 

512 | 26,21 | 13412 |} 2'263 | 7155 | 17104 3,713 8'000 
513 | 2632 | 135'0 | 2.265 | 7162 | 179 3.716 8/005 
si4 | 2642 | 1358 | 2267 | 7169 | 17126 3,718 8'010 
5,15 26,52 136,6 2,269 7,176 1,727 3,121 8,016 

516 | 2663 | 1374 | 2272 | 7183 | 17128 3,123 8'021 
517 | 2673 | 1382 | 2'274 | 7190 | 1729 0,725 8,026 
518 | 2683 | 1390 | 2276 | 7197 | 2730 3,728 8,031 
519 | 26,99 | 139,8 | 2,278 | 7/204 | 1773 3,730 8,036 
5,20 | 27,04 | 140,6 | 2,280 | 7,211 | 1132 3,733 8,041 
5,21 27,14 141,4 2,283 7,218 1,734 8,735 8,047 

5,22 27,25 142,2 2,285 1,225 1,735 3,131 8,052 

5,23 27,35 143, 1 2,287 7,282 1,736 3,140. 8,057 

5,24 21,46 143,9 2,289 7,239 1,737 8,742 8,062 

525 | 2156 | 144,7 | 2,291 | 7246 | 1138 3,744 8,067 
5,26 27,67 145,5 2,293 7,253 1,739 3,147 8,072 

527 | 2771 | 1464 | 2,296 | 77259 |  1'740 3'749 8077 
5,28 21,88 147,2 2,298 1,266 1,741 3,152 8,082 
5,29 21,98 148,0 2,300 7,273 1,742 3,154 8,088 

5,30 | 28,09 | 148,9 | 2,302 | 17280 | 4,744 3,156 8,093 
531 | 2820 | 1497 | 2.304 | 77281 | 17145 3,759 8'098 
‚32 28,30 150,6 2,307 7,294 1,746 3,76) 8,103 
‚33 28,41 151,4 2,309 7,301 1,747 3,763 8,108 

5,34 | 2,52 | 1523 | 2311 | 7308 | 17148 3,766 8°113 
5,35 28,62 153, 1 2,313 1,314 1,749 3,768 8,118 

536 | 28,73 | 1540 | 2,315 | 7321 | 17150 3,770 87193 
537 | 2884 | 1549 | 2317 | 7328 | 1751 3,773 8' 128 

, 28,94 155,7 2,319 1,385 1,752 3,115 8,133 
5,39 29,05 156,6 2,322 1,342 1,153 3,777 8,138 

5,40 29,16 157,5 2,324 1,348 1,754 3,780 8,148 
541 | 2927 | 1583 | 2.326 | 7355 | 1°755 3,782 8,148 
542 | 29,38 | 1592 | 2,828 | 1362 | 17157 | 3°784 8' 153 
548 | 29,48 | 1601 | 2,330 | 7369 | 17158 3'787 8, 158 
5,44 29,59 16],0 2,382 7,316 1,759 3,189 8,163 

5,45 29,10 161,9 2,335 7,382 1,760 3,791 8,168 

5,46 | 29,81 | 1628 | 2.337 | 7389 | 17161 3,794 8,173 
547 | 29,92 | 1637 | 2339 | 7396 | 1'162 3,796 8,178 
5,48 30,03 164,6 2,341 7,403 1,763 3,798 8, 183 
549 | 30,14 | 1655 | 2,348 | 7409 | 1'164 3,801 8, 188 
5,50 | 30,25 | 1664 | 2,345 | 7416 | 1,765 3,803 8,198 

Объяснения к таблице см. на стр. 17.
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5,50 | 30,25 | 1664 | 2,343 | 7,416 | 1,765 3,803 8,193 
551 30.36 | 1673 | 2347 | 7.423 | 1,766 3,805 8,198 
552 | 3047 | 1682 | 2.349 | 7.430 | 1,767 3,808 8,203 
5°53 3058 | 169,1 | 2,352 | 7.436 | 1,768 3,810 8,208 
554 30.69 | 1700 | 2,354 | 7.443 | 1,769 3,812 8,213 

5,55 | 30,80 | 171,0 | 2,356 | 7,450 | 1,771 3,814 8,218 
556 | 30,91 | 171,9 | 2.358 | 7457 | 1,772 3,817 8.223 
557 | 31,02 | 172,8 | 2.360 | 7463 | 1,773 3,819 8.298 
558 | 31,14 | 173.7 | 2,362 | 7.470 | 1,774 3,821 8,233 
559 | 31,25 | 174,7 | 2,364 | 7477 | 1,775 3,824 8,238 

5,60 | 31,36 | 1756 | 2,366 | 7,483 | 1,776 3,826 8,243 
5 6l 31,47 | 1766 | 2,369 | 7490 | 1,777 3.828 8.247 
562 | 31,58 | 1775 | 2.371 | 7,497 | 1,778 3.830 8,252 
563 | 31,70 | 1785 | 2373 | 7503 | 1,779 3.833 8,257 
564 | 31,81 | 179.4 | 2.375 | 7510 | 1,780 3,835 8.262 

5,65 | 31,92 | 1804 | 2,377 | 7517 | 1,781 3,837 8,267 
566 | 3204 | 181.3 | 2379 | 1523 | 1,782 3,839 8,272 
567 | 3215 | 182,3 | 2,381 | 7530 | 1,783 3.842 8.277 
56$ | 32.26 | 1833 | 2,383 | 7537 | 1,784 3,844 8.282 
569 | 3238 | 1842 | 2385 | 7543 | 1,785 3.846 8,286 

5,70 | 3249 | 1852 | 2,387 | 7550] 1,786 3,849 8,291 
571 32.60 | 1862 | 2,390 | 1556 | 1,787 3,851 8.296 
5.72 | 3272 | 187.1 | 2,392 | 1563 | 1,788 3,853 8.301 
5.73 32.83 | 1881 | 2,394 | 7570 | 1,789 3,855 8,306 
574 32,95 | 1891 | 2,396 | 7.576 | 1,790 3,857 8,311 

5,75 33,06 | 190,1 | 2,398 | 7,583 | 1,792 3,860 8,316 
576 | 33,18 | 1911 | 2,400 | 7589 | 1,793 3.862 8,320 
5:77 33,29 | 1921 | 2,402 | 7596 | 1,794 3,864 8,325 
578 | 33,41 | 1931 | 2,404 | 7/603 | 1,795 3,866 8,330 
5:79 3352 | 1941 | 2406 | 7609 | 1,796 3,869 8,335 

5,80 33,64 | 1951 | 2,408 | 7,616 | 1,797 3,871 8,340 
5,81 33.76 | 1961 | 2410 | 7.622 | 1,798 3,873 8.344 
582 33,87 | 1971 | 2412 | 7629 | 1,799 3,875 8,349 
5'83 33,99 | 198.2 | 2,415 | 7.635 | 1,800 3,878 8,354 
5.84 34,11 | 199.2 | 2.417 | 7642 | 1,801 3,880 8,359 

585 | 34,22 | 3002 | 2419 | 15649 | 1,802 3,882 8,363 
586 | 34,34 | 201,2 | 2491 | 7655 | 1,803 3,884 8,368 
5,87 34,46 | 2093 | 2,423 | 1662 | 1,804 3.886 8,373 
588 | 3457 | 2033 | 2.425 | 7668 | 1,805 3,889 8,378 
5,89 34,69 | 2043 | 2,427 | 7.675 | 1,806 3,891 8,382 

5,90 | 34,81 | 2054 | 2,429 | 7,681 1,807 3,893 8,387 
591 34,93 | 2064 | 2,431 | 7688 | 1,808 3,895 8,392 
592 | 35,05 | 2075 | 2,433 | 7,694} 1,809 3,897 8,397 
5,93 35,16 | 208,5 435 | 7,701 1,810 3,900 8,401 
594 | 35.28 | 209,6 437 | 1707 | 18И 3.902 8,406 

5,95 | 35,40 | 21056 | 2,439 | 1714 | 1,812 3,904 8,411 
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5,95 35,40 | 210,6 | 2439 | 7,714 1,312 3,904 8,411 
5,96 3552 | 211,7 | 2.441 | 17120 | 1,813 3.906 8,416 
5.97 35.64 | 212,8 | 2443 | 17727 | 1,814 3,908 8,420 
5.98 35.76 | 213.8 | 2.445 | 1733 | 1,815 3,911 8.425 
5.99 35,88 | 214,9 | 2,447 | 1740 | 1,816 3.913 8,430 

6,00 36,00 | 2160 | 2,449 | 7,746 | 1,817 3.915 8,434 
6.01 3612 | 217,1 | 2,452 | 7752 | 1,818 3.917 8.439 
6.02 3624 | 218'2 | 2,454 | 1759 | 1,819 3,919 8,444 
6,03 3636 | 219.3 | 2,456 | 1765 | 1,820 3.991 8.448 
6,04 36.48 | 220,3 | 2.458 | 7,772 1,821 3,924 8,453 

6,05 | 36,60 | 221,4 | 2,460 | 7,778 | 1,822 3,926 8,458 
6,06 36.72 | 2225 | 2,462 | 7.78) | 1,823 3,928 8,462 
6,07 36,84 | 223,6 | 2,464 | 17791 1,821 3,930 8,467 
6.08 36,97 | 224,3 | 2,466 | 7.797 | 1,825 3.932 8.472 
6.09 3709 | 2259 | 2,468 | 7804 | 1,826 3,934 8,476 

6,10 37,21 | 227,0 | 2,470 | 7,810 | 1,827 3,936 8,481 
6,11 3733 | 2281 | 2,472 | 787 | 1,823 3,939 8,486 
6,12 37.45 | 229,2 | 2,474 | 7823 | 1,829 3,941 8,490 
6,13 3758 | 230,3 | 2476 | 7829 | 1,830 3,943 8,495 
6,14 37.70 | 231,5 | 2,478 | 7836 | 1,831 3,945 8,499 

6,15 37,82 | 232.6 | 2,480 | 7,842 | 1,832 3,947 8,504 
6,16 37.95 | 233,1 | 2,482 | 7,849 | 1,833 3,949 8,509 
6.17 38,07 | 234,9 | 2,484 | 7.855 | 1,834 3,951 8,513 
6,18 38,19 | 2360 | 2,486 | 7.861 1,835 3,954 8,518 
6.19 38,32 | 2372 | 2,488 | 7.868 | 1,836 3,956 8,522 

6,20 38,44 | 238,3 | 2.490 | 7,874 1,837 3.958 8,527 
6,21 38,56 | 2395 | 2492 | 7880 | 1,838 3,969 8,532 
6.22 38,69 | 240,6 | 2,494 | 7887 | 1,839 3 962 8,536 
6.23 38,81 | 241,8 | 2,496 | 7,893 | 1,840 3,964 8,541 
6,24 38,94 | 243,0 | 2,498 | 7.899 | 1,841 3,966 8,545 

6,25 39,06 | 2441 | 2,500 | 7,906 | 1,842 3,969 8,550 
6,26 39,19 | 2453 | 2502 | 7.912 | 1,843 3,971 8,554 
6,27 39,31 | 2465 | 2504 | 7.918 | 1,844 3.973 8.559 
6,28 39,44 | 247.7 | 2506 | 7,995 | 1,845 3.975 8.564 
6,29 39,56 | 2489 | 2,508 | 7.931 1,846 3,977 8,553 

6,30 39,69 | 250,0 | 2510 | 7,937 1,847 3,979 8,573 
6,31 39,82 | 951,2 | 2,512 | 7944 | 1,848 3,981 8577 
6,32 39,94 | 2524 | 2,514 | 7.950 | 1,849 3,983 8,582 
6,33 40,07 | 253,6 | 2516 | 7956 | 1,850 3,985 8.586 
6,34 40.20 | 254,8 | 2,518 | 7.962 | 1,85 3,987 8,591 

6,35 | 40,32 | 256,0 | 2520 | 7969 | 1,852 3,990 8,595 
6,36 40,45 | 251,3 | 2522 | 7.975 | 1,853 3,999 8,600 
6,37 40.58 | 2585 | 2,524 | 7,981 1,854 3,994 8,604 
6.38 40,70 | 259,7 | 2,526 | 7,987 | 1,855 3,996 8.609 
6,39 40.83 | 260,9 | 2,528 | 7,994 1,856 3.998 8,613 

6,40 40,96 | 262,1 | 2,530 | 8,000 | 1,857 4,000 8,618 

Объяснения к таблице см. на стр. 17,
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8,000 | 1,857 4,000 | 8,618 
8,006 | 1,858 4,002 | 8,622 
8,012 | 1,859 4,004 8,627 
8,019 | 1,860 4,006 | 8,63! 
8,025 | 1,860 4,008 | 8,636 
8,031 1,861 4,010 | 8,640 
8,037 | 1,862 4,012 8,645 
8,044 | 1,863 4,015 | 8,649 
8,050 | 1,864 4,017 | 8,653 
8,056 | 1,865 4,015 | 8,658 
8,062 | 1,866 4,021 8,662 
8,068 | 1,861 4,023 | 8,667 
8,075 | 1,868 4,025 | 8,671 

2,555 | 8,081 1,869 4,027 | 8,676 
8,087 | 18170 4'029 | 8,680 
8,098 | 1,871 4,031 8,685 
8,099 | 1,872 4,033 | 8,689 
8,106 | 1,873 4035 | 8,693 
8,112 | 1,874 4,037 8,698 
8,118 | 1,875 4,039 8,102 
8,124 1,876 4,041 8,707 
8,130 | 1,877 4,043 | 8711 
8,136 | 1,878 4,045 | 8,115 
8,142 | 1,819 4,047 8,720 
8,149 | 1,880 4,049 | 8,124 
8.155 1,881 4,051 1,729 

2,596 | 8,219 1,889 4,070 8,768 

2,598 8,216 1,890 4,072 8,772 
2,600 | 8,222 1,891 4,074 8,776 
2,602 | 8,228 1,892 4,076 8,181 
2,604 8,234 1,893 4,078 8,785 
2,606 | 8,240 1,894 4,080 8,789 

2,608 8,246 1,895 4,082 8,794 
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о 3 3 3 
n п? ns | Vy n У 10n V2 У \0n i00n 

685 | 46,92 | 321,4 | 2,617 | 8,276 1,899 4,092 8,815 
686 | 47,06 | 322,8 | 2,619 | 8,283 1,900 4.094 8,819 
6.87 47,20 | 324,2 | 2,621 | 8,289 1,901 4,096 8,824 
688 | 47,83 | 325,7 | 2,628 | 8,295 | 1,902 4,098 | 8,828 
689 | 47,47 | 321,1 | 2,625 | 8,301 1,903 4.1 8,832 
690 | 47,61 | 328,5 | 2,627 | 8,307 1,904 4,102 8,837 
6,91 47,75 | 329,9 | 2629 | 8,313 1,905 4,104 8,84 | 
6,92 47,89 | 331,4 | 2,631 | 8,319 1,906 4,106 8,845 
698 | 48,02 | 332,8 | 2,632 | 8,325 | 1,907 4,108 | 8,849 
6'94 | 48,16 | 334,3 | 2,634 | 8,381 1,907 4,109 | 8,854 
695 | 48,30 | 335,1 | 2,636 | 8,337 1,908 4,111 8,858 
696 | 48,44 | 331,2 | 2,638 | 8,343 | 1,909 4,113 8,862 
697 | 48,58 | 338,6 | 2,640 | 8,349 | 1,910 4,115 8,866 
6,98 | 48,72 | 340,1 | 2,642 | 8,355 1,911 4,117 8,871 
6.99 | 48,86 | 341,5 | 2,644 | 8,361 1,912 4,119 8,875 

7,00 | 49,00 | 343,0 | 2,646 | 8,367 1,913 4,121 8,879 
701 49,14 | 344,5 | 2,648 | 8,373 1,914 4,123 8,883 
702 | 49,28 | 345,9 | 2,650 | 8,379 | 1,915 4,125 8,887 
703 | 49,42 | 341,4 | 2,651 | 8,385 1,916 4,127 8,892 
704 | 49,56 | 348,9 | 2,653 | 8,390 1,917 4,129 8,896 

7,05 | 49,10 | 350,4 | 2,655 | 8,396 1,917 4,131 8,900 
7,06 | 49,84 | 351,9 | 2,657 | 8,402 1,918 4,133 8,904 
7,07 | 49,98 | 353,4 | 2,659 | 8,408 1,919 4,135 8,909 
7,08 | 50,13 | 354,9 | 2,661 | 8,414 1,920 4,137 8,913 
7,09 | 50,27 | 356,4 | 2,663 | 8,420 | 1,921 4,139 8,917 

7,10 | 50,41 | 351,9 | 2,665 | 8,426 1,922 4,141 8,921 
1,11 50,55 | 359,4 | 2,666 | 8,432 1,923 4,143 8,925 
7,12 | 50,69 | 360,9 | 2,668 | 8,438 1,924 4,145 8,929 
7,13 | 50,84 | 362,5 | 2,670 | 8,444 1,925 4,147 8,934 
1,14 | 50,98 | 364,0 | 2,672 | 8,450 1,926 4,149 8,938 

7,15 | 51,12 | 365,5 | 2,674 | 8,456 1,926 4,151 8,942 
7,16 | 51,27 | 367,1 | 2,676 | 8,362 1,927 4,152 8,946 
7,17 | 51,41 | 368,6 | 2,678 | 8,468 1,928 4,154 8,950 
7,18 | 51,55 | 370,1 | 2,680 | 8,473 1,929 4,156 8,955 
7,19 | 51,70 | 871,7 | 2,681 | 8,479 1,930 4,168 8,959 

7,20 | 51,84 | 373,2 | 2,683 | 8,485 1,931 4,160 8,963 
7,21 51,98 | 374,8 | 2,685 | 8,491 1,932 4,162 8,967 
7,22 | 52,13 | 316,4 | 2,687 | 8,497 1,933 4,164 8,971 
7,23 | 52,27 | 3171,9 | 2,689 | 8,508 1,934 4,166 8,975 
7,24 | 52,42 | 379,5 | 2,691 | 8,509 1,935 4,168 8,979 

7,25 | 52,56 | 381,1 | 2,693 | 8,515 1,935 4,170 8,984 
7,26 | 52,71 | 382,1 | 2,694 | 8,521 1,936 4,172 8,988 
7,27 | 52,85 | 384,2 | 2,696 | 8,526 1,937 4,174 8,992 
1,28 | 53,00 | 385,8 | 2,698 | 8,532 1,938 4,176 8,996 
7,29 | 53,14 | 387,4 | 2,700 | 8,538 1,939 4,177 9,000 

7,30 | 53,29 | 389,0 | 2,702 | 8,544 1,940 4,179 9,004 

Объаснения к таблице cm, на стр. 17,
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2 ~~ 3 3 —- 
п ne | ns и n и 105 п 101 У 100л 

7,75 60,06 | 4555 | 2,784 | 8,803 1,979 4,264 9,185 
1,76 60.22 | 467.3 | 2,786 | 8,809 1,980 4,265 9,189 
7,77 60,37 | 469,1 | 2.787 | 8,815 1.981 4,267 9,193 
1,78 60,53 | 4709 | 2.789 | 8,820 1,981 4,269 9,197 
7,79 60,68 | 4727 | 2,751 | 8,826 1,982 4,271 9,201 

7,80 60,84 | 474,6 | 2,793 | 8,832 1,983 4,273 9.205 
7,81 61,00 | 4764 | 2.795 | 8,837 1,984 4,274 9,209 
7,82 61,15 | 4782 | 2,796 | 8,843 1,985 4,276 9,213 
1,83 61,31 | 4800 | 2.798 | 8,849 1,986 4,278 9,217 
1,84 61,47 | 481,9 | 2,800 | 8,854 1,987 4,289 9,221 

7,85 61,62 | 483, 2,802 | 8,869 1,987 4,282 9,295 
1,86 61,78 | 4856 | 2,804 | 8,866 1,988 4,284 9,299 
1,87 61,94 | 4814 | 2,805 | 8,871 1,989 4,285 9,233 
1,88 62,09 | 489,3 | 2,807 | 8,877 1,990 4,281 9,237 
1,89 62,25 | 491,2 | 2,809 | 8,883 1,991 4,289 9,240 

7,90 62,41 493,0 2,811 8,888 1,992 4,291 9,244 
1,91 6257 | 494,9 | 2,812 | 8,894 1,992 4,293 9,248 
1,92 62,73 | 4968 | 2.814 | 8,899 1,993 4,294 9,252 
1,93 62,88 | 4987 | 2.816 | 8,905 1,994 4,296 9,256 
7,94 | 63,04 | 50056 | 2,818 | 8911 | 1,995 4,298 9,260 
7,95 63,20 | 50255 | 2,820 | 8,916 1,996 4,309 9,264 
1,95 63,36 | 504,4 | 2,821 | 8,922 1,997 4,392 9,268 
1,97 63,52 | 506,3 | 2,823 | 3,927 1,997 4,303 9,273 
1,98 63,68 | 508.2 | 2.895 | 8,933 1,998 4,305 9,275 
1,99 63,84 | 510,1 | 2,827 | 8,939 1,999 4,307 9,279 

8,00 64,00 | 512,0 | 2,828 | 8,944 2,000 4,309 9,283 
8,01 64,16 | 513.9 | 2,830 | 8,950 | 2,001 4,311 9,287 
8,02 64,32 | 5158 | 2,832 | 8,955 2,002 4,312 9,291 
8,03 64,48 | 511,8 | 2,834 | 8,961 2,002 4,314 9,295 
8,04 64,64 | 5197 | 2,835 | 8,967 2,003 4,316 9,293 

8,05 64,80 | 521,7 | 2,837 8,972 2,004 4,318 9,302 
8,06 64,96 | 523.6 | 2,839 | 8,978 2,005 4,320 9,306 
8,07 65,12 | 5256 | 2,841 | 8,983 2,006 4,321 9,310 
8,08 65,29 | 5275 | 2.843 | 8989 2,007 4,323 9,314 
8,09 65,45 | 529,5 | 2,844 | 8,994 | 2,007 4,325 9,318 

8,10 6561 | 531,4 | 2,846 | 9,000 2,008 4,327 9,322 
8,11 65,77 | 533,4 | 2,848 | 9,006 2,009 4,329 9,326 
8,12 6593 | 5354 | 2,850 | 9,011 2,010 4,330 9,329 
8,13 66,10 | 5374 | 285 | 9,017 2,011 4,332 9,333 
8,14 66,26 | 539,4 | 2.853 | 9.022 | 2,012 4,334 9,337 

8,15 66,42 | 541,3 | 2,855 | 9,028 2,012 4,336 9,341 
8,16 66,59 | 543,3 | 2,857 | 9,033 2,013 4,337 9,345 
8,17 66,75 | 5453 | 2,858 | 9,039 2,014 4,339 9,348 
818 | 66,91 | 547,3 | 2,860 | 9,044 | 2,015 4,341 9,352 
8,19 67.08 | 549.4 | 2,862 | 9050 | 2,016 4,343 9,356 

8,20 67,24 | 551,4 | 2,864 | 9,0551 2,017 4,344 9,360 

Объяснения к таблице см. на сгр. 11.
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y “ 3 ed 

n n* ns Уз У 165 yr у 107 у 100n 

8,20 | 67,24 | 551,4 | 2,864 | 9,055 | 2,017 4,344 9,360 
8.21 | 67,40 | 553,4 | 2.865 | 9,061 9,017 4,346 9,364 
822 | 67,57 | 5554 | 2,867 | 9,066 | 2,018 4,34 9,368 
8.23 | 67,73 | 5574 | 2,869 | 9,072 | 2,019 4,350 9,371 
824 | 67,90 | 559,5 | 2,871 | 9,077 | 2,020 4,352 9,375 

8,25 | 68,06 | 561,5 | 2,872 | 9,083 | 2,07 4,353 9,379 
8,26 | 68,23 | 563,6 | 2,874 | 9,083 | 2,021 4,355 9,383 
827 | 68,39 | 5656 | 2,876 | 9,094 | 2,022 4,357 9,386 
828 | 6856 | 567.7 | 2,877 | 9,099 | 2,023 4,359 9,390 
829 | 6872 | 5697 | 2,879 | 9,105 | 2,024 4,360 9,394 

8,30 | 68,89 | 571,3 | 2.881 | 9,110 | 2,025 4,352 9,398 
831 | 69,06 | 573,9 | 2,883 | 9,116 | 2,026 4,364 9 402 
832 | 69,22 | 5759 | 2,884 | 9,121 9,026 4,366 9,405 
833 | 69,39 | 5780 | 2,886 | 9,127 | 2,097 4,367 9,409 
834 | 69,56 | 5801 | 2,888 | 9,132 | 2,028 4,369 9,413 

8,35 | 69,72 | 582,2 | 2,890 | 9,138 | 2,029 4,371 9.417 
836 | 69,89 | 584,3 | 2,891 | 9,143 | 2.030 4,373 9.420 
837 | 70,06 | 586,4 | 2,893 | 9,149 | 2,030 4,374 9.424 
'38 | 7022 | 5885 | 2,895 | 9,154 | 2,031 4,376 9,428 

839 | 7039 | 590,6 | 2,897 | 9,160 | 2,032 4,378 9,432 

8,40 | 70,56 | 592,7 | 2,898 | 9.165 | 2,033 4,380 9.435 
841 | 70,73 | 594,8 | 2,900 | 9,171 2,034 4,381 9,4139 
842 | 79,90 | 596,9 | 2,902 | 9,176 | 2.034 4,383 9,443 
843 | 71,06 | 55991 | 2,903 | 9.182 | 2,035 4,385 9,447 
844 | 71,23 | 601,2 | 2,905 | 9,187 | 2,036 4,386 9,450 

8,45 | 71,40 | 603,4 | 2,907 | 9,192 | 2,037 4,388 9,454 
846 | 71,57 | 6055 | 2,909 | 9,198 | 2,038 4,390 9,458 
847 | 71,74 | 6076 | 2.910 | 9.203 | 2,038 4,392 9,462 
848 | 71,91 | 609,8 | 2,912 | 9,209 | 2,039 4,393 9,465 
849 | 72,08 | 6120 | 2,914 | 9,214 | 2,040 4,395 9,469 

8,50 | 72,25 | 614,1 | 2.915 | 9,220 | 2,041 4,397 9.473 
851 | 72,42 | 6163 | 2,917 | 9,225 | 2,042 4,399 9,476 
852 | 7259 | 6185 | 2,919 | 9,230 | 2,042 4,400 9,480 
853 | 72,76 | 620,7 | 2,921 | 9,236 | 2,043 4,402 9,484 
354 | 72,93 | 622.8 | 2,922 | 9,241 2,044 4,404 9,488 

8,55 | 73,10 | 6450 | 2,924 | 9,247 | 2,045 4,403 9,491 
856 | 73,27 | 627.2 | 2.926 | 9,252 | 2,046 4,407 9,495 
857 | 73,44 | 6294 | 2,997 | 9,257 | 2,046 4,409 9,499 
858 | 73,62 | 631,6 | 2,929 | 9,263 | 2,047 4,411 9,502 
859 | 73,79 | 633,3 | 2,931 | 9,263 | 2.048 4,412 9,506 

8,60 | 73,96 | 636,1 | 2,933 | 9,274 | 2,049 4,414 9,510 
861 | 74,13 | 638,3 | 2,934 | 9,279 | 2,050 4,416 9,513 
862 | 74,30 | 6405 | 2,936 | 9,284 | 2,050 4,417 9,517 
863 | 74,48 | 6427 | 2,938 | 9,290 | 2,051 4,419 9,521 
864 | 74,65 | 6450 | 2,939 | 9,295 | 2,052 4,421 9,524 

8,65 | 74,82 | 6412 | 2,941 | 9,301 2.053 4,423 9,528 
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_ — 4 3 — 
п | пз | na | yn | И 102 Из У 10n 1002 

8,65 14,82 | 647,2 | 2,941 | 9,301 2,053 4,423 9,528 
8,66 15,00 | 649,5 | 2,943 | 9,306 2,054 4,424 9,532 
8,67 75,17 | 651,7 | 2,944 | 9,311 2,054 4,426 9,535 
8,68 75,34 | 654,0 | 2,946 | 9,317 2,055 4,428 9,539 
8,69 75,52 | 656,2 | 2,948 | 9,322 2,056 4,429 9,543 

8, 70 75,69 | 658,5 | 2,950 | 9,327 2,057 4,431 9,546 
8,71 75,86 | 660,8 | 2,951 | 9,333 2,057 4,433 9,550 
8,72 76,04 | 663,1 | 2,953 | 9,338 2,058 4,434 9,554 
8,73 16,2 665,3 | 2.955 | 9,343 2,059 4,436 9,557 
8,74 76,39 | 667,6 | 2,956 | 9,349 2,060 4,438 9,561 

8,75 16,56 | 669,9 | 2,958 | 9,354 2,061 4,440 9,565 
8,76 16,14 | 672,2 | 2,960 | 9,359 2,061 4,441 9,568 
8,11 76,91 | 674,5 | 2,961 | 9,365 2,062 4,443 9,572 
8,18 77,09 | 616,8 | 2,963 | 9,370 2,063 4,445 9,576 
8,79 77,26 | 679,2 | 2,965 | 9,375 2,064 4,446 9,579 

8,80 77,44 | 681,5 | 2,966 | 9381 2,065 4,448 9,583 
8,81 77,62 | 683,8 | 2,968 | 9,386 2,065 4,450 9,586 
8,82 77,79 | 686,1 | 2,970 | 9,391 2,066 | 4,451 9,590 
8,83 77,97 | 688,5 | 2,972 | 9397 2,067 4,453 9,594 
8,84 78,15 | 690,8 | 2,973 | 9,402 2,068 4,455 9,597 

8,85 78,32 | 698,2 | 2,975 | 9,407 2,068 4,456 9,601 
8,86 78,50 | 695,5 | 2,977 | 9413 2,069 4,458 9,605 
8,87 78,68 | 697,9 | 2,978 | 9.418 2,070 4,460 9,608 
8,88 18,85 | 700,2 | 2,980 | 9423 2,071 4,461 9,612 
8,89 79,03 | 702,6 | 2,982 | 9,429 2,072 4,463 9,615 

8,90 79,21 | 705,0 | 2,983 | 9,434 2,072 4,465 9,619 
8,91 79,39 | 707,3 | 2,985 } 9,439 | 2,073 4,466 9,623 
8,92 19,57 | 709,1 | 2,987 | 9,445 2,074 4,468 9,626 
8,93 19,14 } 712,1 | 2,988 | 9450 | 2,075 4,470 9,630 
8,94 79,92 | 7114,5 | 2,990 | 9455 2,075 4,471 9,633 

8,95 80,10 | 716,9 | 2,992 | 9,460 2,076 4,473 9,637 
8,96 80,28 | 719,3 | 2,993 | 9.466 2,077 4,475 9,641 
8,97 80,46 | 721,7 | 2,995 | 9.471 2,078 4,476 9,644 
8,98 80,64 | 724,2 | 2,997 | 9476 2,079 4,478 9,648 
8,99 80,82 | 726,6 | 2,998 | 9482 2,079 4,480 9,651 

9,00 81,00 | 729,0 | 38,000 | 9,487 | 2,080 4,481 9,655 
9,01 81,18 | 731,4 | 3,002 | 9492 | 2,081 4,483 9,658 
9,02 81,36 | 733,9 | 3,003 | 9,497 2,082 4,485 9,662 
9,03 81,54 | 736,3 | 3,005 | 9503 2,082 4,486 9,666 
9,04 81,72 | 738,8 | 8,007 | 9508 2,083 4,488 9,669 

9,05 81,90 | 741,2 | 3,008 | 9513 2,084 4,490 9,678 
9,06 82,08 | 743,7 | 3,010 | 9518 2,085 4,491 9,676 
9,07 82,26 | 146,1 | 3,012 | 9524 2,085 4,493 9,680 
9,08 82,45 | 748,6 | 3,013 | 9,529 2,086 4,495 9,683 
9,09 82,63 | 751,1 | 3,015 | 9534 2,081 4,496 9,687 

9,10 82,81 | 753,6 | 3,017 | 9,539 2,088 4,498 9,691 

Объяснения к таблице CM, на стр. 17.
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9,10 | 82,8) 753,6 | 3,017 | 9,539 2.088 4,498 9,691 
9.11 82,99 756,1 | 3,018 | 9545 2.089 4,500 9,694 
9,12 83.17 158,6 | 3,020 | 9550 2.089 4,501 9,598 
9,13 83,36 761,0 | 3,022 | 9555 2,090 4,503 9,701 
9,14 83.54 763,6 | 3,023 | 9,569 2,091 4,503 9,705 

9,15 83,72 766,1 | 3,023 | 9,566 2,092 4,506 9,708 
9,16 83,91 768,6 | 3,027 | 9571 2,092 4,508 9,712 
9,17 84,09 771,1 3,028 | 9576 2,093 4,509 9,715 
9,18 84,27 773,6 | 3,030 | 9,581 2,094 4511 9,719 
9,19 84,46 776,2 | 3,032 | 9,586 2,095 4,513 9,722 

9,20 84,64 778,7 | 3,033 | 9592 2,095 4,514 9,726 
9 21 84,82 781,2 | 3,035 | 9597 2,096 4,516 9,729 
9,22 85,01 783,8 | 3,036 | 9,602 2,097 4,518 9,733 
9,23 85,19 786,3 | 3,038 | 9,607 2,098 4,519 9,736 
9,24 55,38 7889 | 3,040 | 9612 2,098 4,521 9,740 

9,25 85,56 791,5 | 3,041 | 9,618 2,099 4,523 9 743 
9,26 85,75 794,0 | 3.043 | 9,693 2,100 4,524 9,147 
9,27 85,93 796,6 | 3,045 | 9,628 2,101 4326 9,750 
3,28 86,12 799,2 | 3,046 | 9,633 2.101 4,527 9,754 
9,29 86,30 801,8 | 3,048 | 9,638 2,102 4,529 9,758 

9,30 86,49 804,4 | 3,050 | 9,644 2,103 4,531 9,761 
9,31 86,68 807,0 | 3,051 | 9.649 2,104 4,532 9,764 
9,32 86,36 809,6 | 3,053 | 9,654 2,104 4,534 9,768 
9,33 87,05 812,2 | 3,055 | 9,639 2,105 4,536 9,771 
9,34 81,24 814,8 | 3,056 | 9,664 2,105 4,537 9,775 

9,35 87,42 817,4 | 3,058 | 9,670 2,107 4,539 9,778 
9,36 87,61 8200 | 3,059 | 9,675 2,107 4,540 9,782 
9,37 | 87,80 8221 | 3,061 | 9,680 2,108 4,542 9,785 
9,33 | 87,98 825,3 | 3,063 | 9,685 2,109 4,544 9,789 
9,39 | 8817 821,9 [ 3,064 | 9,690 2,110 4,545 9,792 

9,40 | 8836 830,6 | 3,066 | 9,695 9,110 4,547 9,796 
9,41 8855 $33,2 | 3,063 | 9,701 2,111 4,548 9,799 
9,42 | 88,74 835,9 | 3,069 | 9,706 2,112 4,550 9,803 
9,43 | 8892 838,6 | 3,071 | 9,711 2,113 4,552 9,806 
9,44 89,11 881,9 | 3,072 | 9,716 9,113 4,553 9,810 

9,45 | 89,30 843,9 | 3,074 | 9,721 2.114 4,555 9,813 
9.46 | 89,49 846,6 | 3,076 | 9,726 2,115 4,556 9,817 
9,47 89,68 849,3 | 3,077 | 9,731 2,116 4558 9,820 
9,48 89,37 852,0 | 3.079 | 9,737 9,116 4,560 9,824 
9,49 90,06 854,7 | 3,081 | 9,742 2,117 4,551 9,827 

9,50 | 90.25 857,4 | 3,082 | 9,747 2,118 4,563 9,830 
9,51 30,44 560,1 | 3,084 | 9,752 9,119 4,565 9.834 
9,52 90,63 862,3 | 3,085 | 9,757 2,119 4,566 9,837 
9,53 90,82 8655 | 3,087 | 9,762 2,120 4,568 9,841 
9,54 91,01 568,3 | 3,089 | 91657 2.191 4,569 9,844 

9,55 | 91,20 571,0 | 3,090 | 9,772 2,122 4,571 9,848 
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3 8 3 ом (Va | Vim] Ye | ioe | Yim 
9,55 91,20 871,0 | 3,099 9,772 2,122 4,571 9,848 
9,56 91,39 873,7 | 3,092 9,778 2,122 4,572 9.851 
9,57 91,58 876,5: 3,094 9,183 2.123 4,574 9,855 
9,58 91,78 879,2 | 3,095 9,788 2,124 4,576 9,858 
9,59 91,97 882,0 | 3,097 9,793 2,125 4,577 9,861 

9,60 92,16 884,7} 3,098 | 9,798 2,125 4,579 9.865 
3,61 92,35 881,5 | 3,100 9,803 2.126 4,580 9.868 
9,62 92,54 890,3 | 3,102 9,803 2.127 4,532 9,812 
9,63 92,74 893,1 | 3,103 9,813 2,128 4,584 9.875 
964 | 92.93 | 895.8} 3.105 | 9,818 | 2428 | 4,58% | 9.819 
9,65 93,12 898,6 | 3,106 9,823 2,129 4,587 9,882 
3,66 93,32 901,4| 3,108 9,529 2.130 4,588 9,885 
9,67 93.51 9904,2, 3,110 9,834 2.130 4,590 9,889 
9,68 93,70 907,01 ЗИ 9,839 2,131 4,592 9.892 
969 | 9390 | 9099} 3,113 | 9,844 | 2132 | 4,593 | 9.896 
9,70 94,09 912,7 | 3,114 9,849 2,133 4,595 9,899 
9,71 94,28 9155: 3.116 9,854 2:133 4,596 9,902 
9,72 94,48 918,3 | 3.118 9,859 2.134 4,598 9,906 
9,73 94,67 921,2 | 3.119 9,864 2.135 4,599 9,909 
9,74 94,87 924,0] 3.121 9,869 2,136 4,691 9,913 

9,75 95,06 926,9 | 3,122 9,874 2,136 4,603 9,916 
9,76 95,26 929,7 | 3.124 9,879 2,137 4,604 9,919 
9,77 95,45 932,61 3,126 9,884 2.138 4,606 9.923 
9,78 95 ,65 935,4 | 3,127 9,889 2,139 4,607 9.926 
9,19 95,84 938,3 | 3,129 9,894 2,133 4,609 9,930 

9,80 96,04 941,2 | 3,130 9,899 2,140 4,610 9,933 
9,31 96,24 944,1 | 3,132 9,905 2.141 4,612 9,936 
9,82 96,43 941,01 3,134 9,910 2.141 4,614 9,940 
9,83 96,63 949,91 3,135 9,915 2.142 4,615 9,943 
9,84 96,83 952.8 | 3,137 9,920 2.143 4,617 9,946 

9,85 97,02 955,7 | 3.138 | 9,925 2,144 4,618 9,950 
9,86 97,22 958,6 | 3.140 9,930 2.144 4,620 9,953 
9,87 97,42 961,5 | 3.142 9,935 2,145 4,621 9,956 
9,88 97,61 964,4: 3,143 9,940 2,146 4,623 9,960 
9,89 97,81 961,4 | 3,145 | 9,945 2,147 4,625 9,963 

9,90 98,01 970,3| 3,146 | 9,950 2,147 4,626 9.967 
9,91 98,21 973.2 | 3,148 9,955 2,148 4,628 9,970 
9,92 98,41 976,2 | 3,150 9,960 2.149 4,623 9,973 
3.93 98,60 97911 3.151 9,965 2.149 4,631 9.977 
9,94 98,80 982,11 3,153 9,970 2.150 4,632 9,980 

9,95 99,00 985,1 | 3,154 9,975 2,151 4,634 9,983 
9,96 99,20 988,0 | 3,156 9,980 2,152 4,635 9,987 
9,97 99,40 991,0 | 3.158 9,985 2,152 4,637 9,990 
9,98 99,60 994,0 | 3,159 9,990 2,153 4,633 9,993 
9,99 99,8.} 997,01 3,161 9.995 2.154 4,640 9,997 

10,00 190,00: 1 000,01 3,162 | 10,000 2.154 4,642 10,000 

Объяснения к габлице см. на стр. М
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3. Степени целых чисел от n=] до п= 100 

п n2 ns na ns 

1 1 1 | 1 
2 4 8 16 32 

3 9 27 81 243 

4 16 64 256 1 024 

5 25 125 625 3 125 

6 36 216 1 296 7 776 

7 49 343 2 401 16 807 

8 64 512 4 096 32 768 
9 81 723 6 561 59 049 

10 100 1 000 10 000 109 009 

11 121 1 331 14 641 161 051 
12 144 1728 20 736 248 332 

13 169 2 197 28 561 371 293 

14 196 2744 38 416 537 824 

15 225 3 315 50 625 759 315 
16 256 4 096 65 536 1 048 576 

17 289 4 913 83 521 1 419 857 
18 324 5 832 104 976 1 889 563 

19 361 6 859 130 321 2 476 099 

20 400 8 000 169 000 3 200 000 

21 441 9 261 194 431 4 081 101 
22 484 10 643 234 256 5 153 632 
23 529 12 167 279 841 6 436 343 

24 576 13 824 331 776 7 962 624 

25 625 15 625 390 625 9 765 625 

26 676 17 576 456 976 11 881 376 

27 729 19 683 531 441 14 348 907 

28 784 21 952 614 656 17 210 368 

29 $41 24 389 707 231 20 511 149 

30 900 27 000 810 009 24 300 000 

31 961 29 791 923 521 23 629 151 

32 1021 32 763 1 048 576 33 554 432 
33 1 O89 35 937 1 185 921 39 135 393 

34 1 156 39 304 1 336 336 45 435 424 

35 1 225 42 875 1500 625 52 521 875 
36 1 296 46 636 1 679 616 60 466 176 

37 1 369 50 653 1 874 161 69 343 957 

33 1 444 54 872 2 085 136 79 235 163 

3! 1521 59 319 2 313 441 90 224 199 

40 1 600 64 009 2 560 000 102 400 000 

4] 1 681 68 921 2 §25 761 115 856 201 

42 1 76+ 74 088 3 111 696 13) 691 232 

43 1 84 79 507 3 418 801 147 008 443 

44 1 936 85 184 3 748 096 161916 224 

45 2 025 91 125 4 100 625 184 528 125 
46 2 116 97 336 4 477 456 205 962 976 

47 2 209 103 823 4 879 631 229 345 007 
48 2 304 110 592 5 308 416 254 803 968 

49 2 401 117 649 5 76+ 801 232 415 249 
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п я? ns na no 

59 2 500 125 000 6 250 60 312 500 000 
51 2 601 132 651 6 765 201 345 025 251 
52 2 704 140 608 7 311 616 380 204 032 
53 2 809 148 877 7 890 48) 418 195 493 
54 2 916 157 464 8 503 056 459 165 024 

55 3 025 166 375 9 150 625 503 284 375 
56 3 136 175 616 9 834 495 550 731 776 
57 3 249 185 193 10 556 001 601 692 057 
53 3 364 195 112 11 316 496 656 356 763 
59 3 481 205 379 12 117 361 714 924 299 

60 3 600 216 000 12 960 000 777 600 600 
61 3 721 226 981 13 815 841 844 596 361 
62 3 844 238 323 14 776 336 916 132 832 
63 3 969 250 047 15 752 961 992 436 543 
64 4 096 262 144 16777 216 1 073 741 824 

65 4 225 274 625 17 850 625 1 160 290 625 
66 4 356 287 496 18 974 735 1 252 332 575 
67 4 489 300 763 20 151 12: 1 350 125 197 
68 4 624 314 432 21 381 376 1 453 953 563 
69 4761 328 509 22 667 121 1564 031 343 

70 4 900 343 000 24 010 000 1 630 760 000 
71 5 041 357 911 25 411 681 1 804 229 351 
72 5 184 373 248 26 873 856 1 934 917 632 
73 5 329 389 07 28 398 241 2 073 071 593 
74 5 476 405 224 29 936 576 2 219 006 624 

75 5 625 421 873 31 640 625 2 373 046 875 
76 5 776 438 976 33 362 175 2535 525 376 
77 5 929 456 533 35 153 041 2706 784 157 
78 6 084 474 552 37 015 056 2 887 174 368 
79 6 241 493 039 38 950 081 3 077 056 399 

80 6 400 512 000 40 960 000 3 276 800 000 
81 6561 531 441 43 046 721 3 486 784 401 
82 6 724 551 368 45 212 176 8 707 398 432 
83 6 889 571 787 47 458 321 3 939 040 643 
84 7 056 592 704 49 787 135 4 182 119 424 

85 7 225 614 125 52 200 625 4 437 053 125 
86 7 396 636 056 54 700 816 4 704 270 176 
87 7559 658 503 57 259 761 4 984 209 207 
88 7 144 681 472 59 969 536 5 277 319 168 
89 7 921 704 969 62 742 241 5 584 059 449 

39 8 100 729 000 65 610 000 5 904 909 000 
91 8 281 753 571 68 574 961 6 240'321 451 
92 8 464 778 638 71 639 296 6 590 815 232 
93 8 649 804 357 74 805 201 6 956 883 693 
94 8 836 830 584 78 074 896 7 339 040 224 

95 9 025 857 315 81 450 625 1 731 809 375 
96 9 216 884 736 84 934 656 8 153 726 976 
97 9 409 912 673 88 529 281 8 587 340 257 
98 9 604 941 192 92 236 815 9 039 207 963 
99 9 801 97U 299 96 059 601 9 509 900 499 

100 10 000 1 GOL 000 100 000 000 10 000 000 000 
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4. Обратные величины 
~~
 

n 0 | 2 3 4 5 6 7 8 9 

1,0 | 10000 | 9901 | 9804 | 9709 | 9615 | 9524 | 9434 | 9346 | 9259 | 9174 
1,1 9091 | 9009 | 8929 | 8850 | 8772 | 8696 | 8621 | 8547 | 8475 | 8403 
1,2 8333 | 8264 | 8197 | 8130 | 8065 | 8000 | 7937 | 7874 | 7812 | 7752 
1,3 7692 | 7634 | 7576 | 7519 | 7463 | 7407 | 7353 | 7299 | 7246 | 7194 
1,4 7143 | 7092 | 7042 | 6993 | 6944 | 6897 | 6849 | 6803 | 6757 | 6711 

1,5 | 6667 | 6623 | 6579 | 6536 | 6494 | 6452 | 6410 | 6369 | 6329 | 6289 
1,6 | 6250 | 6211 | 6173 | 6135 | 6098 | 6061 | 6024 | 5988 | 5952 | 5917 
1,7 | 5882 | 5848 | 5814 | 5780 | 5747 | 5714 | 5682 | 5650 | 5618 | 5587 
1,8 | 5556 | 5525 | 5495 | 5464 | 5435 | 5405 | 5376 | 5348 | 5319 | 5291 
1,9 | 5263 | 5236 | 5208 | 5181 | 5155 | 5128 | 5102 | 5076 | 5051 | 5025 

2,0 | 5000 | 4975 | 4950 | 4926 | 4902 | 4878 | 4854 | 4831 | 4808 | 4785 
2,1 4762 | 4739 | 4717 | 4695 | 4673 | 4651 | 4630 | 4608 | 4587 | 4566 
2,2 4545 | 4525 | 4505 | 4484 | 4464 | 4444 | 4495 | 4405 | 4386 | 4367 
2,3 4348 | 4329 | 4310 | 4292 | 4274 | 4255 | 4237 | 4219 | 4202 | 4184 
2,4 4167 | 4149 | 4132 | 4115 | 4098 | 4082 | 4065 | 4049 | 4032 | 4016 

2,5 4000 | 3984 | 3968 | 3953 | 3937 | 3922 | 3906 | 3891 | 3876 | 3861 
2,6 3846 | 3831 | 3817 | 3802 | 3788 | 3774 | 3759 | 3745 | 3731 | 3717 
2,1 3704 | 3690 | 3676 | 3663 | 3650 | 3636 | 3623 | 3610 | 3597 | 3584 
2,8 3571 | 3559 | 3546 | 3534 | 3521 | 3509 | 3497 | 3484 | 3472 | 3460 
2,9 | 3448 | 3436 | 3425 | 3413 | 3401 | 3390 | 3378 | 3367 | 3356 | 3344 

3,0 | 3333 | 3322 | 3311 | 3300 | 3289 | 3279 | 3268 | 3257 | 3247 | 3236 
3,1 3226 | 3215 | 3205 | 3195 | 3185 | 3175 | 3165 | 3155 | 3145 | 3135 
3,2 3125 | 3115 | 3106 | 3096 | 3086 | 3077 | 3067 | 3058 | 3049 | 3040 
3,3 3030 | 3021 | 3012 | 3003 | 2994 | 2985 | 2976 | 2967 | 2959 | 2950 
3,4 2941 | 2933 | 2924 | 2915 | 2907 | 2899 | 2890 | 2882 | 2874 | 2865 

3,5 | 2857 | 2849 | 2841 | 2833 | 2825 | 2817 | 2809 | 2801 | 2793 | 2786 
3,6 2778 | 2770 | 2762 | 2755 | 2747 | 2740 | 2732 | 2725 | 2717 | 2710 
3,1 2703 | 2695 | 2688 | 2681 | 2674 | 2667 | 2660 | 2653 | 2646 | 2639 
3,8 2632 | 2625 | 2618 | 2611 | 2604 | 2597 | 2591 | 2584 | 2577 | 2571 
3,9 2564 | 2558 | 2551 | 2545 | 2538 | 2532 | 2525 | 2519 | 2513 | 2506 

4,0 2500 | 2494 | 2488 | 2481 | 2475 | 2469 | 2463 | 2457 | 2451 | 2445 
4,1 2439 | 2433 | 2427 | 2421 | 2415 | 2410 | 2404 | 2398 | 2392 | 2387 
4,2 2381 | 2375 | 2370 | 2364 | 2358 | 2353 | 2347 | 2342 | 2336 | 2331 
4,3 2326 | 2320 | 2315 | 2309 | 2304 | 2299 | 2294 | 2288 | 2283 | 2278 
4,4 2213 | 2268 | 2262 | 2257 | 2252 | 2247 | 2242 | 2937 | 2232 | 2227 

4,5 | 2222 | 2217 | 2212 | 2208 | 2203 | 2198 | 2193 | 2188 | 2183 | 2179 
4,6 2174 | 2169 | 2165 | 2160 | 2155 | 2151 | 2146 | 2141 | 2137 | 2132 
4,7 2128 | 2123 | 2119 | 2114 | 2110 | 2105 | 2101 | 2096 | 2092 | 2088 
4,8 2083 | 2079 | 2075 | 2070 | 2066 | 2062 | 2058 | 2053 | 2049 | 2045 
4,9 | 2041 | 2037 | 2033 | 2028 | 2024 | 2020 | 2016 | 2012 | 2008 | 2004 

5,0 2000 | 1996 | 1992 | 1988 | 1984 | 1980 | 1976 | 1972 | 1969 | 1965 
5,1 1961 | 1957 | 1953 | 1949 | 1946 | 1942 | 1938 | 1934 | 1931 | 1927 
5,2 1923 | 1919 | 1916 | 1912 | 1908 | 1905 | 1901 | 1898 | 1894 | 1890 
5,3 1887 | 1883 | 1880 | 1876 | 1873 | 1869 | 1866 | 1862 | 1859 | 1855 
5,4 1852 | 1848 | 1845 | 1842 | 1838 | 1835 | 1832 | 1828 | 1825 | 1821 
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n | 0 | 2 | 3 4 | 5 8 | 7 | 8 | 9 

5,5 | 1818} 1815] 1812] 1808 | 1805 | 1802 | 1799 | 1795] 1792 | 1789 
5,6 | 1786| 1783 | 1779} 1776 | 1773 | 1770 | 1767 | 1764] 1761 | 1787 
5,7 | 1754| 1751 | 1748 | 1745 | 1742 | 1739 | 1736 | 1733| 1730 | 1727 
5,8 | 1724 | 1721 | 1718 | 1715 | 1712 | 1709.| 1706 | 1704 | 1701 | 1698 
5,9 | 1695 | 1692 | 1689 | 1686 | 1684 | 1681 | 1678 | 1675 | 1672 | 1669 
6,0 | 1667 | 1664 | 1661 | 1658 | 1656 | 1653 | 1650| 1647 | 1645 | 1642 
6,1 | 1639 | 1637 | 1634 | 1631 | 1629 | 1626 | 1623] 1621 | 1618 | 1616 
6,2 | 1613| 1610| 1608 | 1605 | 1603 | 1600 | 1597 | 1595 | 1592 | 1590. 
6,3 | 1537 | 1585 | 1582 | 1580 | 1577 | 1575 | 1572 | 1570 | 1567 | 1565 
6,4 | 1562 | 1560 | 1558 | 1555 | 1553 | 1550 | 1548| 1546 | 1543 | 1541 
6,5 | 1538 | 1536 | 1534 | 1531 | 1529 | 1527 | 1524 | 1522 | 1520 | 1517 
6,6 | 1515 | 1513| 15| 1508 | 1506 | 1504 | 1502 | 1499 | 1497 | 1495 
6,7 | 1493| 1490 | 1488 | 1486 | 1484 | 1481 | 1479 | 1477 | 1475 | 1473 
6.8 | 1471| 1468| 1466 | 1464 | 1462 | 1469 | 1458 | 1456 | 1453 | 1451 
69 | 1449| 1447 | 1445 | 1443 | 1441 | 1439 | 1437 | 1438 | 1433 | 1431 
7,0 | 1429| 1427 | 1425 | 1422 | 1420 | 1418 | 1416| 1414 | 1412 | 1410 
1,1 | 1408 | 1406 | 1404 | 1403 | 1401 | 1399 | 1397 | 1395 | 1393 | 1391 
7,2 | 1389 | 1387 | 1335 | 1383 | 1381 | 1379 | 1377 | 1376 | 1374 | 1372 
7,3 | 1370 | 1368 | 1366 | 1364 | 1362 | 1361 | 1359 | 1357 | 1355 | 1353 
1,4 | 1351 | 1350 | 1348 | 1346 | 1344 | 1342 | 1340| 1339 | 1387 | 1335 
7,5 | 1333 | 1332} 1330 | 1328 | 1326 | 1325 | 1323 | 1321 | 1319 | 1318 
7,6 | 1316} 1314] 1312| 1311 | 1309 | 1307 | 1305 | 1304 | 1302 | 1300 
7,7 | 1299 | 1297 | 1295 | 1294 | 1292 | 1290 | 1289| 1287 | 1285 | 1284 
7,8 | 1282| 1280 | 1279 | 1277 | 1276 | 1274 | 1272| 1271 | 1269 | 1267 
79 | 1266 | 1264 | 1263 | 1261 | 1259 | 1253 | 1256| 1255 | 1253 | 1252 
8,0 | 1250] 1248] 1247 | 1245 | 1244 | 1242 | 1241 | 1239 | 1238 | 1236 
8,1 | 1235 | 1233 | 1232 | 1230 | 1229 | 1227 | 1225| 1224 | 1229 | 1221 
8,2 | 1220] 1218| 1217] 1215 | 1214 | 1212 | 12| 1209 | 1208 | 1206 
8,3 | 1205| 1203! 1202 | 1200 | 1199 | 1198 | 1196] 1195] 1193 | 1192 
84 | 1190 | 1189 | 1188 | 1186 | 1185 | 1183 | 1182 | ИТ | 1179 | 1178 
8,5 | 1176] 1175| 1174 | 1172 | 1171 | 1170 | 1168 | 1167 | 1166 | 1164 
8,6 | 1163 | 1161 | 1160 | 1159 | 1157 | 1156 | 1155 | 1153| 1152 | 1151 
81 | 1149| 1148 | 1147 | 1145 | 1144 | 1143 | 1142 | 1140 | 1139 | 1138 
8,8 | 1136 | 1135 | 1134 | 1133 | 1131 | 1130 | 29| 1127] 1126 | 1125 
8.9 | 1124 | 1122] 21| 20 | 1119 | 117 | atte} 115] Им | ite 
9,0 | Wit] 1110} 1109 | 1107 | 1106 | 1105 | 1104 | 1103] 1101 | 1100 
91 | 1099| 1093| 1096 | 1095 | 1094 | 1093 | 1092} 1091 | 1089 | 1088 
9,2 | 1087] 1086 | 1085 | 1083 | 1082 | 1081 | 1080 | 1079 | 1078 | 1076 
9,3 | 1075 | 1074| 1073| 1072 | 1071 | 1070 | 1068| 1067 | 1066 | 1065 
9,4 | 1064 | 1063 | 1062 | 1060 | 1059 | 1058 | 1057 | 1056 | 1055 | 1054 
9,5 | 1053| 1052 | 1050 | 1049 | 1048 | 1047 | 1046 | 1045| 1044 | 1043 
9.6 | 1042| 1041| 1040 | 1038 | 1037 | 1036 | 1035 | 1034 | 1038 | 1032 
9,7 | 1031 | 1030 | 1029| 1028 | 1027 | 1026 | 1025| 1024 | 1022 | 1021 
9,8 | 1020 | 1019 | 1018| 1017 | 1016 | 1015 | 1014 | 1013} 1012 [10 
9,9 | 1010| 1009 | 1008 | 1007 | 1006 | 1005 | 1004 | 1003| 1002 | 1001 

Объяснения к таблице см, на следующей странице
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Объяснения к таблице обратных величин, 
В таблице 4 на стр. 40—41 даны с четырьмя знлками значения вели- 

чины 10000: п для трехзначных значений аргумента, заключенных меж- 
ду Ти 10. Каждое число в таблице помещено в строчке, соответству- 
ющей первым двум зчачашим цифрам аргумента (указанным в 
столбие п), и в столбце, соответствующем третьей цифре аргумента. 
Например, 10000: 2,26 = 4425. Если аргумент дан с четырьмя знаками, 
то необходимо прибегнуть к линейной интерполяции (см. стр. 15). Сле- 
дует обратить внимание на то, что здесь ивтерполяционные поправки 
не прибавляются, авычитаются. 

Помещенные в таблице числа можно рассматривать как десятич- 
ные знаки, слелующие за запятой в дроби |: п; напоимер, |: 2,26 =0,4425. 
Для нахождения lin при п > 16 ип <! прияимзют во внимание, что 
при умножении л на 10° величина |: умножается на 10”, т. е. пе- 
ренос запятой у п на А разрядов вправо вызывает перенос запятой 
lin на А разрядов влево, и наоборот. Например, 1: 22,6 == 0,04425; 
1; 0,0226 == 44,25. 

5. Факториалы и обратные им величины 

п | п! n n! 

1 | | 39 916 800 
2 2 12 479 001 600 
3 6 13 6 227 020 800 
4 24 14 87 178 291 200 
5 120 15 1 307 674 368 000 
6 720 16 20 922 789 888 009 
7 5 040 17 855 687 428 096 000 
8 40 320 18 6 402 373 705 728 000 
9 362 880 19 121 645 109 408 832 000 

10 3 623 800 20 2 432 902 008 176 640 000 

Величины, обратные факториалам* 

п Lin! n р: м! п 1: 7! 

| 1.000900 1 0,0:25052 21 0,01919573 

2 0.500059 12 0,0820877 22 0,021 88963 

3 0,166667 13 0,0916959 23 6 02238682 

4 0.041667 14 0,01611471 24 0,02316117 

5 0,0283333 15 0.01276472 25 0.02564470 
6 0,0213889 16 0,01347795 26 0,02824736 

7 0,0319841 17 0,01423115 27 0,92891837 

8 0,0424802 18 0,01515619 28 0,92932799 

9 0,0527557 19 0,01782206 29 0.03011310 

{0 0,0627557 20 0,01841103 30 003237700 

* Для lint применена сокрашенная запись нулей после запятой, 
Так. 1:8! = 0,000024802,
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6. Некоторые степени чисел 2, 3 u 5 

n | gn зп 5/t 

| 2 3 5 
2 4 9 25 
3 8 27 125 
4 16 81 623 
5 32 243 3 125 
6 64 729 15 625 
7 128 2 187 78 125 
8 256 6561 390 625 
9 512 19 683 1 953 125 

10 1 024 59 049 9 765 625 
11 2 048 177 147 48 828 125 
12 4 096 531 441 244 140 625 
13 8 192 1 594 323 1 220 703 125 
14 16 384 4 782 969 6 103 515 625 
15 32 768 14 348 907 30 517 578 125 
16 65 536 43 046 721 152 587 890 625 
17 131 072 129 140 163 762 939 453 125 
18 262 144 387 420 489 3 814 697 265 625 
19 524 288 1 162 261 467 19 073 486 328 125 
20 1048 576 3 486 784 401 95 367 431 640 625 

Объяснения к таблицам 
логарифмов и антилогарифмов 

Габлица 7. (стр. 44—45) служит для нахождения десятичных лога“ 
рифмов чисел. Сначала для данного числа находится в соответствии 
с правилами, приведенными на стр. 135, характеристика его логариф- 
ма, а затем — мачнтисса из таблицы. Для трехзначных чисел мантисса 
находится на пересечении строки, в начале которой (графа AN) стоят 
две первые цифры данного числа, и столбца, озаглавленного третьей 
цифрой. Если заданное число имеет больше трех значащих цифр, необ- 
ходимо применить линейную интерполяцию (см. стр, 15). При этом 
интерполяционная поправка находится только на четвертую значащую 
цифру; поправку на пятую цифру имеет смысл делать только тогда, 
когда первая значащая цифра данного числа равна | или 2. 

Пример: \g 254,3 == 3,4053 (к 4018 прибавляется 0,3 + 17 == 5,1). 
Для нахождения числа по его десятичному логарифму служит та- 

блица 8 (стр. 46—47) (антилогарифмов *), Аргументом в этой таблице 
является мантисса заданного логарифма. На пересечении строки, опре- 
деляемой двумя первыми цифрами мантиссы (графа m), и столбца, оза- 
главленного ее третьей цифрой, в таблице антилогарифмов находится 
цифровой состав искомого числа. На четвертую цифру должна быть 
внесена интерполяционная поправка. Характеристика логарифма позво- 
ляет поставить в полученном результате запятую на основании правил, 
данных на стр. 135. 

Примеры: 19 x = 1,2763; х == 18,89 (к 1888, найденному в таблице, при- 
бавляется 0,3 .4==1,2; в результате отделяется запятой два знака, так 

как характеристика равна единице). Если 1х == 2,3763, то + = 0,01889. 
Эти результаты могут быть записаны также следующим образом: 

101,2763 — 18,89; 10~ 1,7237 _. 0,01889 (так как 2,2763 == — 1,7237). 

* Число у, десятичный логарифм которого равен х, называют ан- 
тилогарифмом x. В силу определения логарифма (см. стр, 134) эта 

функция совпадлет с показательной функцией у == 10”.
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7. Десятичные логарифмы 

N 0 | 2 8 4 5 6 7 8 9 

10 | 0000 | 0043 | 0086 | 0128 | 0170 | 0212 | 0253 | 0294 | 0334 | 0374 
| | 0414 | 0453 | 0492 | 0531 | 0569 | 0607 | 0645 | 0682 | 0719 | 0755 
12 | 0792 | 0828 | 0864 | 0899 | 0934 | 0969 | 1004 | 1038 | 1072 | 1106 
13 | 1139 | 1173 | 1206 | 1239 | 1271 | 1303 | 1335 | 1367 | 1399 | 1430 
14 | 1461 | 1492 | 1523 | 1553 | 1584 | 1614 | 1644 | 1673 | 1708 | 1732 

15 | 1761 | 1790 | 1818 | 1847 | 1876 | 1903 | 1931 | 1959 | 1987 | 2014 
16 | 2041 | 2068 | 2095 | 2122 | 2148 | 2175 | 2201 | 2227 | 2253 | 2279 
17 | 2304 | 2330 | 2355 | 2380 | 2405 | 2430 | 2455 | 2480 | 2504 | 2529 
18 | 2553 | 2577 | 2601 | 2625 | 2648 | 2672 | 2695 | 2718 | 2742 | 2765 
19 | 2788 | 2810 | 2833 | 2856 | 2878 | 2900 | 2923 | 2945 | 2967 | 2989 

20 | 3010 | 3032 | 3054 | 3075 | 3096 | 3118 | 3139 | 3160 | 3181 | 3201 
21 | 3222 | 3243 | 3263 | 3284 | 3304 | 3324 | 3345 | 5365 | 3385 | 3404 
92 | 3424 | 8444 | 3464 | 3483 | 3502 | 3522 | 3541 | 3560 | 3579 | 3598 
23 | 3611 | 3636 | 3655 | 3674 | 3692 | 3711 | 3729 | 3747 | 3766 | 3784 
24 | 3802 | 3820 | 3838 | 3866 | 3874 | 3892 | 3909 | 3927 | 3945 | 3962 

25 | 3979 | 3997 | 4014 | 4031 | 4048 | 4065 | 4082 | 4099 | 4116 | 4133 
26 | 4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 | 4232 | 4249 | 4265 | 4281 | 4298 
27 | 4314 | 4330 | 4346 | 4362 | 4378 | 4393 | 4409 | 4425 | 4440 | 4456 
28 | 4472 | 4487 | 4502 | 4518 | 4533 | 4548 | 4564 | 4579 | 4594 | 4609 
29 | 4624 | 4639 | 4654 | 4669 | 4683 | 4698 | 4713 | 4728 | 4742 | 4757 

30 | 4771 | 4786 | 4800 | 4814 | 4829 | 4843 | 4857 | 4871 | 4886 | 4900 
31 | 4914 | 4928 | 4942 | 4955 | 4969 | 4983 | 4997 | 501! | 5024 | 5088 
32 | 5051 6079 | 5092 | 5105 | 5119 | 5132 | 5145 | 5159 | 5172 
33 | 5185 | 5198 | 5211 | 5224 | 5237 | 5250 | 5263 | 5276 | 5289 | 5302 
34 | 5315 | 5328 | 5340 | 5353 | 5366 | 5378 | 5391 | 5403 | 5416 | 5428 

35 | 5441 | 5455 | 5465 | 5478 | 5490 | 5502 | 5514 | 5527 | 5539 | 555 
36 | 5563 | 5575 | 5587 | 5599 | 5611 | 5693 | 5635 | 5647 | 5658 | 5670 
37 | 5682 | 5694 | 5705 | 5711 | 5729 | 5740 | 5752 | 5763 | 5775 | 5786 
38 | 5798 | 5809 | 5821 | 5832 | 5843 | 5855 | 5866 | 5877 | 5888 | 5899 
39 | 5911 | 5922 | 5933 | 5944 | 5955 | 5966 | 5977 | 5988 | 5999 | 6010 

40 | 6021 | 6031 | 6042 | 6053 | 6064 | воть | 6085 | 6096 | 6107 | 6117 
41 | 6128 | 6138 | 6149 | 6160 | 6170 | 6180 | 6191 | 6201 | 6212 | 6222 
42 | 6232 | 6243 | 6253 | 6263 | 6274 | бана | 6294 | 6304 | 6314 | 6325 
43 | 6335 | 6345 | 6355 | 6365 | 6375 | 6зз5 | 63% | 6405 | 6415 | 6425 
44 | 6435 | 6444 | 6454 | 6464 | 6474 | ваза | 6498 | 6503 | 6513 | 6522 

45 | 6535 | 6542 | 6551 | 6561 | 6571 | бззо | 6590 | 6599 | 6609 | 6618 
46 | 6628 | 6637 | 6646 | 6656 | 6665 | 6675 | 6684 | 6693 | 6702 | 6712 
47 | 6721 | 6730 | 6739 | 6749 | 6158 | 6167 | 6776 | 6785 | 6794 | 6803 
48 | 6812 | 6821 | 6830 | 6839 | 6848 | ввёл | 6866 | 6875 | 6884 | 6893 
49 | 6902 | 6911 | 6920 | 69.28 | 6937 | бо4б | 6955 | 6964 | 6972 | 698 

50 | 6990 | 6998 | 7007 | 7016 | 7024 | 7yg5 | 1042 | 7050 | 1059 | 7067 
51 | 7076 | 7084 | 7093 | 7101 | 7110 | 7113 | 7126 | 7135 | 7143 | 7152 
52 | 7160 | 7168 | 7177 | 1185 | 7193 | 1202 | 7210 | 7218 | 7226 | 1235 
53 | 7243 | 7251 | 7259 | 7267 | 7275 | 7994 | 1292 | 1300 | 7308 | 7316 
54 | 7324 | 7332 | 7340 | 1848 | 7356 | 1364 | 7372 | 1380 | 1388 | 7396 
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N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

55 | 7404 | 7412 | 7419 | 7427 | 7435 | 7443 | 7451 | 7459 | 7466 | 7474 
66 | 7482 | 7490 | 7497 | 1505 | 7513 | 7520 | 7528 | 7536 | 7543 | 7651 
57 | 7559 | 7566 | 7674 | 7582 | 7589 | 7597 | 7604 | 7612 | 7619 | 7627 
58 | 7634 | 7642 | 7649 | 7657 | 7664 | 7672 | 7679 | 7686 | 7694 | 7701 
59 | 7709 | 7716 | 7723 | 7131 | 7738 | 7745 | 7752 | 7760 | 7767 | 7774 

60 | 7782 | 7789 | 7796 | 7803 | 7810 | 7818 | 7825 | 7832 | 7839 | 7846 
61 | 7863 | 7860 | 7868 | 7875 | 7882 | 7889 | 7896 | 7903 | 7910 | 7917 
62 | 7924 | 7931 | 7938 | 7945 | 7952 | 7959 | 7966 | 7973 | 7980 | 7987 
63 | 7993 | 8000 | 8007 | 8014 | 8021 | 8028 | 8035 | 8041 | 8048 | 8055 
64 | 8062 | 8069 | 8075 | 8082 | 8089 | 8096 | 8102 | 8109 | 8116 | 8122 

65 | 8129 | 8136 | 8142 | 8149 | 8156 | 8162 | 8169 | 8176 | 8182 | 8189 
66 | 8195 | 8202 | 8209 | 8215 | 8222 | 8228 | 8235 | 8241 | 8248 | 8254 
67 | 8261 | 8267 | 8274 | 8280 | 8287 | 8293 | 8299 | 8306 | 8312 | 8319 
68 | 8326 | 8331 | 8338 | 8344 | 8351 | 8357 | 8363 | 8370 | 8376 | 8382 
69 | 8388 | 8395 | 8401 | 8407 | 8414 | 8420 | 8426 | 8432 | 8439 | 8445 

70 | 8451 | 8457 | 8463 | 8470 | 8476 | 8482 | 8488 | 8494 | 8500 | 8506 
71 | 8513 | 8519 | 8525 | 8531 | 8537 | 8543 | 8549 | 8555 | 8561 | 8567 
12 | 8513 | 8519 | 8585 | 8591 | 8597 | 8603 | 8609 | 8615 | 8621 | 8627 
13 | 8633 | 8639 | 8645 | 8651 | 8657 | 8663 | 8669 | 8675 | 8681 | 8686 
14 | 8692 | 8698 | 8704 | 8710 | 8716 | 8722 | 8727 | 8733 | 8739 | 8745 

75 | 8751 | 8756 | 8762 | 8768 | 8774 | 8779 | 8785 | 8791 | 8797 | 8802 
16 | 8808 | 8814 | 8829 | 8825 | 8831 | 8837 | 8842 | 8848 | 8854 | 8859 
17 | 8865 | 8871 | 8876 | 8882 | 8887 | 8893 | 8899 | 8904 | 8910 | 8915 
18 | 8921 | 8927 | 8932 | 8938 | 8943 | 8949 | 8954 | 8960 | 8965 | 8971 
19 | 8976 | 8982 | 8987 | 8993 | 8998 | 9004 | 9009 | 9015 | 9020 | 9025 

80 | 9031 | 9036 | 9042 | 9047 | 9053 | 9058 | 9063 | 9069 | 9074 | 9079 
81 | 9085 | 9090 | 9096 | 9101 | 9106 | 9112 | 9117 | 9122 | 9128 | 9133 
82 | 9138 | 9143 | 9149 | 9154 | 9159 | 9165 | 9170 | 9175 | 9180 | 9186 
83 | 9191 | 9196 | 9201 | 9206 | 9212 | 9217 | 9222 | 9227 | 9232 | 9238 
84 | 9243 | 9248 | 9253 | 9258 | 9263 | 9269 | 9274 | 9279 | 9284 | 9289 

85 | 9294 | 9299 | 9304 | 9309 | 9315 | 9320 | 9825 | 9330 | 9335 | 9340 
86 | 9345 | 93850 | 9355 | 9360 | 9365 | 9370 | 9375 | 9380 | 9385 | 9390 
87 | 9395 | 9400 | 9405 | 9410 | 9415 | 9420 | 9425 | 9430 | 9435 | 9440 
88 | 9445 | 9450 | 9455 | 9460 | 9465 | 9469 | 9474 | 9479 | 9484 | 9489 
89 | 9494 | 9499 | 9504 | 9509 | 9513 | 9518 | 9523 | 9528 | 9533 | 9538 

90 | 9542 | 9547 | 9552 | 9557 | 9562 | 9566 | 9571 | 9576 | 9581 | 9586 
91 9590 | 9595 | 9600 | 9605 | 9609 | 9614 | 9619 | 9624 | 9628 | 9633 
92 | 9638 | 9643 | 9647 | 9652 | 9657 | 9661 | 9666 | 9671 | 9675 | 9680 
93 | 9685 | 9689 | 9694 | 9699 | 9703 | 9708 | 9713 | 9717 | 9722 | 9727 
94 | 9731 | 9736 | 9741 | 9745 | 9750 | 9754 | 9759 | 9763 | 9768 | 9773 

95 | 9777 | 9782 | 9786 | 9791 | 9795 | 9800 | 9805 | 9809 | 9814 | 9818 
96 | 9823 | 9827 | 9832 | 9836 | 9841 | 9845 | 9850 | 9854 | 9859 | 9863 
97 | 9868 | 9872 | 9877 | 9881 | 9886 | 9890 | 9894 | 9899 | 9908 | 9908 
98 | 9912 | 9917 | 9921 | 9926 | 9930 | 9934 | 9939 | 9943 | 9948 | 9952 
99 | 9956 | 9961 | 9965 | 9969 | 9974 | 9978 | 9983 | 9987 | 9991 | 9996 

Обънснения к таблице см. на стр. 43.
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8. Антилогарифмы 

т [бо |4 | 6 6 | 7 | 8 9 

00 | 1000 | 1002 | 1005 | 1007 | 1009 | 1012 | 1014 | 1016 | 1019 | 1021 
01 | 1023 | 1026 | 1028 | 1030 | 1033 | 1035 | 1038 | 1040 | 1042 | 1045 
02 | 1047 | 1050 | 1052 | 1054 | 1057 | 1059 | 1062 | 1064 | 1067 | 1069 
03 | 1072 | 1074 | 1076 | 1079 | 1081 | 1084 | 1086 | 1089 | 1091 | 1094 
04 | 1096 | 1099 | 1102 | 1104 | 1107 | 1109 | 1112 | anid | 1117 | 1119 
05 | 1122 | 1126 | 1127 | 1130 | 1132 | 1135 | 1138 | 1140 | 1143 | 1146 
06 | 1148 | 1161 | 1153 | 1156 | 1159 | 1161 | 1164 | 1167 | 1169 | 1172 
07 | 1175 | 1178 | 1180 | 1183 | 1186 | 1189 | 1191 | 1194 | 1197 | 1199 
08 | 1202 | 1205 | 1208 | 1211 | 1213 | 1216 | 1219 | 1222 | 1225 | 1297 
09 | 1230 | 1233 | 1236 | 1239 | 1242 | 1245 | 1247 | 1250 | 1253 | 1256 
10 | 1259 | 1262 | 1265 | 1268 | 1271 | 1274 | 1276 | 1279 | 1282 | 1285 
|| | 1288 | 1291 | 1294 | 1297 | 1300 | 1303 | 1306 | 1309 | 1312 | 1315 
12 | 1318 | 1321 | 1324 | 1327 | 1380 | 1334 | 1337 | 1340 | 1343 | 1346 
13 | 1349 | 1352 | 1355 | 1358 | 1361 | 1365 | 1368 | 1371 | 1374 | 1377 
14 | 1380 | 1384 | 1387 | 1390 | 1393 | 1396 | 1400 | 1403 | 1406 | 1409 
15 | 1413 | 1416 | 1419] 1422 | 1426 | 1429 | 1432 | 1435 | 1439 | 1442 
16 | 1445 | 1449 | 1452 | 1455 | 1459 | 1462 | 1466 | 1469 | 1472 | 1476 
17 | 1479 | 1483 | 1486 | 1489 | 1498 | 1496 | 1500 | 1508 | 1507 | 1510 
18 | 1614 | 1517 | 1521 | 1524 | 1528 | 1531 | 1535 | 1538 | 1542 | 1545 
19 | 1549 | 1552 | 1556 | 1560 | 1663 | 1567 | 1570 | 1574 | 1578 | 1581 
20 | 1585 | 1589 | 1692 | 1596 | 1600 | 1603 | 1607 | 1611 | 1614 | 1618 
21 | 1622 | 1626 | 1629 | 1633 | 1637 | 1641 | 1644 | 1648 | 1652 | 1656 
22 | 1660 | 1663 | 1667 | 1671 | 1676 | 1679 | 1683 | 1687 | 1690 | 1694 
23 | 1698 | 1702 | 1706 | 1710 | 1714 | 1718 | 1722 | 1726 | 1730 | 1734 
24 | 1138 | 1742 | 1746 | 1750 | 1754 | 1758 | 1762 | 1766 | 1770 | 1774 
25 | 1778 | 1782 | 1186 | 1791 | 1795 | 1799 | 1803 | 1807 | 1811 | 1816 26 | 1820 | 1824 | 1828 | 1832 | 1837 | 1841 | 1845 | 1849 | 1854 | 1858 27 | 1862 | 1866 | 1871 | 1875 | 1879 | 1884 | 1888 | 1892 | 1897 | 1901 
28 | 1905 | 1910 | 1914 | 1919 | 1923 | 1928 | 1932 | 1936 | 1941 | 1945 
29 | 1950 | 1954 | 1959 | 1963 | 1968 | 1972 | 1977 | 1982 | 1986 | 1991 
30 | 1995 | 2000 | 2004 | 2009 | 2014 | 2018 | 2023 | 2028 | 2032 | 2037 
31 | 2042 | 2046 | 2051 | 2056 | 2061 | 2065 | 2070 | 2075 | 2080 | 2084 
32 | 2089 | 2094 | 2099 | 2104 | 2109 | 2113 | 2118 | 2123 | 2128 | 2133 
38 | 2138 | 2143 | 2148 | 2153 | 2158 | 2163 | 2168 | 2173 | 2178 | 2183 
34 | 2188 | 2193 | 2198 | 2208 | 2208 | 2213 | 2218 | 2223 | 2228 | 2234 
35 | 2239 | 2244 | 2249 | 2264 | 2259 | 2265 | 2270 | 2275 | 2280 | 2286 
36 | 2291 | 2296 | 2301 | 2307 | 2312 | 2317 | 2323 | 2328 | 2883 | 2339 
37 | 2344 | 2350 | 2855 | 2360 | 2366 | 2371 | 2377 | 2382 | 2388 | 2393 
38 | 2399 | 2404 | 2410 | 2415 | 2421 | 2427 | 2432 | 2438 | 2443 | 2449 
39 | 2455 | 2460 | 2466 | 2472 | 2477 | 2483 | 2489 | 2495 | 2500 | 2506 
40 | 2512 | 2518 | 2623 | 2529 | 2635 | 2541 | 2547 | 2553 | 2559 | 2564 41 | 2570 | 2576 | 2582 | 2588 | 2594 | 2600 | 2606 | 2612 | 2618 | 2624 42 | 2630 | 2636 | 2642 | 2649 | 2655 | 2661 | 2667 | 2673 | 2679 | 2685 
43 | 2692 | 2698 | 2104 | 2710 | 2716 | 2723 | 2729 | 2735 | 2742 | 2748 44 | 2754 | 2761 | 2767 | 2773 | 2780 | 2786 | 2793 | 2799 | 2805 | 2812 
45 | 2818 | 2825 | 2831 | 2838 | 2844 | 2851 | 2858 | 2864 | 2871 | 2877 46 | 2884 | 2891 | 2897 | 2904 | 2911 | 2917 | 2924 | 2931 | 2938 | 2944 7 | 2951 | 2958 | 2965 | 2972 | 2979 | 2985 | 2992 | 2999 | 3006 | 3013 48 | 3020 | 3027 | 3034 | 3041 | 3048 | 3055 | 3062 | 3069 | 3076 | 3083 49 | 3090 | 3097 | 3105 | 3112 | 3119 | 3126 | 3133 | 3141 | 3148 | 3155 
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m\olije2ls 4 5 | 6 | 7 |[ 8 9 

50 | 3162 | 3170 | 3177 | 3184 | 3192 | 3199 | 32% | 3214 | 3221 | 3228 
51 | 3236 | 3243 | 3251 | 3258 | 3266 | 3273 | 3281 | 3289 | 3296 | 3304 
52 | 3311 | 3319 | 3327 | 3334 | 3842 | 3350 | 3357 | 3365 | 3313 | 338! 
53 | 3388 | 3396 | 3404 | 3412 | 3420 | 3428 | 3436 | 3443 | 3451 | 3459 
54 | 3467 | 3415 | 3483 | 3491 | 3499 | 3508 | 8516 | 3524 | 3532 | 3540 

55 | 3548 | 3506 | 3565 | 3513 | 3581 | 3589 | 3597 | 3606 | 3614 | 3622 
56 | 3631 | 3639 | 3648 | 3656 | 3664 | 3673 | 3681 | 3690 | 3698 | 3707 
57 | 3715 | 3724 | 3783 | 3741 | 3750 | 3758 | 3767 | 3776 | 3784 | 3793 
58 | 3802 | 3811 | 3819 | 3828 | 3837 | 3846 | 3855 | 3864 | 3873 | 3882 
59 | 3890 | 3899 | 3908 | 3917 | 3926 | 3936 | 3945 | 3954 | 3963 | 3972 

60 | 3981 | 3990 | 3999 | 4009 | 4018 | 4027 | 4036 | 4046 | 4055 | 4064 
61 | 4074 | 4083 | 4093 | 4102 | 4111 | 4121 | 4130 | 4140 | 4150 | 4159 
62 | 4169 | 1178 | 4188 | 4198 | 4207 | 4217 | 1227 | 4236 | 4246 | 4256 
68 | 4266 | 4276 | 4285 | 4295 | 4305 | 4315 | 4325 | 4335 | 4345 | 1355 
64 | 4365 | 4375 | 4385 | 4395 | 4406 | 4416 | 4426 | 4436 | 4446 | 4457 

65 | 4467 | 4477 | 4481 | 4498 | 4508 | 4519 | 4529 | 4539 | 4550 | 4560 
66 | 4571 | 4581 | 4592} 4603 | 4613 |] 4624 | 4634 | 4645 | 4656 | 4667 
67 | 4677 | 4685 | 4699 | 4710 | 4721 | 4732 | 4742 | 4753 | 4764 | 4775 
68 | 4186 | +197 | 4808 | 4819 | 4831 | 4842 | 4853 | 4864 | 4875 | 4887 
69 | 1898 | 1909 | 4920 { 4932 | 4943 | 4955 | 4966 | 4977 | 4989 | | 

70 | 5012 | 5028 | 5035 | 5047 | 5058 | 5070 | 5082 | 5093 | 5108 | 5117 
71 | 5129 | 5140 | 6162 | 5164 | 5176 | 5188 | 5200 | 5212 | 5224 | 5236 
72 | 5248 | 5250 | 5272 | 5284 | 5297 | 5309 | 5321 | 5338 | 5346 | 5358 
73 | 5370 | 5383 | 5396 | 5408 | 5420 | 5433 | 5445 | 5458 | 5470 | 5483 
14 | 5495 | 5508 | 5521 | 5534 | 5546 | 5559 | 5672 | 5585 | 5598 | 5610 
75 | 5623 | 5686 | 5649 | 6662 | 5675 | 5689 | 5702 | 5715 | 5728 | 5741 
76 | 5754 | 5768 | 5781 | 5794 | 5808 | 5821 | 5834 | 5848 | 5861 | 5875 
77 | 5888 | 5902 | 5916 | 5929 | 5943 | 5957 | 5970 | 5984 | 5998 | 6012 
78 | 6026 | 6039 | 6053 | 6067 | 6081 | 6095 | 610° | 6124 | 6138 | 6152 
79 | 6166 | 6180 | 6194 | 6209 | 6223 | 6231 | 6252 | 6266 | 6281 | 6295 

80 | 6310 | 6324 | 6339 | 6353 | 6368 | 6383 | 6397 | 6412 | 6427 | 6442 
81 | 6457 | 6471 | 6486 | 6501 | 6516 | 6531 | 6546 | 6561 | 6577 | 6592 
82 | 6607 | 6622 | 6637 | 6653 | 6668 | 6683 | 6699 | 6714 | 6730 | 6745 
83 | 6761 | 6776 | 6792 | 6808 | 6823 | 6889 | 6855 | 6871 | 6887 | 6902 
84 | 6918 | 6984 | 6950 | 6966 | 6982 | 6998 | 7015 | 7031 | 7047 | 7063 
85 | 1079 | 1096 | 7112 | 1129 | 7145 | 7161 | 7178 | 7194 | 7211 | 7228 
86 | 1244 | 7261 | 7218 | 7295 | 7311 | 7328 | 1345 | 7362 | 7379 | 7396 
87 | 1413 | 7430 | 7447 | 7464 | 7482 | 1499 | 7516 | 7534 | 7551 | 1568 
38 | 7586 | 7603 | 7621 | 7638 | 7656 | 7674 | 7691 | 7709 | 7727 | 7745 
89 | 7762 | 7780 | 7798 | 1816 | 7884 | 1852 | 7870 | 7889 | 7907 | 7925 
90 | 7948 | 7962 | 7980 | 7998 | 8017 | 8035 | 8054 | 8072 | 8091 | 8110 
91 | 8128 | 8147 | 8166 | 8185 | 8204 | 8222 | 8241 | 8260 | 8279 | 8299 
92 | 8318 | 8337 | 8356 | 8375 | 8395 | 8414 | 8433 | 8453 | 8472 | 8492 
93 | 8511 | 8581 | 8551 | 8670 | 8590 | 8610 | 8630 | 8650 | 8670 | 8690 
94 | 8710 | 8730 | 8150 | 8770 | 8790 | 8810 | 8831 | 8851 | 8872 | 8892 
95 | 8913 | 8933 | 8954 | 8974 | 8995 | 9016 | 9036 | 9057 | 9078 | 9099 
96 | 9120 | 9141 | 9162 | 9183 | 9204 | 9226 | 9247 | 9268 | 9290 | 9811 
97 | 9333 | 9354 | 9376 | 9397 | 9419 | 9441 | 9462 | 9484 | 9506 | 9528 
98 | 9550 | 9572 | 9594 | 9616 | 9638 | 9661 | 9683 | 9105 | 9727 | 9750 
99 | 9772 | 9795 | 9817 | 9840 | 9863 | 9886 | 9908 | 9981 | 9954 | 9977 

Объяснения к таблице см. на стр. 43.
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9. Натуральные значения тригонометрических функций 
Синусы 

Гра- 0! 10 90! | 30! 40! 50! 60! 
| 

45 | 0,107! | 0,1092 | 0,7112 | 0,7133 | 0,7153 | 0,7173 | 0,7193 | [44 
, , } Гра- в | 5 | 4% | 0” | 20 | ю |2 teu 

Косивусы
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Синусы 

Гра- | 0’ | 10’ | 20’ | 30’ | 40! | 50’ 60’ 
дусы — 

45] 0,7071 | 07092 | 0,7112 | 07133 | 0.7153 | 0,7173 | 0,7193 | 44 
46 | 07193 | 0.7214 | 07234 | 07254 | 0.7274 | 0.7294 | 0.7314 | 43 
47 | 0.7314 | 07333 | 0.7353 | 0.7373 | 07392 | 0,1412 | 0.7431 | 42 
48 | 07431 | 07451 | 07470 | 0.7490 | 0.7509 | 0,7528 | 0,7547 | 41 
49 | 0.7547 | 07566 | 0.7585 | 07694 | 07623 | 0,7642 | 0,7660 | 40 

50 | 07660 | 07679 | 07698 | 0.7716 | 0,7735 | 07753 | 07771 | 39 
51 | 07771 | 0.7799 | 0.7808 | 07826 | 0.7844 | 0,7862 | 0.7880 | 38 
52 | 0.7880 | 0.7898 | 0.7916 | 07934 | 0.7951 | 0,7969 | 0.7986 | 37 
53 | 0,7936 | 08004 | 0,8021 | 0,8039 | 0,8056 | 0,8073 | 0,8090 | 36 
54 | 08090 | 0.8107 | 0.8124 | 08141 | 08158 | 0.8175 | 08192 | 35 

55 | 0.8192 | 08208 | 08225 | 08241 | 0,8258 | 0,8274 | 08290 | 34 
56 | 0.3290 | 0.8307 | 08323 | 08339 | 0.8355 | 0.8371 | 0.8387 | 33 
57 | 0.3387 | 0.8403 | 0.8418 | 018434 | 08450 | 0,8465 | 08480 | 32 
58 | 08480 | 0.8496 | 08511 | 0.8526 | 0.8542 | 0,8557 | 08572 | 31 
59 | 08572 | 08587 | 0.3601 | 0.8616 | 08631 | 0'8646 | 0.8660 | 30 

60 | 08660 | 0,8675 | 0,8689 | 0.8704 | 0,8718 | 0.8732 | 08746 | 29 
61 | 09746 | 0.8769 | 0,8774 | 0.8788 | 0,8802 | 0,8816 | 08829 | 28 
62 | 03329 | 03843 | 0,8857 | 0.8870 | 0,8884 | 08897 | 0.8910 | 27 
63 | 0.8910 | 08923 | 0.8936 | 0.8949 | 0,8962 | 0.8975 | 0.8988 | 26 
64 | 08938 | 09001 | 0.9013 | 0.9026 | 0,9038 | 0.9051 | 0.9063 | 25 

65 | 09063 | 09075 | 0.9088 | 0,9109 | 0,9112 | 0.9124 | 0,9135 | 24 
66 | 09135 | 09147 | 0.9159 | 09171 | 09182 | 0.9194 | 09205 | 23 
67 | 09205 | 09216 | 09223 | 09239 | 0.9250 | 09261 | 09272 | 22 
63 | 09272 | 09283 | 0.9293 | 09304 | 0.9315 | 09395 | 09336 | 21 
69 | 09336 | 0.9346 | 09356 | 0.9367 | 0.9377 | 09387 | 09397 | 20 

70 | 09397 |.09407 | 0.9417 | 09196 | 09436 | 0.9446 | 09455 | 19 
7 0.9455 |`09465 | 09474 | 0.9483 | 09492 | 0.9502 | 0.9511 18 
72 | 09511 | 09520 | 09528 | 0.9537 | 0.9546 | 0.9555 | 09563 | 17 
73 | 09563 | 09572 | 09580 | 0.9338 | 09596 | 09695 | 09613 | 16 
74 | 09613 | 09621 | 0,9628 | 0.9636 | 0,9544 | 0.9652 | 0.9659 | 15 

75 | 09659 | 09657 | 0,9674 | 0.9691 | 0,9689 | 0.9696 | 0,9703 | 14 
76 | 09703 | 09710 | 09717 | 0.9724 | 09730 | 09737 | 0.9744 | 13 
77 | 09744 | 09750 | 0.9757 | 09763 | 0.9769 | 0.9775 | 09781 12 
78 | 09781 | 0.9787 | 0.9793 | 09799 | 0.9803 | 0.9811 | 09816 | п 
79 | 09316 | 09822 | 0,9827 | 0.9833 | 0.9838 | 0.9843 | 09848 | 10 

80 | 09843 | 09853 | 0,9858 | 0.9863 | 09868 | 0.9872 | 09877 9 
81 0.9877 | 0.9881 | 09836 | 09890 | 0'9894 | 0.9899 | 09903 8 
82 | 09903 | 09907 | 09911 | 09914 | 0.9913 | 0.9922 | 0.9925 7 
83 | 09925 | 09929 | 0,9932 | 09936 | 0.9939 | 09942 | 09945 6 
84 | 09945 | 09948 | 09951 | 09954 | 0.9957 | 09959 | 09962 5 

85 | 09962 | 09964 | 09967 | 0.9969 | 0.9971 | 09974 | 0.9976 4 
86 | 09976 | 09978 | 09980 | 09981 | 0.9983 | 9'9985 | 0.9986 3 
87' | 0.9986 | 09983 | 09989 | 09990 | 09992 | 0.9993 | 0.9994 2 
88 | 09994 | 09995 | 09996 | 0.9997 | 0.9997 | 09998 | 09998 1 
89 | 0.9998 | 09999 | 09999 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 1 0 

60’ 50’ 40! 30’ 20° 10’ 0’ Гра- 
<— | дусы 

Косинусы
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Тангенсы 

Гра- | 0’ 10’ | 20" | 30’ | 40 | 50" | 60’ | 
дусы | — 

of 0,0000 | 0.0029 | 0.0058 | 0,0087 | 0.0116 | 0.0145 | 0.0175 | 89 
| | 00175 | 0.0204 | 0.0233 | 00262 | 0.0291 | 0.0320 | 00349 | 88 
2 | 00349 | 0.0378 | 0.0407 | 0.0437 | 00466 | 00495 | 00524 | 87 
3 | 0.0524 | 0.0553 | 0.0582 | 00612 | 00641 | 0.0670 | 00699 | 86 
4 | 0.0699 | 0.0729 | 0.0758 | 0.0787 | 0.0816 | 0.0846 | 0.0875 | 85 
5 | 0.0375 | 00904 | 0.0934 | 0.9963 | 00992 | 01022 | 01051 | 84 
6 | 0.1051 | 0.1080 | 0.1110 | 0.1139 | 01169 | 0119$ | 0.1223 | 83 
7 | 0,1228 | 0.1257 | 0.1287 | 0.1317 | 0.1346 | 0.1376 | 0.1405 | 82 
8 | 0.1405 | 01435 | 0.1465 | 01495 | 01524 | 01554 | 0.1584 | 8 
9 | 0,1584 | 0.1614 | 0.1644 | 01673 | 01703 | 01733 | 01763 | 80 

10 | 0.1763 | 0,1793 | 0,1823 | 0.1853 | 0.1883 | 0.1914 | 0.1944 | 79 
11 | 0.1944 | 0.1974 | 0.2004 | 02035 | 0.2065 | 0.2095 | 0.2126 | 78 
12 | 0,2126 | 0,2156. | 0,2186 | 02217 | 0.2247 | 02278 | 02309 | 77 
13 | 0.2309 | 02333 | 0.2370 | 02401 | 02432 | 0.2462 | 0.2493 | 76 
14 | 0,2493 | 0.2524 | 0.2555 | 0.2586 | 0.2617 | 0.2613 | 0.2679 | 75 
15 | 0.2679 | 02711 | 02742 | 02773 | 02305 | 02336 | 0,2867 | 74 
16 | 0,2867 | 0.2899 | 0.2931 | 02962 | 02994 | 0,3026 | 0.3057 | `73 
17 | 03057 | 0,3085 | 0.3121 | 0/3153 | 0.3185 | 0.3217 | 0.3249 | 72 
18 | 0,329 | 0,3281 | 0.3314 | 03346 | 03378 | 0.3411 | 03443 | 71 
19 | 0,3443 | 0,3476 | 0.3508 | 0.3541 | 0.3574 | 0,3607 | 0.3640 | 70 
20 | 0,3640 | 0.3673 | 0.3706 | 0.3739 | 03772 | 0,3305 | 0,3839 | 69 
21 | 0,3839 | 03872 | 0,3906 | 03939 | 0.3973 | 0,4006 | 0.4040 | 68 
22 | 04040 | 04074 | 0.4108 | 04142 | 04176 | 0,4210 | 0.4245 | 67 
23 | 0.4245 | 04279 | 04314 | 04348 | 0.4383 | 0.4417 | 0445. 66 
24 | 0,4452 | 0.4487 | 0.4522 | 04557 | 04592 | 0.4628 | 0.4663 | 65 
25 | 0,4664 | 04699 | 0,4734 | 0.4770 | 0.4806 | 0,4841 | 0.4877 | 64 
26 | 0.4877 | 04913 | 0.4950 | 04986 | 05022 | 05059 | 05095 | 63 
27 | 05095 | 05132 | 05169 | 05296 | 05243 | 05280 | 05317 | 62 
28 | 05317 | 05354 | 05392 | 05430 | 05467 | 05505 | 0,5543 | 61 
29 0,5543 | 0,5581 | 05619 | 0.5658 | 0,5696 | 05735 | 05774 | 60 
30 | 05774 | 05812 | 05851 | 05890 | 0593) | 05969 | 0.6909 | 59 
31 | 0.6209 | 0.6048 | 0.6038 | 0.6123 | 0.6163 | 0.6208 | 0,6249 | 58 
32 | 0.6249 | 06289 | 0,6330 | 0.6371 | 0,6412 | 0.6153 | 0,6494 | 57 
33 | 06494 | 06536 | 06577 | 0.6619 | 06661 | 0.6703 | 0.6745 | 56 
34 | 0.6745 | 0.6787 | 06830 | 0.6873 | 06916 | 0.6959 | 0.7002 | 55 
35 | 0,7002 | 0,7046 | 07089 | 07133 | 07177. | 0,7221 | 07265 | 54 
36 | 0.7265 | 07310 | 07355 | 0.7400 | 0.7445 | 0,7499 | 0.7536 | 53 
37 | 0.7536 | 0.7581 | 0.7627 | 07673 | 0.7720 | 0.7766 | 0,7813 | 52 
38 | 0.7813 | 0.7860 | 07907 | 0.7954 | 0.8902 | 0,8050 | 0,8098 | 51 
39 | 0,8098 | 0,8146 | 0.8195 | 08243 | 08292 | 0,8342 | 0,8391 | 50 
40 | 08391 | 0.8441 | 08491 | 0.8541 | 08591 | 0.8612 | 0,8693 | 49 
41 | 0,8693 | 08744 | 08796 | 0.8847 | 0.8399 | 0.8952 | 0.9004 | 48 
42 | 09004 | 09057 | 09110 | 09163 | 09217 | 09271 | 09325 | 47 
43 | 0.9325 | 0'9380 | 0.9135 | 0.9490 | 0.9545 | 0.9601 | 0,9657 | 46 
44 | 09657 | 09713 | 09770 | 0.9827 | 09884 | 0.9942 | 1,0000 | 45 
45 | 1.0000 | 1,0058 | 1.0117 | 1,0176 | 1,0235 | 1,0295 | 1,0855 | 44 

, ’ 3! ’ , ‘ye Гра- | 60’ | 50 | 40 | 30 | 20 | 10 | 9 | 

Котангенсы 
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Тангенсы 

51 

Tpa- | 0’ | 10’ 20° 30' 40' 50! 69! 
дусы | — 

| 
45% | 1.000 | 1,006 | 1,012 | 1,018 | 1,024} 1,030 | 1,036 | 44 
46 1,036 | 1,042 | 1,043! 1,054 | 1,060| 1,066 | 1,072 | 43 
47 1,072 | 1.079} 1,083 | 1,091 | 1,098} 1.104] 1,111} 42 
48 1111 | 1117 | 1,124] 1130 | 1,137] 1,144] 1,159 [| 41 
49 1.150 | 1.157] 1.16t! 1,171 | 1,178] 1,183] 1,192 | 40 

50 1,198 | 1,199} 1.206} 1,213! 1,220! 1,228] 1,235 | 39 
51 1.235 | 1,242 | 1,250 | 1,257! 1,263] 1.272| 1,280 | 38 
52 1,280 | 1,233 | 1,255 | 1,303] 1,311| 1,319| 1,327 | 37 
53 1,327 | 1,335 | 1,343 | 1,351 | 1,360| 1,368] 1,376 | 36 
54 1,376 | 1,385 | 1,398 | 1,402 | 1,41 | 1,419| 1,428 | 35 

55 1,428 | 1,437 | 1,446 | 1,455 | 1,464 | 1,473 | 1,483 | 34 
56 1,483 | 1,492 | 1,501 | 15| 1,520] 1,530 | 1,540 | 33 
57 1,540 | 1.550 | 1,560 | 1,570 | 1.580} 1,590} 1,690 | 32 
58 1.690 | 1,611 | 1,621 | 1,632 | 1,643] 1.653 | 1,664 | 31 
59 1,664 | 1,675 | 1,686} 1,698] 1,709] 1.720! 1,732 | 30 

60 1,732 | 1,744 | 1,756 | 1,767 | 1,789] 1,792] 1,804 | 29 
61 1,804 | 1,816 |1 1,829 | 1,842 | 1,855| 1,868| 1,881 | 28 
62 1,881 | 1,894 | 1,907 | 1,921 | 1.9351 1,949] 1,963 | 27 
63 1,963 | 1,977] 1,991 | 9,006 | 2.020| 2.085| 2.050 | 26 
64 2.050 | 2,066 | 2.091 | 9,097] 2,112) 2.128| 2.145 | 25 

65 2.145 | 2,161 | 2.177 | 2,194} 22| 2.229} 2,246 | 24 
66 3.246 | 2,264 | 2,282] 2,300] 2,318| 2,337 | 2,356 | 23 
67 9.356 | 2,375 | 2,394] 24141 92.434] 2,455| 2,475 | 22 
68 2,475 | 2.496 | 2517] 2539| 2560| 2.533] 2.695 | 21 
69 2.605 | 2.628 | 2.651 | 2675 | 2.699] 2,723] 2.737 | 20 

70 2,741 | 2,773] 2,798} 92,824} 92,850] 2.877] 2.904 | 19 
71 2,904 | 2932] 2969} 2989] 3.018] 3,047] 3,078 | 18 
72 3,078 | 3.108 | 3,140} 3,172] 3.204| 3.237] 3,271 17 
73 3,271 | 3,305 | 3,340! 3376] 3412] 3.450} 3,487 | 16 
74 3,487 | 3,526| 3.566 | 3,606] 3,647| 3.639] 3,732 | 15 

15 3,732 | 3.776 | 3,821 | 3,867] 3,914] 3.962] 4,011 14 
76 4,011 | 4,061 | 4,113} 4165 | 4219| 4,275] 4,331 13 
77 4,331 | 4,390 | 4.449 | 4511| 4574| 4.6381 4,705 | 12 
78 4.705 | 4,773 | 4,843] 4,915! 4,989] 5066] 5145 | И 
79 5.145 | 5.226 | 5,309 | 5396 | 5485] 5576| 5.671 10 

80 5,671 | 5.769 | 5871 | 5976 | 6,084| 6,197| 6,314 9 
81 6'314 | 6435 | 6561 | 6691| 6827| 6968| 7,115 8 
89 7,115 | 7269 | 7429 | 1506 | 1770| 7,953| 8,144 7 
83 8.144 | 8,345 | 8556 | 8777| 9'010| 9.255] 9,514 6 
84 9,514 | 9738 | 10078 | 10.385 | 10712| 11,059 | 11,430 5 

85 | 11,430 | 11,826 | 12,251 | 12706 | 13,197] 13,727 | 14,301 4 
86 | 14,301 | 14,924 | 15,605 | 16,350 | 17,169} 18,075 | 19.081 3 
87 | 19,081 | 20206 | 21,470 | 22,904 | 24542 | 26/432 | 28,636 2 
88 | 28.636 | 34,242 | 34,368 | 38,188 | 49,964 | 49.104 | 57,290 1 
89 | 57,290 | 68,750 | 85940 |114,59 | 171,89 | 343,77 со 0 

60! 50’ | 40’ | 30’ | 20' | 10’ | 0" Гра- 
<— | дусы 

Котангенсы
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10. Показательные, гиперболические 
и тригонометрические функции 

Для x от 0 до 1,6 (аргумент в дуговых единицах) 

x ex | e~* | shx ch x th x sinx | cosx | tg x 

0,09 | 1,0000 | 1,0000 | 0,0000 | 1,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 1,0000 | 0.0009 
Ol} 1,0101 | 0,9390 | 0,0100 | 1,0001 | 0.0100 | 0.0100 | 1,0000 | 0.0109 
02 | 1,0202 | 0.9802 | 0,0200 | 1,0002 | 00200 | 0,0200 | 0.9998 | 0.0230 
03 | 1,0305 | 0.9704 | 0.0300 | 1,0005 | 0.0300 | 0,0300 | 0.9996 | 0.0300 
04| 1,0408 | 0,9608 | 0.0400 | 1,0008 | 0.0400 | 0.0400 | 09992 | 0,0400 

0,05 | 1,0513 | 0.9512 | 0,0500 | 1,0013 | 0.0500 | 0,0500 | 0,9988 | 0.0500 
05 | 1,0613 | 0.9418 | 00600 | 1,0018 | 0.0599 | 0.0600 | 09982 | 0.0601 
07 | 1,0725 | 0.9324 | 0,0701 | 1,0025 | 9,0699 | 0,0699 | 09976 | 0.0701 
08| 1,0833 | 0,9231 | 0,0801 | 1,0032 | 0.0798 | 0,0799 | 0.9968 | 0,0802 
09 | 1,0942 | 0,9139 | 0,0901 | 1,0041 | 0,0898 | 0,0899 | 0.9960 | 0.0902 

0,10 | 1,1052 | 0,9048 | 0,1002 | 1,0050 | 0,0997 | 0,0998 | 0,9950 | 0,1003 
Il | 1,1163 | 0,8958 | 0,1102 | 1,0061 | 0,1096 0,1098 0.9940 | 0,1104 
12| 1,1275 | 0,8869 | 0.1203 | 1,0072 | 0,1194 | 0.1197 | 0.9928 | 0,1206 
13| 1,1388 | 0,8781 | 0,1304 | 1,0085 | 0,1293 | 0,1296 | 0.9916 | 0.1307 
14| 1,1503 | 0,8694 | 0,1405 | 1,0098 | 0,1391 | 0,1395 | 0,9902 | 01409 

0,15 | 1,1618 | 0,8607 | 0,1506 | 1,0113 | 0,1489 | 0.1494 | 0.3888 | 0151 
16! 1,1735 | 0,8521 | 0,1607 | 1,0128 | 0,1586 | 0,1593 | 09872 | 0.1614 
171 | 1,1853 | 0,8437 | 0,1708 | 1,0145 | 0,1684 | 0.1692 | 0,9856 | 0.1717 
18 | 1,1972 | 0,8353 | 0.1810 | 1,0162 | 0,1781 | 0,1790 | 09838 | 01820 
19| 1,2092 | 0,8270 | 0,1911 | 1,0181 | 0,1877 | 0,1889 | 0.9820. | 0,1923 

0,20; 1,2214 | 0,8187 | 0,2013 | 1,0201 | 0,1974 | 0,1987 | 09801 | 0.2027 
21| 1,2337 | 0,8106 | 02115 | 1,0221 | 0.2070 | 0,2085 | 09780 | 0.2131 
22| 1,2461 | 0,8025 | 0.2218 | 1,0243 | 0.2165 | 0.2182 | 09759 | 0.2236 
23| 1,2556 | 0,7945 | 0,2329 | 1,0266 | 0,2260 | 0,2280 | 0.9737 | 0,2341 
24| 1,2712 | 0,7866 | 0.2423 | 1,0289 | 0,2355 | 0.2377 | 0.9713 | 0.2447 

0,25 | 1,2840 | 0.7788 | 0,2526 | 1,0314 | 0,2449 | 0.2474 | 096939 | 0.2553 
26| 1,2969 | 0,7711 | 0.2629 | 1,0340 | 0.2543 | 0.2571 | 09664 | 0.26506 
27| 1,3109 | 07634 | 0.2733 | 1,0367 | 02636 | 0.2667 | 0.9638 | 0,2768 
28 | 1,3231 | 0,7558 | 0.2837 | 1,0395 | 0,2729 | 0.2764 | 09611 | 0.2875 
29| 1,3364 | 0,7483 | 0,2941 | 1,0423 | 0,2821 | 0.2860 | 09582 | 09.2984 

0,30 | 1,3499 | 0,7408 | 0.3045 | 1,0453 | 0,2913 | 0.2955 | 0.9553 | 0.3595 
31| 1,3634 | 0.7334 | 0,3156 | 1,0484 | 0.3004 | 03051 | 6.9523 | 0.3203 
32| 1,3771 | 07261 | 0.3255 | 1,0516 | 0,3095 | 9,3146 | 0.9492 | 0,3314 
331! 1,3910 | 0.7189 | 0,3360 | 1,0549 | 0,3185 | 0.3240 | 0,9460 | 0.3425 
34| 1,4049 | 07118 | 03466 | 1,0584 | 03275 | 03335 | 0959428 | 03531 

0,35 | 1,1191 | 0,7047 | 0,3572 | 1,0619 | 0,3364 | 0.3429 | 0.9394 | 0,3650 
36| 1,4333 | 0.6971 | 0,3678 | 1,0655 | 0.3452 | 0.3523 | 0.9359 | 0.3764 
37| 1,4477 | 0.6907 | 0,3785 | 1,0632 | 0,3540 | 03616 | 0.9323 | 0,3879 
38| 1,4623 | 0.6839 | 0,3892 | 1,0731 | 03627 | 03709 | 0.9287 | 0,3994 
39| 1,4770 | 0.6771 | 0,4000 | 1,0770 | 0,3714 | 9,3802 | 09249 | 9.4111 

(0,40 | 1.4918 | 0.6703 | 0.4108 | 1,0811 | 0,3799 | 0,3394 | 09211 | 0,4228 
41| 1,5068 | 06637 | 0.4216 | 1,0852 | 0,3885 | 0.3986 | 09171 | 0.4346 
42| 1,5220 | 6.6579 | 9.4345 | 1,0895 | 03969 | 0.4073! 09181 | 0,4456 
43 | 1,5373 | 0.6505 | 0.4434 | 1,0939 | 0.4053 | 0,4163 | 0,3090 | 0.4586 
41| 1,5527 | 0.5440 | 0.4543 | 1,0984 | 0,4136 | 0.4259 | 0.9045 | 0.4708 

0,45 | 1,5683 | 0,6376 | 0,4653 | 1,1030 | 04219 | 0,4350 | 0,9004 | 0,4531 
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х ex eo * she | che the | sinx | cosx | вх 

0,45 | 1,5683 | 0,6376 | 0,4653 | 1,1030 | 0,4219 | 0,4350 | 0,9004 | 0,4831 
46| 1,5841 | 0,6313 | 0,4764 | 1,1077 | 0,4301 | 0,4439 | 0,5961 | 0,4954 
47| 1,6000 | 0,6250 | 0,4575 | 1,1125 | 0,4382 | 0,4529 | 0,8916 | 05080 
48| 1,6161 | 0,6188 | 0,4956 | 1,1174 | 0,4462 | 0,4618 | 0,8870 | 05206 
49| 1,6323 | 0,6126 | 0,5098 | 1,1225 | 0,4542 | 0,4706 | 0,8823 | 05334 

0,50 | 1,6487 | 0,6665 | 0,5211 | 1,1276 | 0,4621 | 0,4794 | 0,8776 | 05463 
51| 1,6653 | 0.6005 | 0,5324 | 1,1329 | 0,4699 | 0,4882 | 0,8727 | 05594 
52 | 1,6820 | 0,5945 | 0,5438 | 1,1383 | 0,4777 | 0,4969 | 0,8678 | 05726 
53 | 1,6989 | 0,5886 | 0,5552 | 1,1438 | 0,4854 | 0,5055 | 0,8628 | 0,5659 
54| 1,7160 | 0,5827 | 0,5666 | 1,1494 | 0,4930 | 0,5141 | 0,8577 | 05994 

0,55 | 1,7333 | 0,5769 | 0,5782 | 1,1551 | 0,5005 | 0,5227 | 0,8525 | 0,6131 
56 | 1,7507 | 0,5712 | 0,5897 | 1,1609 | 0,5080 | 0,5312 | 0,8473 | 0,6269 
57 | 1,7683 | 0,5655 | 0,6014 | 1,1669 | 0,5154 | 0,5396 | 0,8419 | 0,6410 
58 | 1,7860 | 0,5599 | 0,6131 | 1,1730 | 0,5227 | 0,5480 | 0,8365 | 0.6552 
59 | 1,8040 | 0,5543 | 0,6248 | 1,1792 | 0,5299 | 0,5564 | 0,8309 | 0,6696 

0,60 | 1,8221 | 0,5488 | 0,6367 | 1,1855 | 0,5370 | 0,5646 | 0,8253 | 0,6841 
61| 1,8404 | 0,5434 | 0,6485 | 1,1919 | 0,5441 | 0,5729 | 0,8196 | 0.6989 
62 | 1,8589 | 0,5379 | 0,6605 | 1,1984 | 0.5511 | 0,5810 | 0,8139 | 0.7139 
63 | 1,8776 | 0,5326 | 0,6725 | 1,2051 | 0,5581 | 0,5891 | 0.8080 | 0,7291 
64 | 1,8965 | 0,5273 | 0,6846 | 1,2119 | 05649 | 0,5972 | 0,8021 | 0,7445 

0,65 | 1,9155 | 0,5220 | 0,6967 | 1,2188 | 0,5717 | 0,6052 | 07961 | 07602 
66 | 1,9348 | 0,5169 | 0,7090 | 1,2258 | 0,5784 | 0,6131 | 07900 | 0,7761 
67 | 1,9542 | 0,5117 | 0,7213 | 1,2330 | 0,5850 | 0,6210 | 0.7838 | 0,7923 
68 | 1,9739 | 0.5066 | 0,7386 | 1,2402 | 0,5915 | 0,6288 | 0,7776 | 0,8087 
69 | 1,9937 | 0,5016 | 0,7461 | 1,2476 | 0,5980 | 0,6365 | 0,7712 | 0,8253 

0,70 | 2,0138 | 0,4966 | 0,7586 | 1,2552 | 0,6044 | 0,6442 | 0,7648 | 0,8423 
71 | 2,0340 | 0,4916 | 0,7712 | 1,2628 | 0.6107 | 0,6518 | 0.7584 | 0,8595 
72 | 2,0544 | 0,4868 | 0,7838 | 1,2706 | 0,6169 | 0,6594 | 0.7518 | 0,8771 
73 | 2,0751 | 0.4819 | 0,7966 | 1,2785 | 0,6231 | 0,6669 | 0.7452 | 0,8949 
74| 2,0959 | 0,4771 | 0,8094 | 1,2865 | 0,6291 | 0,6743 | 0,7385 | 0.9131 

0,75 | 211170 | 0,4724 | 0,8223 | 1,2947 | 0,6351 | 0,6816 | 0,7317 | 0.9316 
76 | 2,1383 | 0,4677 | 0,8353 | 1,3030 | 0,6411 | 0,6889 | 0.7248 | 09505 
77 | 2,1598 | 0,4630 | 0.8484 | 1,3114 | 0,6469 | 0,6961 | 0.7179 | 09697 
78 | 2,1815 | 0,4584 | 0,8615 | 1,3199 | 0,6527 | 0,7633 | 07109 | 0.9893 
79 | 2,2034 | 0,4538 | 0,5748 | 1,3286 | 0,6584 | 0,7104 | 07038 | 1,0092 

0,80 | 2.2255 | 0,4493 | 0,8881 | 1,3374 | 0,6640 | 0,7174 | 0,6957 | 1,0296 

Кратные значения пи З для вычисления 

тригонометрических функций при х >> 1,6: 

x i. Примеры: 

nl arg п.т Nh | Ney Ne % 1) sin 7,5 = 

1 | 1.57080 | 3.14159 6| 9.42478 | 18,849861 (5-5 2 — 0859 8) = , ‚1415 A , 
21 3,14159 | 6,283191 7 | 10,99557 | 21,99115 | = с03 0,35398 == 0,9380 
3| 4,71239 | 9,42478| 8 | 12,56637 | 25,13274 (линейная интерполяция!) 
4| 6,28319 | 1256637 [| 9 | 14,13717 | 28,27433 | 2) sin 29=11(9=--0,72557 == 
5 | 785398 | 15,70796 ] 10 | 15.70798 | 31,41593 | == — sin 0,72567 = — 0,6637. 

(линейная интерполяция!) 
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х ex e-* sh *« ch x th x sin x cos x ig x 

0,860 | 2.2255 | 0,1493 | 0,8881 | 1,3374 | 06640 | 0,7174 | 0.6967 | 1,0296 
81 | 2.2479 | 0.4449 | 0.9015 | 1.3464 | 0.6696 | 0.7243 | 0.6895 | 1,0505 

82| 2.2705 | 0.4404 | 09150 | 1.3555 | 0.6751 | 0.7311 | 06822 | 1,0717 
83 | 2.2933 | 04360 | 09286 | 1,3647 | 0.6805 | 0.7379 | 06749 | 1,0934 
84 | 2,3161 | 0.4317 | 059423 | 1,3740 | 0.6858 | 0.7446 | 0.6675 | 1.1156 

0,85 | 2.3396 | 04274 | 09561 | 1,3835 | 0.6911! 0.7513 | 06600 | 1,1383 
86 | 2,3632 | 04232 | 0.9700 | 1,3932 | 0.6963 | 0.7578 | 0.6524 | 1,1616 
57 | 2,3869 | 0.4190 | 09849 | 1,4029: 0.7014 | 0.7613 | 05448 | 1,1853 
88 2 4109 | 04148 | 0.9981 | 1,4128 | 0.7064 | 0.7707 | 0.6372 | 1.2097 
89 | 2,4351 | 04107 | 1,0122 | 1,4229 | 0.7114 | 0.7771 | 0.5294 | 1,2346 

0,90 | 2,4596 | 0.4066 | 1,0265 | 1,4331 | 07163 | 07833 | 0.6216 | 1,2602 
91 | 2,4843 | 0.4025 | 1,0409 | 1.4434 | 072 | 0 "7895 0.6137 | 1,2864 
92 | 2,5093 | 0,3985 | 1,0554 | 1,4539 | 0.7259 | 07955 | 0.5058 | 1.3133 
93} 2,5345 | 0.3946 | 1,0700 | 1.4645 | 6.7306 | 0.8016 | 05978 | 1,3409 
94| 2,5600 | 0.3906 | 1,0847 | 1.4753 | 0,7352 | 0,8076 | 05898 | 1,3632 

0,95 | 2,5857 | 0.3867 | 1,0995 | 1,4862 | 0.7398 | 0.8134 | 05817 | 1,3984 
96 | 2,6117 | 0.38829 | 1,1144 | 1,4973 | 0,7443 | 08192 | 0.5735 | 1,4284 
97 | 2.6379 | 0.3791 | 1.1294 | 1,5085 | 0.7487 | 08249 | 05653 | 1,4592 
98 | 2.6645 | 03753 | 1,1446 | 1,5199 | 07531 | 08305 | 05570 | 1,4910 
99| 2,5912 | 0,3716 | 1,1598 | 1,5314 | 0,7574 | 9.8360 | 05487 | 1,5237 

1,00; 2.7183 | 0.3679 | 1,1752 | 1,5431 | 07616 | 0.8415 | 0.5403 | 1,5574 
01| 2,7456 | 0.3642 | 1.1907 | 1,5549 | 07658 | 0.8468 | 0.5319 | 1,5922 
02| 2,7732 | 0.3608 | 1,2063 | 1,5669 | 0.7699 | 0,8521 | 0,5234 | 1,6281 
03| 2,301 | 0.3570 | 1,2220 | 1,5790 | 07739 | 0.8573 | 0,5148 | 1,6652 
04| 2,3293 | 0.3535 | 1,2379 | 1,5913 | 0.7779 | 0.8624 | 0,5052 | 1,7036 

1,05 | 2,8577 | 03495 | 1,2539 | 1,6038 | 07818 | 08674 | 0,4976 | 1,7433 
06) 2,3861 | 03465 | 1,2700 | 1;6164 | 07857 | 08724 | 0,4889 | 1,7844 
07| 2,9154 | 03430 | 1,2852 | 1.6292 | 0.7895 | 08772 | 04801 | 1,8270 
08| 2,9447 | 0.3396 | 1.3025 | 1.64211! 07932 | 0,8820 | 0.4713 | 1,3712 
09| 2,9743 | 0,3352 | 1,3190 | 1,5552.| 07969 | 0.8866 | 04625 | 1,9171 

1,10 | 3.0042 | 03329 | 1,3356 | 1,6535 | 0.8005 | 08912 | 0.4536 | 1,9643 
{1 | 3.0344 | 03296 | 1.3524 | 1,6820 | 0.8041 | 0,8957 | 0.4447 | 2.0143 
i2! 3,0649 | 0.3263 | 1,3693 | 1,5956 | 08076 | 0.9001 | 0,4357 | 2.0660 
13| 3.0957 | 63230 | 1,3863 } 1,7093 | 0.810 | 0.9044 | 0.4267 | 2,1198 
14! 3,1268 | 03198 | 1,4035 | 1,7233 | 0.8144 | 069086 | 0,4176 | 21759 

1,15! 3.1582 | 03166 | 1,4208 | 1.7374 | 0.8173 | 0.9123 | 0,4085 | 2,2345 
15| 3.1899 | 0.3135 | 1,4382 | 1,7517 } 0.8210 | 0.9168 | 0.3993 | 2,2953 
171 3,2220 | 0.3194 | 1,4558 | 1.7662 | 0.8943 | 69208 | 0,3982 | 2,3600 
18, 3.2544 | 0.3073 | 1,4735 | 1,7808 | 0.8275 | 0.9246 | 0,3869 | 2,4273 
i9 |} 3.2871 0.3042 1,4814 1,7957 | 0.8306 | 0 '9284 0.3717 | 2,4979 

1,20} 3.2201 | 03012 | 1,5095 | 1,8107 | 08337 | 09320 | 0,3624 | 2.5722 
21| 3.3535 | 0.2982 | 1.5276 1 1,8258 | 0.8367 | 0.9385 | 0,3530 | 2.6503 
22| 3,3872 | 0.2552 | 1,5450 | 1,8412 | 0,8397 | 0,9391 | 0,3436 | 2,7328 
23| 3.4212 о 2393 | 1.5645 | 1,8563 0.8426 | 0 9425 0.3342 | 2,8198 
24| 3,4556 | 02894 | 1,5831 | 1,8725 | 0.8455 | 09453 | 03243 | 2,9119 

1,25 | 3,4903 | 0.2865 | 1.6019 | 1,8884 | 0,8483 | 0,9499 | 0,3158 | 2,0096 
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x ex e* si x ch x the | sinx | cosx | tg x 

1,25 | 3.4903 | 0.2863 | 1.6019 | 1,8884 | 0.8483 | 0.9490 | 0,3153| 3,0096 
26| 3.5254 | 0,2837 | 1,6209 | 1,9045 | 0,8511 | 0,9521 9,3958 3.1138 
27| 3,5609 | 0,2808 | 1.6400 | 1,9208 | 0,8588 | 0,9551 0,2963! 3.2226 

3$! 3,5966 | 0,2780 | 1,6593 | 1,9373 | 0,8565 | 6.9580 | 0.2867| 3343 
29| 3,6328 | 0.2753 | 1,6783 | 1,9540 | 0.8591 | 0,9608 | 0.2771 3,4672 

1,30 | 3.6693 | 0,2725 | 1,6984 | 1,9709 | 0,8617 | 0,9636 0,2675| 3.6021 
31 | 3.7062 | 0.2693 | 1,7182 | 1,9380 | 0,8643 | 0,9662 | 0,2579] 3.7471 
32; 3,7434 | 0.2671 | 1,7381 | 2,0053 | 0,8663 | 0,9587 0,2482} 3,9033 
33| 3.7810 | 0.2645 | 1,1583 | 2.0298 | 0,5692 | 0.9711 | 0,2385] 4,0723 
34 | 3.8199 | 0,2618 | 1,2786 | 2.0404 | 0,8717 | 6,9735 | 0.2288| 4,2556 

1,35 | 3,5574 | 0.2592 | 1,7991 | 2.0583 | 0,8741 | 0,9757 | 0,2190 4,4552 
36 | 3,5962 | 0.2567 | 1,8198 | 2,0764 | 0,8764 | 0,9779 0,2092] 4,6734 
37 | 3,9354 | 0,25 | 1,8406 | 3,0947 | 0.8787 | 0,9799 0,1994} 4,9131 
33 | 3,9749 | 0,2516 | 1,8617 | 2,1132 | 0,8810 | 0,9819 | 0,1896] 5,1774 
39| 4,0149 | 0,2491 | 1,8829 | 2,1320 | 0,8832 | 0,9837 0,1798] 5,4707 

1,40 | 4,0552 | 0.2466 | 1,9043 | 2.1509 | 0,8854 | 0,9854 0.1700] 5,7979 
41| 4,0960 | 0,2441 | 1,9259 | 2.1700 | 0,8875 | 0,9871 0,1601] 6,1654 
42 | 4,1371 | 0,2417 | 1,9477 | 2.1894 | 0,8896 | 0,9887 | 0,1502] 6,581 
43 | 4,1787 | 0,2393 | 1,9697 | 2.2090 | 0,8917 | 0,9901 0.14031 1,0555 
44| 4,2207 | 0.2369 | 1,9919 | 2.2288 | 0.8937 | 0.9915 | 0.1304, 17,6018 

1,45 | 4,2631 | 0,2346 | 2,0143 | 2.2488 | 0,8957 | 0,9927 | 0.1205] 8,2381 
46| 4,3069 ‚2322 | 2,0369 | 2.2691 | 0,8977 | 0,9939 0.1106; 8,9886 
47 | 4,3492 | 0,2299 | 2,0597 | 2,2896 | 0,8996 | 0,9949 | 0.1006} 9.8874 
48 | 4,3929 | 0,2276 | 2.0827 | 2,3103 | 0,9015 | 0,9959 | 0.0907 10,983 
49} 4,4371 | 0,2254 | 2.1059 | 2,3312 | 0,9033 | 6,9967 | 0,0807| 12,350 

1,50 | 4,4817 | 0,2231 | 2.1293 | 2,3524 | 0,9051 | 0,9975 0,0707| 14,101 
51 | 4,5267 | 0,2209 | 2.1529 | 2.3738 | 0,9069 | 0,9982 0.0608! 16,428 
52| 4,5722 | 0,2187 | 2.1763 | 2.3955 | 0,9087 | 0,9987 0,0508] 19,670 
23 | 4,6182 | 0,2165 | 2.2008 | 2.4174 | 0,9104 | 0,9992 0.0408; 24,498 
54 | 4,6646 | 0,2144 | 2.2251 | 2,4395 | 0,9121 | 0,9995 0.6308! 32,461 

1,55 | 4,7115 | 0.2122 | 2.2496 | 3,4619 | 0.9138 | 0,9998 | 0.0208 48,078] 
56 | 4,7588 | 0.2101 | 2.2743 | 2.4845 | 0.9154 | 0,9999 0.0108; 92,620 
57| 4,8066 | 0.2080 | 2.2993 | 25073 | 0,9170 | 1,0000 | +6,0008) 1255.8 
58 | 4,8550 | 0,2060 | 2,3245 | 2.5305 | 0,9186 | 1,0000 | —0.0092| — 108,65 
59| 4,9037 | 0,2039 | 2.3499 | 2,5538 | 0,9201 | 0,9998 | —0.0192| —52.067 

1,60 | 4,9530 | 0,2019 | 2.3756 | 2,5775 | 0,9217 | 0,9996 | —0,0292) —34,233 

Кратные значения пи 5 для вычисления 

тригонометрических функций при х > 1,6: 

| п к 
PY Py aon pu | aes п-т Для «> 1,6 значения 

eX e—* she, chxeuths 
1} 1.57080 | 3.14159 6 | 9,42478 | 18.84956 | находятся из табл. 11; 
2 | 3.14159 | 6.283191 7 | 10.99557 | 21,99115 : значения же  тригоно- 
3| 4,71239 | 9.424781 8 | 1256637 | 25,13274 | метрических функций на- 
4 | 6.23319 | 12565371 9 | 14,13717 | 28,27433 $ хелятся по формулам при- 
5 | 7.85598 1 15.70796| 10 | 15,70796 | 31,41893 | ведения (см. стр. 182). 

Примеры см. ва стр. 53. 
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11. Показательные функции (для x от 1,6 до 10,0) * 

x e* e * x e* e* * e* e* 

1,60 | 4,9530 | 0,2019 2,00 71,3891 | 0.1353 2,40 11,023 1 0,09072 

1,61 |5, 0.1999 2,01 7,4633 | 0.1340 2,41 11,134 | 0.08982 

1,62 | 5.0531 | 0,1979 2,02 1,5383 | 0.1327 2,42 11,246 | 0.08892 

1,63 | 51039 | 0,1359 2,03 7,6141 | 0,1313 2,43 11,359 | 0.08804 
1,64} 51552 | 01940 2,04 1,6906 | 0,1300 2,44 11,473 | 0.08716 

1,65 | 5.2070 | 01920 2,05 71,7679 | 0.1287 2,45 11,588 | 0.08629 

1,66 | 5.2593 | 0.1901 9,06 1,8460 | 0,1275 2,46 11,705 | 0.08543 
1,67 | 53122 | 0.1882 2.07 1,9248 | 0.1262 2,47 11,822 0.08458] 

1.68 | 5.3656 | 01861 | 208 | 80045 | 01249 | 248 | 11.941 | 008374 
1,69 | 5,4195 | 0.1845 2.09 8,0849 | 0.1237 2.49 12.061 | 0.08291 

1,70 | 5,4739 | 0.1827 2,10 8,1662 | 0.1225 2,59 12.182 1! 0.08208 

1,71 | 55290 | 0.1809 2,11 8,2482 | 01212 251 12,305 | 0,08127 

1,72) 55845 | 0,1791 2.12 §,3311 | 0.1200 2,52 12,429 | 0.08046 
1,73 | 5 6407 | 0.1773 2.13 8,4149 | 0.1188 9,53 12,554 | 0.07966 

1,74 | 5 6973 | 01155 2,14 8,4994 | 0.1177 2,54 12.680 | 0.07887 

1,75 | 5.7546 | 0.1738 2,15 8,5849 | 0.1165 2,55 12,807 | 0.07808] 

1,76 | 5.81241 | 01720 2,16 8,6711 | 0,1153 2,56 12.936 | 0.07730 

1,77! 5 8709 | 01703 2,17 8,1583 | 0.1142 2,57 13,066 | 0.07654 
1,78 | 5 9299 | 016865 2.18 8,5463 | 0.1130 2.58 13,197 | 0.07577 
1,79 | 5.9895 | 01670 2,19 8,9352 | 0,1119 2.59 13,330 | 0.07502 

1,80 | 6,0495 | 0.1653 2,20 9.0250 | 0.1108 2,60 13,464 | 0.07427 
1,811 6,1104 | 0,1637 2,21 9.1157 | 0.1097 2,61 13,599 | 0.07353 
1,821 6,1719 | 0,1620 2,22 9,2073 | 0.1086 2.62 13.736 | 0.07280 

1,83 | 6.2339 | 01604 2,23 9,2999 | 0.1075 2,63 13,874 | 0,07208 

1,84 | 6,2965 | 0,1588 2.24 9,3933 | 0.1065 2,64 14,013 | 0.07136 

1,85 | 6,3598 | 0,1572 2,25 9,4877 | 0.1054 2,65 14,154 | 0.07065 
1,86 | 6,4237 | 0,1557 2,26 9,5831 | 0,1044 2.66 14,296 | 0.06995 
1,87 | 6,4883 | 0,1541 2,27 9,6794 | 0.1033 2.67 14,440 | 0.06925 
1,88 | 65535 | 0.1526 2,28 9,7767 | 01023 2.63 14,585 | 0.06856 

1,89 | 66194 | 015 2,29 9,8749 | 0.1013 2.69 14,732 | 0.06788 

1,30, 6,6859 | 0.1496 2,30 9,9742 | 0.10026 2,70 14,880 | 0.06721 

1,91 | 6.7531 | 01481 2.31 10.074 | 0.09926 2,71 15,029 | 0.06654 
1,92 | 6.8210 | 0.1466 2,32 10.176 | 0.09827 2,12 15.180 | 0.06587 

1,93 | 6,8895 | 0,1451 2,33 10,278 10.09730 2,73 15,333 | 0.06522 

1,94 | 6,9588 | 01437 2,34 10,381 0.09633 2,74 15,487 | 0.06457 

1,95 | 7.0287 | 0.1423 2,35 10,486 | 0.09537 2,15 15,643 | 0,06393 
1,96; 7.0993 | 01409 2.36 10 591 0.09442 2,76 15,800 | 0.06329 

1,97 | 71,1707 | 01395 2,37 19.697 | 0,09348 2.77 15,959 | 0,06265 

1,98 | 7,2427 | 01381 2,38 10.805 | 0,09255 2.18 16.119 | 0,06204 

1,99 | 71.3155 | 01367 2,39 10.913 | 0,09163 2.79 16,281 | 0,06142 

2,039 | 7,3891 0.1353 2,40 11,023 | 0,09072 2,80 16,445 | 0.06081 

* Для вычисления гиперболических функций при xv > 1,6 можно 
пользоваться формулами: 

ве * eX 4 e* 
sh ¥ = 5} ch ¥ = — 

—2х 

che 1-е %
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ex e x e* e x е\ е х 

16,445 | 0,06081 25,799 | 0,03877 | 3,70 | 40,447 | 0,02472 
16,610 | 0.06020 26,050 | 0.03839} 3.71 | 40,854 | 0,02448 
16,777 | 0,05961 26,311 | 0.03801 | 3,72 | 41,264 | 0,02423 
16'945 | 0,05901 26,576 | 0,03763] 3,73 | 41,679 | 0,02359 
17,116 | 0,05843 26,843 | 0,03725 | 3,74 | 42,098 | 0,02375 
17,288 | 0,05784 27,113 | 0,03688] 3,75 | 42,521 | 0,02352 
17,462 | 0,05727 27,385 | 0.03652 | 3,76 | 49,948 | 0.02328 
17.637 | 0,05670 27.660 | 0.03615] 3,77 | 43,380 | 0.02305 
17.814 | 0,05613 27.938 | 0,03579| 3,73 | 43,816 | 0.02282 
17.993 | 0,05558 28,219 | 0,03544 | 3,79 | 44,256 | 0.02260 
18,174 | 0,05502 28,503 | 0,03508 44,701 | 0,02237 
18,357 | 0.05448 28,789 | 0.03474 45.150 | 0,02215 
18,541 | 0.05393 29,079 | 0.03439 45'604 | 0.02193 
18.728 | 0'05340| : 29,371 | 0.03405 46,063 | 0,02171 
18.916 | 0.05287 | 3,39 | 29,666 | 0.03371 46.525 | 0,2149 
19,106 | 0,05234| 3,40 | 29,964 | 0,03337 46,993 | 0,02128 
19,258 | 0.051821 3,41 | 30,263 | 0.03304 47/465 | 0.02107 
19,492 | 0.05130] 3,42 | 30,569 | 0.03271 41'942 | 0,2086 
19,683 |0,05079] 3,43 | 30,877 | 0.03239 48.424 | 0.02065 
19,886 | 0.05029 | 3,44 | 31,187 | 0.03206 48'911 | 0.02045 

3,00 | 20,086 | 0,04979| 3,45 |31,500 | 0,03175 49,402 | 0,02024 
Zul | 20,287 | 0.04929] 3,46 | 31,817 | 0,03143 49,899 | 0,02004 
3,02 | 20,491 | 0,04880 | 3,47 | 32,137 | 03112 50,400 | 0421984 
3,03 | 20,697 | 0.04832 | 3,48 | 32,460 | 0,03081 50,907 | 0.01964 
3.04 | 20,905 | 0,04783 | 3,49 | 32,786 | 0,3050 51.419 | 0,01945 
3,05 | 21,115 | 0,4736 | 3,59 |33,115 | 0,03020 51,935 | 0,01925 
3,06 | 21,323 | 0,04689 | 3,51 | 33,448 | 0,0299. 59.457 | 0.01906 
3.07 | 21,542 | 0.04642 | 3.52 | 33,784 | 0.42960 59985 | 0.01887 
3,08 | 21,758 | 0.04596 | 3,53 | 34,124 | 0,2930 53517 | 0.01869 
3,09 | 21,977 | 0.04550 | 3,54 | 34,467 | 0,3291 54'055 | 0,1850 
3,10 | 22.198 | 0,04505 | 3,55 | 34,813 | 0.028721 4,0 54.598 | 0,01832 
3.11 | 22,421 | 0,0446и| 3,56 | 35,163 | 0,2844 41 60 34u | 0.1657 
3,12 | 22.646 | 0.04416 | 3,57 | 35,517 | 0,0216] 4,2 66,686 | 0,01500 
3,13 | 22,874 | 0.04372] 3,58 |35'874 | 0,0278 4,3 73,700 | 0.01357 
3.14 | 23,104 | 0.043281 3,59 |36,234 | 0.02760] 4,4 81.451 | 0,01228 
3,15 | 23,336 | 0,04285 | 3,60 | 36,598 | 0.027328 4,5 90,017 | бои 
316 | 23,571 | 0.04243} 3,51 | 36,966 | 0,0275 | 4,6 99'431 | 0,1005 
3.17 | 23,807 | 0,4200 | 3,62 | 37,338 | 0.026781 47 |10995 | 000910 
3,18 | 24,047 | 0,4159 | 3,63 | 37,713 | 02652 | 4:8 — | po1'5] | 0.00523 
3,19 | 24,288 | Од4ИТ| 3,64 | 38,092 | 6.02625 | 49° |12429 | 0.09145 

24,533 | 0.040761] 3,65 | 38,475 | 0.025991 5,0 |14841 |0,00674 
24,779 | 0,04036 | 3,66 | 38,861 | 0,02573 | 5,1 |16402 | 0/00610 
25,028 | 0,03996 | 3,67 | 39,252 | 0422548 | 5,2 |18\'27 | 0,0552 
25,280 | 0.03956 | 3,63 | 39,646 | 0,2522 | 53 |034 | 0.00499 
25,534 | 0.03916 | 3.69 |40,045 | 052497 | 5,4 | gay "ay | 0,00452 
25,790 | 0,03877 | 3,70 | 40,447 | 0.02472] 5,5 | o44,.69 | 0.20409 
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х | e* | e* x e* e~* x e* e * 

5,5 244,69 | 0,00409 7,0 1096,6 | 0,000912 } 8,5 4914,8 | 6.000203 
5,6 270,43 | 0,00370 7,1 1212,0 | 0,000825 | 8,6 5431,7 | 0,000184 
5,7 298,87 | 0.00335 1,2 1339,4 | 0.000747 1 8,7 6002,9 | 0.009167 
5,3 330,30 | 0,00303 7,3 1480,3 | 0,000676 | 8,8 6634,2 | 0,000151 
5,9 365,04 | 0,00274 7,4 1636,0 | 0,000611 1 8,9 7332,0 | 0.000135 

6,0 403,43 | 0,002479 | 7,5 1808,0 | 0,000553 | 9,0 8103,1 | 0,009123 
6,1 445,36 | 0.002243 | 1,5 1993,2 | 0,000500 1 9,1 8955,3 | 0,000112 
6,2 492,75 | 0,002029 | 7,7 | 2208,3 | 0,000453 | 9,2 9897,1 | 0,000101 
6,3 544,57 | 0,0018S386} 7,8 | 2440,6 | 0,000410 | 9,3 | 10938 0,v00091 
6,4 601,85 | 0,001662 | 7,9 | 2637,3 | 0,000371 | 9,4 112088 0,V00083 

6,5 665,14 | 0,001503 | 8,0 | 2981,0 | 0,000335 | 9,5 | 13360 0.000075 
6,6 735,10 | 0.001360 |] 8,1 3294,5 | 0.000304 | 9,6 | 14765 0,000068 
6,7 812,41 | 00012311 8,2 | 3641,0 | 0.000275 1 9,7 | 16318 0,000061 
6,8 897,85 | 00011141 8,3 | 4023,9 | 0.000249 | 9,8 | 18034 0.000055 
6,9 992,27 | 0,0010081 8,4 4441,1 | 0.000225 | 9,9 | 19930 0.000059 

7,0 | 1096,6 | 0.000912] 8,5 | 4914,8 | 0,000203 1100 | 22026 0.000045 

12. Натуральные логарифмы 

Объяснения к таблице см. на стр. 61. 
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0,0000 | 0,0100 | 0,0198 | 0,0296 | 0,0392 | 0,0488 | 0,0583] 0,0677] 0,0770] 0,0862 
0,0953 | 0,1044 | 0,1133| 0,1222 | 0,1310| 0,1398 | 0,1484| 0,1570| 0,1655 0,1740 
0,1823 | 0,1906 | 0,1959 | 0,2070 | 0,2151 | 0,2231 | 0,231 11 0,2390] 0,2469] 0,2546 
0,2624 | 0,2700 | 0,2776| 0,2852 | 0,2927 | 0,3001 | 0,3075! 0,3148! 0,3221| 0,3293 
0,3365 | 0,3436 | 0,3507 0,3577 | 0,3646 | 0,3716 | 0,3784 0,3853] 0,3920] 0,3988 

0,4055 | 0,4121 | 0,4187 | 0,4253 | 0,4318 | 0,4383 | 0,4447| 0,4511] 0,4574| 0,4637 
0,4700 | 0,4762 | 0,1824| 0,4886 | 0,4947 | 0,5008 | 0,5063| 0,5128! 0,5188 0,5247} 
0,5306 | 0,5365 | 0,5423 | 0,5481 | 0,5539 | 0,5596 | 0,5653 0,5710! 0,5766] 0,5822 
0,5878 | 0,5983 | 0,5988 | 0,6043 | 0,6098 | 0,6152 | 0,6206! 0,6259] 0,6313 0,6366 
0,6419 | 0,6471 | 0,6523] 0,6575 | 0,6627 | 0,6678 | 0,6729] 0,6780] 0,6831 0,6881 

0,6931 | 0,6981 | 0,7031 | 0,7080 | 0,1129 | 0,7178 | 0,7227| 0,7275] 0,7324! 0,7372 
0,7419 | 0,7467 | 0,7514 | 0,7561 | 0,7608 | 0,7655 | 0,7701! 0,7747| 0,7793 0,7839 
0,7885 | 0,7930 | 0,7975 | 0,8020 | 0,8065 | 0,8109 | 0,3154! 0,8198] 0,8242] 0,8286 
0,8329 | 0,8372 | 0,8416 | 0,8459 | 0,8502 | 0,8544 | 0,8587| 0,8629| 0.86711 0,8713 
0,8755 | 0,8796 | 0,8838 | 0,8879 | 0,3920 | 0,8961 | 0,9002! 0,9042] 0,9083| 0,9123 

0,9163 | 0,5203 | 0,9243 | 0,9282 | 0,9322| 0,9361 | 0,9400] 0,9439] 0,9478| 0,9517 
0,9555 | 0,9594 | 0,9632 | 0,9670 | 0,9708 | 0,9746 | 0,9783] 0,9821 0,9858| 0,9895 
0,3933 | 0,9969 | 1,0006 | 1,0043 | 1,0080 | 1,0116 11,0152] 1,0188] 1,0225] 1,0260 
1,0296 | 1,0332 | 1,0367 | 1,0403 | 1,0438 | 1,0473 | 1,0508] 1,0543] 1,0578| 1,0613} 
1,0647 | 1,0682 | 1,0716 | 1,0750 1 1,0784 | 1,0818 | 1,0852] 1,0886] 1,0919] 1,0953 
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1,0986 | 1,1019) 1,1053 | 1,1086| 1.1119) 1.1151] 1, 1184) 1,1217| 1,1249] 1,1282 
1,1314 | 1,1346 | 1,1378| 1,1410 | 1,1442] 1,1474 | 1,1506] 1,1537! 1,1569] 1,1600 
1,1632 | 1.1663 | 1,1694 1 1,1725 | 1,1756 | 1,1787 | 1,1817] 1,1848] 1,1878] 1,1909 
1,19391 1,1969 | 1,2000 1 1,2030 | 1,2060 | 1,2090 | 1,2119] 1,2149] 1,2179] 1,2208 
1,2238 | 1,2267 | 1,2296| 1,2326 | 1,2355 | 1,2384 | 1,2413] 1,2442] 1,2470] 1,2499 

1,2528 | 1,2556 | 1,2585 | 1,2613] 1,2641 | 1,2669 | 1,2698] 1,2726] 1,2754] 1,2782 
1,2809] 1,2837 | 1,2865 | 1,2892 | 1,2920 | 1,2947 | 1,2975] 1,3002] 1,3029] 1,3056 
1,3083 | 1,3110 | 1,3137 | 1,3164 | 1,3191 | 1,3218 | 1,3244] 1,3271] 1,3297 | 1,3324 
1,3350 | 1,3376 | 1,3403 | 1,3429 | 1,3455 | 1,3481 | 1,3507| 1,3533] 1,3558 
1,3610 | 1,3635 | 1,3661 | 1,3686 | 1,3712 | 1,3737 | 1,3762] 1,3788| 1,3813 1,3838] 

1,3863 | 1,3888 | 1,3913 | 1,3938 | 1,3962 | 1,3987 | 1,40121 1,4036] 1,4061] 1,4085 
1,4110] 1,4134| 1,4159 | 1,4183 | 1,4207 | 1,4231 | 1,4255] 1,4279] 1,4303] 1,4327 
1,4351 | 1,4375 | 1,4398 | 1,4422 | 1,4446 | 1,4469 | 1,4493] 1,4516] 1,4540] 1,4563 
1,4586 | 1,4609 | 1,4633 | 1,4656] 1,4679 | 1,4702 | 1,4725] 1,4748] 1,4770 4793 
1,4816] 1,4839 | 1,4861 | 1,4884 | 1,4907 | 1,4929 | 1,4951 1,4974] 1,4996] 1,5019 

1,5041 | 1,5063 | 1,5085 | 1,5107 | 1,5129 | 1,5151 | 1,5173] 1,5195) 1,5217] 1,5239 
1,5261 | 1,5282 | 1,5304 | 1,5326 | 1,5347 | 1,5369 | 1,5390] 1,5412 < 
1,5476 | 1,5497 | 1,5518 | 1,5539 | 1,5560 | 1,5581 | 1,5602] 1,5623] 1,5614 | 1,5665 
1,5686 | 1,5707 | 1,5728 | 1,5748 | 1,5769 | 1,5790 | 1,5810] 1,5831] 1,53511 1,5872 
1,5892 | 1,5913 | 1,5933] 1,5953 | 1.5974} 1,5994 | 1,6914! 1,60341 1,6954! 1,6074 

1,6094 | 1,6114 | 1,6134 | 1,6154] 1,6174| 1,6194 | 1,6214] 1,6233] 1,6253] 1,6273 
1,6292 | 1,6312 | 1,6332 | 1,6351 | 1,6371 | 1,6390 | 1,6409] 1,6429] 1,6 448] 1,6467 
1,6487 | 1,6506 | 1,6525 | 1,6544 | 1,6563 | 1,6582 | 1,6601 | 1,6620] 1,6633] 1,6658 
1,6677 | 1,6696 | 1,6715 | 1,6734 | 1,6752 | 1,6771 | 1,6790] 1,6308] 1,6827| 1,6845 
1,6361 | 1,6882 | 1,6901 | 1,6919 | 1,6938 | 1,6956 | 1,6974] 1,6993] 1,7011] 1,7029 

1,7047 | 1,7066 | 1,7084 | 1,7102 | 1,7120 | 1,7138 | 1,7156] 1,7174] 1,7192] 1,7210 
1,7228 | 1,7246 | 1,7263 | 1,7281 | 1,7299 | 1,7317 | 1,7334| 1,7352] 1,7370] 1,7387 
1,7405 | 1,7422 | 1,7440 | 1,7457 | 1,7475 | 1,7492 | 1,7509] 1,7527| 1,7544| 1,7561 
1,7579 | 1,7596| 1,7613 | 1,7630 | 1,7647 | 1,7664 | 1,76811 1,7699] 1,7716] 1,7733] 
1,7750 | 1,7766 | 1,7783 | 1,7800 | 1,7817 | 1,7834 | 1,7851] 1,7867 | 1,7884] 1,7901 

1,7918 | 1,7934 | 1,7951 | 1,7967 | 1,7984 | 1,8001 1,8017] 1,8034] 1,8050] 1,8066 
1,8083 | 1,8099 | 1,8116] 1,8132 | 1,8148 | 1,8165 1,8181] 1,8197 | 1,8213] 1,8228 
1,8245 | 1,8262 | 1,8278 | 1,8294 | 1,8310 | 1,8326 |1,8342| 1,8358] 1,8374 | 1,8390 
1,8405 | 1,8421 | 1,8437 | 1,8453 | 1,8469 | 1,8485 1,8500] 1,8516] 1,85321 1,8547 
1,8563 | 1,8579 | 1,8594 | 1,8610 | 1,8625 | 1,8641 11,8656; 1,8672] 1,8637 | 1,8703 

1,8718 | 1,8733 | 1,8749 | 1,8764 | 1,8779 | 1,8795 | 1,8810] 1,8825] 1,88401 1,8856 
1,8871 | 1,8886 | 1,8901 | 1,8916 | 1,8931 | 1,8946 | 1,8961 | 1,8976] 1,8991 1,9006 
1,9021 | 1,9036 | 1,9951 | 1,9066 | 1,9081 | 1,9095 | 1,9110] 1,9125] 1,9140] 1,9155 
1,9169 | 1,9184] 1,9199 | 1,9213] 1,9228 | 1,9242 | 1,9257 | 1,9272 1,9286] 1,9301 
1,9315 | 1,9330 | 1,9344 1,9359 1,9373 1,9387 | 1,9402] 1,9416] 1,9430} 1,9445 

1,9459 | 1,3473 | 1,9488 | 1,9502 | 1,9516 | 1,9530 | 1,9544 1,9559] 1,9573] 1,9587 
1,96011 1,9615 | 1,9629 | 1,9643 | 1,9657 | 1,9671 | 1,9685] 1,96991 1,9713] 1,9727 
1,9741 | 1,9755 | 1,9769 | 1,9782 | 1,9796 | 1,9810 | 1,98241 1,9838! 1,9851 1,9865 
1,9879 | 1,9892 | 1,9906 | 1,9920 | 1,9933 | 1,9947 | 1,9961 |1,99741 1,9988] 2,0001 
2,0015 | 2,0028 | 2,0042 | 2,0055 | 2,0069 | 2,0082 | 2,0096 2.01091 2.0122 2,0136 

2,0149 | 2,0162! 2,0176] 2.0189 | 2,0202! 2,0215 | 2,0229] 2,0242/ 2,0255 2.0268] 
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2,0149 | 2,0162 
2,0281 | 2,0295 
2,0412 | 2,0425 
2,0541} 2,0554 
2,0669 | 2,0681 
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2,0794 | 2,0807 
2,0919] 2.0931 
2.1041 | 2,1054 
2,1163 | 2,1175 
2,12821 2,1294 
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2,1401 | 2,1412 
2,1518 | 2,1529 
2,1633 | 2,1645 
2.17481 2,1759 
2,1861 | 2,1872 
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2,1972 | 2,1983 
2,2083 | 2,2094 
2,21921 2,2203 
2,2300] 2,2311 
2,2407 | 2,2418 
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2,2513 | 2,2523 
2.2618] 2,2628 
2.2721 | 2,2732 
2.2824 | 2,2834 
2,2925 | 2,2935 
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2,0176 | 2,0189 2,0202 
2.0308} 2,0321 | 2,0334 
2,0438 | 2,0451 | 2,0464 
2,0567 | 2,0580 | 2,0592 
2,0694 | 2,0707 | 2,0719 

2.08191 2,0832] 2,0844 
2,0943 | 2,0956: 2,0963 
2,1066 | 2,1078 | 2,1090 
2,1187 | 2,1199} 2,1211 
2,1306 | 2,1318 | 2,1330 

2,1424] 2,1436] 2,1448 
2,1541 | 2,1552 | 2,1564 
2,1656 | 2,166$ | 2,1679 
2;1770 | 2,17821 2,1793 
2,1883 2,1894| 2,1905 

2.1994 | 2,2006 | 2,2017 
2,2105 | 2,2116] 2,2127 
2,2214] 2.2255 | 2,2235 
2,2323 | 2.2332 | 2,2343 
22428 | 2,2439 | 2,2450 

2,2534 | 2,2544 | 2,2555 
2,2638 | 2,2649 | 2,2659 
2,2742 | 2,2152 | 2,2762 
2,2844, 2,2554| 2,2865 
2,2946| 2,2956] 2,2966 

2,0215 | 2,0229 
2,0341 | 2,0360 
2.0477 | 2,0490 
2,0605 | 2,0618 
2,0732 | 2,0744 

2,0857 | 2,0869 
2,0989 | 2,9992 
2,1102 | 2,1114 
2,1223 12,1235 
2,1342 | 2,1353 

2,1459 | 2,1471 
2,1576 | 2,1587 
2,1691 | 2,1702 
2,1804 | 2,1815 
2,1917 | 2,1928 

2,2028 | 2,2039 
2,2138 | 2,2148 
2,2246 | 2,2251 
2,2354 | 2,2364 
2,2460 | 2.2471 

2,2565 | 2,2576 
2,2670 | 2,2680 
2,2713 | 2,2783 
2,2875 | 2,2885 
2,2976 | 2,2936 

2,0242 
2,0373 
2,0503 
2,0631 
2,0757 

2,0882 
2,1005 
21126 
2,1247 
2,1365 

2.1483 
2,1599 
2,1713 
2,1827 
2,1939 

2,2050 
2,2159 
2,2268 
2,2315 
2,2481 

2,2586 
2,2690 
2,2193 
2,2595 
2,2996 

2,0255 
2,0386 
2.0516 
2,0643 
2,0769 

2,0834 
2,1017 
2,1138 
2,1253 
2,1371 

2,1494 
2,1610 
2,1725 
2,1838 
2,1950 

2,2061 
2,2170 
2,2279 
2,2386 
2,2492 

2,2597 
2,2701 
2,2803 
2,2905 
2,3006 

2,0268 
2,0399 
2,0528 
2.0656 
2,0782 

2,0906 
2.1029 
2.1150 
2.1270 
2,1389 

2.1506 
2,1622 
2,1736 
2,1849 
2,1961 

2,2396 
2,2502 

2,2607 
2,2711 
2.2814 
2,2915 
2,3016 
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11,5129 

In 862 = 1 8,62 +-1n 103 =2,1541 4- 

Объяснения к таблице см. на следующей странице 

593; 
62 — 11102 = 2,1541 — 4,6052 = —2,4511.
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Объяснения к таблице 12 натуральных 
логарифмов 

В таблице 12 (стр. 58—60) даны натуральные логарифмы. В отличие 
от таблиц десятичных логарифмов здесь даны как мантиссы, так и 
характеристики. Логарифмы чисел, заключенных между Ги 10, нахо- 
дятся непосредственно в таблице, причем на третий и четвертый 
десятичные знаки должна быть внесена интерполяционная поправка 
(см. стр. 15). Для чисел, имеющих до запятой больше или меньше 
одного знака, натуральные логарифмы находятся с помощью поме- 
щенных в конце таблицы значений логарифмов степеней 10 (см. при- 
меры Ha стр. 60). 

Объяснения к таблицам 13, 14 и 15 

Таблицы \13и 14 (стр. 62—65) дают с четырьмя значащими циф- 
рами значения длин окружностей и площадей кругов для диаметров 
dot 4 = 1,00 до а == 9,99. Если размеры диаметра выходят за эти гра- 
ницы, то находят площадь круга или длину окружности для диаметра, 
большего или меньшего в 10" раз, чем заданный, При уменьшении или 

увеличении @ в 10” раз длина окружности также уменьшается или 

увеличивается в 10", а площадь круга соответственно в 10° раз. Ecau 
число значащих цифр у d больше трех, необходимо прибегнуть к ин- 
терполяции (см. стр. 15). 

Примеры: 1) Для 4 == 69,3 длина окружности равна 217,7, а площадь 
круга 3772. 2) Для 4 == 0,693 длина окружности равна 2,177, а площадь 
круга 0,3772. 

В таблице 15 (стр. 66—70) даны элементы сегмента круга 
(рие. 1). Таблица а) относится к сегментам кругов различных радиусов. 

Рис. 1. 

с длиной хорды, равной единице. Если при заданном подъеме (отноше- 
нии стрелы к хорде) длина хорды равна а, то помещенное в таблице 
значение длины дуги должно быть умножено на а, а площадь сег- 
мента на G?. 

Таблица 6) содержит данные, относящиеся к различным сегмеитам 
одной и той же окружности радиуса, равного единице. Если длина 
радиуса равнз г, то табличные значения 1, Ри а должны быть умно- 
жены на 7, а площадь сегмента — на 72, Если задается длина дуги [ 
(или хорда @) и стрелка A, то радиус сегмента г равен отношению [ 
(или а) к табличному значению длины дуги {или хорды), соответствую- 
шему заданному значению {/й (или а/П). 

Пример: Если в сегменте длина хорды а == 40 см, а стрела В = 6 см, 
TO для нахождения длины дуги { вычисляем A/a = 0,15 и умножаем на 40 
соответствующее табличное значение 72, взятое из таблицы а): 
= 40. 1,0530 = 42,36 см. Радиус сегмента 7 и центральный угол а опре- 

деляются при помоши таблицы 6). Для a/h ==6,67 табличное значе- 
ние а равно 1,1010, а а =66,8° (линейная интериоляция!}. Отсюда 
г = 40; 1,1010 == 36,33 см. Теперь. можно найти длину дуги { с помошью 
таблицы 6): { == 35,33 + 1,1651 == 42,35 см,
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21,99 | 22,02} 22,05 | 22,09 | 22.12 | 22,15 
22,31 | 22,34 | 23,37 | 22,40 | 22,43 | 22,46 
22,62 | 22,65 | 22,68 | 22,71 | 22,75 | 22,78 
22,93 | 22,97 | 23,00 | 23,03 | 23,06 | 23,09 
23,25 | 23,28 | 23,31 | 23,34 | 23,37 | 23,40 

23,56 | 23,59 | 23,62 | 23,66 | 23,69 | 23,72 
23,83 | 23,91 | 23,94 | 23,97 | 24,00 | 24,03 

24,32 | 24,35 
24,50 | 24,54 | 24,57 | 24,60 | 24,63 | 24,66 
24,82 | 24,85 | 24,88 | 24,91 | 24,94 | 24,98 

25,13 | 25,16) 25,20 | 25,23 | 25,26 | 25,29 
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Объяснения к таблице см. на стр. Ol,



ТАБЛИЦЫ 

14. Площадь круга диаметра а 

‘| о | | 2 3 | 4 5 | 6 | 7 8 | 9 

1,01 0,7854 | 0,8012) 0-817!| 0.8332} 0,8495] 0.8659] 0.88251 0.8992 0.9161 | 0.933 
Г! 09503| 0'9677| 0.9852} 1,003 | 1,021 | 1,039 | 1,057 11,075 |1,094 | 1,112 
12} 1,131 | 1150 | 1,163 | 1,188 | 1,208 | 1,227 | 1,247 |1,267 |1,287 | 1,307 
1,3} 1,327 | 1,348 | 1,368 | 1,389 | 1,410 | 1,431 | 1,453 |1,474 |1,496 | 1,517 
14| 1,539 | 1,561 | 1,584 | 1,606 | 1,629 | 1,651 | 1,674 |1,697 |1,720 | 1,744 
1,5] 1,767 | 1,791 | 1,815 | 1,839 | 1.863 | 1,887 | 1,911 | 1,936 | 1,961 | 1,986 
1,6} 2.011 | 2.036 | 2.061 | 2.087 | 2,112 | 2,138 | 2,164 }2,190 |2,217 | 2,243 
1,7| 2.270 | 2297 | 2.324 | 2.351 | 2.378 | 2.405 | 2,433 |2.461 | 2,438 | 2,516 
1,8) 2545 | 2573 | 2.602 | 2.630 | 2,659 | 2,688 | 9,717 | 2.746 |2,776 | 2,806 
159] 2.835 | 2.865 | 2.895 | 2,926 | 2,956 | 2,985 | 3,017 |3,048 |3.079 | 3,110 
2,0] 3.142 | 3,173 | 3,205 | 3,237 | 3.269 | 3,301 | 3,333 |3.365 (3,398 | 3,431 
|| 3,464 | 3.497 | 3.530 | 3,563 | 3,597 | 3,631 | 3,661 |3,698 |3,733 | 3,767 
22| 3.801 | 3.836 | 3.871 | 3,906 | 3,941 | 3,976 | 4,011 |4,047 |4,083 | 4,119 
2'3| 4.155 | 4191 | 4,297 | 4,264 | 4,301 | 4,337 | 4,374 | 4,412 | 4,449 | 4,486 
24| 4524 | 4.562 | 4,600 | 4,638 | 4,676 | 4,714 | 4,753 | 4,792 | 4,831 | 4,870 
2,5| 4,909 | 4,948 | 4,988 | 5,027 | 5,067 | 5,107 | 5,147 15,187 |5,228 | 5,269 
26| 5399 | 5.330 | 5.391 | 5.433 | 5.474 | 5515 | 5557 [5.599 [5.641 | 5683 
27| 5726 | 5768 | 5.811 | 5853 | 5.896 | 5.940 | 5.983 | 6,026 | 6,070 | 6.114 
2'8! 6.158 | 6.202 | 6246 | 6290 | 6,335 | 6.379 | 6,424 | 6.469 (6514 | 6,560 
29 6.605 | 6.631 | 6,697 | 6743 | 6789 | 6,835 | 6,881 | 6,928 |6,975 | 7,022 
3,0| 7,069 | 7,116 | 7,163 | 7,211 | 7,258 | 7,306 | 7,354 | 7,402 11,451 | 7,499 
3.1) 7548 | 1596 | 7645 | 7694 | 7744 | 7.793 | 1843 | 7,892 | 7,942 | 7,992 
32| 3'042 | 8093 | 8143 | 8194 | 8.245 | 8.296 | 8,247 | 8,398 | 8,450 | 8,501 
33| 3553 8605 | 8657 | 8709 | 8.762 | 8.814 | 8,867 | 8,920 | 8,973 | 9,026 
34| 9'079 | 9.133 | 9.186 | 9.240 | 9.294 | 9,348 | 9,402 | 9,457 |951! | 9,566 

13,5| 9.621 | 9.676 | 9,731 | 9,787 | 9,842 | 9,898 | 9,954 |10,01 {10,07 |10.12 
361018 |1024 [1029 11035 |1041 [1046 |1052 |1058 |10.64 |10.69 
371075 |108! 11087 093 |1099 |11,04 |11,f0 [11,16 [11,22 [11,28 
381,34 1140 111,46 111,52 [1158 111,64 {11,70 [11,76 [11,82 [11,88 
39111.95 |12,01 112.07 [1243 [1219 12,25 112,32 112,38 [1244 1250 
4,012.57 |12,63 112,69 12,76 112,82 [12,88 [12,95 |13,01 13,07 [13,14 
4111320 11327 11333 [13.40 113,46 113.53 [1359 [13,66 13,72 {13,79 
421385 |1392 (13.99 [14.05 114,12 [14,19 114,25 |14,32 114,39 |14,45 
41311452 {14.59 (14.66 [14,73 114,79 114,86 [14,93 [15.00 15,07 |15,14 
441521 [1527 1534 [1541 [15,48 [1555 [15.62 |15'69 15,76 415,83 
4.51590 |158 {16,05 {1612 {1619 [16,26 |16,33 |16,40 16,47 |165 
461652 1669 1676 11684 [1691 [1698 [1706 1713 17.20 |17,28 
471135 |1742 11750 (1757 [1765 1772 |1780 {1787 |17,95 [18,02 
4311810 [1817 [1825 11832 [18.40 18:47 |1855 [18.63 |18.70 [18,78 
491886 118.93 {19,01 |19,09 [1917 |19,24 (19,32 19.40 [19,48 119,56 

5,0/19,63 {19,71 119,79 |19,87 119,95 |20,03 |201 [20/19 |20,27 |20,38 
5120.43 12051 12059 [2067 |20,75 [2083 [2091 [20,99 [21,07 {21,16 
52121,24 [21,32 (21,40 121,48 [2157 [21,65 (21,73 [21,81 [21,90 [21,98 
5322.06 [2215 [2223 122,31 [2240 29.48 [2256 122,65 [22.73 122,82 
54122.90 |22'99 |23,07 [23,16 123,24 [23,33 |234! 12350 [23.59 [23,67 
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45,01 
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Объяснение sk таблице CM, Ha



66 ТАБЛИЦЫ 

15, Элементы сегмента круга 

а) Длина дуги ин площадь сегмента 

для хорды, равной единице 

Подъем | Подъем 
(отноше- (отноше- 

стрелы Длина Площадь трелы Длина Площадь 
к хорде) дуги l сегменга к хорде) дуги é сегмента 

A h 

а а 

0.01 1,0003 0.0067 0,26 1,1715 0,1824 

0.02 1,0011 0,0133 0,27 1,1843 0.1901 

0.03 1,0024 0.0200 0.28 1,1975 0,1979 

0.04 1,0043 0,0267 0,29 1,2110 0,2058 

0,05 1,0067 0,0334 0,30 1,2250 0,2137 

0.06 1,0096 0.0401 0,31 1,2393 0,2218 

0,07 1,0130 0.0468 0,32 1,2539 0,2299 

0,08 1,0170 0.0536 0,33 1,2689 0.2381 

0,09 1,0215 0,0604 0,34 1,2843 0,2464 

0,10 1,0265 0.0672 0,35 1,3000 0,2548 

0.11 1,0320 0.0740 0,36 1,3160 0,2633 

0,12 1,0380 0,0809 0,37 1,3323 0.2719 

0,13 1,0445 0,0878 0,58 1,3490 0,2806 

0,14 1,0515 9.0948 0,39 1,3660 0,2893 

0,15 1,0590 0.1018 0,40 1,3832 0,2982 

0.16 1,0669 0,1088 0.41 1,4008 0.3072 

0,17 1,0754 0,1159 0,42 1,4186 0,3162 

0,18 1,0843 0,1231 0,43 1,4367 0,3254 

0.19 1,0936 0.1303 0,44 1,4551 0,3347 

‚20 1,1035 0,1375 ‚45 1,4738 0,3441 

0,21 1,1137 0,1448 0,46 1,4927 0,3536 

0,22 1,1244 0,1522 0,47 1,5118 0,3632 

0,23 1,1356 0.1596 048 1,5313 0,3729 

0,24 1,1471 0.1671 0,49 1,5509 0,3828 

0,25 1,1591 0,1747 0,50 1,5708 0,3927 

Объяснения к таблице см, на стр. 61. 

169. Формулы, отпосящиеся к. сегменту, CM, на стр. 



ЭЛЕМЕНТЫ СЕГМЕНТА КРУГА 

6) Длина дуги, стрелка, длина хорды и 
равного единице сегмента для радиуса, 

67 

площадь 

Центр. | Длина | Стрелка 1 Длина а Площадь 
no дуги L A h хорды а h сегмента 

1 0,0175 0,0000 458,37 0,0175 458,36 0.00000 
2 0,0349 0,0002 229,19 0,0349 229,18 0,00000 
3 0,0524 0,0003 152,80 0.0524 152,78 0,00001 
4 0,0698 0,0006 114,60 0,0698 114,58 0,00003 

5 | 00873 | 0.0010 | 91,69 | 0.0872 61,66 | 0.06006 
6 0,1047 0,0014 76,41 0,1047 76,38 0.06010 
7 0,1222 0,0019 65,50 0,1221 65,46 0,00015 
8 0,1396 0,0024 51,32 0,1395 57,27 0,00023 
9 0,1571 0,0031 50,96 0,1569 50,90 0,00032 

10 0,1745 0,0038 45,87 0,1743 45,81 0.00044 
11 0,1920 0,0046 41,70 0,1917 41,64 0,00059 
12 0,2094 0,0055 38,23 0,2091 38,16 0,00076 
13 0,2269 0,0064 35,30 0,2264 35,22 0,00097 
14 0,2443 0,0075 32,18 0,2437 32,10 0,00121 

15 0,2618 0,0086 30,60 0.2611 30,51 0,00149 
16 0,2793 0,0097 28,69 0,2783 28,60 0.00181 
17 0,2567 0,0110 27,01 0,2956 26,91 0,00217 
18 0,2142 0,0123 25.52 0,3129 25,41 0.00257 
19 0,3316 0,0137 24,18 0,3301 24,07 0.00302 

20 0,3491 0,0152 22,98 0,3473 22,86 0,00352 
21 0,3665 0,0167 21,89 0,3645 21,77 0,00408 
22 0,3840 0,0184 20,90 0,3816 29,77 0,00468 
23 6,4014 0,0201 20,00 0,3987 19,86 0.00535 
24 0,4159 0,0219 19,17 0.4158 19,03 0,00607 

25 0.4363 9,0237 13,41 0,4329 18,26 0,00686 
25 0,1538 0.0256 17,71 04499 17,55 0.00771 
2? 0,4712 0,0276 17,06 0,4669 16,90 0,00862 
28 0,4887 0,0297 15,45 0,4838 16,29 0,0096] 
29 0,5061 0,0319 15,39 0,5008 15,72 6.01067 

30 0,5236 0,0341 15,37 0,5176 15.19 0,01180 
31 0,5411 0,0364 14,88 0,5345 14,70 0,01301 
32 0.5585 0,0387 14,42 0,5513 14,23 0.01429 
33 0,5760 0,0412 13,99 0,5680 13,79 0.01566 
34 0,5934 0,0437 13,58 0,5847 13,33 0.01711 

35 0,6109 0,0463 13,20 0,6014 12,99 0.01864 
3 0,6283 0,0459 12.84 0,6180 12,63 0.02027 
37 0,6458 0,0517 12.50 0,6346 12,28 0,;2198 
38 0,6632 0,0545 12,17 0,6511 11,95 0.02378 
39 0,6807 0,9574 11,87 0.6676 11,64 0,02568 

40 0,6981 0,0603 11,58 0,6840 11,33 0,02767 
41 0,7156 0,0633 11,30 0,7004 11,05 0,32976 
42 0,7330 0,0554 11,04 0,7167 10,79 0.03195 
43 9,7505 0,0696 10,79 0,7330 10,53 0.93425 
44 0.7679 0,0728 1055 0,7492 10,29 0 ,03664 

45 0,7554 0,0761 10,32 0,7654 10,05 0,03915 

Объяснения к таблице см. на стр. 61. 
Формулы, относящиеся к сегменту, см. на стр. 169,



ТАБЛИЦЫ 

Длина | Стрелка Длина Площадь 
дуги l hk хорды а сегмента 

0,7854 0,0761 0,7654 10,05 0.03915 
0,8029 0,0795 0,7815 9,83 0,04176 
0,8203 0,0829 0.7975 9,52 0.04448 
0,8378 0,0865 0,8135 9,41 0.04731 
0,8552 0,0900 0,8294 9,21 0.05025 

0,8727 0,0937 0,8452 9,02 0.05331 
0,8901 0.0974 0,5610 8,84 005649 
0,9076 0,1012 0,8767 8,66 0.05978 
0,9250 0,1051 8 0,8924 8,49 0.06319 
0,9425 0,1090 8 0,9080 8,33 0.06673 

0,9599 9,1130 8 0.9235 8,17 0.07039 
0,9774 0,1171 8 0.9389 8,02 0.07417 
0,9948 0,1212 8 0.9543 7,88 0.07808 
1,0123 0,1254 8,07 0,9696 1,73 0.08212 
1,0297 0,1296 Я 0,9848 7,60 0,08629 

1,0472 0,1340 7, 1,0000 7,46 0.09059 
1,9647 0,1384 7 1,0151 7,34 0,09502 
1,0821 0,1428 7 1,0301 1,21 0.09958 
1,0996 0,1474 1 1,0450 7,09 0,10428 
1,1170 0,1520 7 1,0598 6,97 0,10911 

1,1345 0,1566 1,24 1,0746 6,86 0,11408 
1,1519 0,1613 7,14 1,0893 6,75 0,11919 
1,1694 0,1661 7,04 1,1039 6,65 0,12443 
1,1868 0,1710 6,54 1,1184 6,54 0.12982 
1,2043 0,1759 6,85 1,1328 6,44 0,13535 

1,2217 0,1808 6,76 1,147 6,34 0,14102 
1,2392 0,1859 5.67 1,1614 6,25 0,14683 
1,2556 0.1910 6,58 1,1756 6,16 0,15273 
1,2741 0,1951 6,50 1,1896 6,07 0.15889 
1,2915 0,2014 6,41 1,2036 5,98 0,16514 

1,3050 0,2066 6,33 1,2175 5,89 0.17154 
1,3265 0,2120 6,26 1,2313 5,81 0,17808 
1,3439 0,2174 6,18 1,2450 5,73 0.18477 
1,3614 0,2229 6,11 1,2586 5 65 0,19150 
1,3788 | 0.2284 6,04 1,2722 5.57 0,19859 

1,3963 0,2340 5,97 1,2856 5,49 0.20513 
1,4137 0.2395 5,90 1,2989 5,42 0,21301 
1,4312 0,2453 5,83 1,3121 5,35 0.22045 
1,4455 0,2510 5,77 1,3252 5,28 0,22804 
1,4661 0,2569 5,71 1,3383 5,21 0.23578 

1,4835 0,2627 5,65 1,3512 514 0,24367 
1,504 0,2686 5,59 1,3640 5,08 0,2517] 
1,5184 | 0,2746 5,53 1,3767 5.01 0,25990 
1,5359 0,2807 5,47 1,3893 4,95 0,2625 
1,5533 0,2857 5,42 1,4018 4,89 0,27675 

1,5708 0,2929 5.36 1,4142 4,83 0.28540 



ЭЛЕМЕНТЫ СЕГМЕНТА КРУГА 69 

Центр. | Длина | Стрелка | Длина а Площаль 
У ол дуги { A a хорды а A сегмента 

90 1,5708 0.2929 5,36 1,4142 4,83 028540 
91 1,5882 0,2991 5,31 1,4265 4,77 0239420 

92 1,6057 0,3053 5,26 1,4387 4,71 0.30316 

93 1,6232 0,3116 5,21 1,4507 4,66 0.31226 

94 1,6406 0,3180 5,16 1,4627 4,60 0.32152 

95 1,6581 0,3244 5,11 1,4746 4,55 0,33093 

96 1,6755 0,3309. 5,06 1,4863 4,49 0,34050 

97 1,6930 9,3374 5,02 1,4979 4,44 0,35021 
98 1,7104 0.3439 4,97 1,5094 4,39 0.36008 

99 1,7279 0,3506 4,93 1,5208 4,34 0,37009 

190 1,7453 0,3572 4,89 1,5321 4,29 0.38026 

101 1,7628 0,3639 4,84 1,5432 4,24 0.39055 

102 1,7802 0,3707 4,80 1,5543 4,19 0.40104 
103 1,1977 0,3775 4,76 1,5652 4,15 0.41166 
104 1,8151 0,3843 4,72 1,5760 4,10 0.42242 

105 1,8326 0,3912 4,68 1,5867 4,06 0.43333 
106 1,8500 0,3982 4,65 1,5973 4,01 044439 

107 1,8675 0,4052 4,61 1,6077 3,97 0,45569 
108 1,8850 0,4122 4,57 1,6180 3,93 0,46695 
109 1,9024 0,4193 4,54 1,6282 3,83 0.47845 

110 1,9199 0,4264 450 1,6383 3,54 0.49008 
Lil 1,9373 0,4336 4,47 1,6483 3,80 0.50187 
112 1,9548 0.4408 4,43 1,6581 3,16 0,51379 

113 1,9722 0,448] 4,40 1,6678 3,72 0.52586 
114 1,9897 0,4554 4,31 1,6773 3,68 053806 

115 2,0071 0.4627 4,34 1,6868 3,63 0.55041 
116 9.0246 0,4701 4,31 1,6951 3.61 0.56289 

117 2,0420 0,4775 4,28 1,7053 3,57 0,57851 
118 2,0595 0,4850 4,25 1,7143 3,53 0.58527 

119 2,0769 0,4925 4,22 1,7233 3,50 0.69115 

120 2,0944 05000 4,19 1,7321 3,46 0,61418 
151 2,1118 0,5076 4,16 1,7407 3,43 0.62734 

122 2,1293 05152 4,13 1;7492 3,40 0.64063 

123 9.1468 0,5228 4,1 1,7576 3,36 0 65404 

{24 2,1642 0,5305 4,08 1,7659 3,33 0.65759 

125 2,1817 05383 4,05 1,7740 3,30 0.63125 

126 2,1991 0.5460 4,03 1,7820 ‚26 0.69505 
127 2,2156 0,5538 4,00 1,7899 3,23 0,70897 

128 2,2340 0,5616 3,98 1,7975 3,20 0,72301 
129 2,2515 0,5695 3,95 1,8052 3,17 0,/3716 

130 2,2689 0.5774 3,93 1,8126 3,14 0,7514: 
131 2,2564 0.5853 3.91 1,8199 3,11 0,76584 
132 2,3038 0.5933 3.88 1,8271 3,08 6,78034 
133 2,3213 0,6013 3,66 1,33 3.05 0,79497 

134 2,3387 0,6093 3,8! 1,8110 3,02 0 ,80970 

135 2,3562 0.6173 3,82 1,5418 2,99 0,8245i 

Объяснения к таблице см, на стр. Ol,



ТАБЛИЦЫ 

Длина | Стрелка l Длина а Площадь 
дуги l h h хорды а h сегмента 

2.3562 0,6173 3,82 1,8478 2,99 0.82454 
2,3736 0.6254 3,80 ‚8544 2,97 0,83949 
2,3911 0.6335 3.77 1,8608 2,94 0,85455 
2,4086 0,6416 3,15 1,8672 2,91 0,86971 
2,4260 0,6498 3,13 1,8733 2,88 0,88497 

2,4435 0,6580 3,71 1,8794 2,86 0,90034 
2.4609 0,6662 3,69 1,8853 2,83 0.91580 
2,4784 0,6744 3,67 1,8910 2,80 0,93135 
2.4958 0.6827 3,66 1,8966 2.78 0,94700 
2,0133 0,6910 3,64 1,9021 2,15 0,96274 

2,5307 0.6993 3,62 1,9074 2,73 0,97858 
2,5482 0,7076 3,60 1,9126 2,10 0.99449 
2,5656 0,7160 3,58 1,9176 2,68 1,01050 
2,5831 0,7244 3,07 1,9225 2,65 1,02658 
2,6005 0,7328 3,55 1,9273 2,63 1,04275 

2,6180 0,7412 3,53 1,9339 2,61 1,05900 
2,6354 0,7496 3,52 1,9363 2,58 1,07532 
2.6529 0,7581 3,50 1,9406 2,56 1,09171 
2,6704 0,7666 3,48 1,9447 2,54 1,10818 
2,6818 0,7750 3,47 1,9487 2,51 1,12472 

2,7053 0,7836 3,45 1,9526 2,49 1,14132 
2,7221 0,7921 3,44 1,9563 2,47 1,15799 
2,1402 0,8006 3,42 1,9598 2,45 1,17472 
2,1515 0,8092 3,41 1,9633 2,43 1,19151 
2,1751 0,8178 3,39 1,9665 2,40 1,20835 

2,1925 0,8254 3,38 1,9696 2,38 1 ,22525 
2,8100 0,8350 3,37 1,9726 2,36 1,24221 
2,8274 0,8436 3,35 1,9754 2,34 1,25921 
2,8449 0,8522 3,34 1,9780 2,32 1,27626 
2,3623 0,8608 3,33 1,9805 2,30 1,29335 

2,8198 0,8695 3,31 1,9829 2,28 1,31049 
2,8972 0,8781 3,30 1,9851 2,26 1,32766 
2,9147 0,8868 3,29 1,9871 2,24 1,34487 
2,9322 0,8955 3,27 1,9890 2,22 1,36212 
2,9496 0,9042 3,26 1,9908 2,20 1,37940 

2,9671 0,9128 3,25 1,9924 2,18 1,39671 
2,9845 0,9215 3,24 1,9938 2,16 1,41404 
3,0020 0,9302 3,23 1,9951 2,14 1,43140 
3,0194 0,9390 3,22 1,9968 2,13 1,44878 
3,0369 0,9477 3,20 1,9973 2,11 1,46617 

3,0543 0,9564 3,19 1,9981 2,09 1,48339 
3,0718 0.9651 3,18 1,9988 2,07 1,50101 
8,0892 0,3738 3,17 1,9993 2,05 1,51845 
3.1067 0,9825 3.16 1,9997 2,04 1,53589 
3,1241 0,9913 3,15 1,9999 2,02 1,55334 

3,1416 1,0000 3,14 2,0000 2,00 1,57080 



ПЕРЕВОД ГРАДУСНОЙ МЕРЫ В РАДИАННУЮ 

16. Перевод грабдусной меры в радианную 

Длина дуг окружности радиуса 1 

Угол Дуга Угсл Дуга Угол Дуга 

1” 0.009005 1° 0.017453 31° 0.541052: 
2 0.000010 2 0.034907 32 0.558505 
3 0,000015 3 0,632360 33 0575959 
4 0.000019 4 0,069813 34 0.593412 
5 0.000024 о 0.087266 35 0.610865 
6 0.000029 6 0.104720 36 0,628319 
7 0,000034 7 0,122173 37 0,645772 
8 0000039 8 0,129626 38 0,663225 
9 0.000044 9 0,157080 39 0,680673 

10 0.000048 10 0,174533 40 0,698132 
20 0,000097 11 0,191985 45 0,785398 
30 0.000145 12 0,209440 50 0.872665 
40 0,000194 13 0 226893 55 0,959931 
50 0,000242 14 0.244346 60 1,047198 

15 0,261799 65 1,134464 
|? 0.000291 16 0,279253 70 1,221730 
2 0.000582 17 0,296706 15 },308997 
3 0.000373 18 0,314159 80 1,396263 
4 0.091164 19 0,331613 85 1,483530 
5 0,001454 20 0,349066 90 1,570796 
6 0.001745 21 0,366519 100 1,745329 
7 0,002026 22 0383972 120 2.094395 
8 0.002327 23 0.401426 150 2.617994 
9 0.002618 24 0,418879 150 3,141593 

10 0.002909 25 0.436332 200 3,490659 
20 0.005818 26 0.453786 250 4,363323 
30 0.008727 27 0,471239 270 4,712389 
40 0.011636 28 0.488692 300 5,235988 
50 0.014544 29 0.506145 360 6,283185 

30 0.523599 400 6,981317 

Примеры: 

1) 52°37’23” 2) 5,645 рад. 
a = 0 372085 5,235988 = 300° 

° == 0,03490 

30’ = 0.008727 0.401426 — 28 
7’ == 0,002036 —— 

20°? = 0.000097 0,007586 
3'' — 0.000015 0,005818 == 20 

0,001763 
0,918447 0,001745 = 6’ 

52°37'23”" = 0,91845 рад. 0,000023 = 5" 
Вычисления удобно проводить 5,645 рад.= 323°26’5” 

на счетах. 

Дуга, равная радиусу, имеет 57°17’44'',8 (= 1 радиан). 
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15. Таблица для квадратичного 
интерполирования 

Ё Ry AY Г Ry К R RI R Г ky R 

0,060 1,000 10.055 0,9341 6,147 0,8531 0.255 0.745 
0,000 0,016 0,032 0.048 

0,092 0,998 } 0,071 0,923; 0,153 0,8471 0,263 0,737 
0,001 0,017 0.033 0.049 

0.006 9.994 1 0,075 0,9251 0,159 0.3411 0,271 0.729 
0.002 0.0:8 9,034 0,050 

0,010 0,998 | 0,080 0.9261 0,165 0,835]! 0,280 0,720 
0.003 0.019 0.035 0.051 

0.014 0.3861 0.085 0.9151 0,171 0,829} 0.290 0,710 
0,004 0,020 0,036 0,052 

0,018 0,982 1 0,090 0,940: 0,177 0,8231 0,300 0.700 
0.005 0,021 0,037 0,053 

0,022 0,978 { 0,095 0,905! 0,183 0,817] 0,310 0,690 
0,006 0,022 0,038 0,054 

0,026 0,974 |} 0,100 0.900: 0,190 0,8101 0,321 0.679] 
0,007 0.023 0.039 0.055 

0,030 0,9701 0,105 0,8951 0,196 0.8041 0.332 0.668 
0.008 0.024 0.040 0,056 

0,035 0,965 | 0,110 0.890: 0,203 0,7971 0,345 0.655 
0.009 0,025 0,041 0.057 

0.038 0,961 $0,115 0,883; 0,210 0,790} 0,358 0,642 
0,010 0,026 0,042 0,058 

0,043 0,957 1 0,120 0.880] 0,217 6,783] 0.373 0,627 
0,011 0.027 0,043 0,059 

0,048 0,052 $ 0.125 0,875} 0,224 0.776; 0.390 0.510 
0.012 0,028 0,044 0,060 

0,052 0,948 10.131 0,8694 0,231 0.7691 0.410 0,590 
0.013 0.029 0,045 0.061 

0.057 6.9431 0,136 0,8541 0.233 0.7611 0,436 0.564 
0.014 0.030 0,046 0,062 

0,061 0,939 10,142 0,8581 0.247 0.7531 0.500 0500 
0.015 0,031 0,047 

0.056 0,934 | 0,147 0,852) 0,255 0,745 

О квадратичном интерполиревании см. стр. 15. 

Всем значениям &, заключенным между смежными числами столбца R 

(как правого, так и левого), соответствует одно н то же значение Ry, 

псмещенное между этими смежными значениями В. «Критическим» 

(табличным) значениям А соответствует вышележащее ky. 

Примеры: 

1) рля Р==0,5 д; == 0,040 (так же, как и для всех других А, закаю- 

ченных между 0,797 и 0,804 или между 0,196 и 0,203); 

2) для &= 0,3 (или для А = 0,1) ky == 0,054.
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Б. Таблицы специальных функций 

19. Гамма-функция* 

x Г (=) х С (х) x С cx) x Г (х} 

1,00 | 1,00000 | 1,25 | 0.90640 | 1,50 | 0.88623 | 1,275 | 091906 
01 | 0.99433 26 | 0.90440 | М | 088659 | 76 | 092137 
02 | 0.98884 27 | 090250 | 52 | 0.88704 77 | 092376 
03 | 0,98355 28 | 090072 | 53 | 088757 78 | 092623 
04 | 0.97844 29 | 089904 54 | 088818 | 79 | 092877 

1,05 0,97350 1,30 0.89747 1,55 0,88887 1,80 0,93138 
06 0.96874 31 0.59600 56 0,88964 81 0.93408 
07 0,96415 32 0,89464 57 0.89949 82 0,33685 
08 0,95973 33 0,89338 58 0,89142 83 0,93969 
09 0.95546 34 0 89222 59 0.89243 84 0.94261 

1,10 0.95135 1,35 0.89115 1,60 0,89352 1,85 0,94561 
ll 0.94740 36 0.89018 61 0.89468 86 0.94869 
12 0.94359 37 0.88931 62 0,89592 87 0,95184 
13 0,93993 38 0 88854 63 0,89724 88 0,95507 
14 0.93642 39 0,88785 64 0,89864 89 0,95838 

1,15 | 093304 | 1,40 | 088726 | 1,65 | 090012 | 1,90 | 095177 
16 | 0.92980 41 0.88676 66 | 0,90167 91 | 096523 
17 | 092670 42 | 0.88636 67 | 090330 92 | 0'96877 
18 | 092373 43 | 088604 68 | 0.90500 93 | 097240 
19 | 0.92089 44 | 083581 69 | 0.90678 94 | 097610 

1,20 0,91817 1,45 0.88566 1,70 0,90864 1,95 0,97988 
21 0,91558 46 0.88560 71 0.91057 96 0,98374 
22 0,91311 47 0.38563 72 0.91258 97 0.98768 
23 0.91075 48 0,88575 73 0.91467 98 0,99171 
24 0,90852 49 0.88595 74 0,91683 99 0,99581 

1,25 0.90640 1,50 0,88623 1,75 0.91905 | 2,60 1,00000 

Значения гамма-функции для x< ln для x > 2 могут быть вычис- 
лены с. помошью формул; 

Tix =“ +9, Г = - 1 Pix — I. 

Yr (1,7) 0,39864 о 
уе iin 1,2981. 

2) Г(3,5} =25.1Г(25)=25.15.Г(1,5) = 
=25 .15 + 0,88623 = 332336, 

Примеры: 1) Г(0,Т} = 

* Определение, формулы и графики см. стр. 162.
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20. Бесселевы (цилиндрические} функции * 

x | Sots) | лм | пои | | по | Koo | КЕ) 

9,0 | 4-1,0000\ -0.0000| - co |— co |+41,000| 0.0000] oo | с 
0.1 0,9975| 0.04091 —1,5342} —6,4590: 1,003 | --0.05011 2,4271 19,8538 
0,2 0'9900 0.0995] 1,081 38,3238} 1,010 0,1005! 1,7527 14,1760 
03 0,9776! 0,1483! 0,8073 2,2931 1,023} 0,151711,3725 | 3,0560 
04 0.9604; 0,13601 0,6060! 1,7809 1,040 0,2040] 1,1145 |2,1844 

0,5 |--0,9385! --0.2423} —0,4445| —1,4715| 1,063| 0,2579! 0.9244 |1,6564 
0,5 0,9120] 02867} 0.3085! 1,2604] 1,092| 0,3137/0,7775 11,3028 
0.7 0.88121 0.32901 0,1907] 1,1032: 1,126 0,37191 0.6605 11,0503 
0,3 0.8463! 0,3588] —0,0868} 0.9781 1,167) 0,4329] 05653 10,8618 
09 0,3075] 0.4959 ‚0, 0056| 0,8731 1,213 | 0.49711 04867 |0,7165 

1,0 |+6,7652/ -1-0.4401|--0,08831 —0.7812; 1,266| 0,5652;04210 | 0,6019 
1,1 0,7196] 0,4709 0,1622 0.69811 1,3261 0,6375! 0,3656 10,5098 
1,2 0.6711} 04983) 0, 2081 0,6211 1,394 | 0,7147| 0,3185 10.4346 
1,8 0,6201} 05220 0.2865 0.5485; 1,469) 0,7973! 0.2782 10,3725 
1,4 0.5669} 05419] 0,3379] 0,4791 1,553| 0,886110, 2437 0,3208 

1,5 |--05118| +-0,5579| +-0,3824| —0.4123| 1,647| 0,9817] 02138 [02774 
1,6 0,4554] 05699} 0.4204] 0,3476 ‚150 1,085 10,1880 10.2406 
1,7 0,3980 05778 0 4520 0,2847! 1,864 1,196 10.1655 10,2094 
1,8 0.3400 0,5815 0.4774 0,2237| 1,990 1,317 10.1459 |0,1826 
1,9 0,2818| 0,5812: 0,4968! 0,1644] 2,128 1,448 10,1288 10/1597 

2,0 | -++-0,2239) --0.5767} -1-0,5104| —0,1070; 2,280 1,591 101139 10,1399 
2,1 0,1666; 0,5683| 0,5183! —0.0517| 2,446 1,745 10,1008 10,1227 
2,2 0,1104] 0,5560] 0,5208] ---0,00151 2,629 1,914 1008927 10,1079 
2,3 0.0555 05399! 0.5181 0.0523] 2,830 2,098 10.07914 | 0.09498 
2,4 0,0025; 05202} 0,5104 0,1005] 3,049 2,298 10 07022 0 (08372 

2,5 | —0,0484| +-0,4971) +0,4981]+-0.1459| 3,290| 2,517 | 0,06235 | 0,07389 
2,6 0.0963! 0,4708! 0,4813! 0,1884] 35531: 2,755 [0.05540 10.06528 
27 0.1424! 0.44161 0.4605| 0,2276| 3,842 3,016 |0,04926 | 0.05774 
2,8 0.18501 0.4097 0.4359 0.2635] 4,157 3,301 |0.04382 |0,05111 
2.9 0.2243: 0,3754] 0,4079 0,2959] 4,503; 3,613 | 0,03901 10,04529 

3,0 |—0,26011-|- 0.33911 +-0,3769] +-0.3247} 4,881 3,953 |0.03474 |0,04916 
3,1 0,2921; 03009] 0.3431} 0,3496} 5,294 4,326 |0,03095 | 0,03563 
3,2 0.3202] 0,2613 0.3070 0,3707| 5,747 4,734 |0,02759 | 0,03164 
3,3 0,3443| 0.2207 0,2691 0,3879} 6,243 5,181 10,02461 | 0,02812 
34 0.3643} 0,1792| 0,2296] 0.4010! 6,785 | 5,670 |0,02196 |0,02500 

3,5 | —0,3801| 10,1374) -1--0,18601 -|-0.4102| 17;378 6,206 |0,01950 | 0,02224 
3.6 0,3918] 0.0955} 0,1477 04154] 8,028 6,793 10,01750 |0,01979 
3,7 0,3992; 0,0538! 0,1061} 0,4167! 8,739 7,436 |6,01563 | 0,01763 
3,8 0,4926, +0,0128} 0.0615} 0,4141 9,517 8,140 1001397 | 0,01571 
3,9 0,4018] —0.0272] +-0,0234| 0.4078] 10,37 8,913 10.01248 | 0,01400 

4,6 | —0,3971| —0.06601 —0.01691 --0,3979| 11,30 9,759 |0.01116 | 0,01248° 
4,1 0,3887: 0,1033! 0,0561] 0,3846; 12.32 10,59 |09,00995010,01114 
4,2 0.3765] 0.13861 0.0938: 0.3680! 13,44 11,71 1000892710 '009938 
4,3 0,3610] 0,1719 0,1296: 0,3484! 14,67 12,52 10.007988| 0.008872 
4,4 0,34231 0,2028] 0,1633] 0,3260! 16,01 14,05 |0,007149) 0 (007923 

4,5 | —9,3205; —0,2511| —0,1947| --0,3010] 17,48 15,39 10006409! 0.067078 
4,6 0.29611 0,2565, 0,2235! 0,2737 19,09 16,86 10.0957301 0.095325 
4,7 0.2593| 0.279 0,2494} 0.2445! 20,56 18,48 |0.005132! 0.095654 
4,3 0,2404! 0,2985] 0.2723; 0.2136! 22,79 20,25 =; 0.004597! 0,605053 
£,9 0.2097] 0,3147: 0.29211 0,1812! 24,91 22,20 10,004119!0.004521 

* Определение, формулы и графики см. на стр. 464—466.
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Jol®) | Л) | Ух) | Ук) | 15%) | 11(®) | Kolx) | КФ) 
0,00 0,00 

5,0 | 0,1776 | — 0,3276 | -0,3085 |+0,1479 27,24 24,34 | 3691 4045 
5,1 | 0,1443 | 0,3371 0,3216 0,1137 29,79 26,68 | 3308 3619 
5.2 | 0,1103 | 0,3432 | 0,3313 | 0,9792 32,58 29,25 | 2966 3239 
5,3 | 0,0758 | 0,3460 | 0,3304 | 0,0445 35,65 52,08 | 2659 2900 
5,4 | 0,0412 | 0,3453 | 0,3402 |+0,0101 39,01 35,18 | 2385 2597 

5,5 | —0,0068 |—0,3414 | —0,3395 |— 90,0238 42,69 38,59 | 2139 232 6 
5,5 |+0,0279 | 0,3343 | 0,3354 | 0,0568 46,74 42,33 | 1918 2083 
5,7 | 0,0599 | 0,3241 | 0,3282 | 0,0887 51,17 46,44 | 1721 186 6 
5,8 | 0,0917 | 0,3110 | 0,3177! 0,1192 56,04 50,95 | 1544 1673 
5,9 | 0,1220 | 0,2951 | 0,3044 | 0,1481 61,38 55,90 | 1386 1499 

6,0 | +0.1506 |—0,2767 |—0,2882 |-9,1750 | 67,23 61,34 | 1244 1344 
6.1 | 0,1773 | 0,2559 | 0,2694 | 0,1998 73,66 67,32 | 1117 1205 
6,2 | 0,2017 | 0,2329 | 0,2483 | 0,2223 80,72 73,89 | 1003 1081 
6,3 | 0,2238 | 0,2081 | 0,2251 | 0,2422 88,46 81,10 | 09001 | 09691 
6.4 | 0,2433: 0,1816 | 0,1999 | 0,2596 96,96 89,03 | 08083 | 086 93 

6,5 | +-0,2601 |—0,1538 |—0,1732 |-—0,2741 | 106,3 97,74 | 09259 | 07799 
6,6 | 0,2740 | 0,1250 1 0,1452 | 0,2857 | 116,5 1073 | 06520 | 06998 
6,7 | 0,2851 | 0,0953 | 0,1162 | 0,2945 27,8 117,8 | 05857 | 06280 
6,8 | 0,2931 | 0,0652 | 0,0884 | 0,3002 | 140,1 129,4 | 05262 | 05636 
6.9 | 0,2981 | 0,0349 | 0,0563 | 0,3029 | 153,7 142,1 | 04728 | 05059 

7,8 |-+0,3001 |—0,0047 |-—0,0259 |-0,3027 | 168,6 156,0 | 04248 | 045 42 
7,1 | 0,2991 |-+0,0252 |+-0,0042 | 0,2995 | 185,0 171,4 | 03817 | 04078 
7,2 | 0,2951! 0,0543 | 0,0339 | 0,2934 | 2902,9 188,3 | 03431 | 036 62 
1,3 | 0,2882 | 0,0826 | 0,0628 | 0,2846 | 222,7 206,8 | 03084 | 03288 
1,4 | 0,2786 | 0,1096 | 0,0907: 6,2731 | 244,3 221,2 | 02772 | 02953 

7,5 | +0,2663 | +0,1352 | +0,1173 |--0,2591 | 288,2 249,6 | 02492 | 02653 
7,6 | 0,2516 | 0,1592 | 0,1424 | 0,2428 | 2943 214,2 | 02240 | 02383 
7,7 | 0,2346 | 0,1813 | 0,1658 | 0,2243 | 323,1 301,3 | 02014 | 02141 
7,8 | 0,2154 | 0,2014 | 0,1872 | 0,2089 | 354.7 8311 | 01811 101924 
7,9 | 0.1944 | 0,2198 | 0,2065 | 90,1817] 389,4 363,9 | 01629 | 01729 

8,6 | +0,1717 |+0,2346 |-+0,2235 |-0 1581 | 427,6 899,9 | 01465 | 01554 
8,1 | 0,1475 | 0,2476 | 0,2381 | 0,1331 | 469,5 439,5 | 0131? | 01396 
8,2 | 0,1222 | 0,2580 1 0,25011 0,1072 | 515,6 483,0 | 01185 | 01255 
8,3 | 0,0960 | 0,2657 | 0,2595 | 0,0806 | 566,3 531,0 | 01066 | 01128 
8.4 | 0,0692 | 0,2708 | 0,2662 | 0,0535 | 621,9 583,7 | 009588 | 01014 

8,5 | -+-0,0119 |+0,2731 |4-0,2702 |--0,0262 | 683,2 641,6 | 008626 | 009 120 
8,6 |+0,0146 | 0,2728 | 0,2715 |+-0,0011 | 750,5 705,4 | 007761 | 008 200 
8,7 |—0,.0125, 0,2697 | 0,2799! 0,0289: 824,4 715,5 | 006983 | 007 374 
8,8 | 0,0392 | 0.2641 | 0,2659 | 9,8544 | 3058 852,7 | 006 283 | 006 631 
8,9 | 0,0653 | 0.2559 | 0,2592 | 6,0999 | 995,2 937,5 | 005654 | 005 964 

9,8 | —0,0903 | +0,2453 | +0,2499 |-+0,1043 | 1094 1031 005 038 | 005 364 
9,1 | 0,1142 | 0,2324 | 0,2383; 0,1275 | 1292 1134 004579 | 604 825 
9,2 | 0,1367 | 0.2174} 0,2245 | 0,1491 | 1321 1247 004 121 | 064 340 
9,3 | 0,1577 | 06,2004 | 0,2088 | 0,1691 | 1451 1871 003 710 | 003.904 
9,4 | 0,1768 | 9,1318 | 0,1907] 0,1871 | 1595 1508 003 339 | 003512 

3,5 |—0,1939 }+0,1613 | -+0,1718 |+6,2082 | 3753 1658 003006 | 003 160 
3,6 | 0,2690 | 0,1595 | 0,1502 | 0,2171 | 1927 1824 002 796 | 002 843 
9,7 | 0,2218 | 6,1166 | 0,1279 | 0,2287 | 2119 2006 002436 | 003 559 
9,8 | 0,2323 | 0,0928 1 0,1045 | 0,2379 | 2329 2207 092 193 | 002302 
9.9 | 6,2403 ; 0.0684 | 0,9804 | 0,2447 | 2561 2428 001975 | 002 072 

10,0 | —0,2459 | --0,0455 | +-0,0557 |4+0.2490 | 2816 671 001778 | 601865 
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* Определение и графики см, на стр. 467. 

21. Полиномы Лежандра (шаровые функции) * 

x= 

== P; (x) P2 (x) Рз (x) P, (+) Ps (x) Ps (x) P7 (x) 

0,00 —0,5000 0.0000 0.3750| 0,0000| —0,3125 | 0.0000 
0.05 —0,4962 | —0,0747 0.3657 | 0.0927| —0.2962 | —0,1069 
0,10 —0,4850 | —0,1475 0,3379 | 0,1788| —0.2488 | —0,1995 
0.15 —0.4662 | —02166 0.2028| 0,2523 | —0,1746 | --0.2649 
0,29 —0.4400 | —0.2800 0.2320 | 0,3075 | —0.0806 | —0,2935 
0,25 —0,4062 | —0,3359 0.1577| 0,3397 | -++0,0243 | —0,2799 
0,30 —0,3650 | —0,3825 | 1400729} 0.3454] 0,1292 | —0,2241 
0,35 —0,3162 | —0,4178 | —00187| 0,3225| 0.2225 | —0,1318 
0.40 —0.2600 | —0,4400 | —0.1130| 0,2706| 0,2926 | —0,0146 
0.45 —0,1962 | —0,4472 | —0.2050| 0,1911] 6,3290 | +-0,1106 
050 —0,1250 | —0,4375 | —0.2891 | 40.0898 | 0,3232 | 0,2231 
055 —0,0462 | —04091 | —0,3590 | —0.0282| 0.2708 | 0,3007 
0,60 --0.0400 | —0,3600 | —0.4080| —0,1526| 0.1721 | 0,3295 
0.65 0,1338 | —0.2884 | —0,4281| —0:2705 | 40.0347 | 0.2737 
0,70 0.2350 | —0,1925 | —0.4121| —0,3652 | —0,1253 | 40,1502 
0,75 0,3438 | —0.0703 | —0,3501 | —0,4164| —0,2808 | —0,0342 
0,80 0,4600 | 0.0800 | —0.2330 | —0,3995 | —0,3918 | —0,2397 
0,85 0.5838 0,2603 | —0.0506 | —0,2857 | —0,4030 | —0,3913 
0,90 0,7150 0.4725 | +0,2079) —O0,0411 | —0.2412 | —0,3678 
0,95 0.8538 0.7184 0.5541 | --0.3727 | +-0,1875 | --0,0112 
1,00 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 | 1,0000 

Po tx) = |; Py (.¥) == x; 

Py (у = а (3x2 — 1); 

| 
Ру (x) = > (5х3 — 3х}; 

Ра (х)} == a (35x47 — 30x? -+- 3); 

Ps (¥) = 5 (63х5 — 70х3 -- 15х}; 

Py (x)= т (231x8 — 315x4 + 10552 — 5); 

Pa (x) = те (429х7 — 6935 | 3153 — 354), 
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в) Полные эллиптические интегралы, № = зша 

а° К В а° К Е a° K E 

0 1,5708 | 1,5708 30 1,6858 | 1,4675 69 | 2,1565 | 1,2111 
] 1.5709 | 1,5707 31 1,6941 1,4608 61 2,1542 | 1,2015 
2 1,5713 | 1,5703 32 1,7028 | 1,4539 62 | 2,2132 | 1,1920 
3 1,5719 | 1,5697 33 1,7119 | 1,4469 63 | 2,2435 | 1,1826 
4 1,5727 | 1,5683 34 1,7214 1,4397 64 2,2154 | 1,1732 

5 1,5738 | 1,5678 35 1,7312 | 1,4323 65 | 2,3088 | 1,1635 
6 1,5751 1,5665 35 1,7415 | 1,4248 65 | 2,3439 | 1,1545 
7 1.5767 | 1,5649 37 1,7522 | 1,417) 67 | 2,3809 | 1,1453 
8 1,57 1,5632 38 1,7633 | 1,4092 68 | 2,4198 | 1,1362 
9 | 1,5805 | 1560 | 39 | 1,1148 | 1,4013 | 69 | 2'4610 | 1,1272 

10 1,5828 | 1,5589 40 | 1,7868 | 1,3931 70 | 2,5046 | 1,1184 
11 1,5854 | 1,5564 4] 1,7992 | 1,3849 71 2,5507 | 1,1096 
12 1,5882 | 1,5537 42 1,8122 | 1,3765 72 | 2,5998 | 1,101] 
13 1,5913 | 1,5507 43 1,8256 | 1,3680 73 | 2,6521 | 1,0927 
14 1,5946 | 1,5476 44 1,8396 | 1,3594 74 | 2,1081 | 1,0844 

15 1,5981 1,5442 45 | 1,85 1,3506 75 | 2,7681 | 1,0764 
16 1,6020 | 1,5405 46 1,8691 | 1,3418 76 | 2,8327 | 1,0686 
17 1,6061 | 1,5367 47 | 1,3848 | 1,3329 77 | 2,9026 | 1,0611 
18 1,6105 | 1,5326 48 | 1,9011 1,3238 78 | 2,9786 | 1,0538 
19 1,6151 | 1,5283 | 49 | 1,9180 | 1'3147 | 79 | 3.0617 | 1'0468 
20 1,6200 | 1,5238 50 1,9356 | 1,3055 80 | 3,1534 | 1,0401 
21 1,6252 | 1,5191 51 1,9539 | 1,2963 81 | 3,2553 | 1,0338 
22 1,6307 | 1,5141 52 1,9729 | 1,2870 82 | 3.3699 | 1,0278 
23 1,6365 | 1,5090 53 1,9927 | 1,2776 83 | 3,5004 | 1,0223 
24 1,6426 | 1,5037 54 2,0133 | 1,2681 84 | 3,6519 | 1,0172 

25 1,6490 | 1,4931 55 | 2,0347 | 1,2587 85 | 3,8317 | 1,0127 
26 1,6557 | 1,4924 56 | 2,0571 1,2492 86 | 4,0528 | 1,0086 
27 1,6627 | 1,4864 57 | 2,0804 | 1,2397 87 | 4,3387 | 1,0053 
28 1,6701 1,4803 58 | 2,1047 | 1,2301 88 | 4,1427 | 1,0026, 
29 1,6777 | 1,4740 59 | 2,1300 | 1,2206 59 | 5,4349 | 1,0008 

30 1,6858 | 1,4675 60 | 2,1565 | 1,211) 90 со 1,0000 

dy sin Ф dt 

Fik, 9) = ИТ #2 ча УГ вит me 

ф sin ф 

E(k, ити — V | — Re? at, 
| — 2 

%/2 1 к elk п ay _ dt | 

— 2 УГ Va 

n/2 | 

E=E(k, “Г И! фа = 1 ey 
2) 4 ph i-# 
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25. Интеграл вероятности 

x й 
2 2 

Ф(х) = е dt* 
2. 

0 

х Ф (x) х Ф (x) x Ф (x) x D (x 

0,00 | 0,0000 0,30 | 0,2358 0,60 | 0,4515 0,99 0,6319 
0 0,0080 31 | 0,2434 6! | 0.4581 91 0,6372 
02 | 0,0160 32 | 0,2510 62 | 0,4647 92 0,6424 
03 | 0,0239 33 | 0,2586 63 | 0,4713 93 0.6476 
04 | 0,0319 34 | 0,2661 64 | 0.4778 94 0,6523 

0,05 | 0,0399 0,35 | 0,2737 0,65 | 0,4843 0,95 0,5579 
06 | 0,0478 36 | 0,2812 66 | 0.4907 96 0.6629 
07 | 0,0558 37 | 0,2886 67 | 0.4971 97 0,6680 
08 | 0,0638 38 | 0.2961 68 | 0,5055 98 0,6729 
09 0,0717 39 0.3035 69 0,5098 99 0,6778 

0,10 | 0,0797 0,40 | 0,3108 0,70 | 0,5161 1,00 0,6827 
0,0876 41 | 0,3182 11 | 0,5223 01 0,6875 

12 0,0955 42 0,3255 72 0,5285 02 0,6923 
13 | 0,1034 43 | 0,3328 13 | 0,5346 03 0.697 
14 0,1113 44 0,3401 74 0,5407 04 0,7017 

0,15 | 0,1192 0,45 | 0,3473 0,75 | 0,5457 1,05 0,7063 
6 | 0,1271 46 | 0,3545 76 | 0,5527 06 0,7109 

17 | 0,1350 47 | 0,3616 77 | 0.5587 07 0,7154 
18 0,1428 48 0,3688 78 0,5646 08 0,7199 
19 | 0,1507 49 | 0,3759 19 | 0,5705 09 0,7243 

0,20 | 0,1585 0,50 | 0,3829 0,80 | 0,5763 1,10 0,7287 
2 0,1663 51 | 0,3899 $1 | 0,5821 11 0,7330 
22 | 0,1741 52 | 0,3969 82 | 0,5878 12 0,7373 
23 | 0,1819 53 | 0,4039 83 | 0,5935 13 0,7415 
24 | 0,1897 54 | 0,4108 84 | 0,5991 14 0,7451 

0,25 | 0,1974 0,55 | 0,4177 0,85 | 0,6047 1,15 0,7499 
26 | 0,2051 56 | 0,4245 86 | 0,6102 16 0,7540 
27 | 0,2128 57 | 0,4313 87 | 0,6157 17 0,7580 
28 | 0,2205 58 | 0,438! 88 | 0,621 18 0,7620 
29 | 0,2282 59 | 0.4448 89 | 0,6265 19 0,7660 

0,39 | 0,2358 0,60 | 0,4515 0,99 | 0,6319 1,23 0,7699 

* График функции и ее простейшие применения см. па стр. 566. 
Иногда интегралом вероятности называют функцию 

=_2 
Vr 

x 

\ e dt=o (x V 2). 

0
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х Ф (x) х Ф (x) х Ф (x) x ® (x) 

1,20 0,7699 1,50 0,8664 1,80 0,9281 2,50 0,9876 
21 0,7737 51 0,8690 81 0,9297 55 | 0,9892 
22 0,7775 52 0,8715 82 0,9312 60 0,9907 
23 0,7813 53 0,8740 83 0,9328 65 0,9920 
24 0,7850 54 0,8764 84 0,9342 70 0,9931 

1,25 0,7887 1,55 0,8789 1,85 0,9357 2,75 | 0,9940 
26 0,7923 56 0,8812 86 0,9371 80 0,9949 
27 0,7959 57 0,8836 87 0,9385 85 0,9956 
28 0,1995 58 0,8859 88 0,9399 90 0,9963 
29 0,8029 59 0,8882 89 0,9412 95 0,9968 

1,30 0,8064 1,60 0,8904 1,90 0,9426 3,00 0,99730 
81 0,8098 61 0,8926 91 0,9439 10 0,99806 
32 0,8132 62 0,8948 92 0,9451 20 0,99863 
33 0,8165 63 0,8969 93 0,9464 30 0,99903 
34 0,8198 64 0,8990 94 0,9476 40 0,99933 

1,35 0,8230 1,65 0,9011 1,95 0,9488 3,50 0,99953 
36 0,8262 66 0,9031 96 0,9500 60 0,99968 
37 0,8293 67 0,9051 97 0,9512 70 0,99978 
38 0,8324 68 0,9070 98 0,9523 80 0,99986 
39 0,8355 69 0,9090 99 0,9534 90 0,99990 

1,40 0,8385 1,70 0,9109 2,00 0,9545 4,00 0,99994 
41 0,8415 71 0,9127 05 0,9596 
42 | 0,8444 72 | 0,9146 10 | 0,9643 | 4417 | 1—10-5 
43 0,8473 73 0,9164 15 0,9684 ’ 
44 0,8501 74 0,9181 20 0,9722 4,892 1— 10-8 

1,45 | 0,8529 | 1,75 | 0,9199 | 225 | 0,9756 | 55327 | 110" 
46 0,8557 76 0,9216 30 0,9786 
41 0,8584 77 0,9233 35 0,9812 
48 0,8611 78 0,9249 40 0,9836 
49 0,8638 79 0,9265 45 0,9857 

1,50 0,8664 1,80 0,9281 2,50 0.9876 
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А. Элементарные функции 

1. Многочлены 

Линейная функция: у=ах-Н О (рис. 2, а). 
График — прямая линия. Функция монотонно возрастает при A> 0, 

монотонно убывает при а < 0, 
постоянна при a = 0. Пересече- у 
ния С осями: А(—6/а, 0), ¥ Г 
В (0, 6). Подробнее см. стр. 202. | 
При 65 =0— прямая пропор- 
циональность: = ах; гра- 
фик — прямая линия, проходя- 
щая через начало координат 

&/
 

8 ] 8 ‘рис. 2, 6). . б 7s 3 > 

вадратный трех- _ 

член: у = ах? + вх с aa<0 C/a>0 

(puc. 3). Puc. 2. 
[padbuxk—napaooza с верти- 

кальной ссью (осью симметрии) 
= — b/2a. При а>>0 функция сначала убывает, достигает минимума, 

затем возрастает; при а < 0 возрастает, достигает максимума и убывает. 

y у 

Г \ 

| iC 
| 1 

| ' 
! | 
| ' 
| 8 t 

| | 
| 1 

Ap A; 

у / " : \ 

| 

0) а<0 

Рис. 3. 

— 6+ ТУ? — 4ac 

2a 

). О параболе cm cTpe2il 213. 

Пересечения с осью Ох: Ay, Аз 

6 446—412 
2a!’ 4a 

0) ‚ с осью Оз: 

В (0, с). Экстремум с (
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Многочлен 3-й степени: у=ах8 - 5х2 |+ сх а (рис. 4). 
График — кубическал параболо. Поведение функции зависит от зна- 

кв аи A=8ac— 62. Если А > 0 (рис. 4, аи 6), функция монотонно 
возрастает при а>0 ин монотонно убывает при а<0. Если A<O, 
функция имеет один максимум и один минимум (рис, 4, 6): при 
a@>0 она сначала возрастает от — со до максимума, затем убывает до 
минимума и снова возрастает до + со; при а < 0 она убывает от +- co 

у у у 
| 

Y &>0а<и 0) A=Qa>0 в) { А4<(а>0 

Рис. 4. 

до минимума, возрастает до максимума и сиова убывает до — сс. Пере- 
сечения с ссью Ох определяются действительными корнями уравнения 
у=02; их может быть одно, два (в этом случае в одной из точек про- 
исходит касание) или три: Ay, Ao и Аз. Пересечение с осью у: В (9, а). 

+Y—A 293 — 9abe = (бас — 25?°)У —A 
Экстремумы С, D (- = ie ,a-- р abe see 2) . 

Гочка перегиба, являющаяся центром сим- 
у ° b 263 — 9abe 

метрии кривой: Е {| — 82, рт +d); 

п-нечетное касательная в этой точке имеет угловой коэф- 
© | ——-- n-vemHoe dy 
`. — фициент 15 9 == ax \ = 50° 

--” ' Многочлен п-й степени (рис. 5). 
\ ‚ = ох" ах"... На х--а,. 

/ L т График — кривая п-го порядка **, пара- 
‘fe U ‘A 7 болического типа, 

а) п нечетное, у пепрерывно изме- 
Рис. 5. няется при ад >0 от — < до -- ©, а при 

Qo < 0 от +0 до — ©; кривая может пере- 
сехать ось х (или касаться ее) or 1 до 

п раз ***. Экстремумов эта функция или совсем He имеет, или имеет 
четное число (от 2 до п-— 1). максимумы и минимумы чередуются; 
точек перегиба — нечетное число (от | до п — 2). 

6) п четное, у непрерывно изменяется при Ag > 0 от + со до 
со, а при Ag <0 ст — © до — oo, либо He пересекая всвсе оси x, 

либо пересская (кли касаясь ec) от | до п раз. Функция имеет нечетное 

a 

* О рэшении кубического уравнения см. стр. 138—139. 
** О порядке кривой см. стр. 201. 

*+* О решении алгебрапческого уравнения л-й степени см. стр. 
140—142 и 144—145.
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число экстремумов (от | до п -—1), максимумы и минимумы чере- 
дуются; точек перегиба — четное число (от 0 до п — 2). 

Асимптот и особых точек эти кривые не имеют. 
При вычерчивании графика рекомендуется сначала найти экстремумы 

и точки перегиба (а также значения производных в последних), нанести 
эти точки и касательные к кривой в пих и затем уже проводить непре- 
рывную плавную кривую. 

ри необходимости частого пользования графиками м ногочле- 
нов 4-й степени y=ax4i-+t 5х3 4+ сх? + ах +e при фиксирован- 
ном а удобно вычертить график функции у = ax4 (см. ниже), а затем, 

перенеся начало координат в точку | — 7, 0), привести уравнение 

к виду У = аХ4 + a’X2+-0'X +c’ и произвести геометрическое сложе- 
ние ординат кривой У =аХ4 и параболы У = а’Хз + 0X +c’. 

Степенная функция: у=ах’ (п — целое >1) (рис. 6). 
График — парабола п-го порядка. 1) а =1; кривая у==х ' проходит 

через точки О (0, 0) и A (1, 1), касаясь оси х в начале координат. Если 

у 
| 

0) 
Puc. 6. 

п четное (рис. 6, а), то кривая симметрична относительно оси у и имеет 
в начале координат минимум; если же п нечетное (рис. 6, 6), то кривая 
симметрична относительно начала координат, в начале — точка перегиба. 
Асимптот нет. 2) Общий случай. Кривая у = ах” получается из кривой 

у==х” вытягиванием в направлении оси ув | а | раз, и если а < 0, то опа 
является зеркальным отображением кривой у=|а| x” относительно 
оси х. 

2. Дробные рациональные функции 

Обратная пропорциональность: у = = (рис. 7). 
р х 

График — равносторонняя гипербола с асимптотамн — осями коор- 
динат. Разрыв при х==0(у == + oo) Если а >> 0, функция убывает от 
0 до —co и ot +o до QO (сплошная кривая в 1-Й и 3-й четвертях); 
если а<0 функция возрастает от 0 до + иот -< до
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(штриховая кривая во 2H и 4-й четвертях). Вершины гиперболы 

А, В (+ У|а|, +У|а|); знаки берутся одинаковые при а> 0 и раз- 
ные при а < 0. Экстремумов нет. О гиперболе см. стр. 208 — 210. 

° ax +0 
Дробно-линейная функция: y= Oe (рис. 8). 

Agx 9 
График — равносторонняя гипербола с асимптотами, параллельными 

bg ay 
осям координат; центр С | — а а.) Параметр, соответствующий а в 

2 
. р а! 61 

уравнении обратной пропорциональности: а = — ——, где О = 
22’ аз bal, 

_bo+tVIDi atv D| 
знаки вершины гиперболы A, В 

ae ag 
берутся одинаковые при D<0 и разные при D> 0. Разрыв функции 

4 
A 

у 
4 | 

‚ 
t ' 

' ; 
, 

' д 

Ly’ A 
wo? ------- Я ewe eee eee ere 

.-- ' 
ono 0 т — O ! = т 

--- №, 
aa 1 

“, Й 
8 (8 р 

‚ \ 
' f 

' 
¢ 

Рис, 7. Рис. 8. 

b a 
происходит при х = — =. Если 0<0, то функция убывает от > 

2 о 

а a, _ 
до —cOuU OT | < до a если D>O, функция возрастает от 2. до 

2 2 
a 

+ со H OT — © до = Экстремумов нет. 
о 

b Cc ax24+ bx с 
Функция у=а--, 5 x (рис. 9). [6 40, 

с 0. При 6 =0 см. стр. 89 (степенная функция), при с =0 см. выше 
(дробно-линейная функция)]. 

График — кривая 3-го порядка с двумя асимптотами: Хх =0и y= a; 
она состоит из двух ветвей: одной, соответствующей монотонному изме- 
некию у OT а до + со (или — OO), и другой, проходяшей через три харак- 

терные точки: пересечение с асимптотой A | — pt) экстремум 

2c b2 3c 262 
В (- >, а -®) и точку перегиба С (- pr ae % y Четыре слу- 

чая возможного расположения этих ветвей зависят от знаков бис
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—- b+ V b2 — 4ac 

2a 
рис. 9). Точки пересечения с осью x: D, Е , 

'ожет быть две, одна (касание) или ни одной, в зависимости от знака 
? — 4ac. 

с) ИХ 

(рис. 10). 
| 

Функция 7 аха- bx 4-€ 

у у 

| 

а 

ОГ Cs. 
ge>0,b<0 8~- 60/с>06>0 

Yh 
~~. В c 

~ 0) d 
7 x 

gc<0b<0 2) C<Q6>0 

Рис. 9. 

у 9 

J 0 
6) b=0 

Рис. 10. 

График — кривая 3-го порядка, симметричная относительно верти- 

кальной прямой =! имеющая асимптотой ось х. Поведение 

Функции зависит от зпаков фи А = 44с — 42, Рассмотрен только случай
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1 
а > 0; при а <0 следует рассмотреть кривую у = (— а) x2 — be —с 
и отобразить ее симметрично относительно оси х. 

а) д > 0. Функция непрерывна и положительна при любом x. Растет 

от 0 до максимума и убывает до 0. Максимум А (- =, 

в _ Ул За 
перегиба В, С | — = ——, — 

р 24 2aV3 ' 4 
3 \8/9 

tg p = a? (5) (рис. 10, а). 

6) 4 ==0. Функция положительна при любом х. Растет от 0 до + со, 
b 

терпит бесконечный разрыв при x =—— и убывает oT +00 до 0 
2a 

(рис. 10, 6). 
в) A <0. Функция растет от 0 до + со, герпит бесконечный разрыв, 

переходит от — со к — со через точку максимума, терпит второй разрыв 

a ТОЧКИ 
А , 

} наклон касательных в них 

и убывает от -{- 00 до 0. Максимум А (- ‚ точки разрыва: rs da’ & 
—b+V—-A 

& = Da (рис. 10, в). 

g у у 

8 i | 4 | 
- = —=х 

ИО | ДО 
х a ! 

С I 

Oy | х 
Ali 

а) A>0 || 4/4=06>0 16,) Ад=0.6<0 

у у у 
Г Г ! 

| | | 

| | 
| 1 

I | гу A 0 1 

10 | ” t = ТР } 1 = 7 

maw if 1? a Г 
| р | 

ant . | \ 
6) A<AO, в) 4< 0, &) 4<0, 

© и В разных знаков © и В отрицательны а и В попожительны 

Рис. 11. 

Фун ия ыы (рис. 11) 
yuRn y ах? | ох с рис. у 

График — кривая 3-го порядка проходиг через начало координат 
и имеет асимптотой ось х. Поведение функции зависит от знаков аи 
А = 446 - 62, а гакже от знаков корней а ир уравнения ах? + bx - с =0 
(если 4 QO) и OT знака 0, если & =9, Рассмотрен голько случай а > 0;
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х 

(— а) x2 — 6х -—с 
при а < 0 следует рассмотреть кривую у = и отобра- 

зить ее симметрично относительно оси х. 
а) А > 0. Функция непрерывва, убывает от 0 до минимума, воз- 

растает до максимума и вновь убывает до 0. Минимум и макси- 

мум A, Bi > £ Роу ае кривая имеет три точки перегиба 
А 

(рис. 11, а). 
6) А =0. Поведение функции зависит от знака 6: 1) 6 > 0; функция 

убывает от 0 до — oo, терпит разрыв, растет от - со до максимума 

с | 
+ 1 -,—=—}; и убывает до нуля (рис. 11, 64), максимум А ау +b) 

2) 6<0; функция убывает от 0 до минимума, проходит через 0 и растет 
до + со, терпит бесконечный разрыв и убывает от -+ со до 0 (рис. II, 69); 

с | 
минимум Al — a’ 2Vac—b)}" В обоих случаях график имеет 

разрыв при х = — = и одну точку перегиба. 

в) А < 0. Две точки разрыва: x =a и х == 6; поведение функции за- 
висит от знаков а и В: 

1) сиВ разных знаков; функция убывает от 0 
до — 00, OT + 00 до — COU OT -+ 00 до 0: экстре- 
мумов нет (рис. 11, 84); 

2) а и В отрицательны, функция убывает от 
0 до — со, затем изменяется от -- CO до -{ ©°, 
проходя через точку минимума, и, наконец, воз- 
растает от — со до максимума и убывает до нуля; 
точки максимума и минимума А, В находятся по 
тем же формулам, что и в случае а) (рис. I], вэ); 

3) аи В положительны; функция убывает 
от 0 до минимума и возрастает до + сю, затем 
изменяется от — со до —с0, проходя через точку 
максимума, и, наконец, убывает OT -- 00 до 0; 
точки максимума и минимума А, В находятся по 
тем же формулам, что и в случае а) (рис. II, в3). 

Во всех трех случаях график имеет одну 
точку перегиба. 

Степенная функция: у = — =ах п 

(п — целое положительное) (рис. 12). 
График — кривая гиперболического muna с 

асимптотами — осями координат. Разрыв при х==0. 
Если а > 0, функция при четном п возра- 

стает от 0 до + со и убывает от + со до 0, оста- 
ваясь всегда положительной, а при нечетном п 
убывает от 0 до — co и от + 00 до 0. 

Если а < 0, функция при четном 7 убывает 
от 0 до — сои возрастает от — со до 0, осла- 
ваясь всегда отрицательной, а при нечетном п 
возрастает от 0 до -- сои от — oo до 0. 

Экстремумов нет. Кривая приближается асимптотически к оси х 
тем быстрее, a к оси у тем медленнее, чем больше п. При п четном 
кривая симметрична относительно оси у, а при п нечетном — OTHO- 
сительно начала координат, На рис. 12 приведено два примера: п == 2 
ип =: 
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3. Иррациональные функции 

Квадратный корень из линейного двучлена: 

Уу=-+ Уах 6 (ис. 13). 

График — парабола, ее ось — ось x, вершина: А (— 6/а, 0), параметр 
р = а/2. Область существования и поведение функции зависят от знака а 
(см. рис. 13). Функция двузначна, экстремумов не имеет. Подробнее 
о параболе см. стр. 211—212 

а>0 
.” - --- 4<0 

Рис. 13. 

Квадратный корень из квадратного трехчлена: 
у=- Уах? -- bx +c (рис. 14). График — эллипс при а <0 u гипербола 
при а > 0; одна из осей — ось х, другая — прямая x = —65/2а, вершины 

А.с (= —“ о) ивЬ(— 2 « | =) где A = 4ac — 52. 
2а ' ’ 2a! 4a)? 

Область существования и поведение функции зависят OT знаков a и А 
(см. рис. 14). Функция двузначна, имеет экстремум, если А иа одно- 
го знака (точки В и 0). При а<0илд>>0 функция принимает только 
мнимые значения и кривой не существует. Подробнее об эллипсе и 
гиперболе см. стр. 206 — 210. 

Степенная функция: у=ах” = ах Т/П (т и п — целые 
положительные взаимно простые числа). Рассмотрен случай a=1 
(при al кривая по сравнению с у = xk вытянута в направлении 
оси ув|а| раз и, если а отрицательное, — зеркально отражена отно- 
сительно оси Хх). 

ll k>0, у= хТ/П, График (рис. 15) проходит через точки (0, 0) и 
(1, 1). При &> 1 касается (в начале) оси x (рис. 15, 2). при & < 1 касается 
(в начале) оси у (рис. 15, а, 6, в). При п четном кривая симметрична 
относительно оси х (функция двузначна, рис. 15, а, г), при т четном 
симметрична относительно оси у (рис. 15, 6), при т и п нечетных 
симметрична относительно начала (рис. 15, 0). В связи с этим кривая 
может иметь в начале координат вершину, точку перегиба или точку 
возврата (см. рис. 15); асимптот не имеет. 

2) < 0, у=х--Т/П. График — кривая гиперболического типа с 
асимптотами — осями координат (рис. 16). Разрыв при х =0. Кривая 
приближается асимптотически к оси х тем быстрее, а к оси у тем 
медленнее, чем больше | #|. Симметрия относительно осей или начала 
зависит от четности или нечетности т и п, так же как и в случае 
k>0 (см. выше); этим определяется поведение функции (см. рис. 16); 
экстремумов нет. 
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Рис. 14. 
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Рис. 15. 
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4, Показательные и логарифмические функции 

Показательная функция: у==а* = е8Х (a>0, 6 == ша) 
(рис. 17). 

График — показательная кривая (при а=е— натуральная показа- 
тельная кривая у == e*), Функция принимает только положительные зна- 
чения. При @> | (т. е. 6>>0) монотонно, возрастазт от 0 до со; при 
а<! (т. е. 6<0) монотонно убывает от со ро 0 — тем быстрее, чем 
больше |6!. Кривая проходит через точку А (9, 1} и приближается 

асимптотически к оси х (при 6>0— 
слева, при 6<0 — справа) тем быстрее, 

чем больше {5b}, Функция y=a—* = 
x 

= (= возрастает при а < {и убывает 

при а» 1. 

у 

Y=leg,2 

У=Юрт=лх 

Y= logy, x 

y= ея 

Рис, 17. Рис. 18, 

Логариф м ическая фунхция; у= loggx (а > 0} (рыс. 18). 

График — 40гарифиика (зеркальное отображение показательной 
кривой относительно биссектрисы у = Хх); при а =е — натуральная ло- 
гарифмика у = шх. Функция существует только при ¥ > 0. Приа> 1 
монотонно возраслаег от — oo до + 00, при а< |! монотонно убывает от 

-- <> до — © тем медленнее, 
чем больше |ша|. Кривая 
проходит через точку A (1, 0) 
H приближается асимптотиче- 
ски к оси у (при а> 1 снизу, 
при а < 1 сверху) тем быстрее, 
чем больше | ша |. о 

Функция у=е“ (ax)? 
(рие. 19). 

Функция возрастает от 09 
Рис. 19. до | и убывает ог | до 0; кри- 

вая симмегрична огносительно 
оси у и асимптотически при- 

ближаестсч к оси х тем бысгрее, чем больше а. Максимум в точке 

наклоны касательных 
1_\ 

А (0, 1), точки перегиба В с(+ 5 ау’ Ve I" 
в них: tgp = Fa —. Важное применение — кривая нормального за- 

, г—Х2/29? кона распределения ошибок (кривая Гаусса): y= (4) = 
fo} 

(ее график и приложения к теории вероятностей см. стр. 566).
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Функция у==ае8% + сеХ (рис. 20). 
Кривую удобно строить, складывая графически ордннаты кривых 

1 = ае 8 и Yo = се@Х (см. стр. 92), изображенных тонкими ликиями 
(сплошной и штриховой). Функция непрерывная. В случаях, когда ни 
одно из чисел a, b,c и @ не равно нулю, кризая имеет один из сле- 
дующих четырех видов (причем графики, изображенные на рис. 20, 

$ у 4 № 
{ 

- -- - own т --“ 9% 
A) “ae Ae 

а)аис одного знала д)аис одного знака 
Grd » Gud разных знаков 

Я 9 % 

4$ 
8) аис разных знаков а)аис разных знаков 
Ve »d OOHO2O 3HAKQA bed 

Рис. 20. 

в зависимости от знаков параметров могут быть симметрично отобра- 
жоны относительно осей координат): 

а) аи с одного знака, $ и d одного знака. Функция монотонно из- 
меняется, не меняя знака, от 0 до + со (или — OO) или от + со (— 00) 
до 0; точек перегиба нет, ось х — асимптота (рис. 20, а). 

6) сис — одного знака, 65 и 4 — разных знаков. Функция изменяется 
от {- со до +00 или от — со ло — OO, не меняя знака и проходя через 
экстремум; точек перегиба нет (рис. 20, 0). 

в) аи с — разных знаков, би 4 — одного знака. Функция изменяется 
от 0 до - со (— oo) или от + 00 (— oo) до 0, один раз меняя знак и про- 
ходя через один. экстремум С и одну точку перегиба D; ось х — асимп- 
тота (рис. 20, в). 

гра и с — разных знаков, 6 и 4 — разных знаков. Функция моно- 
тонно изменяется от — со до + со или от -|- © до — OO, не имея экстре- 
MYMOB, но проходя через одну точку перегиба О (рис. 20, 2).
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Пересечение с осью у: А (0, а-- с), пересечение с осью x: 

В E = — Г In (- =) |. экстремум:; С E => In (— al точка 

перегиба: D | = or In (- oa) | 

Функция y= аеХ + CX? (рис, 21). 

Кривая симметрична относительно вертикальной прямой х = — 5 

оси х не перэсекает, ось у пересекает в точке ДО (0, а). Поведение 

у 

1 

' 

y 
1 ] 
| :Д 

0 ' \ 
1 В 1 
| ' 

_ 7 | 7 
О > Т 7 O т T > ДР 

ас>0 6) c<O0 

Рис. 21. 

функции зависит от знаков а и с. Рассмотрен только случай а > 0; при 
а <0 следует отобразить кривую симметрично относительно оси х. 

а) с >0. Функция убывает от -|- со до минимума и возрастает до 

. . . 6 —b2/4¢ -{- со, оставаясь всегда положительной. Минимум: A — 2. ae ' 

точек перегиба и асимптот нет (рис. 21, а). 
б\ с <0. Функция возрастает от 0 до максимума и убывает до 

нуля. Асимптота — ось x. Максимум А| — >. ae— 68/4, точки пере- 

- — (b? + 2c) 
ки? 

гиба В, С os: °, ae 4c (рис. 21, 6). 
2c 

Функция y=axel* (рис. 22. — 
Рассмотрен случай а > 0 (при а < 0 кривую следует отобразить сим- 

метрично относительно оси Хх), и значения х рассмотрены только поло- 
жительные. Функция принимает только положительные значения. При 0>0 
кривая проходит через начало; касательная в начале координат будет: ось x 
при b> 1, биссектриса координатного угла у==х при b=], ось у при 
< 1. При 6 < 0 ось у является асимптотой. При с >0 функция без- 
гранично растет при возрастании +, при с < 0 асимптотически прибли- 
жается к нулю. Если b и с разных знаков, функция имеет экстремум 

b la 

A x*=— TF} Кривая может иметь 0, 1 или 2 течки перегиба: 
. 

Сс р («= 2 (рис. 22, в, Од, е, I).
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у у 4 
| \/ 

an A 

р. т 0 ——>т — 

а)с>05>! 0/с>05=1 2)с>06<0 
у у ¥ 

| | | 
A , vA .. 

0 \ р A. С 

х 0 re 0] т —х 0 —=— ^^ 

Oe<Ob>/1 ec<0b=/ #e)C<O00< bel yco<Go<0 

Рис. 22, 

Рис. 23. 

Функция у = Ae sin (wx + фо) (рис. 23). 
График — кривая затухающего колебания. Кривая колеблется 

около оси Ох, асимптотически к ней приближаясь, причем две показа- 

тельные кривые у = + Ae 2* «огибают» кривую, соприкасаясь с ней 
Е 1/5) п — — 

в точках Ay, А., ... (‘ 7/2) FQ (— 1) Де ах). Пересечения с 
@ 

осями: B(0, Asin фо), Cy, Со, ... (7, о) экстремумы: Dy, Dg,... при
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Rn — 1 а 
br _ Oy 

x= = ``, точки перегиба: Fj, Ез,... при х = Фо + 
w@ 

где ft ° ie 4 = ® 

5 а 

у 
Величина 9 = In t — ординаты двух 

к 
— 01 — 

. © (где 5; и У 
1-1 

соседних экстремумов} называется 40гарифмическим декрементом за- 
ту хания. 

5. Тригонометрические функции* 
Синус: y=Asin(wx-+ $01 (рис. 24). 
График — синусоида. При —=® = | и 9, =0 обыкновенная сину- 

соида y=sin x (рис. 24, а) — непрерывная кривая с периодом 71 = 2x. 

у у 
| 7 

С. C, 
р 4 1 gels п А А о acinar 

“2m -п , ed 
“Gy @ 

а) 6) 

Puc, 24. 

Пересечения с осью x: By, Bo,... (kt, 0), они же — точки перегиба с 

углом + п/4 наклона коси x. Экстремумы Су, Cg,... [(R + 1/э)щ, (— 51, 
Общая cunycouda (рис. 24, 6) по сравнению с обыкновенной 
вылянута вдоль оси ув | А| раз (| А — амплитуда), сжата вдоль оси 

у 

C2 1 Se } Cy ye 2n 

В./ \8. „0 8, 8 Sa x 

Рис. 25. 

Фо x в ® раз (w — частота) и сдвинута влево на отрезок ~ (Фо— началь 

2 — 
ная фаза). Период T = =; пересечения с осью x: Ви, В»о,... (ть a), 

(“2 + 1/2) п — Фо 
[632 

Косинус: у=А с0$ («ух -- $5); это уравнение можно записать 

эксгремумы Cy, Со, .. (-1)"A) (CM, также стр. 18+). 

иначе; у = А ча | wx + Фи + 5 . График — cuxycouda. 

Косинугонда y=cos х = sin (= + 5 ) (рис. 25). Пересечения с 

осью x. By, Bo,... [(Е + 1/э) т, 0|, они же — точки перегиба с углом п/4 

наклона к оси х. Экстремумы: Cy, Со,... (Ат, (—1^). 

* Формулы тригонометрии см. стр. 182—184. Таблицы см. стр. 48.
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Тангенс: y=tg x (рис. 26). 
График — тангевсоцда, периодическая кривая с периодом Т=кжи 

к к 
асимптотами == (+ + 5) к. При изменении х от — “3 до +5 у мо- 

нотонно растет от — со до +0, затем значения у повторяются. Пе- 
ресечения с осью дл: 0, Ay, А-1, Ag, A-g... (Az, 0), они же — точ- 
ки перегиба с углом 7/4 наклона к оси x. 

} 

9
5
 _ 
2
-
2
 

| 
3 
1 
} 
1 
' 
1 
1 

1 

! 
' 
1 

' 
| 

' 
' 
1 
| 
| 

Рис. 26. Рис. 21. 

Котангенс: у == сё х (рис. 27), иначе, у=— в (№ +). 

График—тангенсоида, зеркально отображенная относительно оси хи 
едьинутая влево на отрезок !/gn, Асимптоты х = kx. При изменении х от 
О до х монотонно убывает от -|- со до — со, затем значения у повторя- 

| 
ются. Пересечения с осью x: Ay, А-1, Аз, А-а,... (в + 5) к, о], они 

же — точки перегиба с углом — ®/4 наклона к оси х. 

у 

=>
 

2 
= 

= 
om
 
-
-
-
-
-
—
=
8
 

Рис. 28, 

1 
Секанс: узел = — (рис. 28). 

График — периодическая кривая с периодом Г = т и асимптотами 

Хх = (x + 5) п; |у|=1. Максимумы Ay, Ag,...[(2k -- 1) к, — 1], ми- 

нимумы By, Вэ,... (2kx, +1).
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Косеканс: 

— — = _ = у== сзе x = sin x (рис. 29), иначе, y= sc (= 9 ) 

1 
-
-
-
-
-
-
-
-
-
>
-
 

Рис. 29. 

График — та же кривая, что и зес х, сдвинутая вправо на отрезок 

x= > Асимптоты = Ат. Максимумы Ay, А.,... ars к, — ') , 

4 1 
минимумы By, Bo, ... ( А £ к, 1) 

6. Обратные тригонометрические функции * 

Графики. этих функций получаются из графиков тригонометрических 
функций путем зеркального отображения относительно биссектрисы ко- 
ординатного угла у = x. 

Арксинус: y=Arcsin x (рис. 30). 
Функция существует только при | х| = 1, многозначна. Главное 

2 
к 

до В | +1, + 5 } монотонно возрастает; в начале координат — точ- 

° к 
значение у == arcsin x [выделено сплошной линией| от A (- 1, — ;) 

п 
ка перегиба (« углом наклона, равным =) ‚ она же — центр симметрии 

кривой. 
Арккосинус: y= Агссоз х (рис. 31). 

. к 
Та же кривая, что и для Агсзт х, но опущеинная на отрезок 5. 

Функция существует только при | х | =1, многозначна. Главное значе- 
ние у = агссоз х (выделено сплошной линией) от А(—1, ++) до 

B(+ 1,0) монотонно убывает; точка |0, 5) — центр симметрии и точ- 

ка перегиба кривой (с углом 3к/4 наклона к оси х). 
Арктангенс: у == Arctg x (рис. 32). 
Функция многозначна. Главное значение y= arctg x монотонно 

п к 
возрастает от ~-> до + “yi начало координат — точка перегиба 

* Определения и формулы см. стр. 188—190.
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п . (c углом наклона, равным +). она же — центр симметрин кривой. 

Остальные значения ‘у получаются из главного пугем прибавления 

величины + Ат. Асимптоты: у = + (2k + |) + . 
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Puc. 30, Рис 8. 

Puc. 32, Puc, 33, 

ApKKOTaHreRC: y= Arcctg x (рис. 33), 
Функция многозначна. Главное значение = ysemarcclg x  моно- 

тонно убывает от к до 0; точка перегиба (центр симметрии, 
А(0, = (°. 5 
чаются Pita главного путем прибавления величины + Ат. Асимптоты: 
у = + вт. 

Зт 
с углом наклона, равным — Остальные значения У поду-
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7. Гиперболические функции* 

Гиперболический синус: y=sh x (рис. 34). 
Функция нечетная, монотонно возрастает от — со до + со. Начало 

к - 
координат — точка перегиба (p=) и центр симметрии кривой. 

Асимптот нет. 
Гиперболиче- 

Y ский косинус: 
= ch + (рис. 35). 

График — цепная 
линия (см. стр. 113). 
Функция четная; при 
х < 0 убывает от + < 
до |, при х>0 воз- 
астает от | до +0, 
инимум в точке 

А (0, 1}; асимптот нет. 
Кривая расположена 
симметрично OTHOCH- 
тельно оси у, выше 

параболы у = 1+ > 

. . . (изображенной штрихо- 
4 -~2-/ Ol г 2 ad ВОЙ иней, р 

Рис, 34. Рис. 35. Гиперболиче- 
ский тангенес 
у = Шх (рис. 36). 

Функция нечетная, монотонно возрастает от — 1 до + 1. Начало 
Tv 

координат — точка перегиба ф= 4) и центр симметрии кривой. 

Две асимптоты: у == + I, 
Гиперболический ко- у 

тангенс: y =cth x (рис. 87). 
Функция нечетная, разрыв при 4 

х = 0. При х < 0 убывает от —1 до 8. 

--.----- ioe -- № ew wwe /:--- ==>. 

—+ OY? 

Рис. 36. Рис. 37. 

— oo, при х> 0 убывает от + со до +1. Экстремумов и точек перегиба 
нет. Три асимптоты: x == 0, у == + |, 

* Теоретические сведения см. стр. 198—194. Таблицы см. стр. 52-55.
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$. Обратные гиперболические функции * 

Графики получаются из графиков гиперболических функций путем 
зеркального отображения относительно биссектрисы угла хОу. 

А реа-синус: у = АгзН х = ш(х + Ух? + 1) (рис. 38). 
Функция печетная; монотонно возрастает от — со до -- со. Начало 

координат — точка перегиба (ф = 2/4) и центр симметрии кривой. 
Асимптот пе имеет, 

¥ 
у A 

2} . 2 
„” 

] Z 

_ р xr 
-3 -2 - 07% 2 8 О 

7-7 -7 

.” -2 3 -2 

Puc, 38. Рис. 39. 

Ареа-косинус: y=Arch х = ш (х + Ух? — |) (рис. 39), 

Функция двузначная; существует только при х = 1. Кривая симмег- 
рична относительно оси х; в точке А (1, 0) касается вертикальной пря 
мой x = 1, а затем у по абсолютной величине возрастает. 

Ареа-тангенс: 
| 1-х 

у = АЕ х = 5 In Tox (рис. 40), y 

В 
‚9 
’ 1 

1 27 |! 
crt | 

43 2A | | 
>> паза. т 

в |! 
1 ' 
| —2. 
a 

—9- \ 

1 

-41 ’ 

Рис. 40. Puc, 41. 

Функция нечетная, существует только при | х| <1; монотонно воз. 

растает от — со до -|- о. Начало координат — точка перегиба ( = +) 

и центр симметрии кривой. Две асимптоты: х = + 1. 

Ареа-котангенс: y=Arcthe= 7 Ш ЕТ 

Функция нечегная, существует только при |х | >> 1. При —©ю<х<-—1 
убывает от 0 до — со, при |1 <х<-- убывает от -+- с до 0, Эк- 
стремумов и точек перегиба нет. Три асимитоты: у =0, х=+ 1. 

(рис. 41). 

* Теоретические сведения см, стр. 196—191.
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Б. Важнейшие кривые 

Здесь приведены некоторые данные о важнейших кривых, встречаю- 
шихся на практике (сверх тех, которые перечислены выше, среди 
графиков важнейших функций). К этим данным относятся: определение 
кривон как некоторого геометрического места, координаты характерных 
точек, длина кривой или ее части, площадь, ограниченная кривой или 
ее частью, радиус кривизны в характерных точках. 

Общие сведения о вычерчивании кривых по 
стр. 247—243. 

О кривых второго порядка (эллипсе, гиперболе и параболе) см. 
стр. 206—212 

нх уравнениям см. 

9. Кривые третьего порядка 

Полукубическая парабола (рис. 42). 

Уравнение: y= ax 3/5», в параметрической форме: x == f2, y= afi, 
В начале координат — точка возврата. Асимптот нет. Кривизна 

6 a © 

= —— принимает все значения от со до 0. Длина кривой от 
У 2x)3/ х (4+ 9a2x)"/2 

начала до точкв М**: [ = as | (4 +. 9a2x)2/2 — 8]. у 

Локон Аньези (рис. 43). 
а 

Уравнение: y= ая. Асимптота у = 0. Мак- 

а симум А (0, а); радиус кривизны в нем r= 5“. 

0 =x 

C 

wa = 

Рис. 42. Рис. 43. 

а За . 
Лочки перегиба В, С ух. -{ }› Наклон кривой в этих точках 

3 

_ т ЗУЗ . . 
т ЗУ . Площадь между кривой и асимптотой $ = па2?. 

Декартов лист (рис. 44). 
Уравнение x3 + у3 = Заху; в параметрическои форме: 

Зи 3at 
х=Т р, у = тп (Е = tg МОХ). 

* Здесь и дальше а>> 0. 
** Здесь и дальше М — произвольная точка кривой с текущими коор- 

диназтами x, у,
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Начало координат — узловая точка с касательными — осями координат, 

. За 
радиус кривизны ветвей в начале r= = . Асимитота «+ у а =0. 

3 3 
Вершина A{—~ a, —~a). Плошадь пегли 
р (3 2 ) y 

КУ =5 а?; площадь между кривой и A 

. 3 
асимптотой So = 5 аз. 

Циссоида (рис. 45). Геометриче- 
ское место точек М, для которых ОМ = т 
== PQ (P — произвольная точка произвое 
Оящего круга с диамегром а). 

3 x 
Уравнение: у? = ях; В параметри- 

. at2 ats 
ческой форме х = ГЕЯ , у = га 

(¢ = tg мох); в полярных координатах Рис. 44, 

= ose . Начало координат — точка 
cos 

возврала. Асимптота х=а, Площадь между кривой и асимпто= 
той $ = 3/,na2, 

Строфоида (рис. 46). Геометрическое место точек My и My 
(лежащих на произвольных лучах, проходящих через точку A), для ко- 
торых РМ! = РМ. = OP(P — произвольная точка оси Оу). 

у у 
4 | 

t 
| ! 

<——— а | 
1 
i t 

pa г 
via 1 

aay irr oan 
/ baa NI ; 

о“ | 
& om iid 

\ A 
` “| 

= oo J 
sal 7% | 

| 
t 
1 

! 
' 
1 

. 

‘ 

Puc, 45. Puc. 46. 

a+-x , 2 — 
Уравнение: уз = x2 (5 и =) ; В параметрической форме х — a a ’ 

g9_ |] os 2: 
у = а! (f=tg MOx); в полярных координагах p=—a в на- 

2+1 со$ ф 
чале координат — узловая гочка (касательные у= + x), Асимитота х = д. 
Вершина A\— a, 0), Площадь петли Sy = 2a2 — 1/gna2, площадь между 
кривой и асимитотой 52 = 2a2 + 1/ука?.



104 ГРАФИКИ 

10 Кривые четвертого порядка 

Конхоида Никомеда (рис. 47). Геометрическое место точек 
М, для которых ОМ = ОР- [ (для знака «+» внешняя ветвь, для знака 
«—» внутренняя)*. 

Уравнение: (x — а} (x2 +- у?) — [2x2 = 0; в параметрической форме 

х=а--1с0$ф, у=аФ-- 11 9; в полярных координатах р == cos 9 имо 

у y и 
1 | | | | 

| 

| Г {8 
| 8 Г М, 

. Ly ia 1 
0 2_0/.- ОМ, | A hal 

| A я } т 271 

| 
OG rhe J ward “Lope d= 

р 
| С 
| | [2 
| | 
| | 
| | 

ai<a 6) >a 8/2=а 
Рис. 41. 

Внешняя ветвь: Асимптота х =a. Вершина А (а - [, 0). Две точки 
перегиба В, С [их абсцисса х равна наибольшему из корнеи уравнения 
x8—3a2x + 2a (а2 — 12)=0**] Площадь между вегвью и асимптотой 5= со. 

Внутренняя ветвь: Асимптота x = а. Вершина D (а — Е, 0). В начале 
координат — двойная гочка, характер которой зависит от величин а HI: 

а) При 7 < а— изолированная точка (рис. 47, а). Кривая имеет еще 
две точки перегиба Е, Е |абсцисса х равна по величине второму поло- 
жительному корню уравнения х8 — За3 х -- 2a (a2 — 12) =O]. 

6) При {> а — узловая точка (рис. 47, 6). Кривая имеет максимум и 

минимум при х=а — | а12. Наклон касательных в начале координат: 

У — аз. [УЕ — a2 
tg а= + ———— } радиус кривизны го = . 

в) При { =а — точка возврата (рис. 47, в). 

* Вообще конхоидой данной кривой называется кривая, получаю- 
щаяся при увеличении или уменьшении ради уса-вектора каждой точки 
данной кривой на постоянный отрезок J. Ёсли уравнение кривой в поляр- 
ных координатах р = f ($), то уравнение ее конхоиды р = f {ф) + 1, Кон- 
хоида Никомеда — конхоида прямой линии. 

** О способах решений таких уравнений см. стр. 138—139,
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Улитка Паскаля (рис. 48). Конхоида окружности *: 
ОМ = ОР +1 (полюс лежит на окружности) 

Уравнение: (х? -|- у? — ах)? = [2 (x2? + у2), в параметрической форме 
x=a cos?» | 1с0$ ф, у == а с05 ф зп ф -- [ sin ф, в полярных координатах 
р =а созф--{(а — диаметр круга). Вершины А, В (а, 0). Вид кривой 
зависит от величин а и [, как это видно на рис. 48 и 49. Экстре- 

ajlaZa 6}4<1<2а 8/0>1 

Рис. 48. 

4-й р] 
мумов 4, еслиа > р, и 2, еслиа = (ЕС, D, Е, F (cosp= seve + 8a ) 

2a2 {12 
Точки перегиба @, Н | созф = — — и | СУществуют, если a<l<2a, 

2 4а8—1 \ 
Двойная касательная в точках I, К (2 + [У - 1 существует, 

если l<2a Начало координат — двойная точка: изолированная при а< 1, 
узловая при а >] (наклон касательных в ней 

V a2—i2 
tg aap радиус кривизны гу=1/.У a2—l2) 

и точка возврата при а ==1. В последнем случае 
кривая — Kapououda (см. ниже). 

2 
Площадь улитки S= “5 + = [в случае a>l 

(рис. 48, 8) площадь внутренней петли при вы- 
числении по этой формуле считается дважды]. 

Кардиоида (рис. 49). Может быть опре- 
делена двояко: 1) Частный случай улитки Пас- 
каля ОМ = OP + a (а—диаметр круга). 2) Эпи- Рис 49 
циклоида (см. стр. 108), у которой диаметры под- 
вижного и неподвижного кругов равны (== а). 

Уравнение: (х2--у?)3—23ах (x2+ y2)=a2y2, в параметрическои форме 
x=a cos ¢ (1 -- с0$ $), у=азтф (1 + соз $); в полярных координатах 
р = а (1 -+ cos $). 

Начало координат — точка возврата. Вершина А (2а, 0). Максимум 

3 3V3 
и минимум [cos p = 4 ; C, D да. ии 4 

(6-кратная площадь круга с диаметром a). Длина кривой L == 8a. 

a}. Площадь $ == 5 па? 

* См. сноску * на предыдущей странице.
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Овалы Кассини (рис. 50). Геометрическое место точек М, 
для которых произведение расстояний РАМ. РМ = а? (Fy; Fo — фиксиро- 
ванные фокусы, а — постоянная). 

Уравнение: (x2 -- у?) — 262 (x2 — у2) =а4 — с4, где Fy, Fo (4 с, 0); в по- 

лярных косрдинатах p2=c2 cos 2ф -+ У c4cos22e+(a4—c4). Форма кривой 
зависит от отношения а к с: 

> кт
 

> ъ 

& г— 

ри, 
bJesa<cve у 

у 

а) а>с V 2; эллипсообразный овал (рис. 50, а). Точки пересечения 

се осью x: 4,С(+ Та? | с2, 0); точки пересечения с осью у 

в, 2 (0, + Уа? - с?). Еслиа =сУ2, овал такого же типа; в этом слу- 
чае A, С(+сУЗ, 0), В, D(0, + с); в точках В и О кривизна равна 
нулю (тесное соприкосновение с прямыми у == + (с). 

бу с <а<с И 2; овал с «талией» (рис. 50, 6). Пересечения с осями 
те же, что и в случае a); максимумы и минимумы: В, О (координаты — 

У 4c4 — aA a2 
а. + 3 + 5. ); Четыре точки перегиба; см. выше), В, G, К, +
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у 2 И - _ а4 - 24 

Р, 1, М, М + (тп), + 5 (т + п) ‚где у 

а4 — 64 
т = — 

3 
в) а == с; лемниската (см. ниже). 
r)a<c; 06a овала (рис. 50, в). Пересечения с осью хх: 

А, С (+ Уа? + с?, 0) и Р Q(t Vc? — а3, 0); максимумы и минимумы: 
У 464 —а4 + a2 y 

+ —.—— a} 
В, ©, К, Г + 2c 7—2 

Радиус кривизны: eS a“ Е 
2а2р3 Ги ------ хм 

г = c4 — ait 304 г = “ay — ae 

fi a й 
(р — радиус-вектор). 2 0 

Лемниската (рис. 51). 7 . 
Частный случай овала Кассини у `` 7 

. Fy, Fe2\2 
({а=с): В м. вм = (52) , Рис, 51. 

где Fy, Рэ (а, 0). 
Уравнение. (x2 + y2)2 — 242 (хз — у2) =0; в полярных координатах 

р = а У2 с0$ 2ф. Начало координат — узловая точка с касательными 
у=- x: она же — точка перегиба. Пересечения кривой с осью х: 

3 
A, C(taV 2, 0); максимумы и минимумы: Е, С, К, [|+ а 5—, = a), 

. 2a2 
полярный угол в этих гочках ф = + 7/6. Радиус кривизны 7 = 30° 

Плошадь каждой петли $ == a2, 

11. ИЦИиклоиды 

Обыкновенная циклоида (рис. 52). Кривая. описываемая 
точкой окружносии, казлящейся без скольжения по прямой линии, 

Уравнение в параметрической форме: x=a(t—sinf), у=а(1 — соз {) 
(а - радиусе окружности, f= Д МС,В); в декартовых координатах 

24 . _. A; A A3 

.” ) = 
é y ` 

"ОИС, 
‘AB.’ Ла 2па Зпа 4па 5па т 

0 ~sy „>“ 0, SA aa 0; т.) „=“ 

° ` , ` 

`. , `` г `` ° 

‘ у у 

Рис. 52. 

x + Уу(2а — у) =а Arccos =—2. Кривая периодическая; период (базис 

циклоиды) ОО; =2та. Точки возврата О, О\1, Oo, ... (28а, 0); вершины 
А,. Ao, ... [((22 + |) xa, 2а]. Длина ОМ: L = 8a sin? 1/46; длина однои ветви 
LOA,O; = 8a, площадь ОА1О10: $ =3та?. Радиус кривизны г =4а sin 1/21, 

в вершинах гд = 4a. Эволюта (стр. 248) циклоиды — такая же циклоида 

(изображена штриховой линией).
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У длиненная (рис. 63, а) иукороченная (рис. 53, б) ци- 
клоиды («трохоиды»). Кривые, описываемые точкой, лежащей a) вне и 
6) внутри окружности, которая катится без скольжения по прямои линии. 

A Ap 

Z 

O) A<J 

Puc. 53. 

Уравнение в параметрической форме: x= a (f—Asin В, y=a(l—Acos/f), 
где а— радиус окружности, =. МОР, лЛа=С1М (для удлиненной цик- 
лоиды A> 1, для укороченной A < 1). Кривые периодические: период 
OO; = 27a; максимумы Ay, Ao, ... [(28 -- 1) па, (1 +A) а], минимумы 
Во, By, Bg, ... [2kna, (1—^) а]. Для удлиненной циклоиды узловые точки 

Оо, D1, Ро, ... 1 2епа, a\l— 2—1 | где fo — наименьший по- 
\ 

ложительный корень уравнения f=A sin #*. Для укороченной циклоиды — 

точки перегиба Ey, Е», ... [а (arccos Х — ЛИТ — 22), а (1 — A2)}. Длина 
к 

одного цикла L =a У1--^2 — 2) cos ¢dt; площадь, заштрихованная на 

(1-42 — 22 cos 8/8 
м = 2 2 = ~ рис. 53; $=та? (2-+A2), Ралиус кривизны г=а X (08 Л) ‚ В ТОЧ 

(1 + ^)2 (1 — Aja 
ках максимума 74 =— а ——y——, в точках минимума: гра —. 

Эпициклоида (рис. 54). Кривая, описываемая точкой окруж- 
ности, катящейся без скольжения по другой окружности вне ее. 

Уравнение в параметрической форме: 
А-а А-а . : 

+ $), = (A $a) sing — asin ( а °), 

[А — радиус неподвижного, а—подвижного круга, ф = ДСОх]. Вид кри- 

x = (А а)созф — асоз ( 

вой зависит от отношения = = т. При т = 1— кардиоида (cm.ctp 105). 

а) При т целом кривая состоит из т ветвей (рис. 54, a), «‹обходящих»® 
неподвижный круг, точки возврата: 

2kr 
Aj, Ao, ..., Ат (2=4, p= m (k= 0, 1, ...у п!) 

2 1 
вершины By, Bg, ..., Вт le =A+2a,9= = (#+ 5). 

* О решении таких уравнений cm, стр. 144 — 146,
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6) При т дробном ветви перекрещиваются (рис. 54, 6), но движущаяся 
точка М, описав конечное число ветвей, возвращается в исходное поло- 

0) т=9 

Рис. 55, 

жение. При т иррациональном число ветвей бесконечно, 
точка М в исходное положение не розвратдается. 

8 (А + а) 
= ‚ при т целом длина всей 

кривой [. ==8 (А + а). Площадь сектора А! В, АзА| (без сектора неподвиж- 

ного круга): 5 = ха? (AF). Радиус кривизны pe SHAT) Ag , 

в вершинах 7 4a(A +a) —= —_——-——ы—-. 

р В” ад 
Гипоциклоида (рис. 55). Кривая, описываемая точкой окруж- 

HOCTH, катящейся без скольжения по другой окружности внутри нее, 

Длина одной ветви А, В, Аз = 
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Уравнение гипоциклоиды, координагы вершин и точек возврата, фор- 
мулы для длины дуги, площади и радиуса кривизны — те же, что для эпи- 
циклоиды с заменой «+a» на «—а»; число точек возврата при т целом, 
дробном и иррациональном (7 всегда > |) такое же, как у эпициклоиды. 
При т = 2 кривая вырождается в диаметр неподвижного круга. При 
т = 3 гипоциклоида с тремя ветвями (рис. 55, a): х = a (2 с0$$Ф-|- Cos 2$), 
у==а (2sing — sin 25); L = 16а, Spony = 2702. При т == 4 (рис. 55, 6) 

гипоциклоида с четырьмя ветвями (астроида): х=А соз3ф, у=А sind $; 

в декартовых координатах х2/ + y?/s — A/3: [=24а =6А; 5=5 nA2, 

agja>la<0 GaA<la<0 

Рис. 51. 

Удлиненная и укороченная эпи- и гипоциклоини- 
ды («эпи- и гипотрохоиды») (рис. 56 и 57). Кривая, описываемая точкой, 
лежащей вне или внутри окружности, катящейся без скольжения по 
другой окружности вне (энициклоида, рис. 56) или внутри нее (гипо- 
циклоида, рис. 51).
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Уравнение (в параметрической форме): 

х = (А - а} созф — Aa cos (4 а e). 

А-а + °). 
a 

У (A +a) sing — 2a sin ( 

А — радиус неподвижного круга, а — подвижного (причем в случае 
гипоциклоиды <--а» в уравнении заменяется на «— a»), Ла = СМ (для 
удлиненной > ЁЬ для укороченной 
<1). При А =2а (A — любое число) 

гипоциклоида х=а(1-- A) cos 9, 
у=а (1 — ^) Зпф обращается в эл- 
липс с полуосями а (1--^) иа(1—^). 
При А =а получается улитка Пас- 
каля (см. стр. 105)*: x =a (2cos 9 — 
— А с0$ 29), у=а (2sing — Asin 45). 

12. Спирали 

Архимедова спираль 
(рис. 53). Кривая, описываемая точкой, 
движущейся с постоянной  екоро- 
стью 9 по лучу, вращающемуся около Рис. 58. 
полюса О с постоянной угловой ско- 
ростью w, 

D 
Уравнение в полярных координатах: р == аф; а == —, Кривая состо- 

ит из двух ветвей, расположенных симметрично относительно оси Ох. 
Каждый луч ОК пересекает кривую в точках О, Ay, А», ..., Ay нахо- 
дящихся друг от друга на расстоянии AA iat =2na. Длина дуги ОМ: 

1 == 5 ip Уф? + 1 + Arsh $), = -1 для больших ф. Плошадь сек- 

(p3 + 14/3 
2 ' 

а? 

тора М:ОМ2: Sa = (фз — $3). Радиус кривизны г=а 

в начале координат го == = 

- ъ-- --ъ---..--..ъ-ъ.ь..ъ- 
oe --------.- 

= on 

Гиперболическая спираль (рис. 59). 
а 

Уравнение в полярных координатах: р = —. Кривая состоит из 

двух ветвей, расположенных симметрично относительно оси у; каждая 

* На стр. 105 через а обозначалась величина, которая здесь обозна- 
чена через 2Aa, а через { — диаметр 2a, Изменена и система координат.
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ветвь имеет прямую у==а асимптотой и начало О — асимптотической 
. a? {1 | a2 

точкой. Площадь сектора MjOMg: S=—j—{\———)J; him S= 2: 
291 93’ фас ? 

та \3 а 1 2 
Радиус кривизны Г = — Vite . 

Ф 
Логариф мическая спираль (рис. 60). Кривая, пересе- 

кающая все лучи, выходящие из одной точки О, под одним и тем же 
углом а. 

Уравнение (в полярных координатах): р = aek? [В = Ффеа, если 
к 

& =--, TO k=O и кривая — окружность]. Кривая имеет полюс О 
2 

T+ = 
асимптотической точкой. Длина дуги М: Мэ L= ТЕР spin 

РЗ 
предел длины дуги ОМ от начала: Lo ЕЕ р. Радиус кривизны 

r= VIR р= 10%. 

Рис. 60. Рис. 61. 

Развертка (эвольвента*) окружности (рие. 61). 
Кривая, описываемая концом натянутой нити, разматывающейся 

с окружности (АВ = ВМ). 
Уравнение в параметрической форме: 

х=асозф-- афушф, yeasing—apcose 

(а — радиус круга, ф == 4 ВОх). Кривая имеет две ветви, расположен- 
ные симметрично относительно оси х; точка возврата А (a, 0), пере- 

а 
сечения с Ох: x = tos фо ‚ где Фо — корни уравнения te ф==ф **. Длина 

0 

дуги АМ: [=- ag? Радиус кривизны: r= ap = У2аГ; центр кри- 

визны В лежит на окружности. 

* Об эвольвенте см. стр. 248. 
** О решении таких уравнений см. стр. 144—146.
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Клотоида (pre. 62). Кривая, для которой радиус кривизны 
обратно пропорционален длине дуги: г = aa: 5. 

t 
— xf2 

Уравнение в параметрической форме: л = aVr [ Cos = dt, 
t 0 

— 2 ~ 
у-аУ | sin mila dt*, где t= —, S=OM. 

2 аут 
0 

1 

0 

of \ 
= 

Рис. 62. 

Кривая симметрична относительно начала координат, являющегося 

TOUKOU перегиба (касательная — ось x); две асимптотические точки: 

а Va aVr a Vr аут 
А (+ 9 , + 9 ) и В (- р , 2 ) ° 

13. Некоторые другие кривые 

Цепная линия (рис. 63). Форму цепной линии принимает 
гибкая тяжелая нерастяжимая нить, подвешенная в двух точках. 

ое *la 
2 

х 
Уравнение» у-==а сп а = а . 

Кривая расположена симметрично относительно оси у, выше пара- 

болы у =a+5- (отмеченной штриховой линией). Вершина A (0, а). 

* Эти интегралы не выражаются через элементарные функции.
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Длина дуги АМ: L=ash * =a ; плошадь ОАМР: 

2 
S=al = а? sh = . Радиус кривизны 7 => =ach?2 = 

9 у 

Рис. 63. Рис. 64, 

Трактриса (рис. 64). Кривая, для которой длина отрезка каса- 
тельной от точки прикосновения М до точки Р пересечения с данной пря- 
мой (на рис. 64 — с осью абсцисс) — величина постоянная *. 

Трактриса является эвольвентой (стр. 248) цепной линии, причем раз- 
вертывание начинается в вершине А. 

а а+ Иа? - у? 
Уравнение: Халс, + a?—y2| =ат-— у у У a2 — =) 

Асимптота — ось x, точка возврата (с вертикальной касательной: 
А (0, а). Кривая симметрична относительно оси у. Длина дуги АМ: 

а . 
[ == а п у; при увеличиваюшейся длине дуги Ё разность Ё —х (где x— 

абсцисса точки М) = а (1 — т2) =0,307а. Радиус кривизны г = actg т. 

* Иными словами: если к одному концу нерастяжимой нити данной 
длины (а) прикреплена материальная точка (М), а другой конец (P) дви- 
жется по прямой (Ох), 10 эта точка (М) описывает грактрису (отсюда 
происхождение вазвания: трактриса — линия влечения).



ОТДЕЛ ВТОРОЙ 

ЭЛЕМЕНТАРНАЯ МАТЕМАТИКА 

1. ПРИБЛИЖЕННЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ 

1. Правила приближенных вычислений 

Приближенные вычисления, Выполняя вычисления, 
всегда необходимо помнить о той точности, которую нужно или которую 
можно получить. Совершенно недопустимо вести вычисления с большой 
точностью, если данпые задачи не допускают или не требуют этого 
(например, нельзя пользоваться семизпачными логарифмами при вычи- 
слениях с числами, имеющими 5 верных значащих цифр). Твердое зна- 
комство с правилами приближенных вычислений необходимо каждому, 
кому приходится вычислять, 

Погрешности. Разница между точным числом х и его прибли- 
женным значением а называется погрешностью данного приближенного 
числа. Если известно, что |x —al< А, то величина an называется 

предельной абсолютной погрешностью приближенной величины а: от- 
ношение an : а = Sn называется предельной относитсльной погрешно- 

стью: последнюю часто выражают в процентах. 
Пример: 3,14 является приближенным значением числа т, погреш- 

ность его равна 0,00159..., предельную абсолютную погрешность можно 
считать равной 0,0016, а предельную относительную погрешность — 

равной м = () 00051 = 0,051%. 
v7, 

Для краткости обычно слово «предельная» опускается. 
О погрешностях наблюдений см. стр. 565. 
Значашие цифры. Если абсолютная погрешность величи. 

ны а не превышает одной единицы разряда последней цифры числа а, 
то говорят, что у числа а все знаки верные *. Приближенные числа 
следует записывать, сохраняя только верные знаки. Если. например, 
абсолютная погрешность числа 52 400 равна 100, To 9810 число должно 
быть записано в виде 524.102 или 5,24.104. Оценить погрешность при- 
ближенного числа можно, указав, сколько верных значащих цифр 
оно содержит. При подсчете значаших цифр не считаются нули с ле- 
вой стороны. 

Примеры: |) | куб. фут == 0,0283 43 — три верные значащие цифры; 
2) | дюйм = 2,5400 см — пять верных значащих цифр. 

Если число а имеет п верных значаших цифр. то его относительная 

погрешность 6 = —— г, ГДе 2 — первая значашая цифра числа a, 
2.10 

* В этом определении часто требуют, чтобы погрешность не превы* 
шала половины единицы разряда последней цифры приближенного чи» 
сла. В связи с этим см, стр. 116 («округление»).
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У числа а с относительной погрешностью bn верны з значащих цифр, 

где л — наибольшее целое число, удовлетворяющее неравенству 

(1+2) 8, < 107 П», 

Пример’ Если число а = 47,542 получено в результате действий над 
приближенными числами (см. ниже) и известно, что 5 = 91%, TO @ 

имеет три верных знака, так как (4+ 1).0,001 < 10 7. 
Округление. Если приближенное число содержит лишние (или 

неверные) знаки, то его следует округлить. При округлении сохраняются 
только верные знаки; лишние знаки отбрасываются, причем если первая 
отбрасываемая цифра больше 4, то последняя сохраняемая цифра уве- 
личивается на единицу. Если отбрасываемая часть состоит только из 
одной цифры 5, то округление обычно делается так, чтобы последняя 
цифра оставалась четной. При округлении возникает дополнительная 
погрешность, не превышающая половины единицы разряда последней 
значащей цифры округленного числа. Поэтому, чтобы после округления 
все знаки были верны, погрешность до округления должна быть не 
больше половины единицы того разряда, до которого предполагают де- 
лать округление. 

Действия над приближенными числами, Резуль- 
тат действий над приближенными числами представляет собой также 
приближенное число, Погрешность результата может быть выражена че- 
рез погрешности первоначальных данных при помощи следующих теорем: 

1} Предельная абсолютная погрешность алгебраической суммы 
равна сумме предельных абсолютных погрешностей слагаемых. 

2) Относительная погрешность суммы заключена между наиболь- 
шей и наименьшей из относигельных погрешностей слагаемых. 

3) Относительная погрешность произведения и частного 
равна сумме относительных погрешностей сомножителей или, соответ- 
ствеино, делимого и делителя. 

4) Относительная погрешность 7-H степени приближенного чи- 
Cla в п раз больше относительной погрешности основания (как для це 
лых, так и для дробных п). 

Пользуясь этими теоремами, можно определить погрешность ре- 
зультата любой комбинации арифметических действий над приближен- 
ными числами. 

Примеры” 1) И == rth; Ау= Vd y= V(28,+ dp), 

х | 

2) “Vis: B= Ot yy 

2 \х 1-у/° 

Погрешность функции. Помимо данных выше правил, 
погрешность при вычислении значений какой-либо функции, аргументы 
которой заданы приближенно, может быть оценена с помощью диффе- 
ренциала этой функции. Погрешность функции есть не что иное, как 
возможное приращение функции, которое она получит, если ее аргумен- 
там дать приращения, равные их погрешностям. Tak как погрешности 
бывают обыкновенно достаточно малы, то практически вполне допустима 
замена приращений дифференциалами (см. стр. 34), Если известны толь- 
ко предельные абсолютные погрешности аргументов, то при вычислении 
дифференциалов необходимо для всех производных брать их абсолют- 
ные значения. 

* Если учесть возможную погрешность округления (см. ниже), Cae 
дует положить (1 + 2) ба < 0,5-10!~%,
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, а. _ oda - adb b Ag+ a Ap Примеры Па = Ap а + 52 ‘ 

———— dz xdx+ydy 42 Ax ty Ay 
= 2 3. — = i= — = ° 2) 2m V x2 + уз; 2 x2 уз 4 2 2 x2 + у? 
Для функции, значение которой находится при помощи таблиц, 

оценка погрешности может быть произведена крайне просто. Если аргу- 
MeBT задан с погрешностью Ау, то для определения погрешности f (x) 
находят, пользуясь линейной интерполяцией (см. стр. 15), приращение 
функции, соответствующее + Ay. Абсолютная величина этого прираще- 

ния A дает предельную абсолютную погрешность ff (x). 
Примеры: 1) Если диаметр круга D == 5,92 см имеет погрешность 

Ар == 0,005, то соответствующие погрешности длины окружности и пло- 

‹щцади круга равны соотвегственне (см. стр. 63 и 65), 0,015 см и 0,08 смз. 
2) Вели tg а == 0,818 + 0,002, то (см стр. 50) a = 39°17’ + 0°4'. 

Обратная задача. Если тоебуегся получить результат с опре 
деленной точностью, то, выведя сначала формулу для погрешности ре- 
зультата одним из указанных выше способов, можно определить допу- 
стимые погрешности первоначальных данных. Рещение этой задачи 
неоднозначно и требует дополнительных предположении. 

Пример: С какой точностью должны быть измерены катеты прямо - 
угольного треугольника, из которых один примерно втрое меныше дру- 
гого, чтобы погрешность угла, определенного по его тангенсу, не 

превышала одной минуты? Из {© ф = o следует (CM. выше): 
bA +aA b 

Ар om ‚о откуда, считая д = За и полагая 4, =: А,‚ получим аз +- 53 5’ 

1’ = 0,00029 == 0.4 = ? или dq = 0,0007. Итак, допустима одинаковая абсо- 

лютная погрешность измерения катетов, дающая для меньшего из BUX 
относительную погрешность 0,07%. 

Вычисления без точного учета погрешностей. 
Указанным выше способом может быть оценена предельная абсо- 
лютная погрешность, т. е. величина, заведомо превосходящая абсолют- 
ную величину истинной погрешности. При эгом все время предпола- 
гается, что различные погрешности друг друга усиливают, тогда как 
практически эте бывает крайне редко. При массовых вычислениях, когда 
не учитывают погрешность каждого отдельного результата, пользуются 
следующими правилами подсчета цифр. При соблюдении этих правил 
можно считать, что в среднем полученные результаты буцут иметь 
все знаки верными, хотя в отдельных случаях возможна ошибка в не- 
сколько единиц последнего знака *, 

1. При сложении и вычитании приближенных чисел в результате 
следует сохранять столько десятичных зваков, сколько их 
в приближенном данном с наименьшим числом десятичных знаков. 

2. При умно жении ц деленци в результате следует сохранять столько 
значамих цифр, сколько их имеет приближенное данное с наи- 
меньшим числом значащих цифр. 

3. При возведении в квадрат а куб в результате следует сохранять 
столько значащих цифр, сколько их имеет везводимое в степень 
приближенное число. (Последняя цифра квадрата и, особенно, куба при 
этом менее надежна, Чем последняя цифра основания.) 

4. При извлечениц квадратного п кубического корней в результате 
следует брать столько значащих цифр, сколько их имеет при- 
ближенное значение подкоренного числа. (Последняя цифра квадратного 

* Правила давы в редакции В. М. Брадиса.
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и, особенно, кубического корня при эгом более надежна, чем последняя 
цифра подкоренного числа.) 

5. Во всех промежуточных результатах следует сохранять одной 
цифрой более, чем рекомендуют предыдущие правила. В окончательном 
результате эта «запасная цифра» отбрасывается. 

6. Если некоторые данные имеют больше десятичных зна- 
ков (при сложении и вычитании) или больше значащих цифр 
(при умножении, делении, возведении в степень, извлечении корня), чем 
другие, то их предварительно следует округлить, ‚ сохраняя лишь одну 
лишнюю цифру. 

7. Если данные можно брать с произвольной точностью, то для по- 
лучения результата с А цифрами данные следует брать с таким числом 
цифр, какое дает, согласно правилам |—4, (k+ 1) цифру в результате. 

. При вычислении посредством логарифмов одпочленного выраже- 
ния следует подсчитать число зпачащих цифр в приближенном данном, 
имеющем наименьшее число значащих цифр, и взять таблицу логарифмов 
с числом десятичных знаков па | большим. В окончательном результате 
последняя значащая цифра отбрасывается. 

Умножение и деление приближенных чисел. 
Чтобы не получать ненужных знаков, умножение и деление прибли- 
женных чисел производят следующим образом. 

При умножении множителем берут менее точное число из двух CO- 
множителей. Умножение начинают со старших разрядов, и с получением 
каждого частного произведения зачеркивают у множимого последнюю 
справа цифру. При этом на последнюю зачеркнутую цифру желательно 
вносить поправку. 

При делении у делимого сохрапяется, согласно правилу 6, если это 
возможно, на один знак больше, чем у делителя. При выполнеаии деле- 
ния вместо обычного приписывания нулей к остаткам следует зачер- 
кивать по одной цифре делителя. На зачеркнутые цифры следуег при 
умножении вносить поправки. 

Примеры: |) Перемножить 4,128 и 2,953; 2) Разделить 12,189 на 4,128. 
Окончательная запись вычислений будет выглядеть следующим образом: 

ARS 2) 12,189] 4,\28 
2,953. ~ 8,2561 2,953 
8,256 _ 3,933 

£3715 3,715 
206 218 

12 _ 206 

12189=12,19 —12 
12 

2. Приближенные формулы 

Во многих случаях довольно сложные функции можно приближенно 
заменить более простыми, дающими результат с допустимой погреш- 
ностью. Для этой цели можно пользоваться несколькими первыми чле- 
нами разложения этих функций в ряд Тэйлора (см. сгр. 322) или при- 
менять метод наименьших квадратов (см. стр. 572). В последнем случае 
формула будет существенно зависеть от того промежутка, для которого 
она предназначается. На стр. 119 дано несколько наиболее употребн- 
тельных формул, полученных из ряда Тэйлора, с указанием даваемой 
ими точности.
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3. Счетная линейка 

Назначение счетной линейки. Простейшие вычисле- 
ния, содержащие умножение, деление, извлечение квадратного и куби- 
ческого корней, возведение в степень заданных чисел и действия с три- 
гонометрическими функциями данных углов, могут быть приближенно 
выполнены на счетной линейке. Точность вычислений различна в раз- 
ных случаях, но в среднем вычисления на счетной линейке длиной 25 см 
соответствуют вычислениям с тремя значащими цифрами, т. е. с отно- 
сительной погрешностью от 0,1% до 1%. В случаях, когда подоб- 
ная точность достаточна, вычисления следует выполнять на счетной 
линейке. 

Логарифмическая шкала. В основе конструкции счетной 
линейки лежит логарифмическая шкала, построенная следующим обра- 
зом. По оси от начальной точки в некозором масштабе откладываются 
отрезки, равные десятичным логарифмам ряда чисел (рис. 65). Если 

6789 

} 5 8 5 з\|[/ 

} т т att st } + ——=2+ 
} 2 3 6 5675890 20 30 ИХ 

60 70 80 90 

Рис. 65. 

отложен 12 а, то около соответствующей точки ставится пометка а 
(рис. 66). Около начальной точки должна стоять пометка | (ig lt = 0). 
Таким образом, на логарифмическоф шкале расстояние от пометки | 
до пометки @ равно в выбранном масшгабе Ig а. Так как Ig (10а)=1--1© а. 

бегунок 7 a 

ща — <a Движок 

Линейка 

Рис. 66. Рис, 67. 

то пометки по логарифмической шкале на участке от 10 до 100 будут 
в точности соответствовать нпометкам на участке от | до 10 для чисел, 
в 10 раз меньших. Это же рассуждение может быть проведено и для 
других участков шкалы. Поэгому участок шкалы длиной в одну еди- 
ницу масштаба может служить для предсгавления всей бесконечной 
логарифмической шкалы. Числам с одинаковым цифровым составом, 

т. е. отличающимся на множитель 10” (например, 7,15; 0,0715; 71 500), 
будет соответствовать на этом участке шкалы одна и та же пометка. 

Шкалы линеики. Счетная линейка состоит из линейки, движ- 
ка, скользящего в пазах линейки, и бегунка — рамки со стеклом, на 
котором нанесены одна или грн визирные линии (рис. 61). На линейке



и на двух сторонах 
движка нанесены шка- 
лы. Эти шкалы мы бу- 
дем называть: А, В, С, 
р. 1, K,L (рис. 68); нане- 
которых типах линеек 
зикалы Ги К отсутст- 
вуют, а шкала Ё поме- 
wena на обратной сто- 
роне движка. Прежде 
чем вычислять на счет- 
ной линейке, необходи- 
мо изучить ее шкалы. 

Шкалы А, В, С, О, 
J, К-логарифмические. 
Для шкал С, р и Геди- 
ница масштаба равна 
25 см, причем, в про- 
тивоположность всем 
остальным шкалам, по- 
ложительное направле- 
ние шкалы / выбрано 
влево. Для шкал Аи 
В единица масштаба 
равна 12,5 см, а для 
шкалы А -81/, см, в 
связи с чем эти шкалы 
имеюл на линейке два 
(Аи Ви три (К! то- 
ждественно равных 
участка Деления на 
всех логарифмических 
шкалах неравномерные 
и даны с различной 
сгеленью подробности 
в различных местах. 
При установке Ha ли- 
нейке чисел, для KO10- 
рых нет соответствую- 
щих пометок, считают, 
что в пределах одного 
деления логарифмиче- 
скую шкалу можно 
принять за равномер- 
ную, т. е. что, напри- 
мер, пометка для числа 
235 лежит посредине 
между пометками 234 
и 236. 

Шкала L — равно- 
мерная масшгабная 
шкала с делениями че- 
рез 0,002 единицы (за 
единицу принята дли- 
на 25 см). 

На оборотной сто- 
роне движка (рис. 69) 
навесены логарифмиче- 
ские шкалы тригоно- 
метрических функций 

СЧЕТНАЯ ЛИНЕЙКА 
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Т или Tg (tangens), $ или Sin (sinus) и $ & Г (sinus et* tangens), На шка- 
ле Т расстояние от начальной точки до пометки T° равно Ig tg T°, при- 
чем за единицу масштаба берется 25 см В начальной точке стоит по- 
метка 45° (lg tg 45° =0) Tax как Ig tg Т°<0 для T° < 45°, то соответ- 
ствующие пометки должны быть расположены слева от начальной точки 
(рис. 70). Нанесенный на движке участок шкалы Т соответствует значе- 
ниям Ig tg 7°, заключенным между —1 и 0, чго соответствует углам, 
лежащим между 5°43' (tg 5°43’ = 0,1) и 45°. Аналогично, на шкале S рас- 
стояние от начальной точки (с пометкой 90°) до пометки 5° равно lg sin 5°. 
Для 5° < 90° соответствующие пометки расположены слева ог начальной 
точки (рис. 71), так как Ig sin 5° <0. Имеющийся на движке участок 

r* 45° 5° 90° 
“gig — “lg sin $8 

Puc. 70. Рис. 71. 

шкалы S° охватывает углы от 5°44’ до 90° (sin 5°44’ —=0,1). Для углов, 
меньших 5°44’, в пределах точности линейки, значения синуса и тан- 
генса совпадают, и шкала $ & Т предсгавляет собой общий участок 
шкал Ig & T° u Igsin S° для углов, заключенных между 0°35’ и 5°44’, 
Для этих углов синус и тангенс меняются от 0,01 до 0,1 (на некогорых 
типах линеек шкала $5 нанесена с единицей масштаба, равной 12,5 си; 
тогда эта шкала охватывает углы or 0°35’ до 90°; данные ниже схемы 
вычислений с участием шкалы 5$ должны быть в этом случае пере- 
деланы), 

Правила вычислений. Процесс вычислений состоит в 
установке друг против друга двух чисел различных шкал линейки и 
движка и в чтении результата на одной шкале против какого-либо числа 
на другой. Эти операции выполняюгся при помощи бегунка. Ниже даны 
схемы, по которым выполняются простейшие вычисления на линейке. 

Общие правила: 1) Линейка дает только значащие цифры результата. 
для которого должен быть установлен еще десятичный разряд (месго 
запятой). Для этого лучше всего выполнить в уме грубый расчет, оце- 
нив порядок результата, 2) При сложных ьычислениях промежуточные 

POs 8 eC ee wae wet KH He eae «© 

co 

‘ a / а A 
es ini) TO 

Puc, 72, 

результаты не читаются, а только фиксируются визирной линией бе- 
гунка. Поэтому схемы следует выбирать так, чтобы результат каждого 
действия или группы действий читался на линейке, а не на движке, 
3) Если результат вычисления должен быть прочитан на линейке, 
против метки а на движке, вышедшей за пределы линейки, то должна быть 
сделана переброска движка: визирная линия бегунка ставигся против 
той конечной точки движка, которая лежит в пределах линейки, и дви- 
жок передвигается так, чтобы против визирной линии оказалась другая 
конечная точка той же шкалы движка (рис. 72). Тогда требуемая метка 
а окажется в пределах линейки, и результат может быть прочитан. 

Схемы. в схемах играет роль только расположение меток друг 
против друга, но не относительное расположение различных пар ме- 
ток. Движок может быть выдвинут как вправо, так и влево. 

* кей» — латинский союз «и».
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Умножение, деленце, пропорции 

С | ие 
| [2 & JC” 1 

| q, Gf Если с:=1, то 415 

i} | | т м | | И а1 = 154%. 
| ig a Г Если И=1, то 41=#545. 

| 19! 102 | а а 42 а? 

0 Ls i & up | chars ae hel ae 
й 2 

L 1, 6 _] . 
= [tf +2 = | f= 48 

| к | 1 Re 
у г tos © | _| сз = oa" 

END 
ul | =: fe 3 -] a ee 

| | а 

[ : “| aS dm ate a= ae 

L ac 
W = | b в | 4 = > 

] 

123 

Для умножения и деления пользуются обычно схемами + и И. 
позволяют выполнять сразу умпожение и деление на Схемы II—VI
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квадрат и куб заданного числа. Для комбинированных действий при 
меняются схемы УП и УПГ В вычислениях, содержащих многокрагные 
умножения и деления, следует многократно применять схемы УП и VIII, 

a-b-c 
Например, вычисление по формуле d-e-Feg выполняется в три при- 

аб с | 
ема- два раза по схеме VIII и един раз по схеме VII —. Я Е 

е ® 

Возведение в степень и извлеченце корня 

| _ и | @== 43, ome _ Red’. 

% и va 
г a Г —04; a,;=d5; k=d8, 

Вычисления по схеме IX выполняются только при помощи визира. 
По этой же схеме выполняется извлечение квадратного и кубического 
корня При этом подкоренное число должно быть разбито на группы 
по 2 или 3 цифры от запятой (см. стр 17), и в зависимости от коли- 
чества значащих цифр в первой слева ненулевой груипе определяется 

цифра  2цифры  Зциоры 
Рано О ИВ 

ke 7 | | > 

ив —— к t 
CD 74ugpa 2 Yupol 

Рис. 73. 

положение подкоренного числа на шкале А или К (рис. 73). Например, 

при вычислении У 3'75 число 3'75 ставится на первой половине шка- 

лы A, при вычислении У 0,000'05 число 0,000'050 ставигся на втором 

участке шкалы К. 

Логарифмирование 

| | 
Хх : tl=lgd. 

| iO 

Вычисления по схеме XI выполняются при помощи визира движок 
не используется. 

Шкала Ё дает только мантиссу логарифма. Характеристика нахо- 
дится по обычным правилам (см. стр. 135).
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Тригонометрические вычисления 

[ | a) 1 A" _ в. 
1$ 192 dy ds , 

. L | > у. | - 6) U2 Si” 9 $2", 
aq, dg 

[ 127 \22 a) _ 5 = a ° ; x0 | Е | * a: в ts 6) —
 

sin? 51° 8108 58° 

$ 

т с c= tg f°; а = с ©; 

оС ) lanes 
[ РЕ AL 

У И 

р $ 

т с == $1 $; d= 5* м sin 5 

| + = sin s° *, 
1 

e
o
)
 Py 

A
 

o
r
 

Вычисления по схемам XII и XIII производятся при движке, пере 
вернутом обратной стороной Некоторые вычисления с тригонометри- 
ческими величинами могут быть произведены без перевертывания 
движка. При этом установки меток на шкалах $ и Т производятся 
при помощи черточек, имеющихся в вырезах обратной стороны ди- 
нейки (схемы XIV и XV), 

* Эта схема неверна для линеек с масштабом шкалы 5, равным 
12,5 см. См. стр. 122.
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Особые значки 

Перевод градусов в радианы и обратно: 

| | p°== 57,30; 
XV jee 2 —]|  p'==3438; 

| ig Ip” Ip’ р p''==206265, 

: а! @° = рад. (- 8 pax.) d' = {1 рад, (- of pax.) 

. а" 

а" = ig рад. (- ой pax. 

(например, 15° = 0,262 рад., 15’ == 0.00436 рад. 15" = 0,0000727 рад.). 
Вместо схемы XVI может быть использована также схема I, 
Нлощадь круга (схема XVII): 

La | 

— 

a 

1 
| | 

pt | 
Га! 

| on 

Если на бегунке нанесены три визирные линии, то площадь круга 
находится без помощи движка, по схеме XVIII, 



П. АЛГЕБРА 

А. Тождественные преобразования 

1. Основные понятия 

Определения. Алгебраическим выражением называется одна 
или несколько алгебраических величин (чисел или букв), соединенных 
между собой знаками алгебраических действий (+, —, :, У UT. п.) и 
знаками последовательности эгих действий (различного вида скобками). 
То жбеством называется такое равенство двух алгебраических выраже- 
ний, которое остается верным, если вместо входящих в него букв под- 
ставлять любые величины, если же равенство верно только пои 
подстановке некоторых определенных значений, то оно называется 
‘уравнением *. 

То ждественное преобразование — получение из одного алгебра- 
ического выражения другого, ему тождественно равного, — может про- 
изводиться различным образом в зависимости от цели преобразования, 
когорую всегда нужно иметь в виду, например придание выражению 
более сжагого вида, удобного для подстанозки вместо букв их число- 
вых значений или для дальнейших преобразований: приведение выраже- 
ния к виду, удобному для решения уравнений, логарифмирования, 
дифференцирования, интегрирования и т. п. 

лассификация алгебраических выражений, 
В каждом отдельном случае в алгебраическом выражении выделяются 
буквенные величины — основные, — по отношению к которым ведется 
классификация; неосновные величины (остальные буквы) называются 
параметрами выражения. Выражение относится к тому или иному 
классу в зависимости от того, какие действия производятся над основ- 
ными величинами, входящими в него. В целых рациональных выражениях 
над основными величинами производялся только сложение, вычитание 
и умножение (включая сюда и возведение в целую положительную сте- 
пень), в дробных рациональных выражениях входит (кроме перечислен- 
ных действий} деление на основные величины ** (или возведение в отри- 

цательную степень), в иррациональных выражениях присоединяется 
извлечение корня из основных величин *** (возведение в дробную Cie- 
пень), в показательных выражениях — возведение в степень, содер- 

* Об уравнениях см стр. 135—165. 
** А также деление на гелые рациональные выраженин из основ- 

ных величин. 
*** А также из целых или дробных рациональных выражении из 

основных величин.
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жащую основные величины *, в логарифмических — логарифмирование 
основных величин. *. | 

Во всех нижеследующих примерах основные величины обозначены 
последними буквами алфавита (x, у, &,...), а параметры — начальными 
(а, 0, с, ...) или средними, где средние буквы (т, п, р, ...) прини- 
мают лишь целые положительные значения. 

2. Целые рациональные выражения 

Представление в виде многочлена. Всякое целое 
рациональное выражение можно представить в виде многочлена при 
помощи элементарных преобразований (приведение подобных членов, 
сложение, вычитание и умножение одночленов и мпогочленов). 

Пример- 

(— a3 + 2a°x — x3) (4а? + 8ах) + (a3x? + 2а?хз — 4ах4) — 

— (a5 + 4asx2 — dax4) = — 4a5 + 8aix — 4a*x3 — 8a4ix + ба3х?— 8ах4-- 

+ а3х? + 2a2x3 — 4ах4 — ad — 4а3х? + 4ах4 = 
wet wee — —— Щ А ^^. ~ | wee wee 

= — 505 -|- 13a38x?2 — 2а*х3 — 8ax4, 

Разложение многочлена на множители. Во milo 
гих случаях многочлен можио представить в виде произведения мно- 
жителей (одночленов и многочленов) при помощи вынесения за скобки, 
способа группировки, применения формул сокращенного умножения 
и деления и использования свойств уравнения, 

Примеры: 
1) Вынесение за скобки: 

8ах?у — 6bx8y2 + 4схз = 2х? (day — 3bxy2 + 2cx3), 

2) Способ группировки: 

бл + ху — y2 — 10х2 — Бух = 6х2 + Зху — 2ху — у? — Юхё — буд = 
а № Va Va Vin Va ТА — 

= 3x (2х + у) — у(2х -+ у) — 52 (2х + У) == (2х + у) (3х — y — 82), 

3) Использование свойств алгебраических уравиений **: 
2(х) = x6 — 2х5 +444 -- 2х3 — 5х2, а) Выносим х? за скобки. 6) Под- 
бором устанавливаем, что числа ay = | и аъ = —]! являются корнями 
уравнения Р(х) = 0. Деля P(x) на х2(х — (хх + 1) = ха — x2, полу- 

р 2 

чаем в частном х2—2х +5, В этом выражении р = — 2, g=5, 3) 7 

—@<0 u ono более на действительные множители разложено быть не 
может. Следовательно: 

x8 — 2х5 + 4х4 + 2х8 — 5х2 = х2(х — 1) (x + 1 (2 — Qe + 5), 

Формулы сокращенного умножения и деления: 

(x + у) = x2 + 2ху- уз, 

(XY + 2)? = x2 -[ у? + 22 + wy + 2х2 + 2уг, 
(ХУ... Е и = x2 + у а... + и? + 

+ xy 2х2 +... 2хи + 2у2 +... 2уи-Ь... + №4, 

(xe ck у) = х8 + 3х2у + Зху? + уз, 

* А также рациональные или иррациональные выражезиз из OCHO 
ных величин. 

** См. стр. 140.
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(x + yy? вычисляется по формуле Ньютона (см. стр. 163), 

(x + y) (4% — y) = x2 — 2, 

(x? — yy s(x В... + ey BB 4 уп, 
— —2 — --*) — 

Пух Е бух, уп + yr 
(только при п нечетном!). 

ух xB yt By? gy? уп 
(только при л четном!). 

Нахождение наибольшего общего делителя 
двух многочленов. Два многочлена P(x) (п-й степени) и Q(x) 
(т-й степени) (2 = т) могут иметь общие множители, содержащие х; 
произведение всех этих множителей называется наибольшим общим 
делителем данных многочленов. Если P(x) и Q(x) не имеют таких 
общих множителей, то они называются взаимно простыми (их наиболь- 
ший общий делитель = comst), 

Наибольший общий делитель многочленов P(x) и Q(x) можно 
найти, не зная разложения их на множители, следующим способом 
(алгоритм Евклида): 

1) Делится P(x) на Q(x); частное 7, (х), остаток В; (x): 

P(x) = 9 (х). ТГ (x) + К: м). 

2) Делится Q(x) на Ry (х); частное Го (х), остаток Re» (x): 
9х) = Ry (x) Го (x) + Ry (x) 

и т. д. Последний остаток Кр (x), не равный нулю, и есть наибольший 
общий делитель многочленов P(x) и Q(x), 

Нахождение наибольшего общего делителя применяется при реше- 
вии уравнений (отделение кратных корней — см. стр. 141, применение 
способа Штурма — стр. 142, при интегрировании по методу строград- 
ского — стр. 338—340, и в других вопросах). 

3. Дробные рациональные выражения 

Приведение к простейшему виду. Всякое дробное 
рациональное выражение можно преобразовать в отношение двух много- 
членов, не имеющих общих множителей, при помощи элементарных 
преобразований (сложения, вычитания, умножения и деления многочле- 
нов и дробей и сокращения дробей). 

Пример: Преобразовать к простейшему виду: 

|. X+2z (8xz + 2х + у) =2 —wvz+x4+2 
I += (x3z2 + x) z т 2 ~ x (= + =) 

bx23 + 2х2? + уг? + (х32? + x) (— y2z2 х+ 2) 

х323 4 xz — 
Зх23 + 2х2? + yz2— x3 y2z3 — wytz + x4z2 -- х? 4 х82З + x2 

= х323 + xz у 

Выделение целой части, Отношение двух многочленов 
с общей основной величиной х называется алгебраической правильной 
дробью в том случае, если степень m старшего члена * числителя меньше 

* То есть члена, содержащего х в наибольшей степени.
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степеви п старшего члена знаменателя, и неправильной, если т > п. 
Всякая неправильная дробь может быть преобразована в сумму много- 
члена и правильной дроби при помощи выделения целой части (деление 
многочлена на многочлен). 

Пример: Выделить целую часть из 

__ 3х4 — 10ахз + 22а2х? — 24а3х + 1004 
R(x) = x2 — 2ax + 3a2 

3x4 — 10ax3 + 22a2x2 — 24азх + 10a4 x2 — 2ax + 3a? 
3х4 — бахз + 9а2х? 3х? — 4ах + 5а? 

— 4ax8 + 13а*х? — 24а х 
— 4ax8 8а2х? — 13азх 

5а?х2 — 12a8x + 10а4 
5а*х? — 10азх + 15а4 

— 2а3х — 5a4 

Ю (x) = 3х? — 4ах + 5а? -- 
— 2a38x — 5a4 

x2 — Зах + За? ° 

Разложение на элементарные дроби. Всякая пра- 
вильная несократимая * дробь 

9 (х) _ box™ 4. bx! +... Нот 

P(x) xt ах" "+... +a, 
R(x) = 

где коэффициенты 09, 61,..., 0, 21, dzy.-+)@, — некоторые дейст- 
вительные числа (коэффициент при старшем члене знаменателя мы 
делаем равным |, деля на него числитель и знаменатель), может быть 
единственным образом преобразована в сумму элгментарных (про- 

2 
ИЛИ ХЕ 7° где (2) —а<09. 

(х — a) (x¥ + px + q) 
При этом могут быть четыре случая **: 

1) Знаменатель P(x) такой, что уравнение P(x) = 0 имеет только 

стых) дробей вида 

действительные однократные *** корни &1,..., an: Разложение ведется 

по формуле: 

9 _ box™ +e t Om _ A + В + 4 

P(x) (x — a4) (я-а)... ¥-— a, ха oo x—a): 

cAe коэффициенты A, В,..., С определяются формулами 

Aa 90 po 94) = _ ly) 
Р’(а1) ’ Р’ (ag)’ ' P (a) 

. АР 
(2 знаменателях — значения производной -_ при x —=a,, X= ag,.. .) 

* То есть такая, числитель и знаменатель которой не имеют общих 
множителей, содержащих х. 

** Если мы не будем ограничиваться только действительными чис- 
лами, 10 случай 3) не будет отличаться от случая |), а случай 4) — or 
случая 2). такой точки зрения всякую дробь R (+) можно преобра- 

зовать в сумму только простых дробей вида где Ana — Kom 
(¥ —a)k’ 

плексные числа. Это используется при решении линейных дифферен- 
циальных уравнений (см. стр. 460). 

*** О кратвости корней см. стр. 140.
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‚6х2 —x+1 A B Сс . _ _ 
Пример: xs x = ТУЗТКУНИ: a, =0, аз = \ и 

a3=—1; Q(x) =6x2 —-х-1; Pl (x) = 8x2 — 1; 4-30 - — 1, 

Q (i) бт, 8 4 
B= ori = Зи ~ РП = Рая x НИ 

Другой способ определения А, В, ‚ С — метод неопределенных 
коэффициентов (применяется во всех ‘четырех случаях). 

Пример: 

АВ 4 __ A(x? — N+ Вхх +1i+Cx(x—l) 

x8 — x x—l tin x (x2 — |) 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x числителей 
в левой и правой частях равенства, получаем систему уравнений: 
6=A+B+C, —1=B—C, |=-— A; решая ее, находим для A, ВиС 
те же значения, что и выше. 

2) Корни знаменателя действительные, но среди них есть кратные, 
Разложение ведется по формуле: 

Q ix) _ byx™ 4+ ыхт —l4 +o, _ A 

P (x) (х — а) 1 (x — a») 2 - 2+ (4 ~— aj) kj Хх“ 

Аз 
Та-а + cee 

Lp. 
Any В: | В тЫ Ч. 4. ы. . 

(х—а2 i аз) #2 (x —a,) k; 
... 

(х—а1 1 + — gg 

. *+i As Пример: и“ + x= | too — Tp +i («= at ; коэффици- 

енты A;, By, Be u Bz находятся методом неопределенных коэффициентов. 
3) Среди корней знаменателя есть комплексные, однократные. Раз- 

ложение ведется по формуле 

9) _ Бохт + ыхт 1+... +6 

P (x) (x — a,)*1 (x — аъ) ,, (49 + pyx + 91) (x? + pex+ qa)... 
A, Ag Dx +E Fx +G 

ха @oayet’ ТРИ фри" 
3х2 — 2 Dx +E 

‚ Коэффициенты 
Пример: (x2 + x + 1) (x + 1) a Ч я Хх!’ 

А, О, Е находятся методом неопределенных коэффициентов. 
4) Среди корней знаменателя есть комплексные, кратные. Разложе- 

ние ведется по формуле 

Qix) _ box™ + byxM—la to, 

P (x) sani (ae — ag)P2. (x2 + pyxtaqu)t (8 + pox + gayle... 
__ 1 Dix +E; Dex + Ee 

ев +. Зря а: Гора + "° 
Di,* + Е, Fix + С! Вох + Gi, 

(x9 pixtails Яр tz То рух) 
5х2 — 4x + 16 Dix + Ey Dgx +- Eg 

Mpumer: Зухи НЕЕ. 
A, Di, Ву Da, Eg находатси методом неопределенных коэффициентов.
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. а с 
Преобразование пропорций, Из пропорции 5=т 

следуют равенства ad =6 а_5 Че 54 а также плроизводн 
уютр = с ad'b а’а ec’ Р ые 

пропорции +b ctd atb с+а ate 6+4 a+b с--а 

ропорц оби а с 'с ^ а '’а-ь сд’ 
а 

и . а! а2 п 3 равенства нескольких отношений р. =... =. следует 
1 2 n 

ата... На, ay 

bit bo+... +6, 61° 

4. Иррациональные выражения; преобразование 
степеней ц корней 

Приведение к нормальному виду. Всякое иррацио- 
нальное выражение может быть преобразовано к так называемому нор- 
мальному виду при помощи 1) сокращения показателя, 2) вынесения 
за знак корня, 3) уничтожения иррациональности знаменателя. 

Сокращение показателя производится на наибольший общий дели- 
тель показателя корня и показателей всех множителей, стоящих под 
знаком корня (подкоренное выражение предварительно разлагается на 
множители). 

: 3 
Пример У 16612 —2хи = 42.52 (x—1)2=7 45(х—1). 

Выносить за знак корня можно такие множители X, степень кото- 
рых т больше или равна показателю корня п. Тогда т делится на п, 
и Х выносится за корень в степени частного и остается под кор- 
нем в степени остатка от этого деления. 

3 3 
Пример У 32x4 96210? — 2ху223 У 4xzu?, 
Уничтожение иррациональности в знаменателе производят раз- 

личными способами. 

ven 

Vz / F.-Y ree 
1) = 

4y2 

Ve VE Vee 
22 me 

3) _ “У 
ТУ ры тя = “iy 

wi xrPy t+ V9 п ж-ху учу я 

о et V let — xy WD эн с 
Пример. Привести к нормальному виду 

816 3х Ух _ 

Va Vx Te ПУ Их 
_ 5х Vix 2 4 Ух) _ 3х V 2x + 3x2 

а—х 2-х ‘` 



ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ И ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ ВЫРАЖЕНИЯ | 33 

Преобразование стененей и корней 

хт я \п хп il yn ym T= хт-—п, (gy tM yl (>) =~, (хт)” — хтлт. (X) 

У 

И.М. ИИ, V9 Ve У 

atta (Yu) Vf Va as. 
Обобшение понятия о показателе Условно принимается 

| n n — тип { ЖП — xl у x хтт = ут, x Уп _ — 
п я х и xm 

По отношению к нулевым, отрицательным и дробным показателям 
справедливы те же формулы преобразовлний (Х)}, что и для целых поло- 
жительных показателеи, это позволяет часто упрошмать вычисления 

Пример 

Va Ves Vas (Ит-Ут+ут-УВ - 
(01/8 4 2/3 4 И 4 l/s Pte) 

= хх: 4+ x°/4 + х1 3/12 — 5/6 — x — xt _ ХИ 4. 

+ ха tit ie 4g 4 8/6 — Mie хе L978 pe 
4 12 12 4 

= Pla Via io 4 8/4 oe № —У хз maf xtt 4x8, 

5. Показательные и логарифмические выражения 

Преобразование показательных выражений 

вида а* производится по формулам, аналогичным (ХХ): 

a* Ум 
ata) =a* ty, we (a*)¥ = ary, aX = ам; 

при этом х и у могут принимать любые числовые значения. Показатель- 
ные выражения, в которых основаниями являются различные величины 
a*, bY, с*,..., можно преобразовать к выражениям с общим основа- 
нием, пользуясь тождеством 6 == @!O8 аб. 

Пример: Представить (a*b"): с® в виде степени а 

a*bs ax*q¥ log gb = = grt ylog gd —zlogye, 
сё az 198 аб 

К подобному виду можно привести всяхое выражение, не содержащее 
суммы и разчости степеней. 

Выражение e*, где е — основание натуральных логарифмов (см, ниже). 
обозначается иногда exp (¥],
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Логарифмы. Логарифмом А числа N при основании а (обозна- 
чается А = log, № называется показатель степени, в которую нужно 

возвысигь а, чтобы получить №. Следовагельно, из равенства а“ = М 
следует log,N = А, и обратно, из второго равенства вытекает первое. 

Всякое положительное число имеет при любом положительном ос- 
новании (кроме единицы) свой логарифм; логарифмы различных чисел 
при одном и том же основании а образуют систему логарифмов при 
этом основании. Зная логарифмы чисел при одном основании а, можно 
определить логарифмы этих чисел при другом основании 6 uo формуле 

logpN = М +108 М, где М = (модуль перевода) * 
| 

logg2 

Основные свойства логарифмов при одном и TOM же основании а 
(axl): 

— © приа>1, 
Юва 1 ==0; logg a=}; log, 0= { +00 при а<{!; 

N 
log (NV, + №) = log Ny + log Ne; log м, = log №: — log №; 

м (хх) 
log (МП) = n log М; log И N= = log М. 

Логарифмированием данкой величины называется нахождение ее 
логарифма **; нахождение величины по ее логарифму называется по- 
тенцированцем. 

Употребительные системы логарифмов десятичные, или бриегго- 
вы — при основании 10, применчемые обычно при вычислениях (обозна- 
чение: 10910 N = 12 №), и натуральные, или неперовы (гиперболические) 
при основании е == 2,71828...*** (обозначение: 108›/№ = In М). 

Модуль перевода натуральных логарифмов в десятичные; 

M=lige = т => 0,43429; Ig N == 0,43429 In М; 

модуль перевода десятичных логарифмов в натуральные: 

М! = a = In = = =~ 2,30259; In N = 2,30259 tg N 

Свойства десятичных логарифмов. Десятичные логарифмы записы- 
вают в виде десятичной дроби с точностью до определенного десягичного 
знака; ее целая часль называется характеристикой логарифма, а дроб- 
ная — мантиссой, например? Ig 324 = 2,5105, характеристика равна 2, 
мантиссой будет 0,5105. Числа, получающиеся из данного умножением 

или делением на 10” (например: 3240; 324000; 3,24; 0,0324 из 324), имеют 
десятичные логарифмы с одинаковой мантиссой (0,5105). Мантисса оты- 

* Удобно пользоваться следующей легко запоминаемой формулой: 

‚ где в правой части — логарифмы при любом (одном и. 

том же) основании, 
** Логарифмированием называют также преобразование логарифми- 

ческих выражений по формулам (KX) — представление логарифма слож- 
ного выражения через логарифмы входящих в него величин (см. стр. 135), 

+** Определение числа е см. стр. 278,
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скивается по таблицам логарифмов *, причем на положение запятой и 
на нули слева и справа в числе внимания не обращается. Характери- 
стика определяется по правилу: 1} если число > \. то характеристика 
на единицу меньше числа его цифр. стоящих перед запятой, 2) если 
число < |, то характеристика отрицательна и равна но абсолютной ве- 
личине числу нулей слева. включая и нуль целых. Например: |g 3240 = 

= 3,5105; Ig 324 000 = 5,5105; Ig 3,24 = 0,5105; Ig 0,0324 =2,5105. Знак «—» 
ставится над характеристикой, так как мантисса остается положитель- 
ной; такую «неполную» — искусственную — форму отрицательного ло: 
гарифма можно превратить в «полную» по правилам: |) абсолютная 
величина характеристики неполного отрицательного логарифма на еди- 
ницу больше абсолютной величины характеристики полного отрицатель- 
ного логарифма; 2) цифры мантиссы дополняются до 9, а последняя знача- 
щая ее цифра (не нуль) — до 10; нули в конце остаются на своих местах. 

Примеры: 2,5105 = — 1.4895; — 3,2780 = 4,7220. 
Часто (особенно в таблицах), чтобы избежать надстрочных знаков, 

к неполному отрицательному логарифму прибавляется число 10. На- 

пример, вместо 1,324 пишется: 9,324. 
Преобразование логарифмических выражений 

(логарифмирование) производится по формулам (XX) **, 

3x2 у 
Пример: Прологарифмировать выражение —528 

3 
3x2 y 3 

— — = 2 У _ 8) = log ТЕ log (3x У) — log (2248) 

—log 3+ 2logx +5 log у — log 2 — log z — 8 log и. 

Часто употребляется обратное преобразование — представление вы- 
ражения, содержащего несколько логарифмов от различных величин, 
в виде логарифма от одного выражения. 

e % 8 

3х? У № 

Пример: 

1 
log 3 + 2 log х + 3 log у — log 2 — log ё — 3log a= log 928 ° 

О логарифмической (счетной) линейке см. стр. 120—126. 

Б. Уравнения 

6. Преобразование алгебраических уравнений 
к канонической форме 

Определение. Уравнением с одним неизвестным 

F(x) = f (x) 

называется равенсгво двух функций от одной и той же переменной ве- 
личины, верное лишь при некоторых определенных значениях этой 

* Таблицы десятичных логарифмов {точнее — таблицы мантисс) см. 
стр. 44—45; таблицы антилогарифмов (т. е. чисел по данным мантиссам) 
см. стр. 46—47; таблицы натуральных логарифмов см. стр. 58—69. 

** Для логарифмирования выражений, представляющих собой 
сумму или разность. их предварительно следует преобразовать 
к выражениям, удобным для логарифмирования (т. е. содержащим про- 
изведения и частные).
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переменной *. Переменная, входящая в уравнение, называется неизвест- 
ным, а значения (Xj, Хз, ..., х„), при которых оно верно, — корнями 

HAW решениями уравнения. Два уравнения называются равносильными’ 
если они имеют одни и те же корни. 

Уравнение называется алгебраическии, если каждая из входящих 
в него функций F(x) и f (x) является алгебраической (рациональной или 
иррациональной). Одна из этих функций может быть постоянной вели- 
чиной. 

Из всякого алгебраического уравнения может быть путем алгебраи- 
ческих преобразований получено уравнение в канонической форме: 

P (x) = agx”™ + аахй 1 +... + an = 0** 

(ago может быть сделано равным 1), которое имеет те же корни, что и 

данное (и, может быть, некоторые лишние — см. ниже). 
Показатель л называется степенью уравнения. 
Пример Преобразовать к канонической форме уравнение 

х— 1 Ух? —6 x—3 

3 (x — 2) alt: 
Последовательные преобразования дают: 

x(x — 14 Их? — 6) = 3x (x — 2) 3(х —2)(х — 3); 

x2 — x t x Vx? — 6 = 3x2 — 6x + 3x2 — 15x + 18; 

xV x2 — 6= 5x? — 20% -+ 18: 

x2 (x2 — 6) = 25х4 — 200х3 + 580%? — 720% 4 324; 

244 — 200х3 + 586х? — 720х +- 324 =0 (каноническая форма). 

Следовательно, данное уравнение есть уравнение 4-Й степени. 
Система n алгебраических уравнений — совокуп- 

ность п равенств, справедливых только для определенных групп 
(<1, У, ..., 21; Хз, \9,..., 23; .. .) значении неизвестных (х,У,...,=); 
каждая такая группа (совокупность) называется решением этой системы. 

Всякая система алгебраических уравнений может быгь преобразована 

к канонической форме 

Py (х, У, ы ..) =0, 

Р›(х. у...) =0, 

PMX, V6.) = 0, 

где Р; — многочлен относительно Хх, у, &,... 

Пример. Преобразовать к канонической форме систему 

ie ‚ 2) as =Vz, 3) xy =2 

Каноническая форма: 

1) x2z2 — у==0, 2) x2 — 2х + 1 — y2z 22 — 2=0, 3) ху —2=0, 

I) 

* Если равенство верно при любых значениях переменной х, 
то оно называется Тожоеством. 

** Здесь и далее коэффициенты Ao, а1,... предполагаются дей- 
ствительными за исключением особо оговоренных случаев,
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Лишние корни. При преобразовании алгебраического урав- 
нения к каноническому виду Р(х) = 0 могут встретиться случаи, когда 
Р(х) =0 будет иметь решения, не удовлетворяющие исходному уравне- 
нию. Эти случаи двух типов: 

1. Обращение знаменателя в нуль. Если уравнение имеет вид дроби 

P(x) 0, ! 
Q(x) и 

где Ри О — многочлены, то, умножая обе части равенства на знамена- 
тель, получаем уравнение в канонической форме 

Р (x) =0, (2) 

все корни которого те же, что и уравнения (1), за исключением того слу- 
чая, когда какой-нибудь из корней х =a уравнения Р(х) = 0 является 
также корнем уравнения О (x) = 0. Тогда дробь следует предварительно 

сократить на х —а [или на (х — а)", если это возможно]; в противном 
случае P(x) = 0 будет содержать корень х =, не являющийся совсем 
корнем уравнения (1) или являющийся корнем его, но меньшей крат- 
ности *. 

Примеры: 
x3 | x3 — | 

1) =——— ИЛИ = 
х-—1 

0; (1’) 

если не сократить на x — | и отбросить знаменатель, то корень х1 = | 
уравнения x3 — | =0 не удовлетворяет уравнению (1’), так как обращает 
его знаменатель в нуль. 

9 x8 — 3x? + 3% —1 _ 9, (о 
x2— w+! ~ ) 

если не сократить Ha (x — 1)? и отбросить знаменатель, то получится 
уравнение (x — 1)3 =0, имеющее трехкратный корень xX; = 1, в то время 
как (2’) имеет однократный корень х = 1. 

П. Иррациональные уравнения. Если данное уравнение содержит 
неизвестное под знаком радикала, то, приводя его к каноническому виду, 
получаем второе уравнение, которое может иногда содержать корни, не 
удовлетворяющие исходному уравнению. Поэтому после решения вто- 
рого уравнения следует производить проверку, подставляя его корни 
В исходное уравнение 

Пример: 

Их-ЕТ- 1 = 2х или ИУх-+7=2х — 1, cv’) 

x-+7 = (2х — 1)? или 4х2 —5х —6=0. (2”') 

Корни уравнения (2/'): ху = 2, хо = — я ; м. удовлетворяет уравнению 

(1”’), а x, — не удовлетворяет (в уравнении (1”) радикал понимается 
в арифметическом смысле). 

7. Уравнения 1-й, 2-й, 3-й и 4-й степеней 

Уравнение 1-й степени (линейное). Каноническая форма 

ах о =0. 

. . b 
Число решении: всегда ONO деиствительное решение xy = — —, 

а 

* О кратности корней см. стр. 140.
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Уравнение 2-Й степени (квадратное). Каноническая форма: 
ах? + bx +c =0 или (после деления на a) х? + px +9 =0. 

Число действительных решений зависит ог знака дискриминанта О, 

равного 4ac — 6? или а — 7 : 

если D < 0, то имеются 2 решения (2 действительных корня), 
» 0=0,» > 1 решение (2 совпавших корня). 
>» D>O0, › > 0 решений (2 мнимых корня). 

Решение квадратных уравнений. 1-й способ — разложение (если 
удастся) левой части на множители: 

ах? + bx + с=а\(х - в] (х — В) или x? + px + а =(х — а) (x — В); 

тогда корни уравнения будут: *1 = a, = В. 
Пример. x2 +x — 6=0, x2+x — Е (х— 2); х1=- 3, х=а. 
2-й способ — применение формулы. 
а) Для вида ax? + bx + се =0: 

b V (ey 
_-—-+ — 

ОЗУ - tae 2 = (3) ae 

последнюю формулу удобно употреблять при четном 0); 
6) Для вида х? ++ рх + а=0: 

р p? 
“2 gtVY ч-9. 

Свойотво корней квадратного уравнения 

b Cc 
x Хо = —- =- р, Х1 * № = -— = 0. 1+ ^> a р 12 = =9 

Уравнение 3-й степени (кубическое). Каноническая форма: 

ахз + bx? + сх 4 =0 

или (деля на а и вводя вместо x новую переменную. у = x + a)! 

у8 + Зру + 24 = 0, (>K) 

253 bc а sac — b2 

где 29 = таз ~ qa Та "№ =^ за — 
Число действительных решений уравнения (X) зависит от знака 

дискриминанта D = 92 
если О >> 0, то уравнение имеет | решение (одно действительное и два 

МНИМЫХ); 

если р < 0, то уравнение имеет 3 решения (TPH действительных различ- 
ных корня); 

если О ==0, то уравнение имеет | решение при р = д =U (три совпав- 
ших нулевых корня}, и 2 решения при р3 = — 92 520 (из 
трех действительных корней два совпали). 

Решение кубических уравнений. 1-й способ — разложение цесли 
удастся) левой части на множители: 

ахз + bx? +ex%x+d=a(x — a)(x -В(х-т; 

корни уравнения: х; = a, Xo =В, =}. 
Пример: x8 + x2 — 6x = 0; tof ye Gx ox (x + 3) (х — 2); х1 =0, 

Хо == — 3, Хз = == 2,
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2-й спссоб - применение формулы Кардана [для вида (Хх): 

Vp HUtv, у ey 229, Уз == вой + е1 9. 
3 3 

tmeu=Y —q+Vq? + pe, v= VY -9-У +, ae ив - 
1. УЗ 

корни уравнения x2 + x + 1 == 0, т. е. Е. = — 5 +i 18. 

В случае О = 9? + p? < 0 три действительных корня уравнения вы- 
ражаются через комплексные величины, и целесообразнее пользоваться 
третьим способом. 

Пример: уз + бу + 2=0. Здесь р =2, 9 =1; 92 +p? = 9; 

3 3 3 р 3 и = — 1-3 = 2 = 1,2599 oom —1—3= — 4 == — 1,5874. ИЕтЕ 259. = ут 
Действительный корень: $y = au -+- v = — 0,3275; комплексные корни: 

уз = — 5 (w+ 9) + ive (a — v) = 0,1638 +1. 2,4659. 

3-й способ — через вспомогательные величины, вычисляемые при 
помощи таблиц. В уравнении (Ж) обозначим г == + Y| р |; знак г должен 
совпадать со знаком g. Тогда вспомогательная величина ф и при ee 
помощи корйи yy, Yo и уз определяются в зависимости от знаков 
рир= 9? -- p3 из следующей таблицы: 

p<0 
p>0 

9 + pe SO q? + 28 > 0 

_ @ , 4 q 
059 — уз che = 75 she = 5: 

У = —27 cos 9/3 yy = —2r7 ch 9/3 у1 = —27 sh 9/3 
уз = +27 cos (60°—$/3) уз = 7 ch 9/3 + уз = rsh 7/3 + 

+iV 3rsh9/3 + iV 8rcho/3 
уз = +2r cos (60°--ф/3) уз = rch 9/3 — уз = rsh ф/3 — 

— ТУ 3rsh¢/3 — ТИ 3rcho/3 

Пример: у3 — Зу + 4 = 0. 

-3, 9=2; g?+ pe < 0; 
г = УЗ = 1,7321, cose =2:3 ИЗ = 0,3849; ф = 67°22’; 

yy = — 2 УЗ cos 22°27' = — 3,4641. 0,9242 = — 3,201; 
уз = 2 V3 cos (60° — 22°27’) = 3,4641 . 0,7929 = 2,747; 
уз = 2 ИЗ cos (60° + 22°97’) = 3.4641 . 0,1314 = 0,455. 

—
 

Проверка (cm, свойства корней): 

у: + Уз + уз = 0,001 вместо 0. 

4-й способ — приближенное решение уравнения — см, ниже, 
стр. 144- 146. 

Свойства корней кубического уравнения 

b 1 1 1 c а 
х Xoftxgen- —, — =--, мох = - 1+ №2 -{ хз aq) a te) xs д) 12% а?
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Уравнение 4-Й степени. Каноническая форма 

ал4 -- 6х3 + сх? Нах е=0. 
Число действительных решений (различных): от 0 до 4. 
Если 6 = =0, то корни уравнения ах\ -- сх? - е=0 (биквад- 

ратного) определяются по формулам: 

—с+ Ус? — fae 

2а у 
. =+ У. = 

АЕ, 9, 3,4 — У. У 

Если а=ен =, то корни уравнения 

ax4 + хз + сх? + bx + а=0 

(возвратного) определяются по формулам: 

_ У+У —4 _ = b+ Vb2 — 4ас + 8a? 
192.854 — 2 , I= 2a 

Решение уравнений 4-й степени общего вида: 1-й способ — разло- 
жение (если удастся) левой части на множители: 

ах4 + 6х8 + сх? + dx +e=a(x — а) (х-В ых — тах - 9) 

корни уравнения xX, = 4, Xo =В, Хз = 7, ХА = 8 
Пример 

x4— 2х3 — x2 + 2х =0, х (2 — 1)(* — 2)—= w(x — N(x + IG - 2) 
xy =0, xg=1, *X3=— 1, Hy = 2. 

2-й способ. Корни уравнения +x4-+ 6х3 + сх? ах +е=0 (a=1) 
совпадают с корнями двух квадратных уравнении 

х by—a b+ + (и) <0, 
где А = + V8y-+ 2 — 4c, a y — какой-либо действительный корень ку- 
бического уравнения 

8y3 — 4су? + (26а — Bey у е(4с - 6} - 42 =0. 

3-й способ — приближенное решение уравнения — см. стр. 144 —146. 
Уравнения 5-й степени ивыше в обшем случае в радикалах 

разрешены быть не могут 

8. Уравнения п-й степени 

Общие свойства алгебраических ураввений. 
Левую часть уравнения 

хп "+... а, =0* (1) 

обозначим через P(x); корень уравнения Р(х)==0 называется корнем 
многочлена P(x), Если а — корень Р (х) = 0, To P(x) делится на (х - a) 
без остатка, в общем же случае остаток от деления P(x) на (x — а) 

равев P\a) Если P(x) делится на (¥ — @)", но уже не делится на 

(x — a) 1, то я называется А-кратным корнем уравнения P(x) == 0; 
в эгом случае а является общим корнем многочлена P(x) и его произ- 
водных до (2 — 1)-го порядка включительно. Однократный корень урав- 
нения называется также простым корнем. Основчая теорема алгебры 
всякое уравнение л-й степени, коэффициенты которого — действительные 
или комплексные числа, имеет п корней, действительных или комплекс- 
ных, если А-кратный корень считать за А корней. Если корни P (x) 
равны а. В, Т,... И, соответственно, кратности их ® 2, т,..., TO 

P(x) = (х- а) (x — gy! (x — ae (%) 

* Коэффициент ао при старшем члене делаем равным | (mean все 
уравнение па этот коэффициент). 
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Можно упростить нахождение корней уравнения P(x) =0, сведя 
его к решению уравнения, имеющего ле же корни, что и данное, но все 
однократные. Это достигается разложением многочлена P(x) на два 
множителя: 

Р (x) = Q (x) F (x), 

где Q(x) = (x — a) 4 (x — py! , T(x) = (x — 0) (ХВ. Q(x) на: 
ходится как наибольший общий делитель (см. стр. 129) многочленов P (x) 
и P’ (x) (производная), а T(x) делением P(x) на Q(x), 

Зависимость между корнями уравнения и его коэффициентами. 
Если х1, хо, ..., хи — все п корней уравнения (1), то 

at 

ж- +... хм, = ху =-аь 

1х5 + X1%3 -- eee + “пп — ¥ jr; = Qo, 

n 
¥I1X9 0 X= (— 1) ay 

Уравнение с действительными коэффициен- 
тами. Комплексные корни уравнения с действительными коэффициен- 
тами могут быть только попарно сопряженными*, т. е. 
если такое уравнение имеет корень а = а-|- bi, то оно имеет также KO- 
рень 8 =a — bi 4 притом той же кратности. Произведение (x — а) (¥ — 6) 
в этом случае дает 

(х — а) (* — В) = x? + px +- 9, . (1) 
где р= —(a+f)=— 2a, 9 = В = а? -- 2, откуда следует (5) —9<0. 

Заменяя в формуле (Х) произведение каждой пары таких множителей 
по формуле (1), получаем разложение многочлена с действительными 
коэффициентами на действительные мпожители: 

P(x) =(х—а1) 1 (х— в)... (22 pix + ai)! (x2 4+ pox+ G2)? ave, (*%) 

в котором все числа 43, р,, 9; будут действительными и 3 —a< 0. 

Число KopHed уравнения с действительными коэффициентами. Из 
предыдущего следует, что всякое уравнение нечетной степени имеет 
по меньшей мере один действительный корень. 

Число дейсгвительных корней уравнения P (x) =0, заключенных 
между любыми числамиаиф (а <b), не являющимися корнями данного 
уравнения, может быть точно установлено следующим способом: 

1) Отделяют кратные корни уравнения Р(х) =0, т. е. получают 
уравнение, имеющее те же корни, что и данное, но простые **. В даль- 
пейшем через P(x) обозначается уравнение, не имеющее крат- 
ных корней. 

* О сопряженных комплексных числах см, стр. 495, 
** Способ получения такого уравнения указан выше. Практически 

можно начинать не с отделения кратных корней, а сразу с нахождения 
функции Штурма: если Рт пе равно const, то P(x) имеет кратные 

корни, и их следует отделить.
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2) Составляют pan функций Штурма: 

P(x), Р’(х), Ру (>), Po ix), «, Ри = const, 

где Р(х) — левая часть данного уравнения, P’(x) — производная, 
P, (х) — взятый с обратным знаком остаток от деления P(x) на P’ (x), 
P2 (x) — » » » » » » » P’ (x) » Py (x) 
и т. д., Рт — последний остаток (= consf) *, 

3) Подсчитывают число А пер^м’н знаков (т. е. переходов OT «+» 
К «—», и наоборот) в ряде чисел 

Р (а), р’ (а), Py (a), Ре (а), ..., Ри 

и число В перемен знаков в ряде чисел 

Р (5), P'(d), Pr (5), РЗ, „., Ри. 
} т 

Разность А — В равна искомому числу действительных корней урав- 
нения P(x) = 0 в интервале [а, 6] (теорема Штурма). 

Пример: Определить число корней уравнения х4 —5.х?2 -|-8х —8 =0, 
заключенных между 0 и 2. 

Вычисление функции Штурма дает: 

P (x) = x4 — 5х2 + 8х — 8; Р’ (x) =4х3 — 10х--8, Ру (x) =5х2 — 12х16, 

Ре (x) = — 3x + 284, Рз =— 1, 

Подстановка х =0 дает ряд чисел: —8, +8, +16, +284, —1 (2 пе- 
ремены); подстановка х = дает: +4, +20, +12, + 278, — 1 (1 пере- 
мена), A — В=2 — | =1|, т.е. между 0 и 2 имеется | корень. 

Число положительных корней уравнения Р (х) =0 не больше числа 
перемен знаков в ряду коэффициентов многочлена Р(х) и может от- 
личаться от него на четное число (правило Декарта). 

Пример: Уравнение х4--2х8 — хЗ--5х—1=0. Последовательность 
коэффициентов этого уравнения имеет знаки: + — + —, т.е. знак 
меняется три раза. Согласно правилу Декарта зто уравнение имеет 
три или один положительный корень. Tak как при замене x на —х 
корни уравнения меняют знаки, а при замене х па x +h уменьшаются 
на fA, то с помощью правила Декарта можно оценить и число отрица- 
тельных корней, а также число корней, больших A, В пашем примере 
замена х на —х дает х4 — 2х3 — х? —5х—1|=0, т. е. уравнение имеет 
один отрицательный корень. Замена х на ¥-+1 дает х4-- 6х3 -{ 11х2-- 
-- 13х--6=0, т. е. все положительные корни нашего уравнения (их 1 
или 3) меньше единицы. 

Решение уравнения 7-й степени, если п >> 4, для об- 
щего случая может быть произведено только приближенно; практически 
приближенные методы применяются и при решении уравнений 3-й и 
особенно 4-H степеней. Для приближенного нахождения одновременно 
всех корней алгебраического уравнения п-Й степени (включая и ком- 
плексные) может быть применен метод Лобачевского (см, Крылов — 
стр. 585: справочника). Для вычисления отдельных дейсгвительных кор- 
ней алгебраических уравнений с успехом могут быть применены об- 
щие методы приближенных решений трансцендентных уравнений (см. 
ниже, стр. 144—146). 

* Для упрощения вычислений найденные остатки можно умножить 
на постоянные положительные множители — это не меняет результата. 

** Если некоторые из этих чисел равны нулю, то при подсчете 
перемен знаков их пропускают.
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9. Трансцендентные уравнения 

Определение. Уравнение F (x) = f(X) называется трансцек- 
дентным, если хотя бы одна из функций F(x) или f (*) не является 
алгебраической. 

Примеры: 
9х 1 

1) 3% = 4h 9% 4) sin x = cos? ¥ — 4, 

2) 2-1 ge? _ gh? 5) 3chx=shx +9, 

3) 2 logs (3х — 1) — logs (12х + 1)=0, 6) х cos х = ах. 

В некоторых случаях решение трансцендентных уравнений сводится 
к алгебраическим уравнениям с последующим применением таблиц, 
вообще же трансцендентные уравнения могут быть решены только при- 
ближенно. 

Некоторые случаи трансцендентных уравне- 
ний, приводящихся к алгебраическим. 

Показательные уравнения. Неизвестное x или Р(х) (многочлен) 
находится только в показателях степени некоторых оснований а, 6, с, .... 
Такие уравнения сводятся к алгебраическим в следующих случаях: 

1) Если над степенями аР!(\), oP2'*), ‚,. не производится сложе- 
ния и вычитания, то уравнение следует прологарифмировать при любом 
основании. 

Пример: 3° —=4Х 2.2%; x log 3 =(x — 2) log 4+ х log 2; 

_ 2 log 4 

~ log 4 - log 3+ log 2 ° 
x 

2) Если a, b, с, ... суть целые или дробные степени одного и того же 
р Xx 

числа В (a=k*, b= RB с =#Т, ...), то, полагая у = А”, получаем в 
некоторых случаях алгебраическое уравнение относительно у; решив 

Ig y 
Ig k 

x-1_ox-2 xe, 2% 2 2 х 278” “4” 7; = - ~~, полагая 2% = у, полу- ‘> = er 7 16 У, полу 
чим 73 —4у? — 32у=0 и у1=8, yo=—4, уз =0; 2%1 = 8 2% = —4, 
2*8 —0, откуда х:=3; других действительных решений не существует. 

„Логарифиические уравнениз. Неизвестное х или P(x) (многочлен) 
находятся только под знаком логарифма. Такие уравнения сводятся 
к алгебраическим в следующих случаях: 

1)’ Всли уравнение содержит логарифм от одного и того же выра- 
жения: в этом случае, принимая этот логарифм за новое неизвестное, 
решаем полученное алгебраическое уравнение и потенцируем получен- 
ное решение. 

При мер: т log, P(x)|2-+-n=aV ой, P(x)]2 + 6. Замена log, P(x) 

его, определяем х из таблиц: Х = 

Пример: 

через у дает уравнение ту? -{-п=а7 у? +5; найдя отсюда у, получим 

уравнение для определения x: P(x) = a. 
2) Если уравнение содержит линейную комбинацию (с целыми коэф- 

фициентами) логарифмов при одном и TOM же основании от выражений, 
представляющих собою многочлены OT х: 

т log, Ру (мп log, Po(X) +, =0,
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В этом случае выражения в обеих частях равенства сводятся (каждое) к 
логарифму от одного выражения, полученное равенство потенцируется. 

(3х — 1)? 
Пример: 21055 (3х —1)— logs (12х + 1) =0, logs “Г = logs |; 

(3x — 1? | х1=0, хс=2; решение x; =0 при подстановке в данное 
12х-- 1 , , oe” 

уравнение дает логарифм отрицательного числа (MHHMOCTb) и потому во 

внимание не принимается. 

Тригонометрические уравнения (сводящиеся к алгебраическим). 
Неизвестное х или лх Та (п целое) содержится только под знаками 
тригонометрических функций. Тогда, пользуясь тригонометрическими 
формулами, приводим выражение только к какой-нибудь однои функции 
от х и, заменяя эту функцию через у, получаем алгебраическое урав- 
нение. Решив его, определяем х вообще говоря, из таблиц; при этом 
следует иметь в виду многозначность решения. 

9 1 о 1 
Пример sin x = cos? x — 4; иначе sin x =1 — sin? х — т! полагая 

3 1 3 
п ху, получаем у? -- y— + =биу =щ, уз=— д. Решение уз 

не дает действительных решений заданного уравнения (| sin x | = 1); 

у! = 5 дает х == 5 +2kr и x= a + 2kn (k — целые числа). 

Гиперболические уравнения *, Неизвестное х находится только MOY 
знаком гиперболических функций. Заменяя выражения гиперболических 

ca — | 

функций через показательные, обозначаем ew = у, e © = — и сводим 

уравнение к алгебраическому относительно у; х = ш у определяется из 
таблиц 

Зее) е-ех 
Пример: 3chx=sh x-+9; 5 =-—5 - 9; e* +9¢7* —- 9—0; 

9+ 773 7: 
y$5—9=0: y2—942—0; yy ge PEPE, goin EYE 2, 

Ko = и? УВ = — 1,4784. 

Приближенное решение уравнений. Указываемые 
здесь способы приближенного решения уравиении применимы как к 
алгебраическим, так и к трансцендентным уравневиям Процесс вычис- 
ления корней распадается на две части: 1) нахождение грубо прибли- 
женных зпачений корней и 2) уточнение найденных грубых приближений. 

Грубая оценка корней. Если f(x) — непрерывная функция **, а f (а) 
и f(b) разных знаков, то между а HO лежит по крайней мере один ко- 
рень уравнения }(х)=0. Давая au b различные значения, всегда можно 
получить достаточно узкий интервал, в котором будет лежать только 
один корень рассматриваемого Уравнения. Графический метод приме- 
няется, если уравнение можно представить в виде $1(х)==фэ(х), причем 
графики функций ф; (Xx) и фэ(х} могут быть легко построены. Тогда кории 
уравнения равны абсциссам точек перегечевия кривых у=ф: (x) и 

у = Go (Хх). 

* Это вазвание не общепринятое. 
** См стр 281 -282
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Пример. Корни уравнения x cos ¥ —sin x (кроме очевидного кор- 

ня Хх =0) близки к (2k + 1) 5 (где Ro=+1, +2, ...), так как оно 

может быть записано в виде х=!Шх, и корни его соответствуют 
точкам пересечения прямой 
у = хи тангенсоиды у = tg x 
(рис. 74). §] 

Методы уточнений гру- 
бых приближений. 1) Метод 
Ньютона. Если хо есть при- 
ближенное значение корня a 
уравнения / (х) =0, то в каче- 
стве более точного приближе- 
ния берется 

f (x0) 
Г (xo) 

Заменой хо на x4 может быть 
получено следующее прибли- 
жение хо ит. д. Процесс после- 
довательных приближений 
всегда сходится, если только 
корень а не кратный (т. е. 
Г’ (a) Е 0) и первое приближе- 
ние взято достаточно близко. 
Следовательно, корень MO- р 14 
жет быть найден с любой HC. 1%, 
степенью точности Пример — 
см. ниже. 

2) Линейная интерполяция (Regula falsi *). Если корень o уравне- 
Hua f(*)=0 заключен между а и 6, то в качестве приближенного зна- 
чения корня можег быть взята величина 
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Если f(x) в ингервале между аифие меняет знака, TO приближенные 
значения, полученные по этому методу и по методу Ньютона, будут рас- 

положены по разные стороны от корня [за хо 
у в методе Ньютона следует взять то значение 

(43 aun b), для которого f(x): Г” (Хо) > 0]. По- 
этому параллельное применение обоих мето- 
дов позволяет судить о достигнутой точности. 

Геометрически метод Ньютона означает 
замену графика функции f(x) касательной в 
точке Хо, а метод линейной интерполяции — 
хордой, соединяющей точки (a, f(a)) и 
(6, f(b) (рис. 75). Пример — см. ниже. 

3) Метод итераций. Рассматриваемое 
уравнение представляют в виде х=ф(х)и 

Puc. 75. находят более точчое значение корчя xX] по 
первому приближению хо с помощью формулы 
Х1 =$Ф (Х0}. Повторяя этот процесс («итери- 

руя»} несколько раз, можно получить значение корня C любой степенью 
точности, если на интервале между корнем уравнения и первым при- 
ближением |ф’(х)! < 1. Если же эго условие не выполнено, то уравнение 
следует преобразовать (хотя бы переходом к обратной функции). На- 
пример: к уравнению х =! х метод итерации неприменим, но ов 
применим к уравнению x = arctg x. 

я =а — f(a) 

ыы
 

* По-русски переводится как «правило ложного положения».
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Если 9’ (¥) <0, то два смежных приближенных значения корня, по- 
лученных путем итерации, будут последовательно больше и меньше 
ворня что позволяет оценить достигнутую степепь точности. 

Пример: Найти паименьтий положительный корень уравнения 
Sin.x —х cos x =0. Заменяя это уоавнение ему эквивалентным x =e x, 
графически находим (см стр. 145), что искомый корень близок к 
an - 
>= 4.1... Более точное значение находим последовательными прибли- 

жениями: 
a) По методу Ньютона и линейной интерполяции. Для функций 

: 3 
f(x)=sinx — хсозх имеем f’(x)=xsinx, Если взять %0=5 ‚ TO /(х0)= 

| 
=—1, f’ (50) = — 47l их! =4,7) - 71 = 4,50. 

Так как f(*;)= — 0,029 того же знака, что и f (x9), то линейная ин- 
Терполяция не может бы!ь применена. Вычисление показывает, что 
f (4,45) = 0,189 и, следовагельно, искомый корень лежит между +,45 и 4,50. 
Применяя линеиную интерполяцию, получим следующее приближение: 

— 0,029 

— 0,029 — 0,189 

Вычисление по формуле Ньютона следующего за x, приближения (знак 
f’' (ху) совпадает со знаком [(х1)] дает 

— 0.029 

— 4,399 

Так как приближения по методу Ньютона и методу линейной интерпо. 
ляции лежат по разные стороны от корня, то ошибка ха не превы- 
шает 0,0004. 

6) По методу итерации: уравнение х = 15 x непригодно для uTepa- 
ции, так как (tg x)’ > 1; переходя к обратной функции, получим уравне- 
ние x = Arctg x, которое можно итерировать. Принимая Ху = 4,7, найдем 
последовательно: 

x, = Arctg хо = 258° = 4,503; хо = Arctg х\ = 257°29’ = 4,4942; 

хз = Arctg хо = 257°27' 3 = 4,4934; x4 == Arctg хз = 257°27' 2 = 4,4934. 

Очевидно, что у х4 можио считать все знаки верными. 

1 =4,50 — (4,50 — 4,45) = 4,4930. 

хо = 4,50 — = 4,4934. 

10. Определители (детерминанты) 

Определения. Олределителем (детерминантом) п-го порядка 
называется число О, образованное из п? чисел а,, (злементов), располо- 

женпых в квадратную табличку из п строк и п столбцов следующим 
образом * 

“11 @,. -.. бп 
аа... a Г 

Що. || 91 22 эп | = Wi} 
Р =! а; 1 еее. mt (NN Mg 0g + бд, 

а но... fan 

* Первый индекс Ё у элемента а;, определителя указывает, что 

элемент взят из {-й строки определителя; второй индекс / — что эле- 
мент взят из /-го столбца (é — номер строки, считая сверху; / — HO: 
мер столбца, считая слева\,
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где a, 8,..., ® пробегают все возможные я! перестановох, * из чи- 
сел. 2,..., п; знак «+» или «—» перед каждым членом определи- 
теля (т. е. кажлым слагаемым) определяется числом № инверсии («бес- 
порядков») в каждой перестановке. Например, член 4134951434442 в опреде- 
лителе 4-го порядка имеет знак «минус», так как расположение 3,1,4,2 

> > 
и 

вторых индексов у букв имеет три инверсии, отмеченные дужками. 
Минором элемента а,; называется определитель (n — 1)-го порядка, 

образованный из данного определителя зачеркиванием 7-H строки и 
/-го столбца. Адёюнктой А; , элемента а;, называется его мипор со 

знаком «плюс» или «минус» по формуле 

Пи. . ij. ..@т 

itj 
A j;=(-1) 7 A | = 

п}. e п) ° ° ‘Onn 

Ч, | eee a j-1 ат, м ооо ain 

=(— nits Wii ct? Fy, ара, м бу п 

Cia бы, ана, ра tee Fin 

Ч +. Fy, j- oe os Onn 

Линейной комбинацией нескольких строк (столбцов) определителя 

называется строка (столбец) ay, Ao, ..., а», элементы которой являются 

линейными комбинациями соответствующих элементов этих строк 
(столбцов); например, линейцая комбинация ат, аз, ..., Ay из элементов 

bed 

i-ll, j-H и А-Й строк определителя образуется так: 

y. = aa, ’ a, = “а; + Ва; + 14,1, 

аз = ва; | Bai, HF p 9, 

— 

A, = 9561 Ban +12 pn; 

числа a, В, у — коэффициенты линейной комбинации. 

Свойства определителей: 

1) Определитель не изменяег своей величины, если заменить его 
строки столбцани и обратно (поэтому все нижеперечисленные свой- 
ства, каслющиеся строк определителя, отЯосятся также к его столб- 
цам). 

2) Определитель равен нулю, если элементы его двух строк равны 
или пропорциональны или одна из строк яйляется линейной комбина- 
цией каких-либо остальных строк. 

3) Множитель, общий всем элементам какой-либо строки, можно 
выносить за знак определителя. 

* О перестановках см. стр. 163,
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4) Если определители, разнящиеся между собой только элементами 
какой-нибудь (1-й) строки, складывать между собой, то сумма их 
равна определителю, у которого элементами {-й строки являюлея 
суммы соответствующих элементов {-х строк определителей-слагаемых, 
а остальные элементы те же, что у слагаемых. 

5) Прибавляя (вычитая) к какой-либо строке элементы другой 
строки или линейную комбинацию других строк, мы не изменяем зе- 
личины определителя 

6) Определитель можно разложить по элементам любой (1-й) 
= e ee e . . = Ю строки по формуле D а, А, +104 is --. +2; ,A jy Tae A;, адЪъюнкты 

соответствующих элементов. 
7) Сумма произведений всех элементов @,, какой-либо (1-й) строки 

определителя на адъюнкты А ь соответствующих элементов другой 

;-й к ‚а. . ... =0 (is). (7-й) строки равна нулю а, А +4; A р + Fai, 4 iy (t Fy) 

Вычисление OnNpeHerAHieren: 
2-20 порядка — по формуле 

2 

—=(11@22 —-(2@ 71 

3-го порлдка по «правилу Саррюса» (приписываются первые два 
столбца): 

il 2 

Aon = 211422083 + а12аэзаз1 + 213021032 — 
— 21309931 — 211893839 — 219891433; 

| 
+ + 

п-го порядка — сводят к (п — 1)-му по свойству 6; предварительно 
определитель преобразуют, пользуясь остальными свойствами, чтобы 
обратить в нуль возможно большее число элементов. 

Пример 

2 99 4 2 59 3 2 53 4 

D= 2—312 8) |2—712 8 3 2—74 8| _ 

14 8 8-5] 14 0 38-5} | 4 O1-5| — 

1 26 4 1 06 4 1 02 4 

(свойсгво 5) (свойсгво 3) 

24 8 23 4 \ 23 4 

=-3/ —5j441—-5);—~7}/41 —5;+0 }=0-21 41—5/-= 

12 4 12 4 | 12 4 

(свойство 6) (свойство 2) 

Pt 0 1-5 4 —5 

12 4 

(свойство 5) (своисгво 6) 

=—2\ { (4 4+ 10) — (16 4-5) } = + 147,
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11. Решение системы линейных уравнений 

Случай, когда число неизвестных равно числу 
уравнений. Каноническая система 

ах Ра, +... тах, =O 
ах +а,.х, +... тах, =P 

7 (*) 

‘1, Ра g tere аа = Op, 

Fit Fin 
Обозначения: В=|...... | (олределитель системы) Б,- 

Onis? Чип 
определитель, получающийся из Д заменой столбца, составленного 
из коэффициентов ap, при неизвестном Хх, столбцом, составленным 

р 

. eae in 
из свободных членов b,; например 2, =|.,..... |. Система (x) 

6 a, ann 

называется однородной, если все b, =0 "и значит все D, = 0), и 

неоднородной, если хотя бы одно by отлично от нуля. 

Решение системы (Хх). Если  ределитель системы Д-Е0, то си- 
стема (}¢) — определенная, она имеет одно решение корни Хх; выража- 

ются формулами Крамера’ 

De D _ В: _ n 
х1 = > ¥2 = pets n dD’ 

D 7 

Если D=0 ине все ОД, -=0, то система (%) — HecoemMeCMHaR OHA не 

имеет ни одного решения (для однородной системь такого случая 
быть не может). 

Случай, когда О =0и все О, ==0, рассмотрен ниже (см. общий 

случай, пример 4 на стр. 153 и пример 2 на стр. 154). 

Примеры 

Ll) 2x + у- 32 =9, 2 13 
x—2y+t 2=-2, D=|1-—2)}] =13 

bx + 2y 4+ 2z = 7; 3 22 

9 13 2 93 2 4 9 
2,.=|-2-21|=- 13, ВБ, = Ща = 26, D,={1 —2 —2} = 33, 

7 22 3 72 327 

р 13 26 D, 39 
nt mn een 8—2, 2=ф в 

(система определенная, неоднородная). 

2) 2х + Зу — 2 =1, 2 3—1 ) 3— | 

д ¥pz=2 Б=|1-1 lj=0, Dy = 2-1 11 =4. 
3x -|- 2y == 5; 3 2 0 56 2 0 

система песовмествая),
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Матрица и ее ранг. Система тл чисел, расположенных в 
прямоугольную таблицу из т строк и п столбцов, называется матри- 
цей. Обозначение: 

а; Aq oes Gy 

ЦА | = (31 Faq vee Fy |. 

eee a 

mn 
a 

Am “me 

Минором k-ro порядка матрицы |; А || (2 = m, А = п) называется опре- 
делитель D, составленный (с сохранением порядка) из А? элементов ма- 
трицы лежащих на пересечении некоторых ee k столбцов и А строк 
(см. схему) 

|= 0=. . . 

(минор 3-го порядка). 

Рангом матоицы ||А|] называется наибольший порядок. который 
могут иметь ее миноры. не обращающиеся в нуль Для определения 
ранга матрицы следует рассмотреть все ее миноры порядка [ (где { — 
меньшее из чисел т, п, если т fn или 1 =т = п); если хотя бы один 
из них 50, го ранг || А || равен [, если же все они =O, то следует рас- 
смотреть все миноры порядка 7 — | ит. д Практически целесообразно 
поступать наоборот переходить от миноров меньшего порядка к ми- 
норам большего порядка, пользуясь следующим правилом Ёсли найден 
минор #-го порядка D,, отличный от нуля, то остается вычислить 

только те миноры (k + |-го порядка, которые представляют собой 
«окаймление» Dp, например, 

Del Leal LP 12 el 
Если pce такие миноры (А -+ |)-го порядка равны нулю, то ранг 

матрицы равен Rk, 

2—4 3 10 
1—2 1-42 

Пример: Определить ранг матрицы | А || = 0 i-1 3 

4 —1 4 —4 § 

2—4 
Минор 2-го порядка, стоящий в левом верхнем углу, Оз = | =0, 

Но в магрице || Aj] ecib минор 2-го порядка, не равный нулю: 

2 —4 8 
, = 4 3 . 

р, = | о | + 0. Окаймляем его слева и снизу" Оз =|! —2 J} = 
о 1-1 

= 170. Окаймляя Dg (это можно сделать лишь двумя способами),
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2 —4 3 | 2 —4 3 >| 
1 —2 1 —4 ‚ 1-2 1 2 

находим: Dy = 0 1-1 3 =0и р, = 0 Що 1 = 0. 

4 —7 4 —4 4 —17 4 5 

Следовательно, ранг || А || = 3. . 
бший случай системы линейных уравнений, 

Неоднородные уравнения. Система неоднородных уравнений 

ах, т @авх. т... 4х, Oy, 

Ag, My т ах, +... ах, = Og, 
(хх) 

Amik Р бт: beet аи On 

называется совмест:ной, если существует хотя бы одно решение 
{ hy Bee woes A } *, обрашающее все уравнения (ХХ) в тождества, и 

несовместной, если ни одвого такого решения не существует. Про 

знак совместности: система (ХХ) совместна тогда и только тогда, 
когда ранг матрицы 

41; MQ ... @ 
а. a а _ 1% 1 Faq cee Fon 

| А | —~ e e e e e к 

а eee a mi Я т mn 

равен рангу «расширенной» матрицы 

а, а. ... @ 
а а 21 Faq ... 

|8} = e e e e e ® e an ° 

a eee 

Cnt ma nn Om 

Совместная система уравнений называется определенной, если она 
имеет единственное решение, и неопределенной, если решений — бес- 
конечное множестьо. 

Совместная система уравнений (ЖХ) решается следующим обра- 
зом. Определяем ранг г матрицы || Al], переставляем уравнения (ХХ), 
а также и неизвестные х,, Xo, ..., х, в них так, чтобы отличный от 

нуля минор матрицы || All, имеющий порядок г, занял положение 
в верхнем левом углу матрицы (эта перестановка не нужна, если верх- 
ний левый угловой минор матрицы порядка г не равен нулю). 

При этом могут быть два случая: 
l)r=a.r < т. Решая систему первых п уравнений с п неизвест- 

ными, получаем единственное решение { 2, 9...) б, }. так как опре- 

делитель этой системы 50 (см. стр. 149). Если n < m, то это же реше- 
ние удовлетворяет и остальным 7 — п уравнениям, когорые являются 
следствиями первых. Данная система (%%) — определенная, 

* Таким выражением в фигурных скобках обозначается в дальней- 
шем решение 

=, № =@“з, фо Pp nH,
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2) г<п, rm. Решаем систему первых г уравнений OTHO- 
сительно первых г неизвестных X,, х,. ... ‚х;, выражая эти неиз- 

вестные через остальные я —г неизвестных Хх, |, X19, coe Хи, 

Получаем единственное решение в виде линейных функций: 

KX (Ky X49 eee ‚ Xn), 

+1 “pyar cee Fah 
e e e e ° e e ® + e e e e e e e e 

Xp == Xp (Хх 

Hy =, (>, (1) 

pein Zpyar cee Жи 
так как определитель системы уравнений + 0. Неизвестным АР.) hy 

можно придавать любые значения; тогда неизвестные х,, ..., Хх, 

определяются по формулам (1). Этн же решения удовлетворяют и 
остальным Ш — г уравнениям (если г < т), которые являются след- 
ствиями первых. Данназ система (ЖЖ) — неопределенная. 

Примеры, 

ух — 2у- 32 —- a+ 2% =2, 

3х — у-52 — Зи - 9=6, 

2х у-22 —2и - 3u=—8, 

Ранг матрицы || А || равен 2, ранг матрицы || В || равен 3. Система 
несовмесгная, решений нет. 

2) x— y+2z= |, 
x—-2y- z= 2, 

3х — y+hz= 3, 
— 2х +2y+3z=——- 4. 

Ранги матриц |! A || и || Bl] равны 3; система совместна. Угловой 

верхний левый определитель 3-го порядка D= |! —2 -1| 50; пере- 

3—1 5 
становки не требуется. г =п; сисгема определенная. Решаем систему 

первых трех уравнений: х = vy т z=—7i ato же реше- 

ние удовлетворяет и четвергому уравнению. 

38,%— yt z- и= 1 

x—y- zt+ua= 0 

| х-у— 22-2 = - — 

Ранги матриц || А||] и ||В|| равны 2; система совместная. л < Ny 
система неопределенная. Угловой верхний левый определитель 2-го 
порядка D =0; переставляем столбец с х на 4-е место: 

ду а- их= | 

—y- &+ их О0, 

— у-— 22 + 2-х = — 

Решаем систему первых двух уравнений относительно неизвест- 
ных YH 2 

—ytz=l-<x*«+44, 
—y-2=> -* -4.
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Решения p= x — 5, z=a-+ 3 удовлелворяют всем уравнениям 

при любых значениях х и Ц. 

4) x+2y—- z+ и=\, 

2х — yt2z-+ 2и=2, 

3х + y+ 24 Зи = 3, 

x—8yt3z+ п=0. 
В этом случае число уравнений равно числу неизвестных, D =0, a 

также Dy = Dy = D,=D,=9. Ранг матрицы || A || равен 2, ранг мат- 

рицы || В || равен 3. Система несовместная, решений нет. 
днородные уравнения. Система однородных уравнений 

а 1х) -- а1 Хе |... ап = с 

ао: Х1 + ах. |... + аи“, = 0, 

Xx eee = 0 Oy % 1 more Tee F mn Xp 
всегда имеет нулевое решение X, =X, =... = ¥ =0, Если система 

имеет ненулевое решение а, hoy very a} * TO OHO имеет и бесконеч- 

ное множество решений вида { Ко, Ка, wey ko, }, где А — любое число. 

Если система (ХХХ) имеет р ненулевых решении 

{o.,, Fos у an }, {В,, Bo, ee 9 Ви}, ..., { By, Pros eee ff Baty (1) 

то она имеет и бесконечное множество решений вида 

ххх) 23 
® e e e e e e e e 

ree Bit thoy Н.В ВВ, (2) 
где Ray ko, «+, 8, — Любые числа (не все равные нулю) Решение (2) 

называегся линейной комбинацией решений (1). 
Решения (1) системы уравнений (ХХХ) называются линейно не- 

зависимыми, если ни одно из них не является линейной комбинацией 
осгальных; р линейно незлвисимых решений образуюг фунода менталь- 
нию систему решений, если любое решение системы уравне- 
нии (XXX) является линейной комбинацией этих р решений **. 

Если ранг г матрицы |} A || из коэффициентов уравнении (ХХХ. 
меньше числа п неизвестных, то уравнения (ХХХ) имеют фундамен- 
тальную сисгему решений; если же г= п, фундаментальной системы 
не существует, и уравнения имеют только нулевое решение. При < п 
фундаментальная система состоит из п —г линейно независимых ре- 
шении. Для нахождения фундаментальных систем славим в систе- 
ме (ХХХ) уравнения и неизвестные в таком порядке, чтобы в левом 
верхнем углу матрицы || А || оказался минор г-го порядка, не равный пу- 
лю. (Для этого приходится иногда переставлять уравнения и неизвесг- 
ные; см. примеры). Затем рештем систему (ХХХ) относилельно пер- 
вых 7 неизвестных Х,х..... Х„ выражая их через остальные неиз- г’ 

вестные: 
ХХ, Ире Ярдаь cere Хил 

Хо = Хх eer, м 9 = Хо (Ира, Хр. п! (3) 

реа rf 

ХХ, нуль Ура +, A 

* См. сноску на стр. lol 
*< Фундаментальных систем может быть бесконечное множество 

(см. ниже).
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Неизвестным 41’ Хуа, cee Ми МОЖНО давать любые значения, 

x ‚ x, опреде- и они вместе с соответствующими значениями ху, 3 

ляемыми по формулам (3), образуют одно из решений системы уравне- 
ний (ХХХ). Выбрав эти значения п — г раз: 

* rtd Х 7-2 eee Yn 

1) Oy Die ... О п, 

2) Dos bog, 22 Oo ny 

n—r) b b ... O 
п—г.1 n—r.2 n—-? N—?r 

таким образом, чтобы определитель В == | Os, | не равнялся нулю, по- 

лучаем одну из фундаментальных систем решений уравнений (ХХХ.). 
В частности, можно положить Dip = | при {= Ви Ov =Onpuitk; 

тогда B= 1, и решения 

Ут "г tt: п 
1) | о... 0 
2) 0 1... 0 

пр 0 0... | 

вместе с (3) определяют простейшим способом фундаментальную си- 
стему решений уравнений (ХХХ). 

Примеры: Найти фундаментальные системы решений уравнений 

1 х-— у5— иж0, 

х- у- 22 - 3u=0, 

3х — yt 8+ и=0, 

x-+ Зу — 92 - Tu =0. 
1—1 

Ранг матрицы [| A {| равен 2; определитель | 14 | #0, перестанов- 

ки делать He надо. Решаем систему относительно неизвестных х и у, 
Полагая & == |, и =0, получаем первое фундаментальное решение: 

3 1 3 1 
=, =, zg=1, И=0 или |->. ye hol. 

Полагая z=0, u=I1, получаем второе фундаментальное решение: 

=— |1, po —2, z=0, w=! или {-—1, —2,0, 1}, 

Следовательно, любое решение данной системы можно представить 

ваше | — > hy — hy, a by — №, k Ry 

2) 2xn+ 8y — z=0, 

x— yte=QdO, 

3х + 2y == 0. 

Число уравнений равно числу неизвестных, D = ПД). =x D, = D, === (), 

1, 

2 8 
Ранг матрицы | А || равен 2; определитель 1 | #2 перестановки 

делать не надо,
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Решаем систему относительно x и У. Полагая 2 =1, получа» 
ем единственное линейно независимое фундаментальное решение: 

3 . 
t= - 5, у = 5. Следовательно, любое решение данной системы мож» 

но представить в виде: 

ху -еь z=k или x=—2k, уж 3, z=5k, 

12. Система уравнений высших степеней 

Условие независимости уравнений. Два уравнениз 
с двумя неизвестными: 

f(x, У) =0 и (x, y) =0 

будут независимы, если их якобиан (см. стр. 290) 

Dif. @) _ Ox ду 

He o6pamaetca B нуль тождественно; в Противном случае ОДНО уравнение 

есть следствие другого, и они имеют бесконечное множество решений. 

Для трех уравнений с тремя неизвестными аналогичное условие не- 
зависимости: 

Dif, @ $) 

D (x, у, 2) 
0 

ит. д. 
Эти условия относятся к системам как алгебраических, так и транс- 

цендентных уравнений. 
Число решений системы двух алгебраических уравнений Py (x, у} =0 

и Ра(х, У} = 0. Если Py - многочлен 7-й степени, a Pg — nel степени 
относительно хиу*, то система имеет т.п цействительных или ком- 
плексных пар решений. Система трех уравнений m-H, п-й и р-й сте- 
пеней имеет т.п. р троек решений и т. д. 

Нахождение решений системы двух алгебраических уравнений в 
общем случае сводится к получению уравнения т . п-й степени — резоль- 
венты системы C одним из неизвестных (например х), путем исклю- 
чения другого неизвестного (у) из системы; после нахождения корней 
резольвенты они подставляются в одно из уравнений системы для 
определения другого неизвестного. Наиболее просго решается система 
уравнений, одно из которых линейное, а другое п-й степени. разрешая 
линейное уравнение относительно у и подставляя в другое уравнение, 
получаем резольвенту 4-H степени относительно x, В случае системы 
двух уравнений, из которых каждое 2-й степени, получаем резольвенту 
4-й степени; иногда удается такую сислему решить искусственными 
приемами 

Пример`х? -- у? —= а, ху = 6. Получаем (х- у) ==а--260; (х- у) = 

=а - 260, Хх у=+ Уа=%, x—y=+ Уа- 16, откуда находятся 
4 пары значений х и у. 

Графический метод решения системы двух уравнений 
сводится к нахождению точек пересечения кривых, имеющих уравнения 
Л\х, у} =Оифи(х, у) =9. 

* Под степенью многочлена от двух переменных понимается наи- 
большая сумма степеней х и у в его членах. Например, многочлен 
&3 + х?у? -- уз 4-й степени.
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В. Дополнительные главы алгебры 

13. Неравенства 

Определения. Неравенствон называется соединение двух чи- 
словых или буквенных выражений одним из следующих знаков" 

1) >> («больше»), 
2) < («меньше»), 
3) =Е («не равно»), 

За) = («больше или меньше»), 

4) => («больше или равно»), 
4a) < («He меньше»), 
5) = («меньше или равно»), 
5a) p> («не больше»). 
Записи 3) и 3a), 4) и 4а), 5) и 5а) имеют одно и то же значение 

и могут быть заменены друг другом *. 
Неравенства типов |, 2 и 3 называются строгими, неравенства типов 

4 и 5 — нестрогими. 
Неравенство называется тождественным, если оно верво при всех 

значениях входящих в него букв. Верное неравенство, содержащее 
только числа, также называется тождественным, 

Как и уравнения, неравенсгва могут содержать неизвестные вели- 
чины (они обычно обозначяются последними буквами алфавита). Решить 
неравенство (или систему неравенств) значит — определить, в каких 
границах должны заключаться значения неизвестных величин, чтобы 
неравенство (или все неравенства, входящие в сисгему) было верным. 
Решение можно находить для неравенств типов 1—5; наиболее часто 
приходится решать строгие неравенства типов | и 2. Ecan два нера- 
венства принадлежат оба к типу | или оба к типу 2, то они называются 
неравенствами одинакового смысла; если же одно из них принадлежит 
к типу |, а другое — к типу 2, то они называются неравенствани про 
тивоположного смысла. Два неравенства, содержзщие одни и те же 
неизвестные, называются равносильными, если они верны при одних и 
тех же значениях неизвестных. 

Основные свойства неравенств типов IU? 

1) Перемена знака неравенства. Если а > 6, то b< а; если а<Ь, 
то b> а. 

2) Свойства транзитивности. Если аз ибЪ с, TOaA>C; еслв 
a<b, 6 < с тачс. 

3) Сложение и вычитание неравенства и некоторой величины Если 
а>6, тт а+е>о + с, если a<b, toateco+te: от прибавления 
одной и 10й же величины к обеим частям неравенства его смысл не 
меняется. 

4) Сложение неравенств. Если а> 6, с>а, юа-с > Ь- а; если 
a<b,c<d, to a+c<b+d: два неравенства одинакового смысла 
можно почленно складывать. 

5) Вычитание неравенств. Если a>b, с<а, ю а-с>6-4; 
ecm a@<b,c>d, Toa-—-c<0b0 —d: из одного неравенства можно по- 
членно вычитать другое неравенство противоположного смысла, OC- 
тавляя знак первого неравенства. (Почлевно вычитать неравенства 
одинакового смысла друг из друга нельзя!) 

* Если запись 3) относится к таким величинам, для которых 
понятия «больше» и ‹меньще» не определены, например, к комплексным 
числам (стр. 494) или векторам (стр. 519), то она не может быть за- 
менена записью 3a). Весь настоящий параграф относится только к дей- 
ствительным числам.
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6) Умножение и деление неравенств. 

Если а>фис> 0, то ac> be, S52, 

a b 
> ax<brxcec>d>d0,>» ас< 6, < <b 

a b 
» a>brwc<0, » ac< bc, 7 

a b 
» ax<br»cec<0, » ac> 0c, >= 

(если обе части неравенства умножить или разделить на одно и то же 
положительное число, то получится неравенство того же смысла: если 
же умножить или разделить обе части неравенства на одно и то же 
отрицательное число, то получится неравенство противоположного 
смысла). 

Некоторые важные неравенства 

а а Гао. = а. 1 
(абсолютная величина суммы двух или нескольких чисел меньше или 
равна сумме абсолютных величин этих чисел). 

Равенство имеет место только в том случае, если все числа имеют 
одинаковые знаки. 

21а! 16| =|1а—6]1=12а|1-—168| 
(абсолютная величина разности двух чисел меньше или равна сумме и 
больше или равна разности абсолютных величин этих чисел). 

а, а, +... Та 

п 

п 
= . 

(«неравенство Коши»: среднее арифметическое п положительных чисел 
больше или равно корню лп-Й степени из произведения этих чисел) *. 

Равенство имеет место только в случае, когда все п чисел равны. 

а, а, +... Ра» аз + аз +... + ап 

п 
4) 

(абсолютная величина среднего арифметического нескольких чи- 
сел меньше или равна среднему квадратичному из этих чисел, см. 
ниже, стр. 161). 

Равенство имеет место только в случае, когда все п чисел равны. 

5) а16: + а>255 +. oe аби = 

— 5 | | 2 2 
— у ar a? eee ap и 5 5 + eee |+ on 

ИЛИ 

(@1by + 226, +... + Andy)? < (а? + ag +... Над...) 

(«неравенство Byx2.06cKoz20 — Коши»: если имеются два конечных 
ряда из п чисел, то сумма попарных произведений этих чисел меньше 

* Частный случай этого неравенства при п == 2 см, на стр. 161,
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или равна произведению квадратных корней из суммы квадратов этих 
чисел *. Равенство имеет место только при ay :01 = Gg: bg=...=a,.b 

6) Если а1, а», ..., а, by, 6°, ..., 5 — положительные числа, то 

а аз-... На, bi tbe+... 5, abi + aobo+...+ad, 

i . = 
п п п 

при а1 = а. = Sa, И ==... Sd, 

Или и =а=... 2 а 4b ==... 20), 

а каз... а о... 6 a10,;+ agbg+...ta b 
п . п п п 

п n — n 

— неравенство Чебышева: если имеются два конечных ряда из п 
положительных чисел, то произведение средних арифметических этих 
рядов меньше или равно (соответственно больше или равно) среднему 
арифметическому произведений, когда оба ряда возрастающие или убы- 
вающие (соответственно — один из рядов возрастает, а другой убывает). 

3 

7) Если ay, Gg, ..., а, 1, Og, ..., И — положительные числа, TQ 

ГЕ, Е Е Ев Е а, а, +... tay в ТЫ... 

11) n ° n = 

k <q / (a1b1)” + ай +... + (0,0 ,)" 
n 

при @ySagS...S a, 4 oi ==... = n n 
или 41 SAS... 2a, и bi =0:=...26,, 

k hk Е № Rk ,R р: 
а а, +... ап во, +... +o, 

15) п . n > 

(a4b1)" + (abo)? +... + (a,b, 1” 
aa 

n 

(обобщение неравенства Чебышева). 

ж Ясли n=3 4 { а1, аэ, аз } и { 51, bo, bg } рассматривать как пря- 

моугольные декартовы координаты вектора, то неравенство Буняков- 
ского — Коши указывает, что скалярное произведение векторов мень- 
ше или равно произведению их модулей (см. стр. 522). При п > 3 эта 
формулировка распространяется на векторы в п-мерном пространстве. 

Аналог неравенства Буняковского — Коши для сходящихся беско- 
вечных рядов: 

со 2 со со 
2 2 

<= e аи = ал On 

n=1 n=l n=l 

аналог того же неравенства для определенных интегралов: 

b 2 р b 

| fee ах | =} i we ax - | Ie oP ae, 
a a a 

р
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Решение неравенств [ и 2 степени. Решение нера- 
венств сводится к последовательной замене неравенства ему равно- 
сильным. Как и при решении уравнений в неравенстве переносят сла- 
гаемые из одной части в пругую с обратным знаком и множат или де- 
ast обе части неравенства на одно и то же число (не равное нулю; 
если множитель положительный, то знак неравенства сохраняется, а 
если отрицательный то меняется на обратный) Путем таких преобразо- 
ваний можно всегда неравенство первой степени привести к виду ах > 6, 
а неравенство второй степени в простейшем случае—к виду х< т или 
х2> т. ав общем случае — квиду ax?+br+c<O или ах + 6х с>0, 

Неравенство первой степени ах > В имеет решение: 

b b 
> при а>0их< а при а < 0. 

Пример: Бх- 3 <8х-1; 5х—8х< 1—3; — 3х<— 9, >= . 

Поэсстейшие неравенства второй степени х < ти х8> т имеют 
решения: 

а) <т. Прит>0 решение —-Vm<x<+Vm(|x|<Vm)} 
« m<0O решения нет; 

6) х2 > т. При т> 0 решение: х>Утих<-Ут(|х|> Им} 
> ТП =O » :x>O0u x<0 (x0); 
» ™m<0 неравенство тождественное. 

Общий случай неравенстза второй степени ах? ох--с <0 или 
ax’---bx-+c>0. Делим неравенство на а (переменив знак неравенства 
в случае а<0) и привотим его к виду х?-- px+ 9<<0 или x2-+ рх--9>0. 

Последнее неравенство преобразуем к виду 

(+9 
или соответственно к виду 

PNP (PS 

p p\3 
Обозначая х 4- “y через 2, а { > ) —9 через т, получаем неравен- 

ство 28 < т или 23 > т; решив его, найдем x. 
2 

Примеры: 1) —2x2-+ 14х— 20>0; x? —1х-- 10<0; (*-5) <т 

$ 7 $ 8 7 37 
-5<»=- 5 <; -yty<*< ata . Решение: 2< 7+ <5, 

2) хз--6^--15>0; (x-+ 3)? > — 6; неравенство тождественное, 

7\3 9 7. 8 7 3 —_— 3 — . ~— _— ae eS _. ee _ _.* 8) — 22+ 14х 20 <0; (« 2) >, * gor ght а < 5} 

решение: х>5 их < 2. 

14. Прогрессии, конечные ряды и средние величины 

Арифметической прогрессией называется такая по- 
следовательность чисел а1, Ae, ..., ап (членов прогрессии, в которой 
каждое последующее число получается из предыдущего прибавлением 
определенного числа г (разности прогрессии). Если г > 0, прогрессия 
называется возрастающей, если г < 0, — убывающей.
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Формулы арифметической прогрессии: 
п (а, + @y) 

ав =а1-+(п-— Юли $1 = 5 (S, — сумма п членов). 

Геометрической прогрессией называется такая по- 
с1едовательность чисел Qj, аз, ..., ап (членов прогрессии), в которой 

каждое последующее число получается из предыдущего умножением его 
на определенное число 9 (знаменатель прогрессии). Если g>1, про- 
грессия называется возрастающей, если |9|<1 то убывающей. 

Формулы геометрической прогрессии: 
п 

а1 (9 — 1) 
= п 1 $ = . 

аа ~ 919 n а-\ 

Для суммы убывающей геометрической прогрессии удобнее поль- 

1—9”) ° а (1—9 . 
зоваться формулон $1 = =o Если число членов убывающей reo- 

метрической прогрессии п безгранично растет, To 9"-» 0 и 5S, стремигся 

к пределу 

(сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии). 
| 1 | 

Пример: ая Ри тт * 

2 

Некоторые числовые ряды (конечные *): 

Па з+... + м- ЕО, 

2 рр фа... +9 - П+9= 

3) 1+345-+4 ...+ (2n — 3) + (Qn — = n?; 

4) 24-4-6--...- (2 —2) + W=—nin+ I); 
п \\(2n +1), 

> 

(@+p)igq—p+h , 
9 * 

5) 12422432 +...4+(n—12+n2= С 

2 2 

6) 18-28 134+... (и — 034 8 == 2 ae ae 

2 _ 

7) ее... рф AO ий 

8) 184. 38 -- 58 +... - (2 — 18 = п? (211 — 1); 

n(n + 1) 27 + 1) (8n2 + 3n — 1) 
9) 14424+4+34+4+...4+nt1= 30 

Средние величины. Средним арифметическим двух величин 
а 7 a 

а и В называется их полусумма х=—э_; величины а. хи 6 образуют 

арифметическую прогрессию. 
Среднее арифметическое п величин Ay, аз, аз, ..., Ay? 

_ а +4, т... +a, 

n 

* Таблицу SeckOne4HbIx числовых рядов см. на стр. 296—297,
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Средним квадратическим п величин а1, аз, ... , ап (положитель- 
вых Или отрицательных) называется величина 

1 р ‘ 
+YV | aft abt... + a3) 

имеющая большое значение в теории ошибок (см. стр. 567). 
Средним геометрическим (средним пропорциональным) двух поло- 

жительных величин а и O называется величина x=) ab: величины 
а, х и 6 образуют геометрическую прогрессию. Среднее геометриче- 
ское двух неравных величин всегда меньше их среднего арифметического. 

Если а и 6 -— длины отрезков, то отрезок длиной х == Yab опреде- 
ляется построением, данным на рис. 76 (а или 0). 

Рис. 77, 

Золотым сечением (или делением в крайнем и среднем отнощениц 
величины а называется ее разделение на две такие части хи а — x, 
чтобы х было средним геометрическим между аиа —х. 

Х == У а= 0,618 а. 

Если а — длина отрезка, то отрезок длиной х определяется постро- 
ением. приведенным на рис. 77. Величина х является длиной стороны 
правильного десятиугольника, вписанного в круг радиуса а. 

15. Факториал и гамма-функция 

Факториалем целого положительного числа пл [обозвачается: 
п или П (п)] называется произведение |.2.3.....Л=п!. 

Основное свойство факториала: п! ==п + (п — 1). 
Факториалы первых чисел и обратные им величины см. стр. 42, 
Факториалы больших чисел могут быть выражены приближенно 

формулой Стирлинга: 

=— 1 “= (*)" Изя (1+ я t+ ages +...) 

in (a) = (+5) шя — п ш VY 2z. 

Эта формула имеет место и не при целом л (см. ниже, Г-фувкция),
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Гамма-функция. Понятие факториала распространяется на 
любые числа х * при помощи гамма-функции, Г (x), определяемой двоя- 
ким образом: 

( 

со 
= | ef it at (интеграл Эйлера) (только при х > 0 **) 

0 Г (xy? 

п! п 
= Mm eee Dae +2) le pn 

Основные свойства гамма-функции: 

Г (для любых х). 

T(x + 1) = xP (x), 
Г (п) = (п — 1) при P(x)-P (1 — +) sin mx’ 
п целом положительном, 

Т(х)-Г 11 pe и = о2х—1 (2х). 

Пт! Nyx) 

A 
5 | 
au 

4 

3 ' 
1 

| iN 
1 \ 

“ENS -3 -2 |-10 1 2 3 ходя Пи 

=] | -9 -2 -! oy 2 3 6 хдя Га) 

-2! 
-3} 

| | ы 
Рис. 78. 

Обобшение понятия факториала M(x). Понятие фак- 
ториала n!, определенное сначала для целых положительных п, 0606- 
щается для любого действительного п в виде функции П (x) = TL (x + 1). 

При x целом положительном: П (х] = x! = 1.2.3. ... *&, 
> x =0: п (0) =Гг(=Ь 
» х целом отрицательном: IT (4х) == + oc, 

» Хх. II 1 = 3\_Vx = 9} 2) =" \2)> 3 
Г 

График функций C(x) и W(x) см. на рис. 78. Таблицы функции C(x) 
см. стр. 75. 

* В том числе и на комплексные. 

** Длз комплексных x — при Rex > 0.
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16. Соединения 

Размещениями из п элементов по т назывеются такие их 
соединения, которые различаются друг от друга самими элементами 
или их порядком. Например: размещения из 3 элементов а, 6, с по 2: 
ab, ac, bc, ba, ca, сб. Число всех размещений из л различных элемен- 

тов по т (обозначается А"): 

п! т __ _ __ _ д 
Аи =п(п 1) {п — 2}... (п me) но“ 

У © 

всего м: множителей 

Например: 48 = 3-2 = 6. 

Перестановками из п элементов называются их соединения, 
отличающиеся друг от друга только порядком входящих в них элемен- 
тов. Например: перестановки из трех элементов а, В и с: abc, bca, cab, 
cba, bac, acb. Число всех перестановок из 7% различных элементов (0бо- 
значается Ра; 

= e e e e — = п Ри =} 2.3.... n==n|=A,. 

Если среди п saementos а, D, с, ... имеются одинаковые (Q повто- 
ряются @ раз, 6 — В раз, с —1 раз ит. д.), то 

п] 
Р =— О. 

п ИТ... 

Сочетаниями из п элементов по т называются их соединения, 

различающиеся друг от друга только самими элемеквтами. Например: co- 
четания из трех элементов с, 6, с по 2: ab, ac, bc. Число всех сочета- 

ний из п различиых элементов по т [обозначается од HAH (7) |: 

Am 

cm _ nin — Nin — 2) (n—~ ml) on т 

a 1.2.3... т РР, mia my 
1 — В 76 — Clan, СП Co=1, 

Основное свойство сочетаний: 
т -n—m 

С п = С п . 

17. Бином Ньютона 

Формула Ньютона: 

(a +- by? = 

=a? 4 na? ot aa 1) ап ps пи 1)(n —2) 
3! 

nM pms t+ паб" 1-5" (x) 

а" p84... 

пп... ти 
а 

ml 
Фо -+- 

ИЛИ 

(a + 6)" = Cha? 4 Cla?! py 4 СЗ" в + 

+ Chat p34 CM atm pM a CRT! gy hh Ch aR, 

* О символе «tl» (факториал) см. стр. 161. 
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Бинсмиальные козффициенты cm MOKHO определить 

из так называемого треугольника Паскаля: 

п Коэффициенты 

0 1 

1 1 ] 

2 } 2 1 

3 1 3 3 1 

4 ] 4 6 4 | 

5 1 5 10 10 5 1 

6 1 6 15 20 15 6 | 

7172 35 35 21 71 

о оо зэз оофооооооо о ооо фоофо во 

Каждый коэффициент образуется сложением двух стоящих над ним 
(слева и справа). 

Свойства биномиальных коэффициентов: 
1) Коэффициенты в формуле Ньютона растуг до середины формулы 

и затем убывают, 
2) коэффициенты членов, равноотстоящих от начала и конца, равны, 

3} сумма коэффициентов в биноме п-й степени равна 2", 
4) сумма коэффициентов, стоящих на нечетных местах, равна сумме 

коэффициентов, стоящих Ha четных местах. 
Степень разности: 

n(n—l) n-2y9 _ a(n — 1) (И — 2) п п п п-1 
(a — bo) =a —na b-+- я 31 03 -|- eve 

sep (CIE ED QMO FF (HOM 

Обобщенне на любую степень. Формула (HK) может 

быть распространена на отрицательную и дробную степень 7; (а -- oy 

при 15| < а представаяется в этом случае в виде бесконечного ряда 

(см. стр. 334—325}: 
_ — | — а — 1) (п—2 —8,. 

(a+ oft = ай па" оО ghey pe er a 88 fo. 
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А. Планиметрия 

1. Плоские фигуры 
Треугольник. Сумма двух сторон тр-ка (рис. 79) всегда больше 

третьей: 65--с>>а. Сумма углов тр-ка а--В-Ну==1380°. Треугольник вполне 
определяется, если заданы: 1) три стороны, или 2) две стороны и угол 
между ними, или 3) сторона и два прилежащих к ней угла. Если заданы 
две стороны и угол, противолежащий одной из них, то по этим данным 
может быть определено два, один или ни одного треугольника (см. 
рис. 80, подробнее об этом см. стр. 187). 

Рис. 79. Рис. 81. 

Медианой тр-ка называется прямая, соединяющая вершину с сере- 
диной противолежащей ей стороны тр-ка. Медианы тр-кл пересекаются 
в одной точке — центре тяжести тр-ка (рис. 81) и лелятся этой точкой 
в огношении 2:1 (считая от 
вершины угла). Длина меди- 
аны, проведенной на сторо- 

V2(b +02) — a8 
2 

ну а: т, = 

(см. также стр. 187). 
Биссектрисой треугольни- 

ка называется прямая, делящая 
его внутренний угол пополам. 
Биссектрисы тр-ка пересека- 
ются в одной точке. являю- Рис. 82, Рис. 83. 
щейся центром вписанной ок- 
ружносли (рис. 82); радиус 
вписанной окружности г — 
см. стр. 187. Длина биссектрисы угла a (см. также стр. 187): 

,— V be [(6- с)? — а?] 
a b+tec 

резки mun, то т:л =С:6. 
Центр описанной окружности находится в точке пересечения пер- 

пендикуляров, восставленных к сторонам тр-ка в их середынах (рис. 83). 
Радиус описанной окружности Ю — см. стр. 187, 

Если биссектриса делит сторону а на от- 
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Высотой тр-ка называется перпендикуляр, опущенный из вершины 
тр-ка на противоположную сторону. Высоты тр-ка пересекаются в одной 
точке, называемой его ортоцентром. Длина высоты —см. стр. 187. 

Высота, медиана и биссектриса, опущенные на одну и ту же сторону, 
совпадают, если две другие стороны тр-ка равпы (тр-к равнобедренный). 
Совпадения двух из этих линий достаточно для установления равнобед- 
ренности тр-ка. 

У равностороннего тр-ка (а = 6 == с) центры вписанной и описанной 
окружности, центр тяжести и ортоцентр совпадают. 

Средняя линия — прямая, соединяющая середины двух сторон тр-ка, 
параллельна третьей стороне и равна ее половине. 

аб 
Площадь тр-ка: $ = 1/2bh, * = 1/заб sin т = 1/эг (a +b+ с) = чв = 

=Ур(р - а) (р — 6} (р -— с), где р == Шоца--ь-+ с). 
Прямоугольный треугольник (рис. 84): с — гипотенуза, 

ан — катеты, а? -| 6? =c? (теорема Пифагора). 22 = тп, a2=mc, b2=nc. 
Площадь S = 1/46 == 1/эа? tg 6 = 1/4c2 sin 28. 

Тригонометрические формулы, относящиеся 
к треугольнику, см. стр. 186—187. 

ь| № Треугольники (а также и многоугольники 
B с одинаковым числом сторон) подобны, если у 
Sa них соответственные углы равны и сходствен- 

с иные стороны пропорциональны. Для подобия 
треугольников достаточно выполнения одного из 

Рис. 84. следующих условий: 1) три стороны одного тр-ка 
пропорциональны трем сторонам другого; 2) два 
угла одного тр-ка равны двум углам другого; 

3) две стороны одного тр-ка пропорциональны двум сторонам другого 
тр-ка, а заключенные между пими углы равны. 

Площади подобных фигур пропорциональны квадратам сходственных 
лицейных элементон (сторон, высот, диагоналей и т. и.). 

Параллелограм (рис. 85). Основные свойства: 1) противопо- 
ложные стороны равны, 2) противоположные стороны параллельны, 
3) диагонали делятся в точке пересечения пополам, 4) противоположные 
углы равны. Наличие у четырехугольника одного из этих свойств или 
равенства и параллельности одной пары противоположных сторон вызы- 
бает, как следствие, все остальные свойства. 

Связь между диагоналями и сторонами: 43-41 = 2 ‹а?--5?). Площадь 
5 = ад. 

а 

a b 

a а 

Рис. 86. Рис. 87. 

Прямоугольник и квадрат. Параллелограм является пря- 
моугольником (рис. 86), если у него: 1) все углы прямые или 2) диаго- 
нали равны тодно из этих свойств есть следствие другого). Площадь 
8 = аб 

Прямоугольник есть хвадрат (рис. 87), если а =5; d=V 2 а = 1,414а; 

а = v3 а >> 0.1074. Площадь $ = а? = 1/за*. 

* Через A, обозначена высота, опушенная на сторону 6. 
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Ром 6. Параллелограмм является ромбом {рис. 88), если у него: 1) все 
стороны равны, 2) диагонали взаимно перпендикулярны, 3) диагонали делят 
углы параллелограмма пополам (наличие одного из этих свойств вызывает 

a a 
как следствие два остальных). 4; = 2a sin 5; 9: =2а cos 5; а? + 43—49. 

Площадь S = ай = а* sina = 1/5 414. 
Трапеция - четырехугольник, у которого две стороны парал- 

лельны (рис. 89), аиб — основания трапеции, h — высота, т — сред- 
HA линия (прямая, соединяющая середины непараллельных сторон; она 
параллельна основаниям}: m = 1уз (a 05). 

Площадь 5=1/з а {6} й = тй. Трапеция — равнобочная, если 4 =с- 
В этом случае $ = (а — с с0$ 1} сзш у = (В - с cos 1) сз т. 

Рис. 89. Рис. 90. 

Четырехугольник (рис. 90). Сумма углов всякого выпукло- 
го четырехугольника равна 360°. a? + 52 + с? -+ 4? = a? +d2-+4m?, т — 

отрезок, соединяющий середины диагоналей, ГГлошадь 5 == 1/о 4149 sina. 
В четырехугольник можно вписать окружность (рис. 91, @) тогда и 

только тогда, когда а -- с = 6 -- 4. Около четырехугольника можно опи- 
сать окружность (рис. 91, 6) тогда и только тогда, когда а -- у = 8-8 == 180°, 
Для вписанного четырехугольвика ас + bd = 4! 4э. Площадь вписанного 

4-угольника $=У (р-а)(р ~b){p —с) (р —d), где р == 1/5 (a+b --с-- а). 
ногоугольник (рис. 92). Если число сторон равно п, то 

сумма внутренних углов равна 180° (п — 2). Сумма внешних углов равнз 
360°. //лощадь определяется разбиением на треугольники. 

о BN Os NS ae 

а) 6) 

Puc. 91. Рис. 92. Рис. 93. 

Мно! оугольник правильный, если у него все стороны и углы равны 
между собой. Для правильных многоугольников. имеющих п сторон 
(рис. 93): центральный угол а = 360°: п, внешний угол В = 360°: п, внут- 
ренний угол y == 1809 —В. Всли Ю —радиус описанной, а г — радиус вии- 

санной окружности (иле фема). то сторона а = 2V Ю? — г? =2Ю sin 5 = 

= 2r ig 5 - Площадь $ = 1/9 nar 21715 5 ='!/gnR? Ч па = 1/4 natetg > . 

Данные об отдельных правильных многоугольниках см. в таблице 
на стр. 163.
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Элементы правильных многоуг ольников 

Обозначения: n— исто сторон, а — сторона, ^ —радиус опи- 
санной окружности, г—апофема (радиус вписанной окружности). 

oan 

|| а а] 
аз ЮЗ | 73 а r R т R а 

0,4330 | 1,2990 | 5,1962] 0,5774] 2,0000] 1,7321| 3,4641| 0 5000] 0,2887 

64 |325, 69 | 3.1366 | 3,1441110,190 | 1,0012 0,0981 0,0983 0,9988 10,178 

< 

Рис. 94. Рис. 95. 

Рис. 96. Puc. 97, 

Окружность. Раднус sr, диаметр 4. 1. Углы, связанные с окружно- 

стью * ‘рис. 94): виисанный угол а = 1/оВС, угол между хордой и каса- 
> 

тельной В == 1/›АС между хордами (рис. 95) 1 == 1/2 (CB + ED), между 

* В этих рав, нствах фигурирует не длина дуг, а их угловая мера, 
совпадающая с мерой соответствующего центрального угла.
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секущими (рис. 96) а == 1/5 (DE — ВС), между касательной и секущей 
хи — > = 

В =1/о (ТВ — ТВ), между касательными (рис. 97) а == 1/з (ВОС - ВЕС). 
Пересекающиеся хорды (рис. 95): АС. АД = АВ. АЕ =r? — mi, 
Секущие (рис. 96): AB» АЕ = АС . АД = АТ® = т? — га. 
Длина окружности С и площадь круга $ (г — радиус, 4 — днаметр) 

п = С = 3,141 592 653 589 793 ... 

С = 2nr = 6,283 г, С = nd =>3,142 4, С=2 cS = 3,545 VS, 
, 

S= nr? => 3.142 18, $ = ws 0,785 48, $ = a — 0,28Cd, 

r =£ зола И 5 1,128 VS; 

см. также таблицу на стр. 62 — 65. 
Сегмент и сектор (рис. 98). г — радиус, {— длина дуги, 

а — хорда, а — центральный угол (в градусах), А — стрела сегмента. 

= 2V Ir — 22 = зто; 
2 

= — 8 — @*_, 1 — cos ©. =? t a. = 27 _ ouitasr = 4= 9/9 84’ 360 ^^’ а. 
Приближенно: 

8b —a 
11 1 = 3 

HAW 
. t 

3 ‘ae 

Площадь сектора i 

— а 0.00873r8 ° $ = 360 = 0,00873722, я 

Площадь сегмента 

| 

= 9 Иа A). Рис. 98, 

Приближенно $1 = (ба -|- 85). Таблицы для $1, [, Риасм. стр. 66—70, 

Круговое кольцо (рис. 99). р = 2R — внешний диаметр, 4 = 

— внутренний диаметр, р = — — средний радиус, дб =Ю — х— tor 

щина кольца. 

Площадь кольца $ = п (Ю? — 72) = 4 (D2 — 42) = 2x08, 

Площадь части кольца (заштрихована на рис. 99) с центральным 
углом ф (в градусах): 

5-35 (R2 — 2) =5 (D? — а) = ta fee
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Б. Стереометрия 

2. Прямые и плоскости в пространстве 

Две прямые, лежащие в одной плоскости, имеют или одну об- 
щую точку или ни однои. В последнем случае они параллельны. Если 
через две прямые нельзя провести плоскость, они называются скрещи- 
вающимися. 

Угол между скрешивающимися прямыми изме- 
ряется углом между параллельными им прямыми, выходящими из одной 
точки (рис. 100) Расстояние между скрешивающимися прямыми опре- 
деляется по отрезку прямой, перпендикулярной к обеим заданным прямым. 

Две плоскости или пересекаются по прямой или не имеют 
общих точек. В последнем случае они параллельны. Если две плоскости 
перпендикулярны к одной и Топ же прямой, или если на каждой из них 
имеется по две пересекающихся прямых, соответственно параллельных 
между собой, то эти плоскости параллельны 

<< 

Puc. 100 Puc. 101 

Прямая и плоскость. Прямая может лежать целиком в дан- 
HOH плоскости, иметь с ней одну общую точку или не иметь ни одной. 
В последнем случае прямая параллельна плоскости Угол между прямой 
и плоскостью измеряется углом между прямой и ее проекцией на пло- 

скость (рис 101). Если прямая nep- 
0 пендикулярна к двум пересекаю- 

щимся прямым на плоскости, то она 
перпендикулярна к любой прямой 
на плоскости (перлендихулярнакж 
плоскости) 

д 3. Пространственные углы 

Двугранный угол - 
BY С фигура, образованная двумя полу- 

плоскостями, выходящими из од- 
Рис. 102. Рис. 103. ной прямой. Двугранныи угол из- 

меряется его линейным углом АВС 
(рис. 102), т. е. углом между пер- 

пендикулярами к ребру DE двугранного угла. восставленными в обеих 
плоскостях (гранях) из одной точки В 

М ногогранный угол OABCDE (рис. 103 образуется не- 
сколькими плоскостями (гранями), имеющими общую точку (вершину) 
и пересекающимися последовательно по прямым OA, ОВ, ... (ребрам). 
Два ребра, принадлежащие од ой грани, образуют плоский угол мно го- 
гранного угла, а дзе соседние грани — двугранный угол. Многогранные 
углы равны, если они при наложении совпадают; для этого должны быть 
соответственно равны элементы (лвугранные и плоские углы) много- 
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гранных углов. Если соответственно равные элементы многогранного 
угла расположены в обратиом порядке. многогранные углы при нало- 
жении пе совпадают; они в этом случае симметричны, т. е. могут 
быть приведены в положение, изображенное на рис. 104. 

Выпуклый многогранный угол лежит целиком по одну сторону от 
каж ой его грани. Суима плоских углов AOB + ВОС + ...- BOA 
(рис. 103) любого выпуклого многогран- 
ного угла меньше 360°. 

Трехгранные углы равны 
если они имеют: 1) по равному двугран- aS 
ному углу, заключенному между двумя 
соответственно равными и одинаково 
расположенными плоскими углами, 
или 2: по равному плоскому углу, 3a- 
ключенному межлу двумя соответ- 
ственно равными и одинаково распо- 
ложенными двугранными углами, или 
8) по гри соответственно равных и 
одинаково расположенных плоских 
угла, или 4) по гри соответственно 
равных и одинаково расположенных 
двугранных угла, 

Телесны гол — часть 
пространства, граниченная прямыми, Рис. 104, Рис. 105. 
проведенными из одной точки (Bep- 
шины) ко всем точкам какой-либо 
замкнутой кривой (рис. 105). Он характеризует угол зрения, под кото- 
рым из вершины видна данная кривая. Мерой телесного угла является 
площаль, вырезаемая телесным углом на сфере единичного радиуса 
с центром в вершине. Например, для конуса с углом при вершине 190° 
телесный угол будет равен п (см. формулы на стр. 177), 

4. Многогранники 

Обозначения: У — объем, 5 — полная поверхность, М — боковая поверх- 
ность, 2 — высота, F — площадь основания. 

М ногогранник — тело, ограниченное плоскостями. 
Призма (рис. 106). Основания — равные многоугольники; боковые 

грани — чараллелограмы. Призма — пряна ь если ребра перпендикулярны 
к плоскости основания. Приз- 
ма — правильнал, если она 
прямая и основания ее — 
правильные многоугольники. 

М == pl, где{ — ребро, p— 
периметр сечения призмы пло- 
скостью, перпендикулярной к 
ребру. $ = М -+ 22; V=F-A, 

ля треугольной призмы, 
усеченной непараллельно ос- 

нованию Ved (a +5+c)Q 

(рис. 107), rae a, Би Cc — 
длины параллельных ребер, a 

Рис. 106. Рис. 107. О — площадь перпендикуляр- 

ного сечения. Для п-гранной 
призмы, усеченной непарал- 

лельно основанию, И == [0, где { — длина линии BC, соединяющей центры 
тяжести оснований, а Q — площадь сечения, перпендикулярного к этой 
линии. 
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Параллелепипиед (рис. 108) — призма, у которой основания — 
параллелограмы. В параллелепипеде все четыре диагонали пересекаются 
в одной точке и делятся в ней пополам. Параллелепипед прямоугольный, 
если он прямой и его основания — прямоугольники. В прямоугольном 

Рис. 108. Рис. 109. 

параллелепипеде (рис. 109) все диагонали равны. Еслиа, bac — ребра 
прямоугольного параллелепипеда, ad— его диагональ, то 43 =а3 -|- 53 -|- с3, 
У = абс, $ =2 (аб + be + са). 

Куб — прямоугольный параллелепипед с равными ребрами: 

а = р = С, 4? == 348, У = 43, $ = 6а%, 

Пирамида (рис. 110). В основании — какой-либо многоугольник, 
боковые грани — треугольники, сходящиеся в одной вершине. Пирамида 
называется л-угольной, если у нее п боковых грачей (вместе с основа- 

нием п + 1 грань). И = з Fh. 

Если пирамида пересечена плоскостью, параллельной основанию, го 

ЗА: _ $81 _ 50: _.,, $04, 
АА ВВ CC 0,0" 

площадь ABCDEF SO 2 

площадь A;B;C;D,;E,;F,; ~ \ 50, 

SO — высота пирамиды — перпендикуляр, опущенный из вершины на 
основание. 

$ 

Рис. 110. Рис. 11. 

Пирамида правильная (рис. 111), если в основании — правильный 
многоугольник, а высота проходит через его центр. | 

Для правильной пирамиды М = 5 ра [р — периметр основания, a — 

апофема правильной пирамиды (высота какой-либо ее боковой грани]],
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Тетраэдр — треугольная пирамида (рис. 119). Если ОА -=a, 
ОВ =6, ОС =с, ВС = р, CA=gq, АВ =», то * 

0 72% 92 a2 | 

v2 | Г: о р 6 = — 0 c? 1 
288 43 b3 c2 0 | 

1 1 1 1 0 

Усеченная пирамида (плоскость сечения параллельна OCe 
нованию, рис. 113). Всли Еи f — площади оснований, A — высота (pace 
стояние между основаниями), 
аи А — две соответственные 

стороны оснований, то 

И зе f4VF f= 
=! pF a а \* 

3 А+ (а) | “А 
- A 

Для правильной усеченной ии- 
м — PtP acre P 

рамиды —= 2 ®гдери Рис. 112. Рис. 113, 
р — периметры оснований, « — 
апофема. 

Обелиск. Основания — прямоугольники, расположенные в па- 
раллельных плоскостях; противоположные боковые грани одинаково 
наклонены к основанию, но не пересекаются в одной точке (рис. 114), 
Всли а, би а1, 0; — стороны основания, 2 — высота, то 

A Vm 6 2a + a4) 6+ 2a, + а) by] = [26 + @ +00 O ++ вв} 

Рис. 114. 

Клин, Основание — прямоугольник, боковые грани — равнобед- 
ренные треугольники и равнобедренные трапеции (рис. 116). 

V — 2 + а1) 5h, 

* Об определителях см. стр. 146,
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Правильные многогранники—у которых Bee граня 
равные правильные многоугольники и все многогранные углы равны. 

AES SE 
Существует пять правильных многогранников (рис. 116), даиные о ко- 
торых см. в таблице. 

Элементы правильных многогранников (а — длина ребра). 

Число 

Число граней m Полная 
Название и их форма 5 | 3 | поверхность Объем 

$ |= 
a | m 

Тетраэдр 4 треугольника 6; 4 1,7331 - а? | 0,1179 - a8 
Ку 6 квадратов 12| 8 6. а? a3 
Октаэдр 8 треугольников | 12 | 6 3,4641. 22 | 0.4714 . a8 
Додекаэдр 12 пятиугольииков! 30 |20]| 20.6457. а? | 1,6631 . аз 
Икосаэдр 20 треугольников | 30 | 12 8,6603 - а? | 2,1817 . a8 

Георема Эйлера. Если е — число вершин многогранника, f — число 
граней и р — число ребер, тое —#-- f=2 (при условии, что много- 
гранник выпуклый или может быть сделан выпуклым при помощи 
непрерывной деформации). Примеры — см. в таблице правильных мно- 
гогранников. 

5. Круглые тела 

Обозначения: И— объем, S — полная поверхность, М — боковая по- 
верхность, й — высота, Р — площадь основания. 

Рис. 117. Рис. 115. 

Цилиндрическая поверхность (рис. 117) образуется 
прямой линией (образующей), перемещающейся параллельно заданному 
направлению вдоль некоторой кривой (направляющей). 

Цилиндр — тело, ограниченное цилиндрической поверхностью 
с замкнутой направляющей и двумя параллельными плоскостями, явля- 
ющимися основаниями цилиндра. Для любого цилиндра (рис. 118
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{р — периметр основания, 5$ — периметр сечения, перпендикулярного к 
образующей, Q — его площадь, { — длина образующей): 

М = ph = &; У= Ей = Ol. 
_ Круглый прямой цилиндр имеет в основании круг, и его 

образующие перпендикулярны к плоскости основания (рис. 119); 
К — радиус основания; 

М=2=АЮй; $ =2кЮ (Юй); И = пА?Н. 

Усеченный круглый цилиндр (рис. 120): 

hg — 11 \? 
М = = (hy + ha), S= aR] ty + ha + + peg (^^) | 

VY = лю? Ay + he 
9 e 

ПР 

Рис. 119. Рис. 120. 

Рис. 121 

Отрезок цилиндра (обозначения см. рис. 121: а = р 

в радианах): 

_ 9 з 9 й ЮЗ = Vaz = [a (3R? — а?) + 382 (6 — Ri 4 = “FT (sins =, 

M == Ww - Юз а 

{формулы остаются в силе для случая O> К, ф > XI. 
Цилиндрическая труба (рис. 122). R ner — внешний и 

r 
внутренний раднусы; 6 == К — sr, p= р 

V = th (Е — 1} = Аб (QR — 8} == hd (27 + 8) == 2xhdo, 

(средний радиус): 
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Коническая поверхность (рис. 123) образуется прямой 
линией (образующей), перемешающейся вдоль кривой линии (направ- 
чяющей) и имеющей неподвижную точку (вершину). 

Рис. 123. 

Конус (рис. 124) ограничен конической поверхностью с замкнутой 
направляющей и плоскостью, образующей основание. Для любого ко- 
нуса И = 1/3 ЛА. 

Круглый прямой конус (рис. 125) имеет в основании ок- 
ружность, и его высота проходит через центр окружности основания 
({ — длина образующей, R— радиус основания): 

М — = — RVR A Sm aR(R+D; Veg wR, 

Для усеченного прямого конуса (рис. 126): 

1=И а РИ — 78; Maal (R47); V= Е. (R24 72 + ©); Hoh oo. 

Конические сечения — см. стр. 213. 

Рис. 125. Рис. 126. 

Сфера — поверхность шара. Ю — радиус шара, р = 2R — диаметр 
шара (рис. 127). Всякое сечение сферы плоскостью есть круг. Большой 
круг — круг радиуса КЮ, получающийся от сечения сферы плоскостью, 
проходящей через ее центр. Через всякие две точки сферы (не являю- 
щиеся противоположными концами диаметра) всегда можно провести
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большой круг и только один. Меньшая дуга этого большого круга 
является кратчайшим расстоянием на сфере между данными точками. 
О геометрии на сфере см. стр. 190—191. 

Поверхность сферы и объем шара: 

$ = 4nR2 => 12,57R2, 5 == п) = 3,14208, 5$ = У sr V2 = 4,836 у V2; 

3 3 
и = 3 кА = 4,1898, V= ee =z 0,5236D8, vary > =0,09403У $8 5 

_ И Sx = Vz 3 
Ю = 3 < = 0,2821V 5; R= Tz = 0,6204 и и. 

Рис. 128. 

Шаровой сектор (рис. 128). 

$ = кА (2h +a); Г = 

Шаровой сегмент (рис. 129). 

2 Ю2В ——. 

a? = h (2Ю — A); М = ЮВ == п (а? +A); Sm к (QR -- 02) == п (A? + 249) 

V = 4 пл (3a3 +) rh? (8R — 1). 

Шаровой слой (рис. 130). 

a 
Rim at +( 55 ; M = 2nRh; 

S= = ФЕ 42+ 6%; Very wh (Bad + 30222), 

Puc, 130. Рис. 131. 

Если И! — объем усеченного конуса, вписанного в шаровой слой 

(рис. 131), Hl — его образующая, то И — Г! = 6 nhi2,
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Тор (рис. 132) — поверхность, образованная вращением окруж- 
ности около оси, лежащей в плоскости этой окружности и не пересе- 
кающей ее. 

$ = 4n?Rr = 89,48 Юг, S = n2Dd = 9,810ра, 

И = 2*2 Юг? = 19,74Юг?, V = 1/4n2Dd? = 2,467 Раз. 

air 

} 

‘ 
4 
‘ 

1 
i] 
' 
р 
‘ 

Puc, 132. 

Бочка (рис. 133). Для круговой бочки (образующая — дуга. окруж- 
ности) приближенно 

И = 0,2621 (202 + 4?\ или И == 0,0873^ (2D + а)з. 
Для параболической бочки; 

nh 3 



IV. ТРИГОНОМЕТРИЯ 

А. Прямолинейная тригонометрия 

1. Тригонометрические функции 

Радианное измерение углов. Наряду с практическим 
градусным измерением углов в теоретических вопросах применяется 
радианное измерение: величина угла a — центрального для произволь- 
ной окружности — измеряется отношением длины дуги 2, на которую 

этот угол опирается, к длине радиуса 7 этои окружности: а = r 

При этом w3mMepennH за единицу принимается радиан — утот, яв- 
ляющийся центральным для дуги, длина которой равна радиусу окруж- 
ности. 1 радиан равен 57°17’44'”,8 или 57°,2958; 1° == 0,017453 радиана. Пе- 
реход от одного измерения к другому производится по формулам. 

180 т 
9 = — * = — a’, a == = а (раднанов) *, а (радпанов) 180 a 

о о т . «(Ot 
В частности, 360° = 2, 180° == x, 90 => 270 =y ит. д. Таб- 

лицы перевода градусов в радианы см. стр. 71. 
пределения. Тригонометрические функции угла а опреде- 

ляются при помощи тригснометрического круга ** (раднус Ю == 1), а так- 
же из прямоугольного тр-ка для острых углов) (рис. 434, а HO). 

синус: sine = BC = <, 

b 
косинус: cosa = ОВ = с, 

а 
тангенс: Ша -= АО = 5. С 

b | 
котангенс: ctga == EF = = 

секанс: 8с а = ОД == a b 4) 

° 6 
хосеканс: csca=OF = =: рис. 134, 

* Радиан специального обозначения не имеет; угол, равный а ра- 
дианов, обозначается просто «а». 

** Угол а измеряется от непс9Эвижного радиуса ОА до подвижного 
радиуса ОС против часовой стрелки (положительное напр. зленио)
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Знаки. Функциям приписывается определенный знак в зависи- 
мости от того, в какой четверти тригонометрического круга (рис. 134, а) 
лежит подвижный радиус ОС, по следующей таблице: 

Е 
о & Величина угла sin cos tg ctg sc csc 
та 

J от 0’ go 90° + + + + 4 
П от 90° до 180° | _ — — — + 
Ш от 180° до 270° — _ + + _ — 
ту от 270° до 360° — + — — + _ 

Пределы изменения 

синус и косинус: от —1 до +4, 
тангенс и котангенс: от —со до -Ноо 
секанс и косеканс: от —co до — и ‘oT +1 до -boo, 

Значения функций для углов, кратных 30°, 45°, приведены 
в таблице на стр. 181. 

д зд 

a 2 n 2 an 

j oR fk 
Pol | | 

8 ' о! 5 \ ' 

Зе: ых 
tthe Wo те 

о ` РИ. к р" 
if eS as 

' | хо fy 1 

of ae ] 1 
| \: \ i” |, 

Ра а! 1: 
esl Sail By 
‘| ae bey ry 

ee Ee re 
oo ahd 

0 90° 80° 27° 36° 

Puc. 135. 

3) Если 90° <a < 360°, то ф ( угла по формулам приведения 

Характер изменения 
тригонометрических функций при 
увеличении угла от до 360° 
определяется графиками, изобра- 
женными Ha рис. 135 * 

Значения тр гонометрических 
функций любого угла находятся 
по следующим правилам: 

|} Если угол больше 360°, ro 
функции приводятся к функциям 
угла между 0° и 360° (a тангенс 
и когангенс —к углу между 0° 
и 180°) по формулам (п — целое 
число): 

sin (360°. п а)==$ ща, 

cos 1360°.в- а) ==соза, 

tg (180°. п а) =, 

ctg (180. в + а) = са. 

2) Если угол отрицательный, 
то функция приводится к функции 
положительного угла по формулам; 

sin (— a) = — sina, 

cos(— a) = cosa, 

{2 (— a) = — tga, 

ctg (— a) == — ctga, 

HRA оприводится к функции острого 
стр. 

* График синуса является обыкновенной синусоидой, о более об- 
щих синусоидах см. стр.
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4) Если угол острый: 0° <a < 90°, то функция находится по табли- 
пам (стр. 48—51). 

Например, sin(— 1000°) = — sin 1000° == — s{m(360°-2 -|- 280°) == — sin 280° == 
== + cos 10° == + 0,9848 *. 

Формулы приведения 

Функция В = 90° +a | В = 180° + а | В = 270° ча | В = 360° — a 

sin В | + с0$ ® | ip sina | — COS & | — sina 

cos В | 3 sins | — COS a | + sina | + cos а 

tg 0 | + ctg a + tga | 7 ctg @ | — {ра 

ctg В | TF tg @ + ctga | 4 tga | —ctga 

2. Основные формулы тригонометрии 

Функции одного угла: 

sina 
$112 а + с0$8 а =| = tga sina-csca = 1 

+ ' cos @ 5“. cs , 

scla — tg2a =1, cosassca =I, 

COS a 
esc2.a —ctg2a =1, sing = ctg a, tga-ctga =I. 

5 a 

Выражение одной функции через другую (того 
же угла) **: 

i о (ра | И 362 а — | 4 
sine = Vl—cos?e¢ = = — — , 

ИТ -- 12а Vi-+tctg2« SC a csc a 

Vesc2a — 
cosa==ViI—sinta = I — cig a — | — csc“ а | 

УГ 22а Vi+ctgea Sc @ CSC @ 

tg = sina СУ! — cos- a — 1 — Узс?а — |= _\ . 

УТ —sinta Cos a ctg a ва 1 

V1 — $112 

ete Иа __cose vest ни, 
sina Vi-—costa Ша Yosc®a—I 

* Значения функций для углов, заданных в радианах, нахо- 
дятся из таблиц на стр. 52 — 55, составленных при значениях аргумен- 
тов от 0 до 1,60. Если заданный угол выходит из пределов таблицы, 
то пользуются теми же правилами и формулами приведения, что и при 
задании углов в градусной мере [например, sin (2x + x) = sin x, 
sin (2 — x) = — sin x u T. д.]|. 

** В этих формулах перед знаком радикала должен быть поставлен 
знак «плюс» или «минус», смотря по тому, в какой четверти находится 
угол.
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Функции суммы и развости углов: 

sin (< + В) = sina cos В + cos asin В, cos (а + В) =cos а с0$ В + зта sing, 

tga + te 6 расе +1. 

ly tga tgp’ СЕВ Ц ра ' 

sin(a+3-+7)=sina с0$ В cos 1 + cosa sin Scosy+cosacosBsin y—sin2sin3sin y, 

tg (a + Bp) = ctg (а + В) = 

cos (a-+-8-+-})=cosacos В cos 1 —51ПазшВ cosy —$11 а с0$ В sin y—cos 2sin§ sin y. 

Функции кратных углов: 
sin 2a = 2sina cos а, sinda = 3sina — 4 $113 а, 

cos 2a = cos? а — $112 a; cos За = 4 cos? а — 3cosa; 
sin 4a = 8 с0$3 а $ па — 4 cosa sina, 

cos ta =8605% а — 8 с052 а + |; 

2tga 3tga — tgsa 4iga - 4 123 а 
ро оо. Ce | — 6 tg?a + tyta 

cig? а — 1 cig? a — Зара ctg4a —6ctg2a+ 
ы = oOo = . 4a = 

clg 2a 2ctga ' clg За Зара - | ' clg 4a 4 {93а —4ctga’ 

sinna ни с0$ па для больших п удобно определять, пользуясь формулой 
Муавра для комплексных чисел (стр, 496) * 

cos ла + isinna = (с0$ а + isin a) = с05 а + in cos™ | sina — 

—2 . wt —3 . _ . 
- Cc? cos” азш2а — iC} cos” а singa + Ch cos™* a sinte +. 

откуда 
— . 4 .6 nwo. 6 

cos na-=cos”a —C? cos” 2 asin’ a+Cp cos” ‘asin a—C,cos” “asin a+..., 

п--3 oo) 
sin Ла — п 057  asina — Са cos a $113 а + CR cos asinga — ..., 

Функции половинного угла ** 

‚а а 1 — cosa | — case sing 
sin =V Ш. (1 - cosa), | И = = 

2 2 ) 8 2 1+ cos а sila t+ cos a’ 

a a и | са 1- cose sina 
cos — = V 1/2 (1 + cos a) clg — + = am = . 

2 } 2 | — cosa sin « | — cosa 

Сумма и разиость функций: 

| 

sina + sin3 = 25 4 mt cos © a tga tig B= ee 

sina — sin = 2 cos < At P cin’ 5 в бра + Че в = + — eae. 

cosa + cos В = 2cos "ЕР cos? =, tga +ctg3 — SP 

ы ст — биномиальные коэффициенты (см. стр. 163 — 164), 

** См сноску “* на предыдушей странице,
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Произведение функций: 

sin a sin В = [cos (a ~ 8) — cos (а + В}], 

cos а cos В = [cos (a — В) + cos (a + 8)j, 

[sin (a — B) + sin (a -- В)], sina cos В = 

m
l
 

>|
 

(sin (а + 38 — y+ sin (B + ха) т (y+ a — В) — 

— зп (а +68 + y)], 
sin a cos В cos y = = [sin (a +B — т) ~sin(p + у —a)+sini(y +a —8) — 

—sin(a +8 + 1)]. 
sin a sin В cos т=3 [— cos ta + — 1)-1- соз (Ву —a)-+cos(y fa— В) — 

— cos(a ВТ). 
cos а cos В cosy = 4 (cos (2 -- В — т) + cos(p + 7 — а) + cos(y-+a—~—B}+ 

+ cos (а +8 +1). 

sina sin В sin 1 = 

Степени функций: 

5112 а = т (1 — cos 2a), $103 а = + (3 sina — sin 3a), 

cos? a = > (1 + cos 2a), cos3 а = + (cos За + 3 cos a), 

. | 
sin4 а = $ (cos 4a —4cos 2a -} 3), 

cos4 а = ; (cos 4a + 4 cos 2a + 3), 

Для вычисления sina и cosa при больших п можно последовательно 
использовать формулы для cos па и sin па на стр. 183. 

3. Синусоидальные величины 

Определения. Во многих вопросах механики и физики рас- 
сматриваются величины, Зависящие от времени Ё и выражзющиеся 

формулой 
u= Asin (wt -|-- 9): (Хх) 

такие величины пазываются синусоидаль- 
a ными, их изменение в зависимости от вре- 

] ==“ ey мени назывдется гармоническим колеба- - 
$, 0 нием. Графиком функции (Х) является 
@ общая синусоида (рис. 136), отличающая- 

ся от обыкновенной синусоиды (у = sin x) 
следующим: |) ее амплитуда (размах), 

Рис. 136. т, е. наибольшее отклонение от оси &, 
равна A, 2) ее лериод T («длина волны») 

2х . 
равен — (w называется частотой колебапия)* 3) ее «начальная 

w 
фаза» — угол ф. 

* В теории колебапий эта величина обычно называется циклической 
или круговой частотой. 
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Величину (Х) можно представить в форме 

— а п wt + 6 с0$ otf, (хх) 

причем А = Уа? -{ 62, 1#ф = 2; величины a, b, Аиф могут быть пред- 

ставлены элементами прямоугольного треугольника (рис. 137). 
Действия над синусоидальными величинами. 

Сумма двух синусоидальных величин с одной и той же частотой w 
является также синусоидальной величиной с той же частотой: 

A, sin (wf -- 91) Аа sin (wt +- фэ) = А sin (wt + $), 

причем 

А = У 4 + AZ + 2А1 Аз cos (фз — $1), 

_ Ai sin py + Ay Sin Фо | 

ge A, cos 9; + А.) cos фо' 

линейная комбинация нескольких синусоидальных величин с одной и 
той же частотой есть синусоидальная величина с той же частотой: 

Ус;Арзт (wt + фу = А sin(wt + 9); 

нахождение А и ф производится графически на векторной диаграмме. 

у 

bled а__... 

®. 

< ~~ 

| © u 
$ 

of т Я - т 

Рис. 137. Рис. 138. Рис. 139, 

Векторная диаграмма синусоидальных вели- 
чин, Синусоидальную величину (№) нли (%%) удобно изображать 
на плоскости в виде радиуса-вектора и с полярными координатами 
р = А, фи декартовыми х=а, y= 6 (см. стр. 198 — 199); сумма двух 
синусоидальных величин изображается суммой векторов, изображаю- 
щих отдельные слагаемые (рис. 138}, а линейная комбинация несколь- 
ких синусоидальных величин — соответствуюшей линейной комбинацией 
зекторов. Такое изображение синусоидальных величин обычно назы- 
вается векторной диаграммой. 

На векторной диаграмме величину и, соответствующую данному 
значению f, получают следующим образом. 

Через начало О (рис. 139) проводят «ось времени» — ось ОР, вра- 
щающуюся зокруг О в направлении часовой стрелки с постоянной уг- 
ловой скоростью и; в начальный момент ({=0) эта ось созпадает с 
осью Oy. Тогда проекция ОМ рассмотрепного вектора и па ось Bpe- 
мени равна для каждого момента { значению синусоидальной величины 
Ц == A sin (и! -- ф) (при Ё=0 ид = Asin есть проекция и на ось Оу, 
рис. ).
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4. Решение треугольников 

Прямоугольный треугольник; а, 6 — катеты, с — ти- 
потенуза: А, В — углы против сторон аи ф. Основные соотношения: 
а = сзт А = с с0$ В. а=ф Ш А=ьсфь В. 

Дано Формулы для нахождения остальных элементов 

с. А В = 90° — А, a=csinA, b=ccosA, 

|. — = _a а. А В = 90° —А b=actgA, <= а, 

а. с sinA=—, b=ccosA, B=90°~—A, 
Cc 

a a о 
а, 5 А-Ь, с=пд, В = 90° — А, 

Косоугольный треугольник: а, b,c — стороны, А, В, С — 
противолежащие им углы, 5 — площадь, А — радиус описанной 
окружности, г— радиус вписанной окружности, р — полупериметр 

[р = 1 (а Но + с\|. 
Основные соотношения. 

а 4) с 

1) sin A — sin B — sill С = 2R («теорема синусов»), 

2) а? = 62 +- с? — 2be cos А («теорема косинусов»), 

a+b _ tgl/o(A + B) 
а-—ь tgl/o(A — В) 

4) $ = l/sabsinC = 2Ю? sin Asin BsinC=rp=YV p(p — a\ip—b)(p —c). 

3) («теорема тангенсов»), 

„Дополнительные соотношения. 

asin В 

с — а со$ В’° 

‚А _ (р-—6)(р-с) 
чита = VV bc ’ 

ee 
coo = VY be 

A” —b)(p— ша - ИФ )(p — с) 

12 А = 

pp —а) 
а--о _ соз [1/2 (А — В)] _ с0$ [1/3 (А — В)] 

с  5с03|1/. АВ) — чт МС ' 

a—b_ sin('/e(A — В) _ sin[1/9\A — B)} 
с п/а АВ)  cost/pC ‘ 
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Дано Формулы для нахождения остальных элементов 

1) Сторона u 
2 угла 

(а, А, В) 

С = 180° — А-В, ‚ _ ап B 
sin A ’ 

in С 1 
= << ; S = 7 аб sin С 

А-В _@-ь. С A+B 

3) 2 стороны 
и угол 

против одной 
из них 

(a, 6, A) 

2) 2 стороны ig ‹ = cig =, : == 90° — 1/5 С. 

и го 2 a+ b 2 2 
между ними Получив A+ Bu A - В, находят А и В, 

(a, 6, С) _ атс ._ id , 
= А’ $ = ab sinc 

sin B= SA . 

a 

если ab, то В < 90° и имеет лишь ONO значение: 
если а < В, то: 

1) В имеет два значения при рзш А <а 

(Во = 180° — Bj), 
2) В имеет одно значение (90°) при 6 sin A =a, 
3) треугольник невозможен при © sin А а; 

° азт С 
С == 180° — (А-В) с = sin A 

. | . 
, $=5 аб чп С 

4) 3 стороны 
(a, 6, с) 

’ 

(р- a)ip — b)(p —с) 
р e 

r C r 
wee gee 2 p-ob' 2 p-e! 

r= 

A r 
ра, 

= гр = Ир(р-а)\р — 6) Ф — с) 

Вычисление линий, связанных с треугольником. 

Высота на сторону а: "= Ь ШС = ¢ sin В. 

| 
Меднана на сторону а: ту =; И 5? -1- с2 + 2bc cos A, 

20с cos А 

Биссектриса угла A: = ——_2. 
у А b+ec 

Радиус описанной окружности: R 
_ a _ b c 

~ 2sinA 2508 2sinc’ 
Радиус вписанной окружности: 

(p — a) (p —b)\p —¢) AF we A in? sin © r= у‘ р =pigs Шо Шо = 4Rsin 5 sin 5 sin > 
2 2 
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5. Круговые (обратные тригонометрические) функции 

Определения. Круговыми функциями от х (‹обратными 
тригонометрическими») называют величины у, определяемые равен- 
ствами: 

у = Arcsin х (арксинус), еслн х = sin у, 

у == Агссо$ x (арккосинус), если х == cos у, у измеряется 

у == Arctg x (арктангенс), если x = tg y, в радианах. — 

у = Arcctg x (арккотангенс), ccan х= ctg у, 

Примеры: 

Arcsin 0 =0 или п или 2х, вообше Arcsin 0 = kr, 

| к к к 1 к. 
Arccos =. = 3 или —5 или 3 +2”, вообше Arccos я =: 3 + 2kr, 

Arctg | = + или = ‚ вообше Аг 1 = 5 + Ат. 

cme Mm went eee ce AH 

атс ^ — а 

<-> ee 6 www mw we & Hh a a 

2 —_—- 
№ — “arctg 

| 
~
 > 

G 

ви: 

Главные значения. Круговые функции многозначны; н 
главные значения (обозначаются: агсзш ох, arccos х, arctg x, arcclg x) 
ограничены пределами: 

sSarcsinx = + = 5 ; 

Sarccos х = r к, © 
“
i
 

-~5 <агив х <+1 

0 < агс я х<- х. 

Графики круговых функций см. стр. 99; графики их главных зна- 
чений изображены на рис. 140.
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Выражение одних круговых функций 
через другие *: 

: Tt 
ercsin + == — arcsin (— x) = "x — arccos х = [агссо$ V | — х2] = 

arctg = [геем У! — = 
Vi— х? у x 

ms . 
arccos Х = п — arccos (— х) = 7 — arcsin x = [arcsin УП — x2] = 

р 

= | arte ones arectg ——~ 
х V1 — хз ' 

arctg х = — arctg (— v) = = arcelg х = arcsin od = 
2 ИГ ха 

1 | 
= | arccos ————— | = | ас —|, ут] = [ee] 

к 
arcelg х = к — arcctg (— +) = 5 — arcly х = 

== [resin 
1 х 1 | = arccos о = ]Jarclgy —], 

УТ = УТ ы "| 

Основные соотношения между 
круговыми функциями: 

aresin x -+ arcsin у == arcsin (х V1 — у2 yV 1 — x2) 

(ху =0 или x2 + уз =< J) 

=m — агсзт (х УТ — y2 + y V1 — x2) 
[x >0, y >On д? -+ y? > 1] 

== — п — агсзт (х VI — y2+ yVI — x2) 
[Iv <0, yOu x2 + y2 > 1), 

arcsin x — arcsin у = arcsin (х УТ — y2 — yV1 — x2) 
[ху = 0 или x2 + y2 = 1} 

= п — arcsin(x VI у2 — yV1 — x2) 
[x >0, y< On x2 + y2> |} 

== — x —arcsin(x ИТ — y2 — И! — x2) 

[x < 0, y>Ou x2 + y2> | 
arccos ¥ -}+- arccos у = arccos (ху — УТ — x2 V1 — уз) [x+ y= 

== 2x — arccos (ху —VI—x2V1—y2) [x+y< 0), 

arccos x — arccos y= — arccos (ху -++ V1 — хз V1 — уз) [x = У 

= агссоз (xy +-V 1 — x2 V1 — у2) Ix < y], 

* Эти формулы верны только для главных значений круговых функ- 
ций, а формулы, взятые в квадратные скобки, —только для положитель- 
ных значений х (так как пределы главных значений определены для 
различных фуикций по-разному).
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х 
arctg x ++ arctg y == arctg т =a ivy <1] 

x+y = Рас |, [x>0, xy>1) 

x 
= —n-+arctg т =r [<<0, xy > 1}, 

Хх -У arctg х — arctg у = аг в ГЕ» {xy > — 1) 

x— 
=m + arctg 5 г [x > 0, xy <— I] 

= —n-+arctg iTS [x<0, хх<— Ц, 

, . 1 
2 arcsin х == arcsin (2х V 1 — х?) | 1х | = — 

v2 

= т —arcsin (2х УТ — x2) Fe <*<i| 

= — x —arcsin (2x V1 — x3) [-1<*<-3]. 
2 

2 arccos x == arccos (2х2 — 1) [0=х=1 

== 2n — агссоз (2х2 — 1) [—l<« <0], 

2 arctg x — arctg >" [Jet< QJ 

2x 
= + arctg 5 [x > 1} 

2х 
=— n+ arctg — jx <— 1], 

cos (л arccos х) = 21-1 Ти (x) (n > 1 *), 

где Та (х) определяется равенством 

(x + Их? — ltt. — Ух? — 1)" 

оп ° 

При л целом Г„(х) является многочленом от Хх (лолином Чебышева). 

Ги (>) = 

Б. Сферическая тригонометрия 

6. Геометрия на сфере 

Геодезические линии на сфере. Пересекая шар пло- 
скостью, проходящей через ее центр, получаем на поверхности шара 
(сфере так называемый большой круг, радиус которого равен радиусу 
шара. Через каждые две точки А и В на сфере (за исключением проти- 
воположных концов диаметра шара) можно провести единственный 
большой круг; меньшая его дуга АаВ (рис. 141) является кратчайшей 
из всех линий (например, ADB) на сфере, соединяющих эти точки (так 

* Формула вериа и для N нецелого.
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называемая геодезическая линия * на сфере), и играет на поверхности 
сферы ту же роль, что прямые на плоскости. 

Измерение дуг и углов на сфере. Длина дуги боль- 
шого круга, — а, с центральным углом а (в радианах) равна Ка, где 
Ю — радиус сферы; для одной и той же сферы удобно принять за еди- 
ницу измерения дуг радиус Ю; тогда — а = а. дальнейших формулах 
принята эта единица измерения. 

Угол АВС, образованный на сфере двумя дугами большого круга 
(рис. 142), измеряют линейным углом А’ВС’ между касательными к CO- 
ответствующим дугам в точке В или, что то же самое, двугранным 
углом, образованным плоскостями ОВА и ОВС. 

Сферические треугольники. Три больших круга обра- 
зуют на сфере несколько сферических треугольников. Из них мы рассма- 
триваем TOT, все стороны и углы которого меньше 180°. Стороны тре- 
гольника а, би с измеряются плоскими углами трехгранного угла OABC 
рис. 143; О — центр сферы), углы треугольника А, В, С — двугранными 
углами этого же трехгранного угла. 

Основное свойство сферического треугольника: сумма его 
углов А + В--С всегда больше 180°, Разность (A+ B+ C)— a= 6, выра 
женная в радианах, называется сферическим избытком, или сфериче- 
ским эксцессом данного сферического треугольника. 

Рис. 143. Рие. 144, 

Площадь сферического треугольника 5$ = RB, где 
Ю — радиус сферы, а 6 — сферический избыток. /лощадь двуугольника, 
образованного двумя дугами большого круга (рис, 144), 5==2АЮ2А 
(ДА выражен в радианах). 

* См. стр. 264, 
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7. Решение сферических треугольников 

Прямоугольные треугольники (а, O — катеты, © — ги 
потенуза, А, В — углы против сторон а, & — рис. {45). 

90-6 | 902~a 

Рис. 146. 

Основные соотношения: 

1) sina = sinc sin A, 6) tg a = tge cos В, 

2) зар = sine sin В, 7) tg = с соз A, 

3) tga =sin dtg A, 8) cos В = cos Osin A, 

4) tg b=sina tg В, 9) cos А =cos a sin В, 

5) cos c = cosacos Jb 10) cos С = с A ctg В, 

Номера формул для нахожде- 
Дано ния остальных элементов 

Гипотенуза и угол: с, А а (1), 6(7), В (10) 
Катет и противолежащий угол: а, А Ь (3), с (1). В (9) 
Катет и прилежащий угол: а, В b (4), с (6), A (9) 
Два катета: a, 6 с (5), А (3), В (4) 
Два угла: А, В а (9), 6 (8), с (10) 

формулы | — 10 могут быть получены из следующего правила 
Непера: если расположить пять элементов прямоугольного треугольника 
(пропустиз прямой угол) по кругу в том порядке, как они находятся 
в треугольнике и заменить при этом катеты а, 6 их дополнениями 
до 90° (рис. 146), тэ 

1) косинус каждого элемента равен произведению котангенсов двух 
прилежащих к нему элементов, 

2) косинус каждого элемента равен произведению синусов двух не- 
прилежаших элементсьв. 

Например: cos A = с (90° — 0) ctg cc, cos (90° — а) = sinc sin А.
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Косоугольные треугольники (A, В, С— углы тре- 
угольника; а, 6, с — противолежащие стороны, рис. 147). 

Основные соотношения: е 

sina по sine 

) sin A sinB™ ein 6 e 
(«теорема синусов»), 

2) cos а = cosbcosc-+ по sin ccos A, г у 

3) cos А = — соз ВсозС -{- sin Вз1п С cosa 
(2, 3 — «теоремы косинусов»), 

4) sina ctg b = ctg BsinC + соза соз С, Puc. 147, 

с 

5) sin А с В = ctg bsinc —cos А cose, 

Номера формул для 
Дано отыскания остальных 

элементов 

Три стороны: а, 6, с А (2), Bu С(1) 
Три угла: А, В, С а (3), Бис(1) 
Две стороны и угол между ними: а, 6, С В (4), Ane (1) 
Два угла и сторона между ними: А, В, с Ь (5), a uC (1) 
Две сторечы и угол против одной из них: 

a,b, В А (1), с (5), C (1) 
Два угла и сторона против одного из них: 

‚ В, а (1), С (4), с (1) 

В. Гиперболическая тригонометрия * 

8. Гиперболические функции 

Определения гиперболических функций. 

Гиперболический синус (сокращенно обозначается sh), гиперболиче- 
ский косинус (или ch) и гилерболический тангенс (или th) опредедя- 
ются формулами: 

e~ —e * 
sh x = ——_5—— , 

eo +e* 
chx=——y—, 

e~—e * 
Ш. 

e+e 

Геометрическое определение гиперболических функций, аналогичное 
определению тригонометрнических функций (синус, косинус, тангенс), 
см. ниже (стр. 196—197). 

* Под этим названием объединены элементарные сведения о гипер- 
болических функциях, аналогичные сведениям O трнгоноиетрических 
функциях.
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Гиперболические кстангенс, секанс и косеканс определяются, как 
обратные величины: 

2 1 2 
seh x = — = о, esch =, 

che e* +e * shx e*~—e* 

Характер нзэменения гиперболических функций опреде- 
ляется графиками, изображенными на рис. 148. См. также текст Ha 
стр. 100. 

Таблицы гиперболических функций сы. на стр. 52—55. 

9. Основные формулы гиперболической 
тригонометрии 

Для гиперболических функций имеют место формулы, аналогичные 
формулам для тригонометрических функций (стр. 152— 183) *. 

Функции одного аргумента: 
СВ? х — з62 х =1, $682 х-- 2х =1, cth2«—csch°x—1, Шх. сх =| 

sh x ch x 

* Эти формулы могут быть получены из соответствующих формуд 
для тригонометрических функций посредством простого правила, см. 
ниже, стр. 195.



ФОРМУЛЫ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ ТРИГОНОМЕТРИИ 195 

Выражение одной функции через другую (того 
же аргумента): 

— 2х she= Их Г th x — 1 У! sch x _ 1 

Vi—th? x Ycth?x—1 sch x eseh x 

cha = Из х Е Г = 1 __ che _ 1 _ Vitesch? + 

|1 — {3х YVcth2?*«—I schx csch x 

sh x Ус х—1 _ | | 
th Я = —_—_— = =Y _. о == 

V sh? x +1 ch x «их | — sch* x Vi-esch? x’ 

У sh? x +1 che 1 | 
cth x = = = 

$1 х Иех т the Wil-—sch?x Vesch? x + I. 

Функции суммы и разности двух аргументов: 

sh (х -+ у) = $6 х сп у - сп х sh у, ch(x - y)=chxch y+ зНх $8 у, 

thx + thy | = cth xcth y 
+ = = ° ШУ 1 + Шхшу’ cth (x y) cthx +cthy 

Функции двойного аргумента: 

sh 2х = 2 51 x ch x, 2х = 2th «:(1 + th2 x), 

ch Зх = $02 x + ch? x, cth 2х = (1 -cth? x): 2 cth x. 

Формула Муавра: (che-+shx)*=—chax+shnx (ср. стр. 183) 
Функции половинного аргумента: 

х —. х _ che-l _ sh x 
sh 5 + V1/p (ch x — 1) *, th > sha che tT’ 

x х sh x che +1 
— = 1 — = = chs У 1/2 (che-+ 1), cth 5 hii sha 

Сумма и разность функций: 

sh х- sh у== 2 $8 1/5 (4 у) ch 1/2 (х = У), 
chxe--ch у==2 с 1/о («+ у) ch 1/5 (4 — y), the -bth y= 

сх — ch y=2sh 1/9 (х- y)sh 1/5 (х — у). 

$1 (х -& у) 
сх св у ° 

Связь между гиперболическими и тригономе- 
трическими функциями ** 

sin z= — ish iz, cos 2 = ch iz, tg z = — ith iz, Ср z= icth iz, 

sh = = — isiniz, chz=cosiz, th z=— itg iz, cth z= ictg iz; 

каждая из формул, связывающая между собой гиперболические функ- 
ции OT х или отах (HO He от ах -- 5}, может быть получена из соответ- 
ствующей формулы, связывающей тригонометрические функции от a 
(стр. 182— 183) путем замены sina через ish хи cos@ через ch x. На- 
пример: cos? а Ч $112 а = 1, ch? x + i2sh2 х=1| или ch2 « — sh2 х == [; 
sin 2a=2sina cosa, ishQx=2ishxch*s или sh@x=2shxechxe итп. 

* Знак «+s при x >0 и «—» при + <0, 
** О функциях комплексного переменного см. стр. 499.
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10. Обратные гиперболические функции 

Определения. Обратными гиперболическими функциямц 
(«ареа-функциями») x называются величины, определяемые равенствами 

y= Arsh x (ареа-синус), если x == sh y, 
у== Arch x (ареа-косинус}, если Х = ch у, 
y= Arth x (ареа-тангенс), еслн x = thy, 

у = Arcth x (ареа-котангенс), есяи x == С у. 

Названия происходят от слова ареа (площадь\, так как ареа-функцян 
могут быть представлены площадью гиперболического сектора (см. 
ниже). 

Вы ра жения через логарифмы. Согласно формулам 
на стр. 193—194 имеем следующие выражения ареа-функций через лога- 
рифмы: 

Arsh « = In(x -+ V x2 + 1), Arth х = шт (х1<, 

Arch x = + In(x + V хе — 1) (x>)), Arcth х == ша (| ¥ {> 1). 

Графики ареа-фувкций см. стр. 101. 
ыражения одних функций через другие: 

У хз 

Arsh x == + Arch УХЕ Т* == Arth —_^ == Arcth РТ, 
Ух? -- | х 

Vx? —1 
Arch х = + Arsh У x2 — | = + Arth —————_ =» +t Arcth > 

x x3 — 1 

1 2 

Arth x = Arsh ——— + Arch == Arcth 1, 
Vi— x2 Vi- хз 

| x * | 
Arcth x == Arsh ————— = + Arch ————— = Arth —. 

Их? — 1 У хз —1 * 

Некоторые соотношения между обратными 
гиперболическими функциямн: 

Arsh х + Arsh y= Arsh (x V1 + y? + yV1-+ +3), 

Arch x + Arch y= Arch (ху + V(x? — 1)(y? — 1), 
x+y 

11. Геометрическое определение гиперболических 
функций 

В тригонометрическом круге (стр 179) функции sina, cosa, tga 
определялись как длины отрезков ВС, ОВ AD (при R= 1), а аргумент а 
был центральным углом АОС. За аргумент можно было принять вели- 
чяну х, равную площади (заштрихованной на рис. 149\ сектора СОК 

с центральных углои равным 2а, так как X= 5 Ю* 2 та (Rel, а 

измеряется в радианах]. Таким o6pasom: п х = BC, с08 х = ОВ, 
tg х = AD 

* Знак «--> npx х>0 и «—» прих < 0.
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Рассматривая аналогичные функции площади не в круге, уравнение 
которого ХЗ -|- У? == |, а в равнобочной гиперболе с уравнением X23 — УЗ=1, 
(рассматриваем только ее правую ветвь), и, обозначая через х площадь 
аналогичного сектора СОК (заштрихозанного на рис. 150), определяем 
гиперболические функции: sh x = BC; ch x = ОВ; th « = AD. 

Рис. 149. Рис. 150. 

Вычисляя методами интегрального исчисления площадь х*, имеем 
ес выражения через ВС, ОВ, ; 

x = ш (ВС -- УВСа- 1 = In (OB + VOB? — 1 — + in tae 

откуда получаем следующие выражения гипербслических функций 
через показательные (их и принимают за определения гиперболических 
функций): 

х —х г” —е 
ВС = ——— 

2 

Хх, -х х -х 
= sh x, OB = ®t! chy. АВ 

2 e* 
=thx. 

+e%* 

* См. стр. 394. 



ОТДЕЛ ТРЕТИЙ 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ 
И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

I, АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

А. Геометрия на плоскости 

1. Основные понятия и формулы 

Координаты. Положение любой точки Р на плоскости может 
быть определено при помощи той или иной системы координат. Числа, 
определяющие положение точки, называются се координатами. Наибо- 

лее употребительные координатные системы — 
g декартова прямоугольная и полярная. 
A Plays Декартовыми грямоугольными координа- 
+” mami точки Р (рис. 151) называются взятые с 

определенным знаком расстояния (выраженные 
в определенном масштабе) этой точки от двух 
взаимно перпендикулярных прямых — осей ко- 

0] ординат. Точка пересечения осей О называется 
началом коэрдинат. Обычно горизонтальную 

Рис. 151. ось называют осью абсцисс (осью Ox), верти- 
кальную — осью ординат (осью Oy). На этих 

осях устанавливается положительное направление, обычно на оси Ох — 
вправо, на оси Оу — вверх. Координаты точки Р считаются положи- 
тельными или отрицательными в зависимости от того, па какую полуось 

-
-
.
-
-
-
-
^
 

у 8 

g 
a 

Е + 1 j \ Ш У 

— + i 
—=—-F yore т + — — + 

пи |+ + - = 

Рис. 152. 

попадает проекция точки Р (см. схему рис. 152). Координаты х и у на- 
зываются соответственно абсциссой и ординатой точки Р. Запись 
Р(а, &) означает, что точка Р имеет абсциссу а и ординату 6.
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Полярными координатами точки Р (рис. 153) называются радиус- 
вектор р — расстояние от точки Р до заданной точки О (полюса) и 
полярный угол 9 — угол между прямой ОР и заданной прямой, прохо- 
дящей через полюс (полярной осью). Полярный угол считается поло- 
жительным при отсчете от полярной оси против часовой стрелки и 
отрицательным при отсчете в обратную сторону. 

a 

Рис. 153. Рис. 15+. 

Криволинейные координаты. Более общая система координат — 
криволинейная, когда на плоскости задаются два семеиства линий 
(координатных линий), зависящих каждое от одного параметра, причем 
через каждую точку проходит только по одной линии каждого семей- 
ства. Значения параметров, соответствующие этим кривым, являются 
криволинейными координатами точки. На рис. 154 точка М имеет 
криволинейные координаты #==41, э=.. В декартовой системе коор- 
динат координатные линии — прямые, параллельные осям, в полярной — 
окружности с центром в полюсе и лучи, выходящие из полюса. 

№ 

--------ъ-.-ъ.--ъ- 

` у 8 >
.
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Рис. 155. 

Преобразование координат. При переходе от одной 
системы к другой координаты меняются следующим образом. 

Параллельный перенос осей декартовых координат (рис. 155) 
(х, у — старые координаты, x’, у’ — новые, а, b — координаты нового 
пачала О’ в старой системе координат): 

х=х +a, yoy +d, 
x' =x — a, У’ =у-— 6. 

Поворот осей на угол ф* (см. рис. 156); 

Хх = Х' cosy — у’ sing, yo x’ sing + у’ созф, 

x’=xcos¢+ysing, у’ =—xsing + ycos ф. 

* Угол ф считается положительным, если поворот производитея 
против часовой стрелки.
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В общем случае преобразование может быть разбито на параллель- 
ный перенос и поворот осей. 

Переход от декартовых координат к полярным и обратно выпол- 
няется по следующим формулам, если принять начало за полюс, а ось 
абсцисс за полярную ось (рис. 157) 

Х = рсозф, у = рп о; 

р = х? - у2, ф = Arctg = = Arcsin >. 

Расстояние между двумя точками Py (x4, у1) и Po (хз, Уз) 
(рис. 158): 4 = V (x2 — м1)? + (Уз — ¥1)2. Если даны полярные координаты: 

Py (р, 91) и Pa (pe, $2) (рис. 159), то 4 = VV p2 + 2 — 2рра cos (фз —1). 

у 
у Ах, 4.) 

—_ 

7 р..--” Е 
^ oe ̂ 

GY) IH — 

Рис. 157. Рис. 158. Рис. 159. 

Деление отрезка в данном отношении. Koopan- 
i m 

наты точки P, для которой ББ. === A (рис. 160), определяются по 
2 

формулам: 
NX, + тх> х1 Аха 

н ии ИА п 
BiX; %) 

с yo Mts Ц Aya 
Ay) п + т | + А у 

КУ х х 
Для середины отрезка P,P»: хе , 

Pix y) 
yew 

б x ya tee, Если отэезкам P,P u PP» при- 

p 160 писывать положительный или отрицательный 
ис. , знак, в зависимости от того, совпадает их 

направление с направлением P,P: или нет, то 
приведенные выше формулы могут служить при A<O для нахожде- 
ния точки, делящей отрезок PyP, в данном отношении внешним 
образом. Например, для Точки Р такой, что Ро является серединой 

отрезка Р.Р, А = ae = - 2 
, РР. 

Координаты центра тяжести системы материальных то- 
чек М; (+; yj) с массами ту (= 1,2,..., 2) определяются по формулам: 

_ Ут _ iyi 

am; › 7 Ут; _ 
х
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Площадь треугольника (рис. 161); с вершинами Pi (м1, у1), 
Po (хо, уз) и P3 (хз, Уз}: 

жа | № ve || = oy [21 (Уз — Уз) - №2 (Уз — V1) хз (Ур — 2 = 
хз Уз 1 

| 
=о [(Х1 — №2) (Ур + Vg) + (2 — хз) (уз + уз) + (43 — ми (Уз + V1) |e 

Три точки лежат на одной прямой, если 

*, yy 1 
хо уз 1| =0, 
хз уз 1 

Площадь многоугольника с вершинами P, (м1, 93), 
Pg (хз, У ), фо у Р (*n, Yn): 

5= rls РУ) (4% — ¥3) Yq РУз) + (%_ — 41) Yn +I1) |. 

При вычислении по этим формулам площадь получается положи- 
тельная, если обход вершин в порядке нумерации происходит против 
часовой стрелки, и отрицательная — в противном случае, 

у P, (20. bh) 

ре Bae, 

Рис. 161. 

Уравнение линии. Всякому уравнению F(x, у) =0, связы- 
вающему координаты хи у, соответствует некоторая линия, обладаю- 
щая тем свойством, что координаты любой точки Р, лежащей на этой 
линии, удовлетворяют данному уравнению, и обратно, всякая точка, 
координаты которой удовлетворяют уравнению. лежит на линии. Урав- 
нение F(x, у) =0 называется уравнением этой линии *. Если F(x, у) — 
многочлен, то кривая F (+, у) ==0 называется алгебраической; в этом 
случае степень многочлена (см. стр. 155) называется порядком кривой, 
Если же уравнение кривой не может быть сведено к виду F(x, y) = 0, 
где Р(х, у) — многочлен, то кривая называется трансцендентной. 

Аналогично можно рассматривать уравнения линий в других си- 
стемах координат. В дальнейшем, если это eco6o не оговорено, рас- 
сматриваются декартовы прямоугольные координаты. 

* Может оказаться, что данному уравнению F(x, у) =O не удовле- 
творяют координаты ни одной действительной точки на плоскести [Hae 
пример, х2 --у? --| =0, у=1п1(1 — х3 —сНх)]. Тогда условно говорят, что 
данное уравнение изображается мнимой кривой.
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2. Прямая линия 

Уравнение прямой. Всякое уравнение, линейное относитель- 
но координат, определяет прямую, и наоборот, уравнение любой пря- 
мой есть уравнение первой степени. 

Общее уравнение прямой 

Ах + By+C=0. 

Ecan (рис. 162) А = 0, то ирямая параллельна оси Ox; если В==0, 
прямая параллельна оси Оу; если С ==0, прямая проходит через пачало. 

у 

> у J 

i 
x es 

х „$ = © 

Рис. 162 Рис. 153. Рис. 164. 

Уравнение всякой прямой, не параллельной оси Оу (рис. 163), может 
быть представлено в виде 

у= Ах - od; 

Е — угловой коэффициент прямой — равен 158; 6— угол между 
положительным направлением осн Ох и прямой; 5 — отрезок, отсекае- 
мый прямой на оси Оу (с учетом знака). 

Уравнение прямой, проходящей через заданную точку Py (x1, 51) 
В данном направлении (рис. 164): 

у jy = R(x — 41), где k= tg. 

у 

$ 

PEM) 

Рес, 6 

0 =“ a al 

Рис. 165. Рис. 166. 

Уравнение прямой, проходящей через ee заданные точки (рис. 165) 

Pi (м1, ¥1) и Pe (хе, у2): 
У— У _ д-Я! 

уз У 42-4! 

Уравнение прямой в отрезках. Если прямая отсекает на осях ко- 
ординат отрезки а и 6 (с учетом знаков, рис. 166), то ее уравнение: 

x,y _ 
+ У 1.
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Нормальное уразнение прямой: 

xcose-+ ysina—p=0, 

rhe р — расстояние прямой от начала координат, а — угол, образован- 
ный с осью Ох перпендикуляром к прямой из начала (рис. 167) (p>); 
0 = «< 27). Нормальное уравнение прямой может быть получено из об- 
mero уравнения Ах + Ву-- С =0 умножением Ha нормирующий MHO- 

житель УИ Знак р. должен быть противоположен знаку С. 
А? -|- В? 

Расстояние от точки Py (x4, у1) до прямой (вис. 167): 

G = xX; соза -1- у1 sin a — р; 

4 равно результату подстановки координат данной точки в левую часть 
нормального уравнения прямой. По этой формуле d>0, если Py н начало 
лезкат по разные стороны от данной прямой, и 4 < д в противном случае. 

Г 9 

Aim 4) N45) 

a 
а -т т 

0] м 9 / \ 0 

Рис. 167. Рис. 163. Рис. 169. 

Точка пересечения прямых. Координаты (хо, Yo) точ- 
ки пересечения двух прямых получаюгся совместным решением их 
уравнений. Если эти прямые заданы уравнениями Ayx + Biy+C, =0 
и Agx + Boy + Czy = 0, то 

vp {Bt С: |. |4: Br] py |1 An}. | An В 
0 |B, С.| | Аз Bo 2% =| с. Ag|*| Ay Bal" 

А; В! Если А, В =0, то данные прямые параллельны; в частности, при 
2 2 

А! _ By — С прямые совпадают A> Bs СР naar? 
Третья прямая Agx -+ Взу + Cg = 0 проходит через точку пересече- 

ния первых двух (рис. 168), если 

А: Py С, 
Ар Be Со | =0. 
Аз Bg Cg 

YpapHeHe всякой прямой, проходящей через точку пересечения двух 
прямых (уравнение лучка прямых): 

(Ах + Bry + Cy) | A (Ах + Boy + Ca) =0. 
Меняя A от — со до 4-00, можно получить любую прямую пучка. Вели 
уравнения двух прямых даны в нормальном виде, то при А = +1 полу- 
чаются ураанения биссектрис углов, образованных этими прямыми 
(рис. 169}.
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Угол 9 между двумя прямыми (рис. 170) определяется 
по следующим формулам. 

Всли уравнения прямых даны в общем виде 

Ах -- Bry + С, = 0 и Азх + Boy + Ce = 0, 
то 

А! Во — Az,B, te o == 
oe А, А+ + BBs’ 

cos © А: Аз + В: В sin = A; B2 — А-В! 

V AP + BV AB +B} V AF + BP V A+ BB 
Всли известны угловые коэффициенты ky и Ry прямых, TO 

| Re - ky 
oe TE Rik? 

Г-Н А: № . Е — ky 
Cos ф = . sigs 

Vite УТ V i+kRV 14k 

(угол ф отсчитывается от первой прямой ко второй против часовой 
стрелки). 

у у у 

} к, A | , 

oe 
^, 

“= ПА, 

x r | 
[> ss __— — 

— т — 1 5 

a о с; 0 ey 
Рис. 170. Рис. 1. 

В 
Прямые параллельны (рис. 111, а), если Ay == ЗА ИЛИ №1 = Ry. 

Прямые взаимно перпендикулярны (рис. 171, 6), если Ay Аз В! Вз=0 

или ke =— ki’ 

Рис, 172. 

Уравнение прямой в полярных координатах 
(р — расстояние от полюса до прямой, а — угол между полярной осью 
и перпендикуляром Из полюса на прямую, рис 172): 

р 
P= cos({p — @) 
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83. Окружность 

Уравнение в декартовых координатах. Уравнение 
окружности радиуса А с центром в начале (рис. 173, а): 

x2 + уз =m Ю®. 

Уравнение окружности радиуса Кс центром С (хо, yo) (рис. 173, 6): 

(¥ — x9)? + (у — yo)? = АЗ. 

у у 
A 

M 
Np 

Ee 

а) 

р 0 
Рис. 173. Рис. 114. 

Общее уравнение 2-го порядка ах?--26ху-|- су -|-2ах-{+-2еу-- fan0 
изображает окружность тогда и только тогда, когда В =-0иа == с. 
В этом случае уравнение всегда может быть приведено к виду 

x2 + уз + 2тх + ny + =0. 

Тогда радиус К ==Ут? -- 13 —4 и координаты центра: хо == — т, 
У0=— п. Если <> т?-|-п?, то уравнение He изображает никакой дей- 
ствительной кривой; если g = т? -| п, уравнению удовлетворяет един- 
ственная точка М (xg, yo). 

Парамет рическое задание: 

х = хо -- Ю с03Ё, у= у + ЮзпЕ 

{ — угол, образованный подвижным радиусом с положительным ва- 
правлением оси Ох (рис. 174). 

д Peal #\ 

У 

Рис. 175, Рис. 1176, 

Уравнение в полярных коордиматах. Общее урав- 
нение (рис. 175} 28--2рро cos (ф — Фо)-+ pia КЗ. Если центр дежит на по- 
ларной сси я окружность проходит через полюс (рие. 176), то уравне- 
ние окружности прикимает вид р = ЗА Cos $.



206 АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

4. Эллипе 

Элементы эллипса (рис. 177); АВ — большая ось (= 2a), 
CD — малая ось (=2b), A, В, С, р — вершины, О — центр, Fy и Р-— фо- 
кусы (точки, лежащие на большой оси по O5e стороны от центра на 

- c 
расстоянии с =У а? — b* от него), е = а (e<l)— эксцентриситет, p— 

фокальный параметр (половина хорды, 
у проведенной через фокус параллельно 

” 

May) малой OCH), p= a" 

' Уравнение эллипса: KAHOHU- 
0 

в А! р 
7, А ческог уравнение (если оси координат сов- 

0 2 ‚ 2\ „. падают с осями эллипса): 

ae me 2 ya 2 ? x у 

a tp =] 
С 

параметрическое задание: 
ee 22 ———— 

x=acost, у=бозтЕ 
Рис. 177. 

уравнение 6 полярных координатах см. 
стр. . 

Фокальное свойство эллипса (определение эллипса). 
Эллипс является геометрическим местом точек, для которых сумма 
расстояний от двух заданных точек (фокусов) есть величина постоян- 
ная (= 20). Каждое из этих расстояний (фокальный радиус-вектор 
точки вллипса с абсциссой x) выражается формулой * 

г1 = MFy = а — ех, го == МЁРо = а +ех, ry + га = 2a. 

t 

Ди
ре

кр
ис

е 
+} 

% 

| | 

Puc, 178. 

Директрисы — пряные, параллельные малой OCH, находящиеся 
а - 

H& расстояний d = 3 OT нее (рис. 178). Для любой точки M(x, у) эл- 

г г . р 
липса VG =e (директориальное свойство эллипса, cM. стр. 213). 

1 2 

* Здесь и ниже в формулах, содержащих координаты, подразуме- 
вается, что эллипс задан каноническим уравнением.
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Диаметры — хорды, пооходящие через ценгр эллипса; они де- 
лятся в центре пополам (рис. 179). Геометрическим местом середин хорд, 
параллельных одному из диаметров эллипса, является днаметр, сопря-— 
женный заданному. Если Ки К’ — угловые коэффициенты сопряженных 

‘= - диаметров, то АЁ’ = — oF: Всли дли 

ны сопряженных диаметров 2a, и 261, 
аж и В — острые углы между днамет- 
рами и большой осью 

(Е = —tga, № = tg 8), 

a,b, sin(a+8)=ab 

az + 52 = а + 5% 

To 

и 

(me opexa Аполлония). 
асательнаяв точке M(x, Yo) 

имеет уравнение 

х40 , YO _ 
ae Ты =" 

Нормаль и касательная к эллипсу 
являются  биссектрисами — соответ- 
ственно внутреннего и внешнего углов между радиусами-вехторами точ- 
ки касания (рис. 180). Прямая Ах + Ву +C ==0 касается эллипса, если 
Аза? + В?6? — C2 = 0. 

у y 

> | у 

MX, 4) MZ.y) 

% | т 

_ N 

RO fp” д * 

№0 Mx,-y) 

Puc. 180. Рис. 181. 

Радиус кривизны в точке М(хо, Yo) (см. рис. 180): 

У )" — (rir)? _ _?P 
a4 ab”sOsin3 a’ 

9 

a4 

где и — угол между касательной и радиусом-вектором точки касания. 
9 

Для вершин А и В (рис. 177): В = а =Р. Для вершин С и OD: 

aq? 
R= —. 

b 

Площадь S==nrab. Площадь сектора BOM= ab arccos -* 
2 a 

(рис. 181). Площадь сегмента MBN = abd arccos ~_ ху. 
а
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Периметр эллипса: 

1 \2 1.3 \3 e4 1.3.5 \3 ев 
= — — a 2 — 7. sl ~ — —— —“ese Е = 4aE (e) = 2na Е (5) (54) 5 (Fre) | 

где Е (г) = E(e, 5) — полкый эллиптический интеграл 2-го рода 
N 

a-—b 
(см. стр. 343). Если обозначить ab А, то 

A2 A в 25,8 
=a po [1+4 Ни -+ в tise tl 

Приближенные формулы: р an 
64 — 

L=r(l5(a4-b)~Vad|; L=ala+ тай. 

2. Гипербола 

Элементы гиперболы (рис. 182); АВ — действительная 
ось (=2а); А, B— вершины, О —центр, F, и Е» — фокусы — точки, лежа- 
щие на действительной оси по обе стороны от центра на расстоя- 
нии с (большем, чем а) от него; CD — мнимал ось (=26 =27 с? — а3), 
р — фокальный параметр (половина хорды, проведенной через фокус 

. b с 
перпендикулярно к действительной оси), р =~ ew > 1— эксцен- 

триситет. 

Рис. 182. 

3 +42 
Уравненяе гиперболы: канояническсе уравнение: sao! 

(если ось Ох совпадает с действительной осью гиперболы); параметри- 
ческое задание: x =ach?t, y=Oshf (или x =asect, y= dtg lt); 
уравнение в полярных координатах см. стр. 213. 

Фокальное свойство гиперболы (определение ги- 
перболы). Гипербола является геометрическим местом точек, для ка- 
жлой из которых разность расстояний до двух заданных точек (фокусов) 
есть величина постоянная (=2а). Точки, для которых Л| — Га==3а, при- 
надлежят одной ветви гиперболы (на рис. 182 — левой); точки, для ко- 
Topbix fo — 71 =2а, - другой ее ветви (правой). Каждое из этих расстоя- 
HHA (фокальный радиус-вектор точки гиперболы с абсциссой х) выра- 
жается формулой ® ry == + (ex — а), Го == + (ex + а) верхний знак для 
точек правой ветви, нижний для левой): го — 71 == + 22. 

» Здесь н ниже, в формулах, содержащих координаты, подразуме- 
рается, что гипербола задана каионическии уравнением,
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Директрисы — прямые, перпендикулярные к действительной 
а оси и расположенные на расстоянии d == = OT центра (рис. 183). Для 

г г 
любой точки М(х, у) гнперболы a= 2 =е (директориальное ceou~ 

2 
ство гиперболы, см. стр. 213). 

J 9 
h ! 7 

г —4—_ ===] a с 

res Y 
pte 4 . fe NN 

9 7 0 $ 
fg la gf 

Рис. 183. Рис. 184. 

хх Касательная в точке М (хо, yo) имеет уравнение а To oa, 

Касательная и нормаль к гиперболе являются биссектрисами соответ- 
ственно внутреннего и внешнего углов между радиусами-векторами 
точки касания (рис. 184). Прямая Ах--Ву-+-С==0 касается гиперболы, 
если А?а? — B2b2 — C2, 

Асимптоты гиперболы (рис. 185) — прямые. к которым ветви 
гиперболы неограниченно приближаются при удалении в бесконечность 
(общее определение асимптот см. стр. 246). Угловой коэффициент асимп- 
тот = {5 = 2. Уравнение обеих асимптот: у = + —х. 

а 

1 i | 7 ~ р 
< -=7 

C a = 

=> и 
у Ме we ff 

7 yer “=. 

я” *S 

Рис. 185. Рис. 186. 

Отрезок касательной T7,; между асимптотами делится в точке каса- ния пополам: ГМ = МГ;. Площадь треугольника TOT, между касатель- ной и обеими асимптотами равна аб (для любой точки М). Если через точку М гиперболы провести прямые MF и MG, параллельные асимпто- аз 53 сз 

4 
там, то площадь ОЁЕМС == = 7: 

xi уз уз x2 Сопряженные гиперболы (рис. 186) 5 =! Hoa gr mt 
(начерчена на рис, 186 штриховой линией) имеют общие асимптоты. Дей- ствительная ось каждой из них равна мнимой оси другой и наоборот.
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Диаметры — хорды данной гиперболы и ей сопряженной, про- 
ходящие через общий цептр гипербол, они делятся в центре пополам. 

Два диаметра с угловыми коэффициентами Ви А’ называются со- 

пряженными, если RR’ = oe Каждый из сопряженных диаметров де- 

лит пополам хорды (данной гиперболы или ей сопряженной), парал- 

лельные другому * (рис. 187). Если длины сопряженных днаметров 2a, 

Рис. 187. Puc. 188. 

и 2Ь;, ао иВ — острые углы, образованные диаметрами с действитель- 

ной осью (a > f), то ат — b° = а? — 653; ab = a,b, sin (a — 8). 

Раднус кривизны К гиперболы в точке М (хо, Yo) (обозна- 

чения см стр. 208): 

у Ю = а?6? ( 

9 2.3 3 0, 20 \*/2 плиз" р 
as ‘54 ab sin3 a’ 

где и — угол между касательной и ради- 
усом-вектором точки касания. В верши- 
нах Аи 8 (рис. 182): R= p = b2/a. 

in ie, Плошадь сегмента гиперболы 
о, - _ рис. 188) 

1 O - 
3 } — ху — Хх) = -4--3 АММ = ху ab п (1+) 

= ху — аб Arch >. 

Рис. 189. Площадь ОАМ@ = “. + sed In s08 

(MG параллельно асимптоте). 

Равнобочная гипербола — гипербола, оси которой равны: 

a= 6. Ее уравнение x? — у2 =а?. Асичптоты равнобочной гиперболы 

взаимно перпендикулярны. Если асимптоты принять за оси координат 

(рис. 189), то уравнение равнобочной гиперболы: ху == a2/2. 

* Из двух сопряженных диаметров только один (тот, для которого 

hk <6/a) пересекает гиперболу. Получающаяся при этом хорда — 
диаметр в более узком смысле слова — делится в центре пополам.
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6. Парабола 

Элементы параболы (рис. 190): Ох — ось параболы, О — вер- 
шина, Е— фокус (точка, лежащая на оси на расстоянии p/2 от Bep- 
шины), ММ’ — директриса (прямая, перпендикулярная к оси и лежа- 
щая На расстоянии р/2 от вершины по другую сторону от фокуса}, 
2 — Фокальный параметр (расстояние от фокуса до директрисы или 
половина хорды, проходящей через фокус перпендикулярно к оси). 
Эксцентриситет параболы разен единицс (см. стр. 213). 

у [ у f 
м ПР \ 

Му) 

Вий 
Г. Ch F 

я 

“O 
д" — 

и) 

Рис. 190. Рис. 191. 

Уравнение параболы: ханоническсе уравнение у3= 2px 
(если начало координат в вершине параболы, ось Ox совпадает с ee 
осью, парабола обращена вершиной влево *). Уравнение в полярных 
координатах см. стр. 213. Уравнение параболы 
с вертикалоной осью (рис. 131): g 

у = axttbxe+te, ( 

параметр параболы, заданной этим уравнением: 

p 1 S57 7?) 

2|а| _| 
при а>0 парабола обращеза вершиной вниз*, 0 
при а< 0 вершиной вверх *; координаты вер- 

ины: Хх yg = AE шины: = — 2; Vo = — 
0 2a’ 9 4a 

Основное свойство (олределение 
параболы): парабола является геометрическим Рис. 192. 
местом точек М (4, У), равноудаленных (рис. 190) 
от данной точки (фокуса} и от данной прямой 

(директрисы) **; МЕ = МК =х-- р МЕ — фокальный радиус-вектор 

точки параболы. 
Диаметр — прямая, параллельная оси параболы. Диаметр делит 

пополам хорды, параллельные касательной, проведенной в конце диа- 
метра (рис. 192). Если угловой коэффициент этих хорд равен k, то 

уравнение диаметра; y= р. 

* Предполагается, что положительное направление оси Ох — впра- 
во, а положительное направление оси Оу — вверх. 

=* Здесь и ниже в формулах, содержащих координаты, подразуме- 
вается, что парабола задава каноническим уравнением.
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Касательная к параболе (рис. 193) в точке М (хо, yo) имеет 
уравнение Y¥o = p(x -- хо). Касательная и нормаль к параболе являются 
биссектрисами углов между фокальным фадиусом-вектором и диамет- 
ром, проходящим через -точку касания. Отрезок касательной к пара- 
боле между точкой касания и пересечением с осью параболы (осью Ох) 

Рис. 193. 

делится пополам касательной в вершине параболы (осью Oy): Г5 = SM; 
ТЕ = FM, ГО = ОР = хо. Прямая у = kx -- 6 касается параболы, если 

== 2bkR. 
р Радиус кривизны параболы в точке М (хи, у1): 

aah? _ рп 
sing a р’ 

В вершине О радиус кривизны R= p. 

где л — длина нормали ММ (рис. 193). 

Рис. 194. 

Плошадь сегмента параболы MON = 5 площади PQNM 

(рис. 194), Площадь OMR = = xy, 

Длина дуги параболы ст вершины О до точки М (х, у} 

ПУ ++] 
=V a(x +4) +5 Arsh )V%. 

х 
Приближенно, при малых у: OM = у [i +s(F) _ 5 (=) 
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7. Кривые 2-го порядка (конические сечения) 

Общее уравнение кривых 2-го порядка 

ах? + 26ху + су? + 2ах + 2ey+ f=0 

определяет эллипс (в частном случае окружность), гиперболу, параболу 
иди пару прямых (распадающаяся кривая 2-го порядка). 

Инварианты кривой 2-го порядка: 

abd ab 

A=|bec ee}, = b о-в, $ =а- с. 

ае } 

Эти величины не меняются при переносе начала и повороте осей 
координат, т. е. если после преобразования координат уравнение кри- 
вой примет вид: а’х’2 -- 26’х’у’ + с’у’2 + 2а’х' +. 3е' у’ -- р =0, то ве- 
личины 4, би $, вычисленные по новым коэффициентам, сохраняют 
первоначальные значения. 

Определение вида кривой, изображаемой данным урав- 
нением 2-го порядка, и приведение его к канонической форме прово- 
дится по таблице на стр. 214—215. 

бщие свойства кривых 2-го порядка. Конические 
сечения. Прямой круговой конус при пересечении с плоскостью обра- 
зует на ней коническое сечение. Если секущая плоскость не про- 
ходит через вершину конуса, то сечение будет гиперболой, параболой 
или эллипсом в зависимости от того, будет ли плоскость сечения 
параллельна двум, только одной или ни одной образующей конуса. 
При пересечении конуса с плоскостью, проходящей через его вершину, 
получаются распадающиеся конические сечения (А =0, см. таблицу на 
стр. 214—215). Параллельные прямые получаются, если конус выро- 
ждается в цилиндр (вершина конуса уходит в бесконечность). 

Директориальное свойство. еометрическим местом точек М 
(рис. 195), для которых отношение расстояний их до заданной точки 

Д
и
р
е
к
т
р
е
с
а
 

>.
 

Рис. 195. 

(фокуса\ Ри до заданной прямой (директрисы) есть величина постоянная, 
равная е, является кривая 2-го порядка с эксцентриситетом, равным г. 

ри е<1 получается эллипс, при е==1 парабола, при е> | гипербола. 
Определение кривой пятью точками, Через за- 

данные пять точек проходит единственная кривая 2-го порядка. Если 
хотя бы три точки из числа заданных лежат на одной прямой, то полу- 
чится распадающаяся кривая. 

Полярное уравнение. В полярных координатах кривые 2-го 
р порядка имеют уравнение р == Te cos о (p ~ Ффокальный параметр, 

е — эксцентриситет данной кривой, полюс иаходится в фокусе, 
полярная ось направлена ог фокуса к ближайшей вершине *), 

* Для гиперболы этим уравнением определяется лишь одна ветвь.
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Приведение уравнений кривых 2-го 

Вид кривой 

А =0 

5 > 0 Эллипс 
а) А. 5 < 0 — действительный, 

Центральные 6) 4.5>>0 — мнимый ** 

кривые | 
Пара мнимых ** прямых, 

850 А=0 имеющих общую действительную 
точку 

А0 Гипербола 

8<0 
А —0 Пара пересекаю щихся 

прямых 

А 0 Парабола 

Параболические 

кривые 

$ = (0 *ж** 

Пара прямых, 

А—0 параллельных, если 42 — ай > 0, 

сливающихся, если 48 — а} =0, 

мнимых **, если 42 —а}<0 

* Обозначения см. стр. 213, 
** См. примечание на стр. 201. 

*** В случае $ =0 предполагается, что ни один 
a, 6, с не равен нулю. Если два коэффициента 

из коэффициентов 
(a uv ob или Бис)
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порядка к каноническому виду* 

215 

Необходимое преобразование 

координат 

Канопическое уравнение после 
преобразования 

1) Перенос начала в центр кривой, 
координаты которого 

be — са bd — ae 

or 
2) Поворот осей на угол a, опреде- 

ляемый уравнением 

Хо == 

tg 2a oe 

Знак sin 2a должен совпадать со зна- 
ком 26. При этом угловой коэффи- 
циент новой оси x’: 

_ с -а-+У(с — a)? + 402 
- 2b 

k 

tyr 7" A _ . ax’? +. ely’? + 5 = 9 

, ate+Via - с)? + 402 
a= 9 

с’ 
_ ас - "(а — с)? + 462 
_ 2 

а’и с’ являются корнями квадра.г- 
ного уравиения 

12 — Зи =0 

1} Перенос начала в вершину пара- 
болы, координаты которой Хо H Yo 
определяются из уравнений 

ad + be 
ахо + Буо ее. =0 

dc — be (ES) st y= Opa 
ae — bd — 

+ (e+) yy tf —0, p= ae — bd 

. SV a2 52 
2) Поворот осей на угол а, опреде- 

ляемый из уравнепия: 

tg @ — — и ; 

знак siNa должен быть протигополо- 
жен энаку а. 

Поворот осей Ha угол a, определяе- 
мый из уравнения Sy’? 4- g 24 + be y' +f=0, 

a У a2 + 62 {та = — 5} 

знак sina должен быть противополо- 
жен знаку а 

приводится к виду 

(У’- yo) (’ — y’1) = 0 

равны нулю, то упрощение уравнения 
осей; уравнение cy? 
(У — Yo)? = 2p (x — хо); а уравнение 
(x — x9? = (У — yo). 

dx + 2ey + f 
сводится к параллельному переносу 

= 0 преобразуется к виду 
ах? + 2dx + 3еу + 1 =0-— к виду
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Б. Геометрия в пространстве 

$. Основные понятия и формулы 

Координаты. Положение любой точки Р в пространстве может 
быть определено при помощи той или иной системы координат. Наи- 
более употребительны системы координат: 1) декартовы прямоугольные. 
2) цилиндрические, 3) сферические. 

Декартовыми прямоугольными координатами точки Р называются 
взятые с определениым знаком расстояния * этой точки до трех взаимно 
перпендикулярных координатных плоскостей или, что то же, проекции 
раднуса-вектора г точки Р (см. стр. 520) на три взаимно перпендику- 
лярные координатные оси. В зависимости от взаимного расположения 
положительных направлений координатных осей возможны правая 
(рис. 196, а) и левля (рис. 196, 6) координатчые системы, В дальнейшем 

2 

2 2 \ 

A 
MiLY,2) Pye yz) I / 

' | НИР J, Jt, MeL a 

0 0 ! LV td 
‘7 — —(/ La г у a Vi 

age ob” ‚у | We Й 
@ 0 

х а) у 6) и 

Рис. 195. Рис. 197. 

на чертех:ах принята правая система (формулы не зависят от вида 
косрдинатисй системы). Точка пересечения координатных осей назы- 
вается началом ксординат. Координаты x, у, г называются соответ- 
ственно абсциссой, ординатой и аппликатой. Запись Р (a, 6, с) означает, 
что точка Р имеет координаты x=a, у==ёб и 2==с. Знаки координат 
зависят от сктанта. в котором расположена точка (рис. 197): 

Октант ] Й 1} 1У у У} УП У} 

+++ - |+ 
+ {+41 - И - ++ -] - 

2 + + + + - - - - 

Координатными поверхностями, для которых одна из координат 
остается постоянной, здесь являются плоскости, параллельные коорди- 

* Выраженные в сдиницах пекотор5го масштаба.
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натным плоскостям, а координатными линиями, вдоль которых меняет- 
ся только одна координата, — прямые, параллельные координатным осям. 
Координатные поверхности пересекаются по координатным линиям. 

Более общую систему криволинейных координат получают, задавая 
какие-либо три семейства координатных поверхностей, таких, что через 
каждую точку пространства проходит по одной поверхности каждого 
семейства. Положение точки в такой, системе определяется значениями 
параметров координатных поверхностей, проходящих через эту точку. 
Наиболее употребительные системы криволинейных координат — ци- 
линдрическая и сферическая — описаны ниже. 

Цилиндрические координаты (рис. 198): ри ф — полярные коорди- 
наты проекции точки Р на основную плоскость (обычно хОу), = — ап- 
пликата — расстояние от точки Р до основной плоскости. 

Для цилиндрических координат координатными поверхностями яв- 
ляются плоскости, перпендикулярные к оси 2 (2 = const), полуплоскости, 
ограниченные осью 2 (ф = const) и цилиндрические поверхности, осью 
которых является ось & (р = const), Координатные линии — линии пере- 
сечения этих поверхностей. 

2 

2 

eP Р 

2 

] 

a 

Рис. 198. Рис. 199. 

Формулы перехода от цилиндрических координат к декартовым и 
обратно: , 

Х ==р с05ф, ympsing, &== Zz; 

р = Ух + y8, ф == Arctg 2 =Arcsin 5 . 

Сферические (полярные) координаты: г — длина радиуса-вектора, 
ф — долгота, 8 — полярное расстояние. Положительные направления 
отсчета показаны на рис. 199. Если давать сферическим координатам 
значения в следующих пределах: Ол < со, —т<ф=т, OS F< т, то 
получатся однозначно все точки пространства. 

Координатные поверхности: сф.ры с центром в начале (7 == const), 
полуплоскости, ограниченные осью z (ф = const), конусы (с вершиной 
в начале), для которых ось Z является осью (4 = const). Координатные 
линии — линии пересечения этих поверхностей. 

б Формулы перехода от сферических координат к декартовым и 
обратно: 

хХ =гЯл 0 с0$ф, y=rsintsing, z=rcos 9; 

EE. 
& 

Г=У x21 y2-+ 22, p =Arctg >. ‚== Arctg
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Направление в пространстве характеризуется единич- 
ным вектором tO (см. стр. 519) или его координатами — косинусами углов 
(рис. 200), образованных заданным направлением с положительными 
направлениями осей координат (направляющие хоспнусы): 

{=cosa; т = с058; п = cosy; 12 + т2 -- п? =1. 

Угол © между двумя заданиыми, направлениями © направляющими 
косинусами (1, my, ny H 42, Me, No: 

cos ф = 1112 + myme + пп, 

Два направления перпендикулярны, если {112 -+ myme + п1пз = 0. 

t’ 

er 

Puc. 200. Puc, 201. 

Преобразование прямоугольных координат. 
Параллельный перенос (x, у, = — старые координаты; x’, у’, 2’ — 

ловые; а, 6, с — координаты нового начала в старых координатах, 
рис. 201): 

х=х' а, у=у Но, = гс; х=х фа, у=у-— 6, 2’ =2z-C. 

Поворот осей (рис. 202). Если обозначить направляющне косинусы 
новых осей x’, у’, 2’ по приведенной здесь схеме, то 

х= их У’ + 137". 
у= тих’ + тзу’ + тзг", По отно- Косинусы новых 

== yx’ + Nev’ + 132’, шению осен 
х’ = (1х + пу nz, к старым 

у’ = [gx + may + N22, осям x | У | 2’ 
2’ = [зх + тзу + пзг. 

Определитель преобразо- х by | lg 13 
вания: 

holy ls y т | mg | ms 
2 ny ng ng 

A =}; т, mg m3 

ny Ng ne 

Свойства определителя преобразования: 
1) А = 1 (плюс, если левая система перешла в левую или правая 

B правую, и минус, если левая перешла в правую или наоборот). 
2) Сумма квадратов элементов одной строки или столбца равна 1. 
3) Сумма произведений соответственных элементов двух строк или 

двух столбцов равна нулю. , 
4) Каждый элемент равен своей адъюнкте (CM. стр. 147), умножен- 

ной на A=+ 1.
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Углы Эйлера. Положение новой координатной системы OTHOCH- 
тельно старой может быть полностью охарактеризовано тремя углами, 
введенными Л. Эйлером (рис. 202): 

1) угол нутации $ — между положительными направлениями осей 
Oz u Oz’ (0 =$<т*); 

2) угол прецессии ~ — между осью Ox и прямой ОА пересечения 
плоскостей хОу и х’Оу’, на которой выбрано положительное направ- 
ление так, что OA, Oz и Oz’ обра- 
зуют тройку той же ориентации, что 
и координатные OCH *; угол OTCUH- 

тывается в направлении от Ox к Oy 
(0S < 2n); 

3) угол чистого вращенил ф—меж- 
ду OA u Ox’; направление отсчета уста- 
навливается от Ох’ к Оу’ (0 =Ф<2т). 

Если обозначить 

cos $ =С1, с0$Ф == с2, cos 9 = Cz, 

п $ =51, $1 ф==52, sing = 53, 
то 

И = 6263 — 615953, 
My == 5963 + с1СэСз, 
Ny = 5153, 

12 = — 6258 — 615363, (3 = 5159, 
Mo = — 5953 С16963, Тз=— 5159, Рис. 202. 
Ng = 5163, ng =C4. 

Расстояние между двумя точками: Py (x1, 91, #1) 

и Ро (хе, уз, Zo) (рис. 203) равно d = V (х>2— х1) (Уз — 1)? + (23 — 21)#* 
Направляющие косинусы отрезка Р.Р»: 

Хз — *1 Уз — \1 23 21 
—— ,; cos f = =, i i ai cos &@ = 

Деление отрезка в данном отношении (рис, 203) 
Координаты точки Р, для которой г 

Play tp Zp) P,P om _ 
| y РР п ^, 

> определяются по формулам: 
Play. 2) x TEL xe _ ж Axe 

Bl YR) пт Ppa 
QO yao Bit mys _ trys 

A nm ТА} 
х ea Nz, + Mzg 21 + hea 

Рис. 203. п-т А 
Для середины отрезка: 

ха, уе, z= At fa 

Координаты центра тлжести. системы материальных точек 
М; (х,, У; с массами т; (:=!, 2, ..., п) определяются по формулам 

(суммы берутся OT i=1 до #$=п): 

Вт: Ут 
ут; ' um” т 

* Об орнентации тройки направлений см. стр. 924. 

x= 
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Объем треугольной пирамиды с вершинами P (x, у, 2), 
Py i¥1, 51, 21), Po (х2, ya, 22), Рз (Хз, Уз, 23) (рис. 204) 

x y 2 i 
Хх д, У-у1 2-2: 

ГЕ on 21 1 | и | хх, уф аа |. 6 | xy ye 22 | 6 ex Poy ва 
— +3 3 5 — 23 

3 Уз 23 1 7 

При вычислении по этои формуле И>0, если ориенгация тройки 
векторов PP,;, РРо и РР} совпадает с ориен- 

, тацией системы координат (CM. стр. 522), и 
rl р И < 0 в противном случае. 

4 точки P, Py, Py и Ру лежат в одной 
плоскости, если 

x vi | 

р Е | 
2 Xy У 2, 1 —0 

0 р +9 Vo 25 1 

eee J у Хз Уз 23 | 

х У равнение поверхности. Всякому 
Puc. 204 уравнению F(x, у, 2) =0 соответствует He- 

которая поверхность, обладающая тем свой- 
ством, что координаты любой точки Р, ле- 
жашей на этой поверхности, удовлетво- 

ряют данному уравнению и, наоборот, всякая точка, координаты кого- 
рой удовлетворяют дапному уравнению, лежит на поверхности. Урав- 
нение # (x, У, 2) =0 называется уравнением этой поверхности. 

Уравнение цилиндрической поверхчоети (см. стр. 174), образующие 
которой параллельны оси Ох (или Oy, или Oz), не содержит коорди- 
наты х (соответственно у или 2): Fly, 2} =0 [мили F(x, &) =0 или 
F(x, У) == 0]. На плоскости yOz то же урав- 
нение изображает линию пересечения ци- 
линдрической поверхности € этой плс- 
скостью. 

Цилиндрическая поверхность, нанравле- 
ние образующих которой определяется ипа- 
правляющими косинусами (или пропорцио- 
нальными им величинами) 2, т, п. имеет 
уравяение Р({пх — lz, пу — тг) =0. 

Поверхность, получающаяся OT вращения 
кривой 2 = f (4) в плоскости хО2г окело оси г 

(рис. 205), имеет уравнение 2 = }{У x2-+ у?), 
Аналогично пишутся уравнения  поверх- 
ностей вращения около других координзтных Рис. 205. 
осей. 

Уравнепие конической поверхности {5м. 
стр. 176) с вершиной в начале имеет вид F(x, у, 5) =0, где F — одиэ- 
родная функция координат (см. стр. 289). 

Уравнение линии в прострачзстве. Линия в прост- 
ранстве задается тремя уравненихми: = $1 (2); У = $2 (1); = == фз (Ё). 
Каждому значению параметра { соответствует определенная точка 
линии. (Параметр может и не иметь непосредственно геометрического 
смысла.) Другой с10с0б задания линии в пространстве — двумя уравне- 
ниями: А; (4, У, 2)==0, Fy (х, у, г) =0. Каждое из них определяет поверх- 
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ность. Точки, координаты которых уловлетворяют обоим уравнениям, 
лежат Wa линии пересечения данных поверхностей, Всякое уравнение 
Е, + AFo = 0 при любом Х изображает поверхность, проходящую через 
рассматриваемую линию, н может заменить одно из первоначально дан- 
ных уравнений. 

9. Плоскость и прямая в пространстве 

Уравнение плоскости. Всякое уравнение, линейное отно- 
сительно координат, определяет плоскость и, наоборот, уравнение. лю- 
бой плоскости есть уравнение первой степсни. 

Общее уравнение плоскости: Ax + Ву-- Сё + р =0; в векторной 
форме rN -++ D =0 (см. стр. 522 и 525). Вектор М (A, В, С) (рис. 206) пер- 
пендикулярен к плоскости; направляющие 
косинусы этого вектора: 

cos & = A , 

У А? + В? -- С? 
В 

cos В = , 
УА? + B24 C2 

С 
cos y= 

У А? + B2+-C2 
Всли D=0, то плоскость проходит через 
начало; если А = 0 (или В == 0, или С=0), 
то плоскость параллельна оси Ox (соот- . 
BeTCTBeHHO Оу или Oz), если А = B=O Гис. 206. 
(или А = С =0, или В = С = 0), то плос- 
кость параллельна плоскости Oxy (соответственно Oxz или Oyz). 

Нормальное уравнение плоскости: x со$ а | ycos В - г с05 1 — р=0; в 
векторной форме rN9 - р=0, Вектор NO — единичный, р — расстояние пло- 
скости от начала. Нормальное уравнение может быть получено из общего 

умножением на нормирующий множитель + р = - 
№ УД? B? + C2 

(знак р должен быть противоположен знаку 22). 
x у 2 

Уравнение плоскости в отрезках: я + > + o> 1; а, 6, c— отрез- 

ки, отсекаемые плоскостью на осях координат с учетом 3HaKa (рис. 206). 
Уравнение плоскости, проходящей 
а) через три точки Ру (хи, у, 21), Ро 4х», Yo, 22), Рз(\з, Уз, 23): 

xX лу мае - 21 
Хз — д! 3 — У! 22 — 2 
Хз — т! Уз — У! 23 — &1 

6) через две точки P, (х1, Ут, 21) и Pe (Х», Yo, 22) параллельно пря- 
мой с направляющим вектором В (1, т, п}: 

—0 в векторной форме 
— (г — ry) (Го — ry) (rg — Г!) =0%; 

xX — МУ —-M 2 -— 2 

Xo —х1 уф у 22 —2, | =0, в векторной форме 

1 т п (г — г.) (Га — ги В =0%; 

в) через одну точку Py 4х1, у1, 21) параллельно двум прямым с на- 
правляющими векторами Ry (И, ти, п1), В» (15, тя. по): 

ы м yr 2-2 —0 в векторной форме 
т1 ny —_ = () * lo me ne (г — г), В: В: = 0; 

* О произзедении трех векторов смешанном) см. стр. 522.
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г) через одну точку Py 4х1, Ут, 21) перпендикулярно к прямой с 
направляющим вектором М (А, В, С): 

A (x —%*1) + By — 31) + C (2 — 21) =0, в векторной форме (г — г!) М=0*; 

д) через линию пересечения двух плоскостей Ayx+B,y+C,2-+D,=—0 
и Agx + Boy + Coz + Ро = 0: 1 1У-НС12+ В: 

Ayx + Ву t+ Cyz-+ Dy - А (4ох + Boy + Coz + Dg) =0 

(уравнение пучка плоскостей, рис. 207). Меняя ) от — co до + 00, по- 
лучим все плоскости пучка. При 
А = + 1 получаются уравнения плоско- 
стей, деляших пополам углы между 
заданными плоскостями, если их 
уравнения даны в нормальном виде. 

\ _ МУ Угол между двумя пло- 
ip скостями — см. стр. 226—271. 
и Точка пересечения трех 

Lm плоскостей — см. стр. 224. 
a 

I Расстояние между дву- 
| мя параллельными пло- 

0 \ cxroctamu** Ах-- By+Cz+-D,=0 
и и Ах + By-+ Cz -- Dy =0 равно 

2. 

| Dy - Dog | 
х 5 

Рис. 207. У А? + BB+ С? 
Расстояние от точки до 

плоскости находится пугем под- 
становки координат точки М(а, 6, с) в нормальное уравнение 
(x соя --- усо$ В-- zcos 1 — р==0) плоскости ***: 

5 = а сс; а -- 6 с0$ В с cos 1 — р. 

Всли М и начало лежат по разные сто- 
роны плоскости, то д>>0, в противном слу- 
чае 6 < 0. 

Уравнения прямой в простран- 
стве. Прямая в пространстве определяется 
как линия пересечения двух плоскостей и за- 
дается аналитически системой двух линейных 
уравнений. 

Общие уравнения прямой: 

| Aix -+- Byy + С12 + Dy =0, 

Agx + Boy + Coz + Ро = 0; 

rN; + D1 = 0, 

rNo + Do=0. 

Уравнения прямой в двух проектирующих плоскостях: y=kx--a, 
=hx-+ 0; каждое из этих двух уравнений определяет плоскость, проек- 

тирующую прямую на плоскости Oxy и Охг (рис. 208), Для прямых, 
параллельных плоскости Оух, этот вид уравчений неприменим; для них 
необходимо взять проекции на какую-либо другую пару координатных 
плоскостей. 

в векторной форме * | 

* О скалярном произведении векторов см. стр. 522. 
** Сб условии параллельности плоскостей см. стр. 227. 

*** О приведенин общего уравнения плоскости к нормальному виду 
CM. стр. 221.
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Уравнения прямой, проходящей 
а) через данную точку Py (хи, у1, 21) параллельно направляющему 

вектору В (1, т, п) (рис. 209); Zz 

i] ка 

l т п ' ee 

в векторной форме (г — г!) Х В = 0* или (па- 2 (%,4,.2,) 
раметрический вид) 

х=хл + И, vey -тЕ = д - ПЕ, 

в векторной форме г = г; + В&. 
«Каноническая форма» (Il) получается 

из (1) по формулам: 

l= By Cy С, А, пм в, | 

В. Co Cy Ag , А, Bg 

в векторной форме В = М! Х №*; числа xy, My, 21 подбираются так, 

чтобы они удовлетворяли уравнениям (1); 
6) через Ове данные точки Py (xy, У, 21) и Py (хз, уз, 22) (рис. 210): 

- 

. х 
| ‚ Т = , Рис. 209. 

, хх, VT 2 #1 

2-Х: 5: — У! 22—21’ 

| вх, ф By) в векторной форме 

(г — ry) XK (tg — г) = OF; 
4% 4%) | в) через данную точку Py (x1, Yt, 21) 
OV} перпендикулярна к плоскости 

co! "9 Ax 4- By+Cz4+-D=0 или tN+ D=0* 
4 | (рис. 211): 

ТТ хх У 2-12 

Рис. 210 А В С 
в векторной форме (г — ry) x N =0*. 

Расстояние 8 точки М (а, 6, с) от прямон, заданной 
уравнением в канонической форме (II), определяется по формуле 

[a—x,)m—(b — Ури — vy) n—(c—21) m]}P+[(e—21)l—(a—x1)n]? 
{2 4+- m2-- ne у 

Крагчайшее расстояние между двумя пря- 
мыми, если их уравиения даны в каноническси форме 

$8 = 

& 
АША У ee 41 

ly my ny 

x — Xe V—-So _ 2 — 22 

может быть вычислено по фогмуле 

1—2 У — 2 21—23 
ob by m n | wee 

V ly my, т: ny 2 2 4 п: fy x 

nz 22 Puce. 211. 
2_ 

ly me | ТТ] та п2 

Обращение в нуль стоящего здесь в числителе определителя есть 
условие пересечения двух прямых в пространстве. 

* О произведениях векторов см. стр. 522,
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10. Поверхности 2-го порядка (канонические уравнения) * 

Центральные поверхности. Уравнения, приводимые 
ниже, даны в канонической форме: центр поверхности (точка, в кото- 
рой все хорды, через нее проходящие, делятся пополам) помещен 
в начале, а за оси координат взяты оси симметрии поверхности. При 
этом координатные плоскости тя плоскостями симметрии. 

Эллипсоид (рис. 212): ee > = = 1, а, 6, с — полуоси. 

Бели а=б > с, имеем.  плющенный эллипсоцд вращения, (рис. 213), 

получающийся от вращения вокруг малой оси эллипса = += = |, ле- 

Рис. 212. 

жагцего в плоскости Охг. Если а = 6 < с, имеем вытянутый эллипсоид 
вращения „рис, 214), получающийся от врашения вокруг большой оси 

эллипса w+ 5 == 1, лежащего в плоскости Oxz. Если a=b = с, имеем 

сферу (шар): we + y2-+ =? = а2. 
Любая плоскость пересекает эллипсоид по эллипсу (в частном слу- 

чае — по кругу). Объем эллиисоида равен 4/3 каёс. 
х 2 z 

Гиперболоид однополостный (рис. 215) ay -}- 5 - == l,aub— 

действительные полуоси, с — мнимая полуось. 
прямолинейных образующих см. стр. 231, 

2 22 . 
Гиперболоно двуполостный (рис. 216): = — +5 BT 1, с — дей- 

ствительная полуось, аи 6 — мнимые noayocn. 
Для обоих гиперболоидов сечения, параллельные оси Oz, — гипер- 

болы (для однополостного гиперболоида может быть пара пересекаю- 
щихся прямых), а сечения, параллельные плоскости хОу, — эллипсы. 

Если а = 0, то гиперболоид может быть получен вращением гипер- 
болы с полуосями а и с вокруг оси 26: мнимой — в случае однопо- 
лостного и действительной — в случае двуполостного гиперболоида. 

* Общее уравнение поверхностей 2-го порядка см, стр. 232,
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Рис. 214. Рис. 213. 

Рис. 216. Рис. 215 
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x2 у 22 
Конус (рис. 217) 5 Po 0 имеет вершину в начале, и за Hanpa- 

вляющую его (см. стр. 176) может быть взят эллипс с полуосями ан 6, 
плоскость которого перпендикулярна к оси Oz и удалена от начала 
на расстояние с. Этот конус является асимптотическим для двух 

9 9 5 ye 23 
в = +1, т. е. всякая его образующая при 

удалении в бесконечность неограниченно приближается к обоим гипер- 
болоидам (рис. 218). Если @= 0, то мы имеем прямой круглый конус 
(cm. стр. 

x? 
гиперболоилов ae + 

N 

2
-
5
 

-
-
 

Рис. 217. Рис. 218. 

Параболоиды. Параболоиды не имеют центра; для уравнений. 
приводимых ниже, вершина параболоида помещается в начале коор- 

динат, ось Oz является осью симметрии, 
а плоскости xOz и 702 — плоскостями 
симметрии. 

Эллиптический параболонд (рис. 219): 
x2 2 

c= 75 +<5- Сечения, параллельные оси 

Oz, — параболы: сечения, параллельные 
плоскости xOy, - эллипсы. Если а =, 
имеем параболоид вращения, получае- 
мый от врашения вокруг своей оси 

о 
x Ld 

параболы z= лежашей в плоско- 
a? \ 

x сти хОг. 
Объем части параболоида, — отсе- 

Рис. 219. каемой плоскостью, перпендикулярной к 
его оси на высоте fA, равен !/,nabh, 

FO есть половине объема эллиптического цилиндра с таким же осно- 
ванием и высотои
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~ . x2 y2 
Гиперболический параболоийд (рис. 220): г = Fa — pe Сечения, па- 

раллельные плоскости yOz, — одинаковые параболы; сечения, парал- 
лельные плоскости xOz, — одинаковые параболы; сечения, параллель- 
ные плоскости ХОу, — гиперболы Ца также пара пересекающихся 
прямых). 

Puc. 220. 

Прямолинейной образующей поверхности называется 
прямая линия, целиком лежащая на данной поверхности; например — пря- 
молинейные образующие конической. или цилиндрической поверхности 

x 2 #3 
Однополостный гиперболоид (рис. 221) ae + — =! имеет два 

семейства прямолинейных образующих 
c3 

Аи (1+5), 

Рис. 221. Рис. 222. 

. x3 2 
Гиперболический параболоид (рис. 222} 2 == =: — os имеет также два 

семейства образующих: 

У Хх УШУ У) д 0 at 4 и, «(= у) == II) a v, »(2 -+- г <; 

а и э— произвольные величины. Через каждую точку поверхности 

o
|
<
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в обоих случаях проходят две прямые; по одной образующей каждого 
семейства (на рис. 22] и 222 показано лишь по одному семейству). 

~~ ^^ у 
Цилиндры: эллиптический ae + re = | (рис. 223), гиперболиче- 

2 12 

ский = — г = | (рис. 224), параболический у? = 2рх (рис. 225). 

\. 

\ ` 
o
e
 
e
e
 

‘ 
i 

|
 

| 

=
=
F
Q
 

-
-
-
 

\ 

— у 

\ 

-
-
-
-
-
-
-
[
-
 

\ ~
~
 

Рис. 223. Рис. 224. Рис. 225. 

11. Поверхности 2-го порядка (общая теория) 

Общее уравнение поверхности 2-го порядка: 

а11Х? + аэ> у? + азз=? + 2а1эху + 2аззуг + 2азлех 4+ 2а1ах + 2aogy + 
+ 24342 + 444 = 0 

Инварианты поверхности 2-го порядка *: 

411 а1> а13 414 
а11 а1> 413 

Qo1 @э5 Ag3g аэ4 К . 
А = > 0 ==] 421 Agog аэ3|; 

431 239 @33 234 
@31 @39 233 

@41 Aqq A4n 244 

S =а11 + аз2 + 233; 

Т = 090033 + 433011 + 411499 — a2, — a2, — а?.. 

Эти величины He меняются при переносе начала и повороте коор- 
динатных осей. 

Вид поверхности 2-го порядка по ее уравнению 
определяется по знакам ее инвариантов A, 6, Зи Г из таблицы, приве- 
денной на стр. 233. В этой таблице рядом с названием поверхности по- 
мешено каноническое уравнение, к которому преобразованием коорди- 
нат может быть приведено данное. Уравнениям так называемых мнимых 
поверхностей не удовлетворяют координаты ни одной действительной 
точки (кроме двух исключений — вершина мнимого конуса и линия пе- 
ресечения мнимых плоскостей). 

* Здесь принимается: — р тся ау, A pe
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Определение вида поверхности 2-го порядка 

1. 80 (центральные поверхности) 

$6 > 0, T>0 56 и Т не оба >0 

Эллипсоид Двуполостный гиперболоид 
x2 2 22 x2 2 22 

А <0 a+ == +4 --р=-! а? 62 c2 a2 b2 cz 

Мнимый эллипсоид Однополостный гиперболоид 
x2 2 22 x2 2 22 

a2 62 с2 a2 62 c2 

Мнимый конус (с действи- Конус 
А —0 тельной вершиной) 

= x2 2 22 x3 2 #3 

= 4+ 2 +—; =0 = 4 -— =0 a? be c2 a2 be ce 

П. 6 =0 (параболоиды, цилиндры и пары плоскостей! 

А <0(при этом Г>0) А > 0 (при этом T <0) 

4x0 Эллиптический параболоид Гиперболический параболоид 
x? у? x2 y2 
— = 2 TN --— «+2 
az b2 — а? 62 ~ 

Ао | Цилиндрическая поверхность, направляющей которой 
служит кривая 2-го порядка. В зависимости от вида 
этой кривой (см. стр. 214—215) могут быть цилиндры 

разного вида (эллиптический действительный или мнимый при Г>>0, 
гиперболический при Г < 0, параболический при Г = 0), если только 
поверхность не распадается па две плоскости (действительные, MHII- 
мые или сливающщиеся). Условие распадения: 

а11 Aig @14 Git Aig а14 Ago аэ3 @э4 
291 Ag Ag 31 @зз Aza Q32 азз @з4| =0. 
@41 Gye (44 Asi A243 @44 249 @4з Arg 



|, ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

В дифференциальной геометрии изучаются кривые линии (плоские 
и пространственные) и поверхности методами дифференциального ис- 
числения; поэтому функции, входящие в уравнения, предполагаются 
непрерывными и имеющими непрерывные производные до того по- 
ядка, который необходим по характеру исследуемого вопроса *. 

ры изучении геометрических образов по их уравнепиям различают их 
свойства, зависящие от выбора системы координат \например, пересече- 
ние кривой или поверхности с осями, наклон касательной, точки максиму- 
ма и минимума), и инвариантные свойства, не изменяющиеся от преоб- 
разования координат и принадлежащие собственно кривой или поверх- 
ности (например, точки перегиба, вершины кривой, кривизна). С дру- 
гой стороны, различают локальные свойства, относящиеся к весьма 
малым частям кривой или поверхности (например, кривизна, линейный 
элемент поверхности), и свойства кривой или поверхности в целом 
например, число вершин, длина замкнутой кривой). 

А. Плоские кривые 

1. Способы задания кривой 

Уравнение кривой **. Плоская кривая может быть аналити- 
чески задана в одной из следующих форм: 

В декартовых координатах: 

в неявном виде .........Р(Х, У) =0, (1) 

в явном виде... ..... „У = (Х), (2) 

в параметрическом виде... X= VE), y= y(t) (3) 

В полярных координатах: р = f ($). (4) 
Положительное направление на кривой. Всли 

кривая задана в форме (3), то на ней определяется положительное 

* Это условие может нарушаться только для отдельных точек кри- 
вой или поверхности; в таком случае мы имеем точку специального 
типа (например, разрыв HAH излом кривой). О такого рода точках см, 
стр. 241, 259. 

** Общее понятие об уравнении линии см. стр. 201,
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направление — направление в котором движется точка кривой 
М [x (t), y(f)] при возрастании параметра 2. Если кривая задана в 
форме (2), то параметром можно считать абсциссу точки: х==х, 
у = / (Хх), и положительное напранление соответствует возрастанию 
абсциссы (т. е. идет слева направо). Всли кривая задана в форме (4), то 
параметром служит угол $: х = } $) с0$ ф, у = fig) sin ф, и ноложитель- 
ное направление соответствует возрастанию ф (т. е. идет против часо- 
вой стрелки). 

у у 

} 

T rv a х 7 б б ху 

а) 6) 

Puc. 226. 

Примеры (рис. 226): a) x =, y= 3, 6) y=sin x, в) р = apg. 

2. Локальные элементы кривой 

В настоящем параграфе через М обозначается переменная точка 
хривой, определенная: значением х при задании в форме (2), { — при 
задании (3) и ф — при задании (4); № — бесконечно близкая к ней точка, 
определенная соответственно значениями xX -+ ах, [-- аЕ иф-{ а$. 

Дифференциал ay ги. Всли $ — длина кривой от некоторой 
постоянной точки А до ‚ TO бесконечно малое приращение длины 

М 
As = ММ выражается приближенно формулой дифференциала дуги * ds 

] / 2 
45 = 45 = | + (3) dx при задании кривой в форме (2), 

= Уха + у’? dt » » » » » (8), 

== Ур +p? do » » » » » (4). 

Примеры: 1) y= sin x, ds = V1 + cos? x ах; 

2) х=, you В, ds—=tVF+ Of? dt; 

3) р = ap, dsmaVi+tg dy. 

* О дифференциале и ero свойствах см, стр. 301 — 305
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Касательная н нормаль. Касательной в точке М назы- 
вается предельное положение секущей прямой ММ, когда М -» М; нор- 
малью — прямая, проходящая через М перпендикулярно к касательной 
(рис. 227). 

Рис. 227. 

Уравнения касательной и нормали (х, у — координаты точки М 
кривой; X, Y — текущие координаты точек касательной или нормали; 
значения производных вычисляются для точки М). 

Форма 
задания 
кривой | Уравнение касательной Уравнение нормали 
(CM, 

стр. 234) 

OF OF Хх -х У - у 
— —— — Г — =— =—= (1) 5х Xx) + ду § yy=0 OF oF 

р Ox Oy 

Ах. Ах (2) Y-—y= tx (X — x) У — у= ау‘ x) 

у ах 
У _ А-х , _ , _ 

(3) ye xv (X —xy+y(¥ — yy=0 

Примеры. Найти уравнения касательной и нормали: 
1) Для окружности x? + у? = 25 в точке М (3, 4). Уравнение каса- 

тельной: 2x (X — x) +2y(¥ — у) =0 или (учитывая уравнение окружно- 
сти) Хх $ Ту = 29; в точке М: 3X 4+4Y = 25. Уравнение нормали: 

= y или You 2 Х; в точке М: У = 4/3Х. 
2х 2y x 

2) Для синусоиды y= sin « в точке О (0, 0). Уравнение касательной: 
У — sin x = cos х(Х —х) или У = Х созх + sin x — x cos x; в точке О: 

(Х —х)или Y=—Xsecx+ У== Х. Уравнение нормали: У —sin. x= — 
cos x 

+ sin x -+ x sec x; в точке О: Y= — X. 
3) Для кривой х =, у в точке М (4, — 8), # = —2. Уравне- 

. —t —t 3 
. == — —- — — £8 . ние касательной: — 5 57 или У 5 tX 5 18, в точке М: 

У => — 3X +4, Уравнение нормали: 2¢(X — f°) + 3/2 (У — 13) =0 или 
2X + ЗУ = [2 (2 + 312), в точке М: X — ЗУ = 28. 

оложительное направленце. Если кривая задана в форме (2), (3) 
или (4) (см. стр. 234), то на касательной и нормали определяются по- 
ложительные направления: на касательной положительное направление 
совпадает с положительным направлением кривой в точке прикосно- 
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вения (см. выше, стр. 235), а на нормали — получается из положитель- 
ного направления касательной поворотом вокруг точки М на 90° про- 
тив часовой стрелки (рис. 228). Точка М разделяет касательную и 
нормаль на положительную и отрицательную полупрямые, 

Рис. 228. Рис. 229. 

Наклон касательной определяется углом в, образованным поло- 
жительным направлением оси абсцисс и положительным направлением 
касательной, или (при задании кривой в полярных координатах) — уг- 
лом в, образованным направлением радиуса-вектора ОМ = р и положи- 
тельным направлением касательной (рис. 229). Углы a up определяются 
формулами (ds вычисляется по формулам на стр, 239): 

{ ay cos a = ах sing = +3 oo ах, — ds’ — ds" 

dp . dp 
t =— р —_ = о gv apy" cos и, sin =p 

@ф 

Примеры: 
. | . cos.x 

1) y=sin x; tg a=cos x, cose =, Sina = ; 
V 1-+-cos? x У! -- cos? x 

3 2 3 
2) х= {2, y= 13; toa ==, cosa = —————, sing = 

2 V4+ 92 49:2 

| . Ф 
3) р = аф; top =, coop = о, Sinn = ————. 

V 14-9? V1i+ 9? 

Отрезки касательной и нормали; подкасательная и поднормаль 
(рис. 230): 

а) В декартовых координатах [при задании в форме (2) и (3), см. 
стр. 234}: 

MT = | УГУ? (отрезок касательной), 

ММ = | УТ - у’? | (отрезок нормали), 

РТ = | р: | (подкасательная), 

РМ = | yy’ | (поднормал5),
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6) В полярных координатах (при задании в форме (4), см. стр. 234]; 

МГ’ = | р Ир? -- 2’?| (отрезох полярной касательной), 

MN’ = |V 52 -- p’? | (отрезок полярной нормали), 

2 
ОТ = | 

| 

— 

1 

- (полярная подкасательная), 

ОМ’ =! р (полярная поднормаль). 

Примеры: 1) у = ch x; y'=shx, УТ- у’? =ch x: МТ = |спха xf, 
ММ =|ch2x|, PT =\|cthx |, РМ == | $6 хсИх |. 

2)p—ag; pa, Ур р =а ут 2; 

MT’ =| op УГ 9* |, MN’ =" +9? |. OT = | 4? |. ON =a. 
Угол между двумя кривыми. Под углом между двумя кривыми Ty 

и Го, пересекающимися в точке М, понимают угол 8 между касательны- 
ми K этим кривым в точке М (рис. 231). 

у Вычисление угла В сводится к опреде- 
Ллению угла между двумя прямыми 
(см. стр. 204), угловые коэффициенты 
которых равны 

ky | х R | 

З
а
 

>. iS
 

и
 

= 

Ro = lg az -(4 ) м 

где y= f;(*) - уравнение кривой Гу, 
Рис. 231. = \ — я Го: : а у = fo(x\ — уравнение кривой Гэ; произ 

водные вычисляются в точке М. 

Пример: Определить угол между параболами у=Ух nw y= x9 
dVx 1 d (х? . 

в точке М (1, 1). ва: = (и => tg ae = ( es у Ш = 2, 

__ 48 о — tg ay 3 

eb = iTigajtga, 4 
Вогнутость и выпуклость кривой. Если кривая aa- 

дана в явной форме: у = f(x), то для небольшой ее части, содержащей 
точку М (за исключением случаев, когда М — точка перегиба или осо- 
бая Точка, см. стр. 241 — 245), можно определить обрашена ли кривая 
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своей вогнутостью вверх HH вниз *, если в точке М вторая производная 
|’ (х) >> 0, то кривая обрашена вогнутостью вверх ** (точка Мо на рис 
232), а если |’ (х) < 0, то вниз (точка My); если же у” =0, то вопрос 
нуждается в дополнизельном исследовании, которое проведено на 
стр. 242 — 243 при рассмотрении точек перегиба. 

у 

y | | 

ие 
M, 

5 — 2 0) 

Рис. 232. Рис. 233. 

Пример: у = x3 (см. рис. 6, 6 на стр. 85); у” = 6x; при х > 0 кривая 
вогнута вверх, при х < 0 — вниз. 

Кривизна и радиус кривизны. Кривизной К кривой 
в ее точке М называется предел отношения «угла смежности» 5 между 
положительнымн направлениями касательных в точках М и М (рис. 233 

м” >> 

к длине дуги ММ, когда MN — 0: 

K=li é M 0 = lim — и — 0. 7 пр № 

мм 

Кривизна К имеет знак «-» или <—» в зависимости от знака этого 
предела. Знак К указывает, направлена ли кривая своей вогнутостью 
в сторону положительной (при К >> 9) или отрицательной (при К <0 
полупрямой нормали (см. стр. 237) ***. 

Часто кривизну считают существенно положительной величиной 
понимая под ней абсолютную величину написанного выше предела. 

Радиусом кривизны Ю в точке М кривой называется величина, об 

ратная кривизне: Ю = ©: Чем больше искривлена кривая вблизи 

данной точки, тем больше К и меньше А в этой точке. Для окружности 

с радиусом а кривизна к и радиус кривизны К = а (постоянны 

для всех точек); для прямой линии: К =0, К == oo: цля прочих кривых 
кривизна меняется от точки к точке. 

м” 

Формулы для Ки Ю. Полагая (рис. 233) 8 = аа и ММ = ds, имеем 

Кд R= aa (x) 

* Направление выпуклости противоположно направлению вогиу 
тости. 

** Точнее, в сторону положительного направления оси Оу. 
*** Иначе: при К > 0 центр кривизны (см. ниже) лежит Ha положи- 

тельной полупрямой нормали, а при К < 0 — на отрицательной.
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Если кривая задапа уравнениями (1), (2), (3) или (4) (см.стр. 284), 
то Ки R вычисляются по формулам: 

при задании в форме (2): 

d2y dy\2 8/2 

7 1+ dy\? 82 Ч? ' 
ах) ах? 

при задании в форме (3): 

Хх У’ 

_ tx y" ху)" 
(х' у") x yy" 

x у’ 

при задании в форме (1): \ 

” си ’ "2 2 3/. 

Ехх Рху Fy R= (Fy + Fy) 2 

Рух Е yy Е y Е хх Е ху Е x 
, _’ и Pld , 

19 79, 3 , , , 

(Fe + Fy) */2 F, Fy 0 

при задании в форме (4): 

КР" р а) 
(22 + p!2)?/2 , ~~ р? + Qp!2 __ pp” . 

Примеры: |) у = св К 2) х=й, у = 13, К = 6 
ch2 x Е (4-4.922)8/23 

3) уз — x2? = a?, К на 4) р = ао, Kat ere = (x2 + y2)3/2 у а (924- 1) 3/2` 

Круг кривизны и центр кривизны. Кругом кривиз- 
ны в точке М кривой называется предельное положение круга, прохо- 

---и 

Рис, 234. 

дящего через М и две другие близкие точки кривой N и ,‚ когда 
№ ® М и Р-» М(рис. 234). Радиус круга кривизны равен радиусу 
кривизвы в соответствующей точке [вычисляется по формулам (ХХ)]. 
Центр круга кривизны С называется цеятром кривизны для точки М
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и находится на нормали к кривой в направлении ее вогнутости. Коор- 
динаты центра кривизны (X,, У,) определяются следующими формулами: 

при задании в форме (2) (см. стр. 234): 

ау | ay 

ete _ | tee) | 
х=х- day ) a 

ах? ах? 

при задании в форме (3): 

ДОУ”) _ x" (x'B 4 y'4) . 
x= * x’ у’ У =У- | у’ ‹ 

м у’ x" у" 

при задании в форме (4): 

(р? -|- p’2) (р созф + р’ sin 9) 
p? + 26'2 — рр" 

(р? + p’2)(o sin © — р’ cos 9) 
‚ = р sin = ; ;. : 

Е pem р -- 22’ — pp 
при задании в форме (1): 

Fy (Fe + Fy) 

= pcos p — 

Fy (Fy + Fy) 

\ 

5 (XX) 

4, % ” 7 ’ , 3 — у a7 77 С С , 

хх Рху Ех хх Рху Fy 
id an ’ af #7 7’ 

Рух Pyy Py Рух Руу Fy 
Fy Py 0 Fy Fy 0 

Эти формулы могут быть записаны в виде у 

, 

4, =e R sina, 

Ус = У- Kosa 

WAH 

dy 
ad =х —А д. 

0 ах 
%Ж=У-+К; Рис. 235. 

(рис. 235), где А вычисляется по формулам (ХХ) (см. стр. 240), 

9. Точки специального типа * 

Точки перегиба — точки кривой, в которых направление во- 
грутости меняется на обратное (рис. 236); кривая в малой части, за- 
ключающей эту точку, лежит не по одну сторону от касательной, а 
пересекает ее. В точке перегиба кривизна К =0, а радиус кривизны 
Ю = ©. 

* Здесь рассмотрены, 
преобразования координат, 

только точки, 
Нахожление 

инварнантные 
максимум HW минимума см. 

относительно
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Правила нахождения точек перегиба. 
Задание кривой в форме (2): y= f(x). 
Необходимое условие точки перегиба: в ней вторая производная 

Г’ ‹х\, если она существует, должна обратиться в нуль. Для нахожде- 
ния точек перегиба, в которых f’’ (x) существует *, определяются все 
значбния х1, Хо, ... корней уравнения f/f” (x) =0, и каждое значение x; 

подставляется последовательно в последующие производпые. Если 

"(хр 50, TO x; — абсцисса точки перегиба, если Г’ хр=0, а FV x ) 40, 

To х; — не точка перегиба и т. д.; в зависимости от того, какая из по- 

следовательных производных — нечетного или четного порядка — впер- 

вые окажется отличной от нуля в рассматриваемон точке, эта точка 

al 

—— 
Рис. 236. 

соответственно будет или не будет точкой перегиба. Вели исследуе- 
мая точка не является точкой перегиба (впервые не обращается в нуль 
производная k-ro порядка при Rk четном), то кривая обращена вынук- 

лостью вверх при f' (x) <0и вниз при f' (x) > 0. 
| — 3x? 1 

. ° ve —— — Примеры: 1) y= а; fl (x)= —2 Их, 1,9 = + 7 , 

1 — x? 1 3 77’ —- . 77’ 0: fll (x) = 24x a се. |” (х1,9) 5Е 0; точки перегиба А (5 7 ), 

В 3 с. 1) 
2) уха, f(xy 128. xy = 0, f(x) = 24x, "(ху 0, ЛУ (ху = 24; 

точки перегиба нет. , 
Можно также определить, является ли найденное значение х; абсцис- 

сой точки перегиба, непосредственно исследуя изменение знака второй 
производной при переходе через эту точку: если знак f’’ (x) меняется 
на обратный, то направление вогнутости также меняется на обратное 
(см. стр. 239) и мы имеем точку перегиба. Этот способ применим и 
в том случае, когда y’’ = сю. 

a — 5 fo 5 2/ #7 ne 10 —1/ . —_ ve Пример: y=, yaar 3, У =9* 3; при x =0 у’ =oo, 

При переходе от отрицательных значений х к положительным вто- 
рая производная меняет знак с «—» на «--»; следовательно при х=0 
кривая имеет точку перегиба. 

Практически, если по характеру кривой ясно, что у нее должны 
быть точки перегиба (например, между максимумом и минимумом для 
графика функции, имеюшей непрерывную производную), то ограничи- 
ваются только нахождением х,, не интересуясь высшими производными. 

Другие задания кривой. Данное выше необходимое условие суще- 
ствования точки перегиба f’’ (x)=O0 при задании уравнения кривой 
в других формах заменяется следующими: 

x’ у’ 

== 0; параметрическая форма (3) (см. стр. 234): x" у’ 

полярная Форма (4): р? + 26’3 — pp” == 0; 

* Нахождение точек перегиба для тех случаев, когда f’’ (x) не су- 
ществует (например, обращается в бесконечность), см. ниже,



ТОЧКИ СПЕЦИАЛЬНОГО ТИПА 243 

общая форма (1): решается система уравнений 

ue и 

хх Frey Py 
> и и ' 

Fix, у} =дби Бух Fyy Бу = 0, 

[Fy Fy 0 

система решений дает координаты возможных точек перегиба. 

Примеры: \) x =alt — 5 sin t) ;v=atl— zy 608 t) («укорочен- 

ная циклоида», см. стр. 108); 

2 — со$ { зшЁ 

sin ¢ cos ¢ 

ху а? а? 
x yt |= | бр cos ¢ = 1 

1 к —_. — -+ — + Эрл: cos ¢ 5; ti Езт kr; 

точек перегиба бесконечно много, они соответствуют значениям пара- 
метра f 

| 1 | 3 1 
— . 2 2 — 1 — — = к = 2 в. 2) p= Ve p® + 2p"? — ppl’ = + 503 — Goa — Fea (49? — 1; 

точка перегиба определяется полярным углом ф = 5. 

Fr 2 0 2x 

3) х? — у? = а? (гипербола). |....|=|0 —2 —2у | =8^? —8y?; 
ооо 2х — 2у 0 

уравнения x2 — y2 == а? и 8(х? — у?\ = 0 противоречивы; следовательно, 
гипербола точек перегиба не имеет. 

Вершины — точки кривой, в которых кривизна имеет максимум 
или минимум (кривая наиболее или наименее изогнута); например: у эл- 
липса 4 вершины: А, В, С н D, у логарифмики — одна: Е (рис. 237). 

а) 0) 

Рис. 237. 

Нахождение вершин сводится к определению максимума и минимума 
выражения К, данного формулами (ХХ) на стр. 240 (или минимума и 
максимума для Ю =4/К, если в этом случае вычисления получаются 
проще).
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Особые точки. Этим общим названием объединяются точки 
различного типа: a) узловые точки, в которых кривая сама себя пере- 
секает (рис. 238, а): 6) изолированные точки, расположенные отдельно 
от кривой, но с координатамн, удовлетворяющими уравнению кривой 
(рис. 238, 6); в) точки возврата или заострения, в которых направле- 
ние кривой меняется ка обратное; различают точки возврата: 1-го рода 
(рис. 238, в:} и 2-20 рода (рис. 238, вэ), в зависимости от расположения 
касательной относительно обеих ветвей; г) точки самоприкосновения, 
в которых кривая сама себя касается (рис. 238, 2); д) точки излома, 
в которых кривая «скачком» изменяет свое направление причем в отли- 
чине от точки возврата касательные к обеим частям кривой в точке 
излома различны (рис. 238, 0); е) точки прекращения, на которых кри- 
вая обрывается (рис. 238, г}; ж\ асимптотические точки, вокруг кото- 
рых кривая закручивается бесконечное число раз, подходя к ним на 

Рис. 238. 

сколь угодно малое расстояние (рис. 238, ж). Могут встречаться одно- 
временные комбинации двух или ческольких из этих особенностей 
(рис. 238, зи и). 

Нахождение точек типа 9 — ж. Особенности этих типов могут 
существовать только у трансцендентных кривых *. Точки излома соответ- 

. dy 
ствуют конечиому разрыву производной --, например, начало коорди- 

нат у кривой у = —— (см. рис. 284, в на стр. 303). Точки прекраще- 
l 4 e /х 

ния соответствуют конечному разрыву или обрыву функции у = f (+), 

например, точки (1, 0) и (1, 1) кривой у = т (см. рис. 272 на 

| г 
стр. 277). Асимптотические точки проще всего обнаружить у кривых, 
заданных в полярной форме: р = / ($); если Итр=0, когда ф —+-- со или 
ф > — oO, TO полюс — асимптотическая точка, например, у логарифми- 

ческой спирали р = ae”? (см. рис. 60 на стр. 112). 
Нахо.ждение точек типа а—г. 3 - и, называемых кратными точка- 

ми (двойными, тройными и т. д.). Кривую изучают в форме F(x, y\=0. 
Точки А, координаты которых (х:, y1) удовлетворяют одновременно 

*) См. стр. 201.
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трем уравнениям: Р ==0, Fy = 0, Ву=0, являются Овойными, если из 
и ” и , 

трех производных 2-го порядка Fyy, Fyy, Pyy хотя бы одна не равна 0 

(в противном случае А — точка тройная или высшей кратности, их 
исследование см. Смирнов — стр. 585 справочника). Характер двойной 
точки зависит от знака 

и и 

Рух Рху 

Г и x 

Кух Pry (7 

— 

ит) . 

‘I 

1) Если А <0, то A — узловая точка, угловые коэффициенты Kaca~ 
тельных в ней равны корням уравнения 

и 9 ‘ и и Fy yk? + ЗРруЁ + Fey =0. 

2) Если A> 0, To А — изолированная точка. 
3) Если 4 =0, то А либо точка возврата, либо точка самоприкосно- 

вения; наклон касательной в ней: 

ша = — Fyy/Fyy. 

Для детального исследования кратной точки в этом случае следует пе- 
ренести в нее начало координат и повернуть оси так, чтобы ось. Ох 
пошла по направлению касательной в точке А; тогда по виду уравнения 
можно установить, имеем ли мы точку возврата 1-го рода. 2-го рода 
или точку самоприкосновения. 

Примеры. 1) F(x, у) = (42+ y2)2 — 2а2(х? — у?) =0 (лемниската, см. 
, , 

рис. 51 на стр. 107); Fy = 4x (x2 + 32 — a2), Fy = 4y (x2 + v2 + a2); си- 
, , 

crema Fy == 0, Fy=0 дает три решения: (0, 0), (+ а, 0), но только пер- 

вое удовлетворяет Р == 0. При подстановке (0, 0) в производные 2-го по- 
и ‘ и и 

рядка имеем: (Рхх)о = — 4а?, (Fyy)o = 0, (Руу = +4a2; A=— 1604<0, 
т. е. начало — узловая точка; наклон касательных: {ва == 4:1, и ypas- 
нения касательных: у = хх. 

2) F(x, у) = хз + уз — x2 — уз = 0; Fy = x (3x — 2), Fy = y(3y —2); 
2 2 2 2 

из четырех точек (0, 0), (0, =), (=, О} и (+, 5) только первая 
\' 3 3 3° 3 

ъ и и и 

лежит на кривой; (Рух)о = — 2, (F’xylo = 0, (Fy y)o= —2,4=4>0,T. е 

начало — изолированная точка. , , 
3) Fle, у) = (у — х2)2 — х5 =0. Система Fy =—0, F,=0 дает единст- 

венное решение (0, 0), удовлетворяющее и уравнению F=0; А =0; tga =0. 
В данном случае имеем в начале точку возврата 2-го рода, что ясно из 

уравнения кривой в явной форме: у =? (1 + Ух); у не существует при 
х < 0, a при неоольших х > 0 оба значения у положительны (касатель- 
ная же в начале горизонтальна). 

Случай алгебраической кривой F(x, у) =0. Если уравнение не со- 
держит свободных членов и членов 1-й степени, то начало координат — 
двойная точка, уравнения касательных в которой получнм сразу, при- 
авняв нулю все члены второй степени; например, для лемнискаты 
см. выше, пример |) уравнения касательных: Хх? — у? =0 или у = x. 
сли нет и членов второй степени, то начало — тройная точка и т. д,
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4. Асимптоты 

Общий случай. Еслн кривая какой-либо своей частью He- 
ограниченно удаляется от начала координат, 10 эта часть (бесконечная 
ветвь кривой) может иногда иметь асимптоту — прямую, к которой 
кривая неограниченно приближается или с одной стороны (рис. 239, а), 
или все время пересекая ее (рис. 239, 0). Для отыскания асимптоты 
кривой, заданной в параметрической форме: х = x(t), y= y(t), 

находят значения f=, при которых x (Е) -» со или 

— у([] OO, 

Если 
х ий = 00, HO у (15) =ato, 

а) 
TO прямая у==а — горизонтальная асимптота; если 

У (73) = 00, HO x (2; = а 0, 

то прямая © == а — вертикальная асимитота; если 

х (Z;) = 00 и У (£;) = ©, 

6) то вычисляют два предела: 

Рис. 239. r= tim 20 yo= па (y(t) —k- x (OD 
ЕЯ (2) tt, 

при существовании обоих этих пределов кривая имеет асимптоту 
у = Ех . . 

При задании кривой в явной форме y= /(х} вертикальные асимпто- 
ты находят как точки разрыва функции f (x) (см. стр. 281-284), а го- 
ризонтальные и наклонные асимптоты представляют в форме у==Ах-- 6, 
где 

x ; 
k= lim 1%) pb Sim = [f\x) — Rx}. 

хо * Xx ~> © 

m к к 
гх= — = (1 — В, =>, = — ит.д. Най- Пример: х = 77, У (tg ,aA=>5, 5 n. Ha 

к 
дем, например, асимитоту при =: 

п. п 
Хх (1) = У) = 00, = lim —sint—écost)= —, 

Е t/q Т т 

. nem . sin — 150$ — } п 
b= him [етих an. iim =—- 

п/о т со$ { t—> п/о cos ¢ 2 

Пг _ 7” х _ д 

7 т 2' m п 2 
Случай алгебраической кривой F(x, у) =0. Функция 

F(x, у) — многочлен относительно хи у. Отберем те члены F(x, У), ко- 

торые имеют наибольшее измерение *. Обозначаем через MP Lx, у)’ото- 
бранную группу «старших» членов и решаем уравнение Ф (x, у) =0 отно- 
сительно х и у: 

х =$ф (у), Y=y ls). 

* Под измерением члена АхТу" понимается сумма показателей 
(т + п) при хи у. Так, член 3х2у8 пятого измерения, 2y2 — второго; 
а многочлене x3 + y3 — Зху «старшие» члены: х8 и у3.
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Значения у = а, для которых х = со, дают горизонтальные асимптоты 
‚у = а; значения Xy = 0, для которых у == OO, дают вертикальные асимп- 
ТОТЫ x = b, Для отыскания наклонных асимптот подставляем в F(x, у} 
выражение у= Ах--65 и располагаем полученный многочлен по степеням 
относительно х: 

F(x, Ех" oy xe™ +, 

Приравниваем нулю два старших коэффициента fy и fy и решаем си- 
стему уравнений 

(Е) =0, folk, 6) =0. 

Если она совместна, то ее решения Rk, O дадут параметры асимптот 
у = RX +- b. 

Пример: x? +- 3 — Заху =0 (‹декартов лист», см. рис. 44 Ha 
стр. 103). F(x, Ех 5) = (И + 23) x8 + 3 (Е26 — ва) хз--..: 1-Е =0 и 
26 — ka =0 дает систему решений Е = — 1, 6 = —a; уравнение асимп- 
тоты: у=—х-— a. 

5. Общее исследование кривой по ее уравнению 

Исследование кривых по их уравнениям проводят с целью изучить 
поведение некоторой однозначной функции у = f(x) или установить 
вид кривой линии, определенной аналитически одной из форм (1), (2), 
(3) или (4) (см. стр. 234). 

Построение графиков функций, заданных в форме 

y= f(x). 
1) Находят область определенности (стр. 271). 
2) Устанавливают наличие симметрии относительно оси Оу или от- 

носительно начала по четности или нечетности функции (стр. 275). 
3) Определяют «поведение функции в бесконечности», вычисляя пре- 

делы lim T(x) и lim f(x) (стр. 277). 
x7 — 0 х>»-- © 

4) Находят точки разрыва и определяют HX характер (стр. 282—283) 
5) Находят пересечение кривой с осью Оу, вычисляя f (0), и с 

осью Ox, решая уравнение f (x) = 0 (о решении алгебраического и транс- 
цендентного уравнений в общей форме см. стр. 144). 

6) Находят точки максимума и минимума (стр. 318), устанавливая 
области возрастания и убывания функции. 

7) Находят точки перегиба (стр. 241—242), устанавливая области, где 
кривая обращена вогнутостью вверх и вниз (стр. 238), причем в точках 
перегиба вычисляют наклон касательной. 

По всем этим данным постепенно делают набросок кривой, уточняя 
его затем по отдельным точкам в тех местах, которые представляют 
интерес. 

ример: Построить график функцин 

__ 252 + Зх —4 
у = x2 ы 

1) Функция существует при всех x, кроме x =0. 
2) Симметрии нет. 
3) у-»2 при х-+ +00, причем если х-» —с, то у=2—0 (стремится 

к 2 <CHH3y>), а если x -» + 00, го y==2-+0 (стремится к 2 «сверху»). 
4) При х == 0 — бесконечный разрыв (от — 00 до — OO, так как у OT- 

рицательно при малых +).
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—3+ 
5) f(0)=0o; уравнение 2x2-+3x—4—0 нмеет корни х1,2= ——Z УЧ. 

таким образом, пересечения с осью Ох: х1 = 0,85, хз = — 2,35. 

6) Точка максимума х = 3 = 2,66, у = 2,55. 

1 
7) Точка перегиба: x = 4, у=2,5, ва = — i6° 

Набросав кривую по этим данным, вычисляем еще 
8) пересечение кривой с асикптотой 

4 4 

sone. QL SO TTT =. Кривая изображена на рис. 240. 
~2 Построение кривых, задан- 

jue “Noles G7 ных в неявной форме F(x, у) =0. 
Общими правилами — руководствоваться 

2 ; трудно, так как это очень часто приво- 
Lil] у=228-4 дит к сложным вычислениям. Если воз- 

z можно, полезно найти следующие вле- 
менты: 

Рис, 240, 1) Опоеделить все точки пересечения 
с осями. 

2) Выяснить симметричность кривой 
эуносительно ссей и начала (заменяя х на —х, у на — у). 

3) Найти максимум и минимум относительно оси Ох (см. стр. 320) 
и оси Оу, применив аналогичные формулы с переменой осей координат. 

4) Найти точки перегиба (стр. 243) и. наклон касательной в них, 
5) Найти особые точки (стр. 244—245). 
6) Найти вершины кривой (стр. 243); построить для них круги кри- 

зизны (стр. 240) — их дуги на значительном расстоянии будут на глаз 
неотличимы от кривой. 

7) Найти все асимптоты (стр. 246) и исследовать расположение вет- 
вей относительно асимптот. 

6. Эзолюты и эзольвенты 

Эволюта данной кривой — кривая, состоящая из центров кри- 
визны (см. стр. 240) для всех точек данной кривой; она же является 
огибающей (см. стр. 249) нормалей данной кривой. Параметрические 
уравнения эволюты — см. формулу (ХХХ) на стр. 241 (уравнения для 
центра кривизны, где нужно считать х, и У, за текущие координаты 
эволюты). Если удается из этих уравнений исключить параметр (x, # 
или $), то получаем уравнения эволюты в декартовых координатах. 

Пример: найти эволюту параболы у == x2 (рис. 241). Имеем: 
_ 2х (1 -- 4х?) _ д 1-4 4х2 14 6х2 

Х.-=х— 9 = — 4x3, =, Y= x? 

1 X\2/3 откуда У = — +3 | — Ул 2 13\4) › 
Эвольвента, иначе цнволюта данной кривой Ty — такая кри- 

вая Г:, по отношению к которой Ty является эволютой. Нормаль МС 
эвольвенты является касательной к зволюте, длина дуги CCy эволюты 
равна прирашению радиуса кривизны эвольвенты (рис. 241): 

Se 

СС: = M,C, — МС. 

Эти свойства позволяют считать эвольвенту Г; «развертывающей» 
кривой Го, получающейся из Го разматыванием натянутой вити. Данной 

где Х, Ур— текущие координаты эволюты.
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эволюте соответствует семейство эвольвент, каждая из которых оп- 
ределяется первоначальной длиной нити (рис. 242). Уравнение эволь- 
венты получается интегрированием системы дифференциальных урав- 

у 

at 

Э
в
о
л
ь
в
е
н
т
ы
 

“2 
Puc. 241. Рис. 242, 

нений, представляющих уравнение эволюты; уравнение эвольвенты 
окружности см. стр. 112. 

7. Огибающиг семейства кривых 

Характеристнческие точки. Если имеется семейство 
кривых с одним параметром а: 

F(x, у, a) =0, (%) 
то две бесконечно близкие кривые этого семейства, соответствующие 
значениям а иа-{ Да, имеют точки наибольшего сближения К. Эти точ- 
ки являются либо пересечением кривых (a) и (a -+- Aa), либо такими точ- 
ками на (а), что их расстояние до (а -|- Аа) (по нормали) — бесконечно 
малая высшего порядка по отношению к Aa (рис. 243, a ид). Если 
Да -» 0, то кривая (а -|- Аа) стремится слиться с первой, а точка А в неко- 
торых случаях приближается к предельному положению — характери- 
стцческой точке. Особые точки кривой (a) всегда являются характери- 
стическими 

6) г) 

Рис. 243. Рис. 244, 

Характеристики. Геометрическое место  характеристи- 
ческих точек для всех кривых семейства f%) образует кривую (HAR 
несколько кривых), называемую характеристикой этого семейства; 
она либо состоит из особых точек кривых семейства (рис. 244, а), либо 
является огибающей этих кривых, т. е. касается каждой кривой се- 

мейства (рис. 244, 6} могут быть и комбинации этих обоих типов 
(рис. 244, в, 2}
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Уравнение огибающей (м характеристики в общем слу- 
чае) семейства F(x, у, «\ =0 получим, если исключим а из системы 

. Е 
y уравнений F=—O0, Oa 0. 

Пример. Найти уравнение 
огибающей семейства прямых, 
на которых лежит отрезок 
АВ ={, если его концы А и 
В скользят по осям координат 
(рис. 245, а). 

oo Уравнение семейства: 

~ 7 = 1 или 
[91а ' lcosa 

a) 6) = x cosa+ 

+ysine —lsinacosa=0, 

Рис. 245. on = хыпа-- уеоза — 

[508 а -- [5113 а =0, 

Исключая из этих уравнений a, имеем: x?/3 4. 7/3 = (7/3, т. е. 
огибающая — астроида (рис. 245, 6, см. также стр. 109—110). 

Б. Пространственные кривые 

8. Способы задания кривой 

Координатные уравнения. Пространственная кривая 
(«линия Овоякой кривизны») может быть аналитически задана в одной из 
следующих форм: 

а) Пересечение двух поверхностей: 

F(x, у, г) =0, Ф (x, у, 2) =0. (1) 

6) Параметрическая форма: 

х=х(6,  у=у(, 2=2(6 (2) 

(¢ — любой параметр, в частности, f= x, у или 2). 
в) Параметрическая форма: 

x=%(S) у=у(5$), z=2(s) (3) 

(S — длина дуги от некоторой точки А до текущей М): 

‚ИУ 
0 

Векторное уравнение. Обозначая через г радиус-вектор 
любой точки кривой (см. стр. 520), представляем уравнение (2) в форме 

г=г (0), где г (6) = х (АУ ] ак, (2a) 

и уравнение (3) — в форме: 

r=—r(S), гле г (5) = х(3) i+ yis)J + 2 ($) К. (За)
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Положительное направленнме ма кривой, заданной 
уравнением (2) или (2а), соответствует возрастанию параметра f, 
а на кривой, заданной уравнением (3) или (3a), — направлению отсчета 
длины дуги 5. 

9. Сопровождающий трехгранник 

Определения. В каждой точке М пространственной кривой (кроме 
особых точек) определяются 3 прямые и 3 плоскости, взаимно Mepece- 
кающиеся в М под прямыми углами (рис. 246): 

бинормаль A Спрямляющая 
——__ плоскость 

Соприкассющаяся 
плоскость 

--- 

с Ар” Главная 
SE, нормаль 

Нормальная 
^^ плоскость 

Косательная 

Рис. 246. 

1) Касательнал — предельное положение секущей ММ, когда М№ -» М 
(см. рис. 227 на стр. 236). 

2) Нормальная плоскость — перпендикулярная к касательной. Все 
прямые, проходящие через М и лежаншше в этой плоскости, называются 
нормалями к кривой в точке М. 

3) Соприкасающаяся плоскость — предельное положение плоско- 
сти, проходящей через 3 близкие точки кривой М. Мн P когла ММ 
и РМ (рис. 247). Соприкасающаяся 
плоскость содержит в себе касательную. 

А) Главная нормаль — пересечение 
нормальной п соприкасазющейся плоско- 
стей (та из пормалей, которая лежит в 

соприкасающейся плоскости}. 
5) Бинормаль — прямая, перпендику- 

лярная к соприкасающейся плоскости. 
6) Спрямляющая плоскость — содер- 

жащая касательную н бинормаль. Puc. 247. 
На трех прямых 1), 4) и 5) устана- 

вливаются положительные паправления: 
на касательной оно соответствует положительному направлению на кри- 
вой и определяется единичным вектором ¢t; на главной нормали идет 
в сторону вогнутости кривой и опоеделяется единичным вектором п; 
на бинормали опоэеделяется единичным векгором b=t x nit, пи b дол- 
жны образовать правую тройку, см. стр. 522). Три вектора t, пи b 
вместе с соединяюшими их плоскостями образуют сопровождающий 
трехгранник пространственной кривой. 
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Расположение кривой относительно трех- 
гравника. В точках обшего типа кривая расположена по одну сто- 
рону от спрямляющшей плоскости и пересекает нормальную и соприка- 
саюпгуюся плоскости (рнс 248, а). При этом проекции небольшого 

1 | 

‘ n В b 

we La t | n 

а) 0) в) 2) 

Puc. 248, 

отрезка кривой, содержащего точку М, на плоскости трехгранника 
имеют (приближенно) вид: 

на соприкасающуюся плоскость — параболы 
(рис. 248, 0), 

> спрямляющую > — кубической параболы 
(рис. 248, в), 

> нормальную > — полукубической параболы 
(рис. 248, 2), 

Если же в точке М кривизна или кручение кривой (см. ниже) равны 
нулю или точка является особой [x’ (f) = у’ (Г = 2’ (В = 0], то кривая 
может иметь и иное расположение *. 

Уравнение элементов трехгранника. 
а) Задание кривой в форме (1) (стр. 250). 

Х-х  j§Y-y _ 2-2. 

Касательная: OF OF 7 OF OF 7 OF OF | 
асате у ду 92 Oz Ox Ox OV 

Om 0 O@ OP 0Ф ОФ 

ду Oz Oz Ox Ox Oy 

X—x Y—y Z-z 

OF OF OF 
нормальная плоскость: Ox ду Oz |=0 

0 9 09 
Ox ду Oz 

\х, у, 2— координаты точки М кривой; -X, У, 2 — текущие координаты 
касательной или нормальной плоскости: частные производные вычис- 
ляются в точке М). 

6) Задание кривой в форме (2} или (2a) (см. стр. 250). 
В формулах на стр. 253 х, у, 2, г — координаты и радиус-вектор 

точки кривой; Х, Y, Z, В — текущие координаты и радиус-вектор 
элемента трехгранника; производные берутся по параметру Ё и вы- 
числяются в точке М. 

* См. Рашевский (стр. 587 справочника].
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Векторное уравнение Координатные уравнения 

Касательная: 

аг Х-х Y—y 1-2 = д— — У — В =г- ет ra yi 7 

Нормальная плоскость: 

аг 
(R—1) 5, = 9 e(X—x)+y(Y¥— 

Соприкасающаяся плоскость: 

У) - 2'(Z — 2)=0 

Х-х Y—y 1-2 

(R— г)" т x! у’ 2 |==0 
dt а x! у” 2" 

Бинормаль: 

ar d2r хх. = 4 — 2 — 2—2 

R=r-a “x Fa) у г’ = Хх ху’ 
dt at2 | ” И ” ” | ” ” | у” 2" 2” x х’у 

Спрямляющая плоскость: 

dr /{ ar d2r xX—*x* У-у 2-2 

RF (F x Sa) =0 x у’ z’ |=0, 
i m n 

где i= srg у'' 2’, 

т = 2’х” — zx, 

n= xy" — xy! 

Главная пормаль: 

dr dr d2r Х-х Y-y 2-2 
вех (2x Fs) y! "| 2’ x |; у’ 

т п nil Lom 

в) Задание кривой в форме (3) или (3a) (cM. стр. 250). 
Если в качестве параметра принята длина дуги $, 

касательной, нормальной плоскости, 
то' уравнения 

соприкасающеися плоскости и 

бинормали будут такие же, как и в общем случае 6) ({ следует заме-
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нить на $), а уравнения главной нормали и спрямляющей плоскости 
упрошаются: 

Элемент Векторное Координатные 
трехгранника уравнение уравнения 

Главная Ч?г Х —х Ух Z£-2z 
ВЕГА > и = „ог 7! нормаль $2 x y 2 

Спрямляющая °r ху" У — У) 
(В — г) 7. 0 ” ПЛОСКОСТЬ + ='' (7 — 2)=0 

10. Кривизна и кручение 

ивизна кривой в точке М — число, характеризующее откло- Кр 
нение кривой (в малой ее части, заключающей точку М) от прямой линии. 

At at 
Точное определение: кривизна А = lim — =! =] (рис. 249). 

— af ds 
MN--0} MN 

xd 

Рис. 249. 

Радиус кривизны: p=-,. Кир для пространственных кривых всегда 

положительны. 
Формулы для вычисления К и р 
а) Задание в форме (3) (см. стр. 250): 

а?г 
== | —— | = 72 772 775 К 5 Их’ у’ (X) 

(производные по 5). 
6) Задание в форме (2) (см. стр. 250): 

(ss р (a) (Е an) 

at 112)  \ at dt? xe at) Nat _ 
dr \2 13 

(az) | 
2 7g 12) (х’’2 у’ 72 2’ 2) — (x xX’! Woy’? 27 27’)? 

изу) 
(производные по {),
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Пример: Найти кривизну винтовой линии (puc. 250): х-==а соз t, 
ysasint, 2=bt*, Заменяем параметр ¢ через 5: s=t УИ а? + 62, откуда 

$ . 5 
«= а COs ——————. , y= a sin ——_——_. 

И а? + 6? У а2-ь? 
b 

a р: 

к=-—_@ == a? 9% 23 (постоянны = 1 63° 6 = a T ). 

Тот же результат получим и без пере-. 
хода к параметру $. применяя фор- 
мулу (i). 

Рис. 250. Рис. 251. 

Кручение кривой в точке М — число, характеризующее откло- 
нение кривой (в малой ее части, заключающей точку М) от плоской 
кривой. Гочное определение: кручение — число, определяемое формулой 

A 
T= lim a =“ | (рис. 251. Радиус кручения ‘т. 

ММ-+0 MN 

Формулы для вычисления T ut: 
а) Задание в форме (3) (см. стр. 250): 

x’ у’ z' 

x’ у’’ 2'’ 

1 dr d*r dsr xe у’’’ gee 

om —— == p92 [ —— —— —— | we х 

Г 7 (= 5) (x2 yr 24 27! 3) (<) 

(производные по $5). 
6) Задание в форме (2): 

x’ у’ 2’ 

dr d2r d8r xr у’ 2 

| dt df ав xt yr gre 

== =р?2. | хх 

р тук (9 
at 

[р вычисляется NO формулам (%) или (ХХ)|. 

* Винтовая линия, определяемая этим уравнением и изображенна 
Ha рис. 250, называется правой; наблюдатель, расположившийся 
вдоль оси винтовой линии (оси OZ), видит эту линию закручиваюшейся 
(при подъеме) в направлении против часовой стрелки. 

Винтовая линия, симметричная правой винтовой линии относизлельно 
некоторой плоскости, называется левой; наблюдатель видит ее закру- 
чивающейся (при подъеме) в направлении по часовой стрелке.
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Кручение, вычисляемое по формулам (<) Или ($). положи- 

тельно или отрицательно. Если 7 >0, то с точки зрения наблюдателя, 
стоящего на главной нормали параллельно бинормали (см. рис. 246), 
кривяя кажется закручивающейся справа вверх налево, по- 
добно штопору. Если же Г<0, то кривая с той же точки зрения 
закручивается слева вверх направо. 

]ример- Для винтовой линни кручение постоянно. Для правой вин- 
товой линии оно равно 

— апё acost 65 

—acost —asint 0 

ra (Str апт —acost 0 _ b < — lie 22 

\ а [((— а sin #2 + (а cos 62 + 52]8 аз - 63’ b ° 

Для левой винтовой линии кручение отрицательно: 

b 
T= — a+b 

Формулы Ceppe-®pene, Производные sextopost, пи b по 
параметру $ выражаются следующими формулами Серре-Френе: 

at n dn t b db n 
— — == ——— — — > — 

ds~ p’ dsp 1’ ds <’ 
где р — радиус кривизны, а т — радиус кручения. 

В. Поверхности 

11. Способы задания поверхности 

Уравнение поверхности. Поверхность может быть задана 
равнениями в одной из следующих форм: 

а) неявная форма. 
F(x. у, 2) =0, (1) 

6) явная форма. 
z= fix, У), (2) 

в) параметрическая форма- 

х=х(и, 5}, y=ylua, 2%), 2=2(и, 9), (3) 

г) векторная форма: 

г= г(ц, 5) или c= x(a, vit yu, э) } Ра(и, v)k, (За) 

Изменяя всевозможным образом параметры и и 9, получаем радиус- 
вектор и координаты различных точек поверхности; исключая из (3) 
и в, получаем форму (1). Форма (2) есть частный случай формы (3), 
котором и =X, и = у. 

Пример Уравнение сферы; 

х? + у? + 27 — а? =0 (1) 
или , , 

х = а сози по  ужачпцяо, 2 acos B, (3) 

Feu(cosusinvi-+ sing sin 9 ] + соз ИК). (За)
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Криволинейные координаты на поверхности. 
Если поверхность заданя в форме (3) или (3a), то при фиксировании 
значения одного из параметров 9 ==90 и изменении другого (и) точка 
r{x, у, 2} опишет кривую, лежащую па поверхности: г == г (м, YW). Всли 
кавать 9 различные постояниые значе- 
НИЯ: 9 = Vy, 9 = Vg, ..., TO мы получим 
семейство кривых. на поверхности; так 
как UV = const пои движении вдоль каждой 
из кривых и изменяется’ только м, то эти 
кривые пазываются и-линиями (рис. 252}. 
Аналогично, точка Г=г (Uy, 9%) опишет 
другую кризую; давая и различные по- 
стоянные значения: A= Wy, U= lig, ..., 
получим второе — семейство кривых 
(и = const) — 9-линий. Таким образом, на 
поверхности (3) образуется сеть кри- 
вых — координатных линий, а два числа 
ии; и U=V, являются криволинейными 

naif гауссовыми координатами точки М 
на поверхности. Для случая задания по- 
верхности в форме (2) коордипатные ли- 
нии суть сечения поверхности плоско- 
стями х ==const, у = const. Всякое ypaz- 
нение, связывающее эти координаты: 
F(u, 9) =0 или и=и (1), v =v (Ё), опре- 
деляет некоторую кривую на поверх- 
ности. 

Пример: В параметрических урзвне- 
ниях сферы (см. предыдущий пример) 2 — 
долгота точки (и = Z РОх), э— полярное 
расстояние точки (v= Z МО2), э-линии — 
меридианы AMB, ц-линии — параллели Рис. 253. 
CMD (рис. 253). 

| Юормаль 

12. Касательная плоскость 
и нормаль 

Определения. Если через дан- 
пую точку М(г; х, у, 2\ поверхности 
провести на поверхности всевозмозкные 
кривые, то касательные к ним в точке М, > 
как правило, располагаются в одной плос- “7 ния 
кости — касательной плоскости к по- 
верхности в точке М. (Исключение 
представляют так называемые конические 
точки поверхности, см. ниже.) Прямая, 
проходящая через М перпендикулярно 

t 

Ист Асательная 
MOCK ICING U-UHUA 

. Рис. 254. 
к касательной плоскости, называется HOp- ис, Zot 
малью к поверхности в точке M (рис. 254). 

, 9 
Касательная плоскость проходит через векторы fy = г И Го = от ‚ ке- 

u - uv 
сательные к и-линии и V-1HHAH в точке М; их векторное произведение 

’ r Го 
ry X г2 — вектор, параллельный нормали, а его орт № = Ре назы- 

1 го 
вается ортом нормали. No направлен в ту или другую сторону от по- 
верхности в зависимости от того, какую из криволинейных координат, 
ц или VU, считать первой и какую — второй.
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Уравнения касательзой плоскости и нормали к поверхности 
см. стр. 258. 

Пример: Для сферы x2 + у? + 22 — а? =0 
касательная плоскость: 

2х(Х -х) + Qy(¥ — У) 2247 - 2) =0 или xX + y¥ 4 22 — а? =0, 

нормаль: 
Хх Y-—y _ 2-2 xX Y Z 
2 tts x y 2` 

Для сферы 

X=acosusinv, y=-asinuwsinv, z=acoss 

касательная плоскость: 

Х с0$ изм о -- Узп и зто + 7 соз э = а, 
нормаль, 

Ko y 2 
cos zsin v sinwsinv  cosv 

Особые цконические) точки поверхности. Вели 
для точек поверхности, заданной в форме (1) (см. стр. 256), одновре- 
менно (при х= хи, = 1, 2 = 21) 

OF OF OF 
eo x } = 

Ox Oy 02 Ру, 2) ' 

то точка М (x4, У1, 21) — особая (коническая); все касательные, прохо- 
дящие через М, не лежат в одной плоскости, но образуют конус 2-го 
порядка, уравнение которого 

03 . O2F o2F ; O2F 

axe * — Роуз (Y—y) + ay -2-2 Seay *) У 

O2F 92Е 25 тор (7-32-22 рок ~ 2х - ¥) =0 

(где производные вычисляются для точки М); если одновременно обра- 
цаются в нуль все шесть частных производных 2-го порядка, то осо- 
бая точка — более сложного типа (копус 3-го или более высокого 
порядка). 

13. Линейный элемент поверхности 

Дифференциал дуги, Всли поверхносль задана в форме (3) 
или (За) (см. стр. 256), М (и, v) — данная и М (u-+ аи, э-- 49) —близкая 
к ней точка поБерхности, то длина дуги MN wa поверхности прибли- 
женво выражается дифференциалом Oye или линейным элементом 
поверхности по формуле 

45? = Е аи? + 2F du 4о - В dv? (1) 
где 
—_.__ (O¥\2 , foy\? Oz\2 „_ _дх Ox , dy Oy , Oz Oz вт (5%) + (Sa) + (Ga) «Pt Ga 95 + oe ao а бо, 

ox \2 ду\? dz \4 
=r? = { — = —} . 

9-1 (5%) +(%) +()
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Правая часть формулы (1) называется также первой квадратичной 
формой поверхности, заданной в форме (2); ее коэффициенты В, Е, а 
зависят от точки поверхности. | 

Пример: Для сферы: г = а (cosusinvi-+sin asin vj-+cos vk), 

Е == а? 919, F=0, Gea’; 

первая квадратичная форма: ds? = а? (3102 v du? + 492). 
Для поверхности, заданной в форме (2) (см. стр. 256): 

02 9: — 2 Po — р — — 2% E=\+p?, Е=ра, G=1+ 47, гдер 5х: 9 ду: 

Измерения на поверхности. Длина дуги кривой линии 
п = и (р, = v(t) на поверхности при (д S/S fy вычисляется по фор- 
муле 

ty ty 
du\* du 4 du\2 Le ( ds= | Y в(%) ВО + a( =| а (&) 

10 to 

Угол a между двумя кривыми (т. е. между касательными к ним), 
пересекающимися в точке М и имеющими в этой точке направления 
векторов dr { du, du} и or { du, dv} (рис, 255), вычисляется по формуле: 

cos a= ar or = 

и (dr)? (6r)? 

Е du ви + F (duu + adv ba)+ С аз sv 

VE du + 2F du du+ @ 4% VE bu2 + 2F bu bv + 0508 
(%X) 

(коэффициенты Е, F, С вычисляются для точки М). В частности, ливии 
перпендикулярны, если числитель (ХХ) равен нулю; F =0 — условие 

перпеядик улярности координатных линий 
v= const (49 =0) и и == сопзё (61 =0). 

Площадь поверхчости $, ограниченной 
некоторой кривой на поверхности, вычис- 
ляется как двойной интеграл: 

Рис. 255. aS= YEG - F2 du dv. (ххх) 

Таким образом, зная коэффициенты первой квадратичной фермы 
В, Е. G, мы можем производить измерения длин, углов и площадей на 
поверхности по формулам (Ж\, (ХХ), (ЖХХ), т. е. первая квадратич- 
ная Форма вполне определяет метрику поверхности. 

Наложение поверхностей при изгибании. Если 
поверхность изгибать без растяжений и разрывов, то ее уравнение 
измепится, но метрика осланется той же, т. е. первая квадратичная 
форма не изменится. Две различные поверхности, имеющие одну н ту 
же нервую квадратичную Форму, могут быть путем изгибания нало- 
жены CAG Ha другую.
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14. Кривизна поверхности 

Кривизна липий на поверхности. Если через точ- 
ку М проводить на поверхности различные кривые, то з точке М 
радиусы кривизны р этих кривых Г связаны между собой следующими 
соотношениями: 

1} Радиус кривизны р кривой Г равен радиусу кривизны кривой 
С — сечения поверхности плоскостыо, соприкасающейся © кривой Г 
в точке AL (рис. 256, а). 

2) Для каждого плоского сечения С его раднус кривизны равен 

р = с0з (п, М), (М) 

где Ю — радиус кривизны нормального сечения (Спорм), проходящего 

через ту же касательную PQ, что и С, ип через вектор М, а (п, №) — 
угол между ортом главной нормали п (см, стр. 251), кривой С и ортом 

а] 

Рис, 256. 

нормали М к поверхности (теорема Менье, рис. 256, 6). В Формуле (М) 
Ю берется со знаком плюс, если М направлен в сторсну вогнутости кри- 
BOH Снорм, и минус, если — в сторону выпуклости. 

3} Для каждого нормального сечения Cyo py его кривизна 

1 с05?а , $? а 
к К: + Ro (9) 

(формула Эйлера}, где Ry и Юз — главные радиусы кривизны, т. е. 
наибольшее и наименьшее значения Ю; они получаются при главных 
нормальных сенениях поверхности Cy и Cy (см. ниже), aa — угол между 
плоскостями сечений С и Cy (рис. 256, в). В формуле (9) R, Ry иЮ. бе- 
рутся CO знаком плюс HAM минус, определенным, как и в формуле (M). 

Главные радиусы кривизны. Если поверхность задана 
уравнением z= f(x, у), то Ry и Ю2 вычислаются, как корни квадратного 
уравнения 

Е — 57°) КЗ В [2ра; — Ц -- р") — а - 94°) | Е-- =0, (A) 
где 

92 Oz G22 Oz O2z | —~ . 

P= ох, I= ду, = дж, SOE ду, t= дуг нА = VI +p? -- 4%. 

Плоскости главных нормальных сечений Cy и Co взаимно лерпендику-
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лярны: их направления определяются значением 5 ‚ получаемым из 

квадратного уравнения: 

of ay\? > andy 9 
ира 5-9 2 НН р?) 7-9} = +[si) +p?) —rpg}=9. (B) 

Всли же поверхность задана параметрически г = г(и, v), то уравне- 
ния, соответствующие (A) и (5), имеют вид; 

(DD" — D'?) R? —(ЕБ” —2FD' + GD) R+ (ЕС - Е?) =0, (А” 

2 
(G@D’ - FD") (=) + (GD - ep + (FD — ED’) =0, (B’) 

где величины D, D’, О" — коэффициенты второй квадратичной формы 
поверхности — определяются формулами: 

а а’ а" 

D=tuN= a D' =f,2.N=———— DD" = Роэ М = 

VEG—F?' VEG — 2? ` 

здесь векторы 111, C12, Teg — частные производные 2-го порядка от ра- 
диуса-вектора Г по параметрам ци 9; числители 4, 4’ 4” раввы: 

0°х 02 y 022 02x 2y 022 O24 ду d2z 
ди? диз дц? ди ду ди дэ ди Ov ду? 993 dys 

до д | y_| в | gy _ fax By Oe 
“lau ди ди |? “| ou Ou Ou |’  [0и ди ди 

Ox ду dz Ox ду OZ Ox ду 02 
ду dv dv dv 0 ov ‘Ov Ov Ov 

Кривые на поверхности, имеющие в каждой точке направления 
главных нормальных сечений, называются линиями кривизны: их урав- 
нения получаются интегрированием дифференциальвого уравнения (5) 
ли (Б’). 
Классификация точек поверхности. Всли в точке М 

поверхности обе величины Ry и Roe (стр. 261} одного знака, то главные 

С 

YES 

8) 

Рис. 251. 

нормзльные сечения обращены вогнутостями в одну сторону. В этом 
случае в области точки М поверхность расположена по одну CTO 
рону от касательной плоскости; такая точка поверхности называется 
эллиптической точкой (рис. 251, а), ее аналитический признак: 
ро" 0’? > 0. В частном случае при Ry = К» точка называется круго- 
вой иди Омбилической; в ней для всех нормальных сечений К = const.
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Если Ry и Ry разных знаков, то тлавные нормальные сечения обра- 
мены вогпутостями в противоположные стороны. В этом случае по- 
верхность пересекается касательной плоскостью и имеет сед- 
лообразный характер; такая точка поверхности называется гипер- 
болической (рис. 257, 0}, ее аналитический признак: DD’ — 0’? < 0. 

Если К; или Ry равен со, то одно главное нормальное сечение имеет 
точку перегиба или является прямой линией; такая точка поверхности 
называется, параболической (рис. 251, 6), ее аналитический признак: 
р’ —_ ' 

Примеры: Все точки эллипсоида — эллинтические, однополостного 
гиперболоида — гиперболические, цилиндра — параболические. 

Кривизна поверхности. Средней кривизной поверхности 
в точке М называется выражение 

| 1 | 

H=s(gtm)) 
гауссовой кривизной — выражение 

— 
— e 

| 
К = ay о 

Ri Rg 
Пример: Для круглого цилиндра (ради- 

уса а): Н=х | К=0. 
2a 

Для эллиптических точек K>O, для ги- 
перболических K<0, для параболических К==0. 

Если поверхность задана уравнением 
z=f(x, у), то H и К вычисляются по сле- 
дующим формулам: 

Haw 949?) - 2095 (42), 
8. 

2 + p® + 922 

| hanes Рис. 258. 
(1 + p® + 92} 

Поверхности, для которых средняя кривизна Н во всех точках 
равна нулю (Ry = — Ro), называются минимальными. Поверхносги, для 
которых гГауссова кривизна А во всех точках постоянна, называются 
поверхностями постоянной кривизны; просгейшие примеры таких 
поверхностей: для К_>0 — сфера, для К < 0 — псевдосфера [рис. 258, 
поверхность вращения трактрисы (см. стр. 114) вокруг ее оси]. 

15. Линейчатые и развертывающигся поверхности 

Поверхность называется линейчатой, если она может быть получена 
как след движушейся прямой линии; если поверхность при этом может 
быть развернута на плоскость, TO опа называется развертывающейся. 
Простейшие примеры раззертывающихся поверхностей — цилиндрическая 
и коническая (см. стр. 174 и 176). Не всякая линейчатая поверхность 
является развертывающейся (например, однополостный гиперболоид 
И гиперболический параболоид — линейчатые, но не развертывающиеся 
поверхности, см. стр. 231). Во всех точках развертывающейся по- 
верхности гауссова кривизна равна нулю. Если поверхность задана 
уравнением z= f(x, у), то условие того, что она — развертываю шаяся, 

ГЕ — 52 =0*. 

* Обозначения р, @, г, $, 2 см. стр. 261.
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16. Геодезические линии ва поверхности 

Понятие о геодезических линиях. Через каждую 
точку поверхности М (и, 9), в каждом направлении, определяемом OT- 

av 
ношением ——, проходит на поверхности определенная кривая — геоде- 

зическая линия, — которая играет для этой поверхности роль прямой 
линии: 1) если материальная точка вынуждёна оставаться на поверх- 
ности, то при отсутствии других внешних сил она движется на пс- 
верхности по геодезической линий; 2) упругая нить, натянутая на 10- 
верхности, принимает форму геодезической линии; 3) линия кратчайшего 
расстояния между двумя точками на поверхности являзтся геодези- 
ческой. 

Определение, Геодезической линией на поверхности называется 
такая кривая, главная нормаль которой в каждой точке совпадает с нор- 
малью к поверхности. 

Пример: Для круглого цилиндра геодезическими являются винто- 
вые линии. 

Уравнение. Если поверхность задана в форме 2 ==] (¥, у), то 
дифференциальное уравнение геодезических линий; 

ау _ ау 3 dy 2 dy 

(l-+ p?-++9?) уд = (2) + ps — gt) (3) + (pr — 298) or *. 

Если поверхность задана в форме (3) (стр. 256), To дифференциаль- 
ное уравнение геодезических линий имеет более сложный вид — см, 
Ращевский (стр. 587 справочника), 

* Обозначения р, 4, г, $, Ё см. стр. 261. 



ОТДЕЛ ЧЕТВЕРТЫЙ 

ОСНОВЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 

1. ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 

J. Действительные числа 

Рациональные чиела. Все целые и дробные числа (поло- 
жительные, отрицательные и нуль) называются рациональными. Рацио- 
нальные числа образуют бесконечнее множество (бесконечную сово- 
купность), обладающее следующими свойствами: 

1) Это множество упорядоченное, т.е. для каждых двух различных 
рациональных чисел а и д можно указать, какое из них меньше другого. 

2) Это множество всюду плотное, т. е. между каждыми двумя раз- 
личвыми рациональными числами au b (а < 5) существует еще по край- 
ней мере одно рациональное число с (а <<), а следовательно, и бес- 
конечное множество рациональных чисел. 

3) Арифметические действия (сложение, вычитание, умножение и де- 
ление) над любыми двумя рациональными числами всегда возможны 
и дают в результате определенное рациональное же число, Исключением 

а 
является деление на нуль, которое невозможно: запись 0 He имеет 

точного смысла, так как He сумествует определенного числа 6, удовлет- 
воряющего равенству 6.0=а (если а==0, то 6 может быть любым 
числом, а если а 520, то В не существует *, 

4) Каждое рациональное число а может быть представлено в виде 
десятичной дроби (конечной или бесконечной периодической). 

х -3-275 2 -} 0 1 i 2 223 х 
— ——~] — <. v ых фи 

Рис. 259. 

Геометрическое изображение рациснальных чисел. Если ва прямой 
хх (рис. 259) выбраны начало отсчета О (нулевая точка), положитель- 
ное направление (орцентация] и единица измерения I (масштаб), то 
каждому рациональному числу с соответствует определенная точка 
этой прямой, имеющая координату а {рациональная точка). Прямая хх 
называется числовой прямой. Согласно свойству 2) рациональных 

$ = 

* Часто употребляемое равенство 0 = © (бесконечность) не озна. 

чает, что такое деление возможно {сх — ие число!), а является лишь 
сокращенной записью Фразы: «если делитель приближается к нулю 
vO частное неограниченно растет по абсолютной величине?.
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чисел между любыми двумя рациональными точками имеется беско- 
нечное множество рациональных точек. 

Иррациональные числа. Совокупность рациональных 
чисел недостаточна для математического анализа: хотя она всюду 
плотна, HO He заполняет всей числовой прямой. Например, если диа- 
гональ квадрата АВ со стороной, равной 1 наложить на числовую 
прямую Tak, чтобы точка А совпала с нулевой, то В попадет в точку К, 
He имеющую рациональной координаты (рис. 260), Введение иррацио- 
нальных чисел позволяет каждой точке числовой прямой поста- 
вить в соответствие некоторое число, делает совокупность чисел 
непрерывной. 

—— 

0 1 2 3 

Рис. 260. 

Строгое определение иррациональных чисел дается в полных кур- 
сах математического анализа *, Иррациональные числа изображаются 
на числовой прямой точками, заполияющими все пробелы между pa- 
циональными точками, Каждое иррациональное число может быть 
выражено непериодической бесконечной десятичной дробью. 

К иррациональным числам принадлежат, в частности, нецелые 

действительные корни алгебраических уравнений вида х” + ах" 1 -- 

+ a,x? -.., Ta, i* +a,= 0 {с целыми коэффициентами), например 

уравнение х8 — 9x — 4= 0 имеет иррациональные корни (см. стр. 139); 
такие числа называются алгебраическими ипррациональностями, Про- 
стейшими примерами алгебраических иррацеональностей являются 

п 
корни двучленных уравнений x — а=0 или числа вида И а, если они 

3 
не являются рациональными (например: / 2= 1,414... ‚У 10=2,154...); 

иррациональные числа, не являющиеся алгебраическими иррациональ- 
ностями, называются трансцендентными;: к их числу принадлежат 
к = 3,141592..., е = 2,118281..., десятичные логарифмы целых чисел 

(кроме вида 107), большинство значений тригонометрических функций 
от угла, равного целому числу градусов. 

Действительные числа. Все рациональные и иррацио- 
нальные числа называются действительными, или вещественными. 
Основные свойства множества действительных Чисел: 

1) множество действительных чисел упорядоченное (см, стр. 265}; 
2) оно всюду плотное (см. там же); 
3) оно непрерывно, т.е. (в отличие от множества рациональных 

чисел) каждая точка числовой прямой имеет действительную коорди- 
нату; 

4) арифметические действия над действительными числами всегда 
возможны (кроме деления на нуль, см. стр. 265) и дают в результате 
некоторое действительное число. Возведение в степень и обратные 
действия также возможны в системе действительных чисел (из каж- 
дого положительного действительного числа можно извлечь корень 
любой степени; каждое положительное действительное число имеет 
логарифм при любом положительвом оспованийи (кроме единицы }}. 

 Дальнейшиы обобщением понятия числа в математическом авзлизе 
являются комплексные числа (см. стр. 493). 

*См., например, Фихтенгольц, т. 1 (стр. 587 справочника).
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2. Последовательности ц их пределы 

Последовательности. Числовой последовательностью * 

называется бесконечное множество чисел 

ат, Qo, Q3, --+, &n, eee, 

расположенных в определенном порядке одно за другим. Числа, вхо- 
дящие в последовательность, называются ее членами. Среди членов 
последовательности могут быть и одинаковые числа. 

Последовательность считается заданной, если известен закон ее 
образования, т. е. правило, по которому можно определить любой 
член последовательности, Во многих случаях можно составить формулу 
для общего члена а» последовательности. 1 \n-t 

Примеры: Па, -=т, За) = 43 — 1, 3) a, = 3 ( \" 
2 

n+t 1 { 4) а, =(- 1) 5) On —3 — 7 ба =3 3 — 10 при п 

~ 4) 
2 | 

при п четном, 7) а, =-. за. = 
| 2 

нечетном KHa_=3 = =. 
n 3 + 3 n n 

10 

=(~ tn ча =~ nl при П HeyeTHOM и a_=:0 при п четном ) 2 ПР п 1 

10) а,=3 --= 1 3 при л нечетвом и а, =13 — aT при п четвом 

52 2 02 

Первые члены этих последовательностей следующие: 
112, 3, 4,5,... (натуральный ряд}, 
2) 4, 7, 10, 13, 16, ... (арифметическая прогрессия}. 
3) 3 33 33 
о: 4, 8: 
4,1,-i,1, -1, 1, . 

‚...- (PeOMeTpuHyecKan прогрессия), 

оо! 3‘ 7’ 
5) 1. 2, x7 2G: 8’) -->,› 

6) 3, 4, 333, 3,4, 3,33, 3,34, 3,933, 3,334, ..., 
па, т, 19’ 3’ @rgrcrt 

8)t, ~2, 3, -4,5, —6, ..., 
Ио =H 0 = 3,0, 40, 

3 3° 1) 1, И, 2, 1, 25, 125,24, 23, 0, 
Предел последовательности. Если для данной после- 

довательности 41, Gg, ..., Ay, ... существует число A, к которому 
числа а») при увеличении п подходят как угодно близко, то такое 

число А называется пределом последовательности ** Обозначение: 

А = lim an. 
по 

Точная формулировка: А = Him ад, если, задавая произвольное, как 
—> 

угодно малсе положительное число = можно указать в данной после- 

* Здесь рассматриваются только бесконечные последовательности, 
** Числа а» могут для некоторых п совпадать с пределом А.
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довательности такое число ay, что все без исключения числа a), 
стоящие после ay (т.е. при п> №), будут по абсолютной величине 
отличаться от A моныце чем на $: 

{аи - 41 <= т> М. 

Из рассмотренных примеров 1—10 имеют пределы последователъ- 
ности 3), 5), 6) и 7); их пределы: 

1 
3) Иша, =0, 5) Ипа, ==3, 6) lima, =3 —, 7) lima, =0. 
noo” пс № пс” 3 пс? 

Геометрический смысл. Если члены последовательности, имеющей 
предел, изображать точками числовой прямой, то, начиная с az, все 

точки an попадут в промежуток, 

Ae и А 4+ ограниченный точками А —-ви А-а 
Oy (рис. 261). . 

Бесконечный предел. 
6 Случай, когда предела не суще- 

Рис, 261, ствует вследствие того, что @, при 
увеличении п неограниченно возра- 

стает по абсолютной величине, обозначают символом 

lim a, = со («предел равен бесконечности?), 
fl—» CO 

Гочная формулировка: lim a, =o, если, задавая произвольное, 
> 00 

как угодно большое положительное число К, можно указать в данной 
последовательности такой номер N, что все числа а, при n> М будут 
по абсолютной величине больше К: 

[¢,{>K @>M. 

Если при этом числа a, (n> №) все больше 0, то пишут Hm a, == 00; 
>С 

если числа а, все меньше 0, то пишут lim а, = - 00. 

Из рассмотренных примеров 1—10 бесконечные пределы имеют 
последовательности 1), 2) и 8), причем в примерах |1 в 2 lim any =-+o, 

n—>0o 
Монотонвые последовательности. Последователь- 

ность Qj, Ga, ..., Qn, ... Называется возрастающей, если 

Ay < а2Заз<...<а<..., (h) 

убывающей, если 
а >аз>аз>...>ад>..., (2) 

неубывающей, если 

а1 = аа = аз =... < а =... \3} 

и левозрастающей, если 

а1 > Gg > @3 >... SO See (4) 

Последовательности типов (1), (2), (3), (4) носят общее название 
монотонных, причем последовательности (1) и {3} — монотокно возра- 
стающие, а госледовательности (2) и (4\ — монотонно убывающие. 

Последовательности (1) и (2) называются’ иногда, в отличие от 
последовательностей (3) и (4), монотонными в строгом смысле. На
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числовой прямой точки, изображающие члены моногонной последо- 
вательности, идут (в порядке номеров членов) в одном направлении, 
причем в последовательностях (3) и (4) некоторые соседние члены 
могут изображаться совпадающими точками. Из примеров последо- 
вательностей 1—10 на стр. 267 мопотозными являются только после- 
довательности 1), 2), 5) (возрастающие) и 7) (убывающая). 

Ограниченные последовательности. Всли для 
заданной последовательности можно указать такое положительное 
число К, Что все без исключения члены последовательности будут по 
абсолютной величине меньше К {| a, [|< KX), то последовательность на- 

зывается ограниченной; если такого числа не существует, то последо- 
вательность неограниченная. Из примеров 1—10 на стр. 267 ограничен- 
пыми являются только последовательности 3 (А = 4), 4 (К = 2), 5 (К=3), 
6 {К =5), 1(К==2), 10 (К = 18). 

Основные теоремы о пределах последователь- 
ностей, 

1) Последовательность может иметь только один предел. 
2) Последовательность, имеющая конечный предел, — ограниченная; 

последовательность, имеющая бесконечный предел, — неограниченная. 
3) Монотонная ограниченная поспедовательность имеет конечный 

предел; если эта  последовательность монотонно возрастает, 
to lim a, == a.,, если она монотонно убывает, To lim a, За. 
пс у п со 

4) Монотонная неограниченная последовательность имеет бесконеч- 
ный предел; если эта последовательносгь монотонно возрастает, TO 
lim а, ==-- 00; если она монотонно убывает, TO lim a, = — ©. 

п>с n> о 
5) Необходимый и достаточный признак существования предела 

последовательности. Для того чтобы последовательность а1, Qo, ... 
..., Фи, oes Имела предел, необходимо и достаточно, чтобы при заданни 
любого как угодно малого положительного числа & можно было указать 
такой член @ay последовательности, что любые два ее члена, стоящие 

после ау, будут отличаться друг от друга на число, меньшее в, т. в. 

| а; а, < при > М№Ми j>N* 

Другие свойства и вычисление пределов — см. стр. 218—289 («Пре- 
дел функции»). 

9. Функции одной переменной ** 

Определение. Перемэвная величина у называется функцией 
переменной величины х (аргумента или независимой переменной), 
если при задайном значении х величина у принимает одно определен- 
ное значение (однозначная функция, например, у =X?) или несколько 
определенных значений (многозначная Функция, например Функция 

у== + Vx - двузначная}. Символы f(x), F(x), p(x) ит. д. обозначают 
различные Функции переменной x; }(4) — то значевие функции f (*), 
которос она принимает при х= а; напримео, если f (x) = 2-2 — 5, 
то f (3) = 32 42.3 —5 == 0. 

Совокупность значений х, для которых функция определена, обра- 
зует область задания Функции. Наиболее часто рассмагриваются 
функции, имеющие евязную область задания Область действительных 

* Последовательность, облалающая этим свойством, называется 
фундаментальной. 

** Здось пбассматриваюгся голько функции действительной нпере- 
менной. О функциях комплексной переменной см. стр. 497, 504.
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чисел называется связной, если она I} содержит более одного чиела 
и 2) не имеет пропусков, т, е, все числа, заключенные между двумя 
любыми числами, принадлежащими области, также принадлежат ей. 
Связчая область может быть неограниченной с обеих сторон (т. е. со- 
держать все точки числовой прямой), ограниченной слева пли справа 
(т. е. содержать все числа, большие или соответственно меньшие дан- 
кого числа) и ограниченной с обеих сторон (т. е. содержать все числа, 
заключенные между двумя данными). Связную область называют также 
числозым интервалом с концами аи (а< 5; конец а может быть 
равен — oOo, а конец 6 равен -- со). Конец интервала а или 6 называется 
открытым, если он не принадлежит области, и замкнутым, если 
принадлежит (концы — со и -- со считаются открытыми). 

Интервал обозначают его концами а, 6, заключенными в скобки; 
при этом у открытого конца ставится круглая скобка, а у замкнутого — 
квадратная. Интервал с двумя открытыми концами называется откры- 
тым, с одним открытым и одним замкнутым — полуошерытым, с двумя 
замкиутыми — замкнутым (CM, рис. 262 *\. 

Название Ограничение Обозначение | Изображение на 
интервала области интервала | числовой прямой 

а a) 
Открытый а<х<5 (а, 5] а, ы b 

Полу- | а<х=ь (а, 651 < `, 

открытый а =х<ё La. 5) a > , 

Замкнутый а=х=ь {a, 6] я ы 

: - о<х<-ою (—o, +o) Рис. 262. 
Heorpann- -~-oc*c< Ff (— оо, 6) 
ченные и Е b i оо, Ь] 

а<х со a со интервалы ах фо Га. то 

Часто рассматриваются также функции, областью задания которых 
является конечное множество или бесконечная по- 
следовательность отдельных чисел. В качестве области за- 
дания особенно часто рассматривается последовательность целых по- 
ложительных чисел (патуральный ряд); значения, принимаемые такой 
функцией, можно расположить в последозательность 

FO), 1 (2), f(3, 2.2, Ат), .. 

(функция целочисленного аргумента). 
Рассматриваются также области задания, представляющие собой 

различные соединения связных областей и отдельных чисел. 
Способы задания функции, Функция может быть за- 

дана (определена) различными способами, например таблицей значе- 
ний, графиком, одной или (Ha разных областях) несколькими форму- 
лами. 

* На числовой прямой открытый конец интервала символически 
обозначается стрелкой, а замкнутый — жирной точкой.



ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 271 

Примеры функций, заданных несколькими формулами, и их графики 
(рис. 263) *: 

[ — | при «<0, 
Хх пои х=0, 

1) y= 4 О» x =), 2) y= 5 

{ +1 > x > 6, х- > x > 0, 

] 
— при п целом положительном, 

3) у = п 

О » Nn нецелом положительном, 

У У / У 

<
 у 8 

© т 8 

>
|
 

~
 

e
 

@ 8 

1 2) 3) 

Рис, 263. 

Область определенности аналитического вы- 
ражения. В математическом анализе в первую очередь рассматри- 
ваются функции, опрелеленные одной формулой, причем в область за- 
дания такой функции включаются все значения аргумента, при кото- 
рых данное апалитическое выражение имеет смысл, т. е. принимает 
определенные, конечные действительные значения. Такая область на- 
зывается областью определенности аналитического выражения. 
Обычно, если нет дополнительных ограничений, под областью задания 
(существования) функции, определенной одной формулой, понимают 
именно область определенности. В область определенности не входят, 
в частности, те значения переменной, при которых функция: 1) при- 
нимает мнимые значения, 2) «обращается в бесконечность» (см. стр. 282, 
типы разрывов функции), 3) принимает неопределенные значения (см. 
стр. 279—250, раскрытие неспределенности). 

Примеры: 1) y=V1— х2; область определенности — 1х <1; 
т т 3% Or 

2) ) =Ig cos х; область определенности —5 St i eer 

4n — in 4-1) (An 5 re, et he ae )t ‚... при п целом. 

Основные формы аналитического задания 
функции. Функции могут быть заданы явно, когда дано выражение у 
через х [у == 1 (х)], неявно, когда хи у связаны между собою уравне- 

нием [А (x, у) =(], например, x2-+ v2 —1=0 или x! — ху=0, napa- 
метрически, когда соответствующие друг доугу значения х и у выра- 
жены через третью переменную величину, называемую параметром 
[x==¢(f), p= (AJ, например, x = а с0$ 1, y=asint. 

Обратные функции. Две функции y= f(x) и у=ф(х) на- 
зываются взацино обратными, если для каждой пары значений а, 6, 
удовлетворяющих условию 8 = f(a), удовлетворяется также условие 
а =$(5), а для каждой пары, удовлетворяющей условию a= (bd), 

* Стрелки указывают на то, что их конечная точка \острие) не при- 
надлежит графику.
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удовлетворяется условие b= f(a), Одна из двух взаимно обратных 
функций может быть названа прямой (безразлично какая); тогда другая 
фупкция называется обратной по стношению к первов. 

Примеры обратных функций (рис. 264): 1) y= x? u y=+Vx, 

2) y=e* и y= шх, 3) y= sine и у== Arcsin x, 
Для того, чтобы ‘из прямой функции у = f(x) получить обратную, 

следует в ней поменять местами аргумент и функцию; уравнение х == } (5) 
определяет неявно обратную функцию по отношению к у= f (+), Ре- 
шив уравнение х = f(y) относительно у, получаем обратную функцию 
y» = 9 (x) в явной форме, 

И Ч ra a 
у дез 7 te “ble Raves } © 

и ит — и <p, 
Y xr . › > 0 a 

in ~~ net р) | \ wet 

/ ``... mA / Hi / (--. и i \ 

7 и р “ т, 

1 2) у 

Рис, 264, 

Графики прямой и сбратной функций симметричкы относительно 
биссектрисы ксординатного угла (см. рис. 264). 

Элементарные функции * — функции, определенные фор- 
мулами, содержащими конечное число алгебраических нли триго- 
нометрических операций, производимых над аргументом, функцией и 
некоторыми постоянными. (Под этими операциями понимаются четыре 
арифметических действия, возведение в любую степень и извлечение 
корня, логарифмирование и потенцирование при любом основании, взя- 
тие тригонсметрической или обратной тригонометрической функции.) 
В основном элементарные функции разделяются на алгебраические и 
трансцендентные. 

В алгебраических функциях аргумент х и фупкция у связаны между 
собой алгебраическим pane вида 

Son xy т 9 

i=] 

например, 3xy3 — 4xy + х3 — 1=0. Если такое уравиение удается алге- 
браически разрешить относительно у, то имеем одии из следующих 
простейших типов алгебраических функций; 

1) Целая фуниция (иногочлен или полином): над х производится 

только сложение, вычитание и умножение: Y= ах" 4 a,x! eet a). 

B частиости, Y== a (константа), Y= ax --5 (инейная функция), 
у == ах? + bx -- с (квадратичная ‘бункиия) — целые фучкции. 

2) Дробная (рациональная) функция: изд х производится сложение, 
вычитание, умножение и деление **. Дробную функцию всегда можно 

* Таблицы простейших злементарных функций см. стр. 16—71, 
графики элементарных функций см. стр. 82—11. 

++ Если деления нельзя избежать путем сокращения,
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представить в виде отношения двух целых функций: 

ayx”™ ах" “to rep a, 
У == 

вх + by xl Tf pb 

ax-+b vay 
В yacrioctu, yay называется дробно-линейной функцией. 

3) Иррациональная функция: пад х*, кроме перечисленных в 2) дей 

стзий, производится извлечение кория **, Например; у=И 2х +-3, 

= — ПУх 

трансцендентные функции — такие, в котозых аргумент в функция 
т ‘уп—0 

—У« 

р У; 
не могут быть связаны алгебраической зависимостью вида AX 

Простейшие из них (элементарные трансцендентные pines) 
1) Показательные функции: переменная xX или ее алгебраическая 

функция находятся в похазателе степени (например: у=е* ‚ I= а, 
— 99x? — 5x 

2) Логарифиические функции: переменная х или ее алгебрзическая 
функция находятся под знаком логарифма [например: у =1ах, y= lex, 
у = loge (bx? — 3x)}. 

3) Григонометрические функции: переменная х или ее алгебраи- 
ческая функция находятся под знаком sin, cos, tg, ctg, sc, csc (напри- 

мер, у = Зах, у == с0$ (2х +3), y=tg V x ) **, 
4) Обратные тригонометрические функции: переменная WX или ее 

алгебраическая функция паходятся под знаком aresin, arccos и Т. д, 

(например, arcsin x, arccos У | — x). 
Всевозможные — комбинации перечисленных алгебраических и 

трансцендентных функций, когда одна функция может служить аргу- 
ментом для другой, дают сложные функции, например, у = Insin vy, 

la «+ Уагсзи х | 
x 

yo т. д. Такие комбинации элементарных функций, 
x? -+- 5e 

взятые в конечном числе, дают также элементаркые функции. 
Неэзлементарные функции. Функции, не являющиеся 

элементарными, могут быть определены различным образом, начиная 

* Или над рациональной функцией от x. 
** Если извлечения корня нельзя избежать путем вынесения из-нод 

зпака радикала, 
*** Под аргументом х тригонометрической функции sin x, созх, tg x,. 

в анализе понимают не угол или дугу скружности (как ‘делалось при 
первом ознакомлении C этими функциями в элемеитарной тригоно- 
метрии), а любую величину; тригопометрические функции могут быть 
определены чисто аналитически, без помощи геометрических предста: 
лений [нвапример, функция sin x — своим разложением в степенной 
ряд (см. стр. 326) или как решение дифференциального уравнения 
аЗу Чу 
> — < — = 0, — = ° } ak . 7 -- y= 0 пон пачальном условии х ==0, у Te 1]. При таком 

понимании тригонометрической функции ее аргумент численно равен 
дуге окружности, выраженной в радианах. Иозтому для вычис- 
ления  тригонометрических функций можно пользоваться  обычиыми 
тригонометрическими таблицами, выражая аргумент в радианной 
мере.
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от простого описания состветствия значений аргумента и функции. 
В математическом анализе частое применяются следующие способы 
определения неэлементарных функций *: 

Й При помощи нескольких математических формул (см. сир. 271). 
2) Посредством перехода к пределу; в частности: 
a) при помощи рядов и бесконечных произзедений (см. стр. 298), 
6) посредством определенных интегралов (с одним или двумя пе- 

ременными пределами), не выражаемых через элементарные функции 
(см. стр. 332), 

в) посредством определенных иптегралов с постоянными пределами, 
содержащих переменный параметр (см. стр. 405). 

3) Посредством дифференциальных уравнений, решеийя которых He 
выражаются в квадратурах. 

4) Посредством функциональных уравнений. 
Для неэлементарных функций, имеющих теоретическое или практи- 

ческое значение, составляются таблицы, строятся графики, изучаются 
свойства. Такие функции называются специальными; им часто при- 
даются особые названия и обозначения. 

Примеры незлементарных функций: 
1) Целая часть om xt у равно наибольшему целому числу, не пре- 

вышающему х. Обозначение: E (x); график — см. рис. 265. 

9 $ g 

yok (a) — | у peti — 
~> У п-со +X п 

oop 

> д Г» 
oT ——» L 3 2 о“ x 

Puc, 265, Рис. 266, Рис. 267, 

—х при х = 0, _.. 
2) Абсолютная величина от х: у =} ,. P x= Обозначение: 

у=|х р; график — см, рис. 266. 

— 1 при «<0, 

3) Знак {«сигнум»] хз и={$ 0 » х-0, Обозначение: y= sgn x; 

| Ll» х>0. 

график — см. рис. 263, 1) на стр. 271, 

] пра |х| <! 

4) y= lim о ИЛИ — т » 1х] =1; график — 

2 по 1 х2й 7 2 | ’ см. pre. 267, 
0 » Е 

x ; | 
sill x х5 х?° 

5) хе ae ИЛИ YH sate Tq be 

< 
Га 

} 

Обозначение: у == Si (x) («интегральный синус», см. стр. 357). 

——x- 

* Иногда удается определить одну и ту же функцию различными 
способами,
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оо 
wx _ | _ ni: 

6) y= ert 4 или у И K(x +t) (х--2)... хп -И’ 

Обозначение у == (x) («амма-функция», см, стр. 162), 
7) Решение уравнения Бесселя: хЗу!! + ху" + (x2 —n2) у =0 при опре- 

деленных начальных условиях («бесселева функция», см. стр. 464). 
Некоторые типы функций, 
1) Монотонные функции — функции, удовлетворяющие при любых 

х2>х1, входящих в область задания, условию } (2) =} (х1} (монотонно 
возрастающая функция, рис. 268, a), или f (хз) = f (xy) (монотонно 
убызающая функция, рис. 268, 6); 
например у=е *, у==шх, у у 

Если это условие имеет место не 
для всех значений x, входящих в 
область ее задания, а лищь в некото- i дв 
рой области (интервал, полуось), то ' 
функция называется монотонной в Ay тт Я tate 
этой области *, г 

2) Ограниченные функции. Фукк- а) 6) 
ция называется ограниченной свер- 
ху, если ее значения не превышают Рис. 268. 
некоторого числа, и ограниченной 
снизу, если ее значения не меньше некоторого числа. Функция, огра- 
ниченная сверху и снизу, называется просто ограниченной. 

Примеры: у=|! —х? огракичена сверху (у= 1); у=е* ограничена 

снизу (y> 0); у=зшх ограничена (—1 = у = -- 1); у== 

чена (0 <у=41). 
3) Четные функции — удовлетворяющие условию {(—х} = f (+ x1 

{рис. 269, a); например, У == созх, у=х4 — 3х8 1, 

4) Нечетные функции — удовлетворяющие условию f(—x) = —f (+P 
(рис. 269, 6}: например у == п x, у=х$ - x 

Tx? ограня- 

9 9 

(iin 
ry iy 

a 6) 

Рис, 269. Рис, 210. 

5) Периодические функции — удовлетворяющие условию get n= 
= f(%); число Т называется периодом функциц (рис. 270), Обычно пе- 
риодом называют наименьшее число Т, удовлетворяющее этому 
условию. 

* Монотонкые фувкции, определенные выше, часто казываются 
MOHOMOHHOUMU в широком смысле, Функция же, удовлетворяющая усло- 
вию f (Хо) > f (x1) или f (хз) < f(xy) (без знака==) называется монотонно 
возрастающей (соответственно монотонно убывающей) в строгом 
смысле. Функция, изображенная на рис. 268, а — монотонно возрастаю- 
mad в строгом смысле, а изображенная на рис. 268, б — монотонно 
убывающая в широком смысле (на участке АВ функция постоянна).
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4, Предел функции 

Понятие предела рассмотрено здесь лишь для функций двух типов’ 
1) фупкции целочисленного аргумента (см, стр. 270) и 2) функции со 
связной областью задания (см. стр. 269) *. 

Предел функции целочисленного аргумента 
y= f (X) (х-=1,2,3,...,П,...} определяется лишь для ¥ -+ 09; это есть 
предел числовой последовательности ** f (1), 1 (2),..., 1 (П),.,.: 

А = Нм f (x) =lim } (п}. 
Х—+09 Пс 

Примеры 1) itm 1 =0, 2) lim (142 )= é. 
no П no п 

Предел функции непрерывного аргумента (т. ё, 
со связной областью задания). 

Определение. Функция у = f (x) имеет предел А прн х > а: 

А = нм f (x), 
Xa 

если при приближении х к а значение функции f(<) подходит как угодно 
близко к числу A, При значении х = а фуикция может и не принимать 
значения А и вообще может быть не определена. 

Точная формулировка: А =Ит f(x), если, задав произвольное 
х—>а 

как угодно малое положительисе число е, можно указать такое положи- 
тельное число 9, Что при любых значениях х в промежутке 
а-ч<х<а--1*** (кроме, быть может, значения х-=а) соответствую 

щие значения f(x) будут паходиться в проме- 
у жутке Ame < Их) < A-fe (рис. 271). 

1 р Признаки существования предела. 
Ave “a 1} Сзедёние к пределу послебовательности. 

Аг ------ Функция f(x) имеет предел А при х=а, если 
Д-Е a при любой последовательности значений ¥ 

(1, Xa, 224, М, oe .), принадлежащей к области 

задания функции и имеющей пределом число а, 
ж_х  последовательность соответствующих значений 

с-7 0 ary функции [14хп. flee), . fle), ...| имеет предел, 

Рис, 271. Этот предел А является общим для всех такнх 
последовательностей и он является пределом 
функции f(x). 

2) Признак Kota. Для того чтобы фуикния f (<) имела предел пря 
х=а. пеобходнмо и достаточно, чтобы для любых двух значений аргу- 
мента Хр И №, принадлежащих к области задания функции и доста- 
точно близких к а, соответствующие значения фуцеции, f (xy) и Л (x2), 
были сколь угодно близки между собою, 

Точная формулировка: aaa Toro чтобы функция f (\) имела предел 
при Х==а, чеобходимо и досгаточно, чтобы для любого как угодно 
малогс положительногс числа е можно было указать такое положитель- 

© 

* Понятие предела имеет место п для фупкций с более сложной 
областью задания; см, об этом в полных курсах анализа, например, 
Фихтеягольц, т. | (стр. 587 справочвика), 

** Си. сто. 267, 
*** Нели а является граничной точкой связной области зада- 

ния, TO это двойное неравенство заменяется Простым: @—-п<х или 

х<а-+ц.
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ное число 7, что для любых Ay И Хо, принадлежащих к области зада- 
ния функции и удовлетворяющих условиям |xy—al<ynu |2 —-а|[< 1, 
выполнялось условие 

LF (41) — F (ea) l<e. 

Бесконечный предел функции — понятие, аналогичное бесконечному 
пределу последовательности (стр. 268); символом jim f (x) == сэ (предел 

х—>а 

равен бесконечности) обозначают случай, когда предела функции при 
х--а ве существует вследствие того, что при приближении х ка 
фупкция f(x) неограниченно возрастает по абсолютной величине. 

Точная формулировка: lim } (¥) = 00, если, задавая произвольное, 
xa 

как угодно большое положительное число К, можно указать такое по- 
ложительное число 7, что при любых значениях х в промежутке 
а -тп<х<а--1 соответствующие значения f (х) будут по абсолютной 
величине больше А 

Lf () 1> К. 

Если при этом все значения f(x) в интервале а -ц<х<а- т 
положительиы, то пишут Им flv) =-- 00; если отрицательны, то 

xa 

я>а 
Пределы функции слева ий справа. Функция }(х} имеет при ¥ == 

предел А слева, если она подходит как угодно близко к А при воз- 
растающих значениях х, приближающихся к а. Обозначение: 
A= f(a—0), Аналогично, функция имеет при Х =a предел А справа, 
если она подходит как угодно близко к А при убывающих значе- 
ниях X, приближающихся к 4. Обозначение: А =} (a+ 0). Например, 

1 функция f (х) = 777 стремится при х—1 к различным пределам 

е х—41 

слева и справаз f (1 —0)e=1, 11-0) =0 $ 
ис, 272). р + 

редел функции при x++o их -— о. 
Число Д пазывается пределом  фупкции ——” 
y=flx) при х - oo a г 

ДА = lim (м. 

х—-с9 Рис. 272, 
если, задавая произвольное как угодно малое 
положительное число &, можно указать такое 
число №, что при любых значениях х > N соответствующие зпачения 
Кх) будут находиться в промежутке А — =< { (4) < А--е. Аналогично, 

А = lim f (x), 
X—4>~00 

если, задавая произвольное как угодно малое положительное Число в, 
можно указать такое число — N, что при любых значениях х<-— № 
соответствующие значения f(x) будут находиться в промежутке 
A-e<fi(x)<A+e. Например, 

. x+i . 
lim tly lim e* =30, 
хо * и) 00
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то предела при x -» co (x -+ — 00} нет; это условно обозначают: 

lim f(x)==00, lim f(*)=00, 
хо x7 —0O, 

Например: lim a= -- © lim — = — 00, 
хо Хх x3-co * 

1-3 | 
H =" EO, fim = = + 

х x X->++- 00 х>-— 

Основные теоремы о пределах функций, 
1) Предел постоянной величины равен этой величине: 

lim А = A, 

2) Предел суммы (разности) конечного числа функций равев соот- 
ветствующей сумме (разности\ пределов этих функций: 

lim [f (¥) +- pix) — $0 = Им f (4) + lim 9 (x) — lim 9 (¥), 
x70 х—а xa x-> a 

3) Предел произведения конечного числа функций равен произве- 
дению пределов этих функций: 

Jim [f (+6 (9 (x) = lim f tx) Hm ¢ (“м ф (wr), 
&—>а4 va Xa xa 

$) Предел частного двух функций: 
lim f (x) 

lim L(x) ха y7 4 если только lim p (x) =4 0, 
ха 9 (*) — im ф (x xa 

х>а 

5) Если фупкция f(x) заключена между двумя другими функциями 
P(e) инф Я << (Хх) и если lime (Хх) =Аи Пт (4)= A, то 

х>а —> Х>а 

lim f(x)=A 
xa 

6) Монотониая функция пепрерывного аргумента имеет предел (ко- 
нечный или бесконечный) при любом значении © (конечном или бес- 
конечном}; мопстоиная ограниченная функция имеет конечный предел 
при любом значении x, 

Некогорые важные пределы: 

\\ Число e: lim (1+ == е = 2.11828, ,. (иррациональное число}, 
&—09 х 

Таблица величин, связанных с @е, см. стр. 16. Число e служит 
основанием системы натуральных логарифмов (см, стр. 134), 

2} Число С; lint (Еуач. На -м”)=с=081... 
noo 23 п 

(постоянная Эйлера). 
sin ¥ 

3) fim 
— 

дианах. 
Вычисление пределов. Для вычисления пределов поль- 

зуются укззанными выше основными теоремами, а также следующими 
приемами; 

=1\, ссли х — длина дуги. или угол, выраженный в ра-
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1) Преобразуют функцию к внду, для которого предел легко вайти. 

3 — 
Примеры: iim at = И (2 + х- 1) = р х- 

x— 

lin 1х1 lim ( HS {+x +1) — lim 1 _1. ; = — a) 

x02 х—0 х (Ух +1) “xo0Vibx+t 2 
sin 2. 2 < 2 , 2 

lim ae Y= fim ню _, lim ит It 
x0 Хх x0 2х 2х0 2х 

со 
2) В случаях, приводящих к «неопределенностям» вида 7, —, YOO, 

со — 00, 00, со0, 152, применяют правило | Лопиталя. 
0 yy 

a) Неопределенности вида 9 was . Всли f(x) = Tah ‚ причем 

функции P(x) и YX) определены в интервале, содержащем точку 

a*, и имеют в этом интервале конечные производные (b' (4) A 0] 

и если 

. 0 
Ишф М) =0 и Имф (v) =0| «веопределенность 7» 
xa х—а \ 0 

ИЛИ 

. . со 
lim ф (x) = хи lim? (¥) = © («неопределенность =) 
х—а х->а © 

то 

lim f(x} = Нт 2 (5 
х-—>а xoa 9 I) 

при условии, что этот предел существует или равен со (правило Лопи- 
таля). 

. (x 
В случае, если lim et ) снова представляет собою неопределен 

xa y' (+) 

0 со 
ность вида 5 или =, то применяют это правило вторично и т. д. 

Пример: 

2 соз 2х 2 

In sin 2х ‚ sin 2x 2Qtg x cos? x . cos? 2x 
xg Шзшх хх) cos x x0 8-2“ х50 х— COS* X 

sin ¥ cos? 2x 

6) Неопределенность вида O-co, Если f(x) = 9 (х).фцх) (при тех 
же условвях, что и в случае а} и im ф (x) = 0, iim ф (Х) = со («неопре- 

x 
деленность 0- со»), TO для нахождения. предела lim F(x) функцию прео- 

х—а 

х 0 
бразуют к виду isl ИЛИ а y что приводит к случаю 0 или <. 

$ (>) $ (©) 

* В самой точке аф (¥) и Фф (5) могут и не быть спределены.
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Пример: lim (п — 2х) в «= lim А _ lim _ 2 _ == 2, 
X—>Tt/4 X-3TE/ 9 ctg x Х—т/о — 1 

sin? x 
в) Неопределениости вида o—oo, Если f(x) =o (x)—b(x) п 

lim ф (%) = oo, lim ф (х} = 00 («неопределенность со — coy), то для на- 
х—>а xa 

хождения предела Iim-f(*) разность 9 (x) —¢ (x) алгебраически npe- 
х—>а 

0 fore) 
образуют к ВИДУ 7 или 5. Это можно сделать различвыми способами 

| 
[вапример, = (ух): |. 

, x | _ Гхшх-х+| {>} Пример: 1 И Ime] OBE 0 
рямер tim (34 aa) ie (Shee ne) 62° 

Применяя дважды правило Лопиталя, получаем: 

] 

lim (|) = im ( mx у — -т. yal \ eine ~-ine nw 1 — ИТ od 
х х № 

г) Неопределенности вида 00, соб, 159, Нели 1 (5) ==60(х)# (®) и 
lim ф(х) =0, lim (*)=0, то сначала находят предел А выражения 
х-—>а а . 
In f (4) =$(х) то (¥), которое имеет вид 0+со (случай 6), а затен 
его потенпируют, т. е. вычисляют 2**. 

In x 
Прилер: lim ХХ = X; In x¥ =x Inx; Ит xing =lim ———lim(—+)=0, 

х—0 х—0 х>0 1 xsd 
х 

InX=0, Х=1. Следовательно, lim х*== 1, 
4-0 

В случаях 009 и 15 поступают аналогично, 
3) Кроме правила Лопиталя, для раскрытия неспределенностей поль- 

зуются разложением функции в ряд Тэйлора. Например: 

3, № 

x—sinx v— (+ ~ 8b + By ~..) 1 «2 ) 1 = (5-24... 
x30 м ды x8 АЕ Е од 

5. Бесконечно малые велицины 

Определения, Функция & переменной х называется бесконечно 
малой величиной при х -> а, если она имеет пределом нуль (Иша = 0). 

x72 
Вели asec (коистаита) и lima=0, то с=0*, т, е, 439 постоянных 
величин бесконечно малой язляется только нуль, 

* Предел постоянной величины равен ей самой.
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Если функция А переменной Х имеет при Ха бесконечный пре- 
дел (см. стр. 277), то она называется бесконечно большой величиной 
при х-—а. 

Основные свойства. Если с, 8, т,... — бесконечно малые 
величины и а — конечная (т, е. не имеющая пределом ни нуль, ни бес- 
конечность, то: 1) сумма и разность а + В 1 -+,.. — бесконечно малая 
величина (если число слагаемых ограничено); 2) произведение &.В или 

s x 
&-a@—OecKOHeyHO малая; 3) частное 37 бесконечно малая (если а = 0); 

> a . 
4) частное — может быть или бесконечно малой, или конечной, или 

бесконечно большой величиной, или величиной, не имеющей предела. 
Примеры: 1) х= зах, В=1 — с08 х, y=x?. При х-+0 а, Ви 

й 1 — созх 
¥ — бесконечно малые величины; lim — = lim - = 0 fim 8 _ 

х—>0 xD sin * x—>0 7 

l—cosx 1 a т х В 
= Им ——_— >= 5; lim — = Нм —_==09; следовательно, — — бес- 
хх м x90 T x30 * a 

8 a 
конечно малая, т — конечная, 7 — бескочечно большая величина, 

_ ий 
2) а =1, в= Cr (п — целое число), При п-» © хи В —беско- 

нечно малые величины; предела Нт © = Нм (—1)? не существует: 
n—-o0o nc 

Порядок бесконечно малых. Две бесконечно малые 
реличизы имеют одинаковый порядок, если их отношение — конечная 

a 
величина, если же a — бесконечно малая, TO @ — бесконечно малая 

a 
высщего порядка, чем В; если т — бесконечно большая, то 77 беско- 

нечно малая, и @ имеет высший порядок, чем 1. 
Пример: Величины В =! —с05 Хх и 1=х? имеют одинаковый порядок; 

В ит имеют более высокий порядок, чем a = Sin х. 
Бесконечно малая a называется бесконечно малой т-го порядка по 

отношению к другой бесконечио малой @, если порядок a одинаков 

с порядком бесконечно малой В, 
Пример: По отношению к бесконечно малой величине х (при х-+0) 

sin х первого. порядка, а i — cos х второго. 
Равносильные или эквивалентные бесконечно малые — такие, 

предел отношения которых равен 1. 
Примеры‘ бесконечно малые хи sin x (при х — 0) — равносильные: 

бесконечно малые х? и { — COs х — неравносильные, 
При отыскании предела отношения двух бесконечно малых величин 

каждую из них можно заменить равносильной бесконечно малой, не 
изменив этим предела, 

6. Непрерывность и разрывы функций 
Понятие непрерывности и разрыва. Большинство 

функций, изучаемых в математическом анализе, является непрерывными, 

т. е. при небольших изменениях аргумента х функция у изменяется 
также весьма мало, и график такой функции является «сплошной», 
непрерывной кривой. При некоторых значениях Хх непрерывность может 
нарушаться и график прерываться — функция имеет разрыв; те значе- 
ния аргумента, при которых происходит разрыв функции, называются 
точками разрыва. На рис. 213 изображен график функции, непрерывной
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всюду за исключением точек разрыва А, В, С, О, E, Р, G (буквы отно- 
сятся к проекциям точек) *. 

Определения. Функция y= f(x) называется непрерывной при 
значении xX =a (в точке х =a), если 1) число а принадлежит к области 

ее задания и 2) предел lim f(x) существует 
у х—>а 

и равен f(a) **. 
Если функция задана и непрерывна для 

всех значений х в интервале от а до Bb, то 
она называется непрерывной в этом интер- 
вале (открытом, замкнутом или полуоткры- 
TOM, см. стр. 270). Функция, заданная и не- 
прерывная для всех точек числовой оси, на- 
зывается непрерывной всюду. 

Для тех значений а, которые паходятся 
внутри или на границе области задания функ- 
ции и в которых опа не определена, или значе- 
ние /\а) не совпадает со значением предела 
lim f(v), или jim f (х) ue существует, функ- 
х>а х—>а 

ция имеет разрыв («точки разрыва») ***. 
Если f(x) непрерывна во всех точках 

некоторого интервала за исключением конечного числа отдельных его 
точек, в которых f(x) имеет конечные разрывы (см. ниже), то 
такая функция называется кусочно-непрерывной; ее график состоит 
из нескольких отрезков кривых линий. 

>
 

>
 

S
L
.
 

оч
 

>
 

-
-
-
 

1
-
-
-
-
 

у 8 

Рис. 273. 

Часто встречающиеся типы разрывов функ- 
ций. 

1} Бесконечный разрыв («обращение функции в бесконечность») — 
наиболее часто встречающийся случай (точки В, С, Е на рис. 273). 

Примеры 

f(x) = tg x, ae 0) =- 00, (5 +0) = — 00 **** (график см, 

стр, 97) (разрыв типа точки E на рис. 273); 

{1 (х) = ее (1 — 0) == -Роо, (1-Е 0\ = со (разрыв типа точки В 

Ha рис. 273); 

(x) = e* — 1. и — 0) =0, f (1 +0) = со (разрыв типа точки С на 
рис. 273, с тем отличием, что в точке 1 f(x) не задана}. 

2) Конечный разрыв: при переходе х через значение а функция 
«перескакивает» от одного конечного значения к другому (точки А, F,G 
на рис. 273). Самое значение f (x) при х =a может быть не задано 
(точка С), может совпадать со значением f(a —0) или f(a+0) (точка FI 
и может быть отлично как от f (a — 0\, так и от {(а +0) (точка А). 

* Стрелки на графике условно обозначают, что точка, находящаяся 
в острие стрелки, графику не принадлежит; жирная точка считается 
принадлежащей графику. 

** Второе условие может быть заменено следующим, равносильным 
ему: при бесконечно малом а разность В = f (а -- а) — f(a) бесконечно 
мала (бесконёчно малому приращению аргумента соответствует бес- 
конечно малое приращение функции). 

*** Если функция задана только по одну сторону от данного Зна- 

чения аргумента х==а (например, + Ух при x =0, агссоз х при х = 1, 
то говорят не о разрыве, а об обрыве функции. 

“+++ О символическом обозначении f(a — 0), f(a +0) см. стр. 277,



НЕПРЕРЫВНОСТЬ И РАЗРЫВЫ ФУНКЦИЙ 283 

Примеры: 

fix) = ‚ М Opt, }(1--0\=0 (график см. стр. 272), 
1 

не” 

f(x) = E(x) (см. рис. 265 на стр. 274), fia —0) =а-1, fiat 01 =а 

(см, рис, 267), f(L—0) = 1, fl +0) =0, FO = 5, x) = lim 5 
1 хп 

3) Устранимый разрыв; lim }(х) существует: f(a — 0) = f(a 0), но 
х>а 

при х =а функция или не задана, или имеет значение (а) == им Ff (x) 
х—>а 

(точка D на рис. 273). Этот случай разрыва называется устранимым, 
так как, придавая f(a) значенне lim f(x) («добавляя к графику одну 

х-+а 

точку» *), мы делаем функцию непрерывной. Различные случаи «неопре- 
деленностей», раскрываемые правилом Лопиталя и доугими способами 
(стр. 279—289) и дающие в результате конечный предел, представляют 
примеры устранимых разрывов. 

] —1 
Пример: final тх при х=0 дает неопределенность 5, 

V | — 
\ + при x £0, будет Henpe tim =; функция f (Хх) = ывной, 

= > x= 
2 

Непрерывность и точки разрыва элементар- 
ных функций. Все элементарные функции непрерывны в области 
их задания; точки разрыва этих функции He принадлежат к области 
задания. О полном исследовании и построении графика элементарной 
функции см. стр. 247; графики простейших функций см. стр. 53— Ц. 
Здесь даются лишь общие сведения о разрывах элементарных функций, 

Целые функции (многочлены) непрерывны всюду (на всей число- 
вой прямой). 

P (x) 
Дробные функции Q(x) 

всюду за исключением тех значений а, при которых Q\x) =0, но P(x) +0, 
при этом значении х==а функция имеет бесконечный разрыв. Если 
а — корень как знаменателя, так и числителя, то функция имеет бес- 
конечный разрыв лишь в том случае, когда кратность корня знаме- 
нателя больше кратности корня числителя; в противном случае раз- 
рыв — устранимый. 

Иррациональные функции. Радикалы (с целым показателем) из целых 
функций являются непрерывными функциями при всех значениях x, 
принадлежащих к области задания; на грапицах этих областей они 
могут иметь конечный обрыв (корень четной степени, расесматривае- 
мый арифметически, на границе между положительным и отрицатель- 
ным значениями подкорениого выражения). Радикалы ив дробных 
функций разрывны ири тех значениях X, при которых разрывна под- 
коренная функция. | 

Григонометрические функции. SINK и COS x епрерывны всюду 

ig хизсх имеют бесконечные разрывы при xa ths их и CSC х- 

[P (*) и 09(х) — многочлены] непрерывны 

эсконечные разрывы при Хх = NT п - целое). 

* Или перенося «отскочившую» точку (0) на график,
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Обратные тригонометрическив функции, arctgx и arcetg x непре- 
рывны всюду, arcsin x и arccOS Х имеют обрывы ва границах интервала 
их задания (— 1=х=-). 

Показательная функция e* или a*® (а>0) непрерывна всюду. 
Логарифмическая функция log х (при любом положительном осно- 

вании\ непрерызна при всех положительных значениях х и имеет обрыв 
при х =0 (lim log « = — ©, предел справа). 

> 

В случае сложной элементарной функции исследование разрывов 
производится для тех значений аргументов, при которых имеют раз- 
рывы простые функции, входящие в состав сложных (согласно пере- 
численным выше случаям). 1 

е 
Пример: Определить разрывы функции у == — 3 . 

x sin У 1-х 

| 
пить 

х—2 
5 имеет бесконечный разрыв при х=2; е имеет 

при х==2 бесконечный разрыв 

jt i 
(==) ‚ (==) со е = , е x= 2-4-0 ca e 

H=2—0 
Знаменатель выраження у при Х ==2 конечен; следовательно, при x = 2 
функция имеет бесконечный разрыв типа точки С на рис. 273. 

Знаменатель обращается в нуль при Х==0 и при тех значениях x, 

которые обращают в нуль sing/l—.w+; эти последние соответствуют 

| 
Показатель Я 

корням уравнения У | — х= ия или x=1~n3n3, где п — любое целое 

число. Ни при одном из этих значений числитель в нуль не обращается, 
и функция имеет при значениях х=0, x= 1, x= 1+ 33, x= 1+ 853, 
¥=142 ... бесконечные разрывы типа точки E Ha рис. I. 
АНА непрерывных функций. 
1) Прохождение через нуль (теорема Коши). Если функция f (x) 3a- 

дана и пепрерывна в замкнутом интервале [а, b] и на концах его зна- 
чения / {а) и / (6) пмеют разные знаки, то между ди 6 существует (по 
меньшей мере одно) такое значение с, при котором f(x) обращается 
в нуль: 

[(с) =0 (а<с<ь. 

(Геометрический смысл: непрерывная кривая, переходящая с одной 
стороны оси х на другую, пересекает эту ось.) 

2) Теорема о промежуточном значении. Если функция }(х) задана 
и непрерывна в некоторой связной области и в двух точках a u B 
(а < 5) этой области она Pe неравные значения А и В: 

то какое бы ни было число с. лежащее между А и В, существует 
по меньшей мере одна такая точка с между а иф, что 

1 (с) = Св <<; АЗС<Вили A>CSB) 
афунккия f (5) пройдет через все промежуточные значения между 

Ww 

3) Существозание обратной функции *. Если фупикция f(¥) задана 
в некоторой связной области Ги в этой области | она непрерывка 

* Сы. сло, 211, 272, 
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и монотонно возрастает (или монотонно убывает) 
в строгом смысле (стр. 275), то для этой функции существует 
однозначная непрерывная в монотонно возрастающая (соответственно 
монотонно убывающая), также в строгом смысле. обратная Фупкция 
ф (^), заданная в области И 
значений, принимаемых функ: у у 
цией f (x) (рис. 274, аи 6). 4 

4) Теорема об ограничен. 
ности Функции. Если функ- 
ция /(х) задана и непрерывна 
в замкнутом интервале [а, 6}, 
то опа ограничена в 
этом интервале — существуют 
два таких числа т и М, что 

т = (<) = М при а=х=6. 
ых 

5) Существование нан- , 
большего и наименьшего зна- Рис. 271, 
цений. Если функция 7 (x) 
задана и непрерывна в замкнутом интервале [а, 6], то в этом интервале 
существует по меньшей мере одна такая точка с, что значение f (с) 
будет наибольшим из всех зпачений f(x), и по меньшей мере одна такая 
точка 4, что значение } (4) будет наименьшим из всех значений Ff (x): 

Г (с) = 1 (%) и 9) = Хх) aasxsbd). 

Разность между наибольшим и наименьшим значениями непрерывной 
функции называется колебанием этой функции в заданном ннтервале *. 

6) Непрерывная функция в замкнутом интервале является также 
равномерно непрерывной в этом интервале (см. ниже). 

Равномерная непрерывность. Функция у = 71 (х) назы- 
вается равномерно непрерывной в данной области задания, если для 
каждого положительного числа = можно указать такое число т, что 
для любых двух точек xy, Xo, принадлежащих к области задания 
функции и отстоящих друг от друга на расстоянии, меньшем чем т, 
разность соответствующих значений функций f (51) и 7 (х2) будет по 
абсолотной величине меньше в: 

115) — 1 (%3) | <: при и — и < 1. 

Равномерная непрерывность означает, что во всех частях области задания функции достаточва одна и та же степень близости двух 
значений аргумента, чтобы добиться заданной степени близости Coote 
ветствующих значений функции. 

Не всегда функция, непрерывная в данной области, является в ней 
равномерно непрерывной, 

’. Функции нескольких переменных 

Определение. Перемениая величина a называется функцией 
п переменных величин X, у, 2, ..., Е (аргументов), если при заданных 
значениях этих переменных величина п принимает одно определенное 
значение (однозначная функция) или несколько определенных значений 
(многозначная функция). Обозначения: функция двух переменных: 
u==f(x, у), функция трех переменных: и=Р(х, у, 2), функция п переменных: 

* Понятие колебания функции может быть распространено ин на 
функции, не имеющие наибольшего и наименьшего значений, Сы. 06 
этом в полных курсах анализа, например Фихтенгольц, т. | (стр. 587 
справочвика).
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и=ф(Х, ¥, 2, ‹.,., 2). Совокупность д чисел, представляющих соответ- 
ственно значения каждой переменной, называется системой значений 
аргументов *. 

Примеры: Функция двух переменных: w= f(x, у) == ху?; при системе 
значений х =2, у = 3 функция принимает значение f (2, 3) =2. 32 == 18. 
Функция четырех переменных “= (х, у, 2, В =хш(у-— 2¢); при системе 
значений х=3, у=4, 2=3, [=| функция принимает значение 
ф (3, 4, 3, П=З. Ш (4—3.1=0. 

Геометрические изображения. 
Изображение системы значений аргументов. Система значений 

двух переменных х, у может быть изображена точкой Р на плоскости 
с декартовыми координатами х иу (см. стр. 198); система значений 
трех переменных х, у, 2 — точкой Р в пространстве с декартовыми 
координатами х, у, 2. Для системы четырех и большего числа пере- 
менных такое изображение вевозможно; однако прикято по аналогин 
называть систему значений п переменных х, у, &,...,Ё точкой 

п-мерного пространства с координатами 
x,y, 2,..., 4. В предыдущем примере система 
чисел (3, 4, 3, 1\ — точка 4-мерного пространства 
с координатами х=3, у=4, &=3, #=1. Поэтому 
функцию нескольких переменных называют также 
функцией точки (см. стр. 529). 

Изображение функции двух переменных 
u=f(x, У). Аналогично графику функции 
одной переменной, функция двух переменных 
изображается поверхностью, уравнение которой 

Рис, 275. и—}(х, У ==0 (put. 275) (см. стр. 220). Например, 

функция и =] — > -= изображается плоско- 

x2 2 
стью (cM, стр. 221), функция и=2---2-—вллиптическим параболоидом 

(см. стр. 230), функция и = У 16 —x2— уз — полусферой и т. д.**(рис.276). 

и и 

u=Vib~zy? 

Рис. 276. 

Область задания функции — масжество тех систем 
значений, которые могут в рассматриваемсны вопросе принимать аргу- 
менты. Эти области могут быть многообразны; часто встречаются 
функции со связными областями задания. 

* Или точкой л-мерного пространства, см. ниже. 
** Функции трех и большего числа переменных аналогичного геомет- 

рического изображения иметь не могут. Но но аналогии с поверхностью 
трехмерного пространства вводится подобное же понятие гиперповерх- 
ности и дла п-мерного пространства,
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Связные области двух переменных. Области, изображенные на 
рие. 277, называются односвязными * (к односвязным областям при- 
падлежит также и BCH плоскость). Если же внутри рассматриваемой 

„ Bex 
“WY ПЛОСКОСТЬ 
ИМИ, 

Нрограничениая 
заминутая область 

! 

Огранищени 
открытая область 

‚ Вся nnocrocine 
4p за исключением 

4,, ПОЧКИ Й 

1, Ирограниченная 
‚‚, Овусвязная область 

Рис. 278. 

$ у 
‘етырехсвязнал Многосвязная 

Масть Ах Об7ОСТЬ 

Рис. 279. 

части плоскости имеется одна точка или односвязная ограничен- 
ная область, не принадлежащая к области задания фуикции, то такая 
часть плоскости называется Овусвязной областью. Примеры двусвяз- 
ных областей изображены на рис. 278. Аналогично, на рис, 279 изобра- 
жены многосвязные области. 

Область па рис. 280 не является связной. 

* На рис. 277 изображены простейшие случли связных областей 
двух переменных и приведены их названия (области заштрихованы; 
если грапица области входит в область задания, то она изображена 
сплошной лицией, а если нет, то — пунктирной),
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Сзязные области трех переменных (простейшие случаи): все про- 
слранство или его часть, ограниченная одной или несколькими поверх- 
ностями; точки этих поверхностей могут входить или пе входить 
B® область задания; наззания таких областей аналогичны названиям, 
у приведенным на рис. 277—279 для функций двух 

переменных. Для функции ббльшего числа пере- 
| менных можно ввести апалогичные геометриче- 

ские образы в многомерном пространстве *. 
Способы задания функции. 
Табличное задание. Функция двух перемен- 

ных может быть задана (определена) таблицей 
значений (пример таких таблиц см. па стр. 79— 
таблицы значений эллиптических интегралоз). 
В этой таблице значения аргументов распола- 

é гаются по ее верхнему и левому краям, a зна- 
чение функции находится на пересечении соот- 

Рис. 285. ветствующих столбца и строки. Таблица такого 
вида называется таблицей с двумя входами. 

Задание формулами. Функция нескольких переменных может быть 
задана одной или несколькими формулами. Примеры: 

x+y при х=0, у=0, 
АУ > х>0, ухо, 

— ху > x <0, у 0, 

\-х-фу » «<0, ухо 
(эта функция может быть записана также в форме и = [х|-|у|). 

Область определенности аналитического вы- 
ражения (область существования функции). В математическом 
анализе в первую очередь рассматриваются функции, определенные 
одной формулой, причем в область задания такой функции вклю- 
чаются все те системы значений аргументов, при которых данное 
апалитическое выражение имеет смысл, т.е, принимает опреде- 
ленные конечные действительные значения. Такая область называется 
областью определенности аналитического выражения. Обычно, если 
нег дополнительных ограничений, то под областью задания (сущшество- 
вания) функции, определенной OHO! формулой, понимают именно об- 
ласть определенности, 

Пи=ху?; 2) и=хш(у- zt) 3) йи= 

Рис, 281. 

Примеры: 1) u==x2-+- у?, область определенности — все значения 

хну (вся плоскость). 2) ци = ; область определенности — 
У 16 —х2 — у? 

* См. Фихтенгольц, т. | (стр. 587 справочника).
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системы значений хи У, удовлетворякицие неравенству х? -- у? < 16 
(открытая область внутри круга, рис. 281, а). 3} и == arcsin(* + уз об- 
ласть определенности — системы значений х и у, удовлетворякацие 
неравенству — | = х-{- y<+ 1 (замкнутаз область — полоса между па- 

раллельными прямыми, рис. 281,0}. 4) ц = arcsin(@2x — УТ - y2 + 

+ V yt In 5; область определенности — CHCTeMb! значений, удовлетво- 
ряющих неравенствам Ох = 1, 9 = у=1 z>0 (все точки простран- 
ства, находящиеся над квадратом со стороной 1, рис. 281, в). 

Основные формы аналитического задания 
функцин. Фуикции нескольких переменных заданы явно, когда дано 
их выражение через аргументы: и ЛХ, у, 2,..., 1); неявно, когда 
аргументы и функция связаны уравнением F(x, у, z,..., ¢, и = 0; па- 
раметрически, когда п аргументов и функция выражены явно через 
п новых переменных (параметров}: x = ф\(/, 5), y= lr, $5), а= хил, 5) 
(функция двух переменных); х == ф (л, $, Й, y=bir, $ ИП, z= y(7, 5,0, 
И = (^, $, 2) (функция трех переменных} ит. п. 

Однородные функции нескольких переменных — функции 
f(x, у, 2,..., 0), удовлетворяющие условию 

(Ах, Ay, Аг, ... , М = дп; (Хх, у 2, ..., 6) (A — произвольное число); 

число п называется степенью однородности. Например: 

x3 N+ 2 
= x? — 2 } — = ; = _—_—- = и =? — Зху + ух у ху + у (п = 2); и 5—3) п = 0). 

Для однородной функции u=f(x, у, 2,...,¢) имеет место meo- 
рема Эйлера: 

of . x= aa Pre 7 a Meee A 

Зависимость функций нескольких перемен- 
ных. Две однозначные функции от двух переменных и=} (x, У) 
H v= (X, у), заданные в некоторой области, называются зависимыми 
одна O1 другой, если одна из них может быть представлена как функ- 
ция другой: и = Fi(v); т. e. для каждой точки области задания имеет 
место тозжкдество 

fix, y= F lols, yi] или OY, 9) =), 

и Hesasicumolmu, если такой функции Ё`или Ф не существует. Напри- 

мер, две функции ц == (х? -|- у?) из = Их? -{ у2, определенные в обла- 
сти ХЗ -+ y? > 0, зависимые, так как п == 94. 

Аналогично: т функций и Uy, ..., Ид от п переменных х,, х,, red, 

заданных в некоторой общей области, называются зависимыми, если 
одна из них (все равно какая) может быть представлена как функция 
остальных, Т.е. для каждой точки области имеет место тождество 

u,=F (uw, Uy ves И) или Ф (и, Ч...) И) =0, at os Мы. 

и независимыми, если такой функции F или Ф не существует. Напри- 
мер, три функции от A переменных 

=х .. 9 = Ke +... 2 u +х. +. Хх), wo + x3 + + ¥2, 

Я А и О t+... +4, 

определенные в я-мерном пространстве, зависимы, Так как и ==? -— 20
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Аналитический признак независимости двух функций u = f (х, У} 
и 9 =ф (я, у): их якобиан, т. е. определитель 

of of 
Ox ду . DU, $) Du, v) 
0 0 обозначаемый ру или Бух у, 

Ox ду 

не должен обращаться в рассматриваемой области тождественно в нуль. 
Этот же признак обобщается на случай п функций от того же числа 
п переменных и; = fy (хи, %№2,..., хи), vee Uy =f, (м1, хз... и! 

Of, Ол! ont 
Ox; Охо °°° OX, 

Of Ofe Of 
fe ~is =. D Q, +66 Ox, дж °° OR — (11, fa, ‚ Лт) +0, 

инь. D (1, м2, 06-4 Xy) 

Ofn OF Of, 

Ox, Ox, ° °° Ox 

В случае, когда число т функций #1, из,..., и» меньше, чем чи- 
сло переменных х1, %53,..., * yi эти функции независимы, если хоть 

одив определитель т-го порядка матрицы 

Ou, City Olt; 

Ox; дж °°" Ox, 

ди» Olly Oug 

9х1 OX» an Ox, 

у ia) 

im em бит 
OX; @x%2 ~*~ Ox, 

отличен от нуля. Число независимых функций равно рангу р указанной 
матрицы *, При этом независимыми будут именно те функции, про- 
изводные которых служат элементами определителя р-го порядка, 
не равного тождественно нулю. 

Если т > п, то независимыми могут быть не более n функций из 
данных 17. 

Предел функции нескольких переменных **. 
Функция двух переменных и == f(x, У) имеет предел А при системе зна- 
чений х = а, y= [обозначение: А = Пт f (x, y)], если при приближе- 

х-—>2а 

у—>6 
Hin х к анукфлюбым способом f(x, у) подходит как угодно 

* О ранге матрицы см. стр. 150. 
*3 Здесь рассматриваютсз функции, определенные 8 связной области 

(см. стр. 287—288).
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близко к числу А. В самой точке P(a, 6) (т. е. при системе значений 
х =а, у=5) функция может и не принимать значения А и вообще может 
быть не определена. 

Точная формулировка А = lim f(x, У), если, задав произвольно 
Хх -а 

yd 
как угодно малое положительное число =, можно указать такое по- 
ложительное число 77, что при любых независимых друг от друга зна- 
чениях хи у, взятых в промежутках а —- лох<а-{- пи —з<у<6+1 
(рис. 252), соответствующие значения f (x, у} бу- 
дут находиться в промежутке 

А —-=<Л(х, yp Ate. 

Понятие предела функции ббльшего числа 
переменных f (x, у, 2,... , 1) вводится аналогично. 

Признаки существования предела, рассмот- 
ренные для функции одной переменной (сведб- 
ние к пределу последовательности, признак ou 
Коши — см. стр. 276), аналогично распространя- Рис. 282. 
ются и на функции нескольких переменных. 

Повторные пределы. Ecan для функции двух переменных 
f(x, У) найти сначала предел lim /(х, у) (полагая у постоянным) и OT 

х>»а 

полученного выражения, являющегося функцией у, найти предел при 
У->6, то найденное число B= т [lin f (x, .У)] называется повторным 

yob xa 

пределом. Переменив порядок перехода к пределу, получаем другой 
повторный предел: С = lim | lim f (x, у)]. 

х>ау-»б 

В общем случае BAC (если даже оба предела существуют), напри 
3 3 мер. для функции f(x, у) = * at при х -» 0, у» име. 

ем B=—1,C=+41, 
Если функция f(x, у) имеет предел A = lim fix, У), то В =С- А, 

х—>+а 

yd 
Но из равенства повторных пределов B=C не следует существования 
предела А. 

Непрерывные функции нескольких перемен 
ных. 

Определение. Функция двух переменных u == f(x, У) называется 
непрерывной при системе значений x =a, y=b [в точке P(a, 6)1, если 
[} точка Ра, 0) принадлежит области задания функции, 2) Им f ls, y) 

x—a 

yb 
существует и равен f(a, 0); в противном случае функция uMeet при 
х =а, у=ф разрыв. Если функция задана и непрерывна во всякой 
точке, принадлежащей некоторой связной области, то она называется 
непрерывной в области. 

Аналогично определяется непрерывность для функции нескольких 
переменных. 

Разномерная непрерывность функции нескольких переменных 
В некоторой связной области определяется так же, как для фузкции 
одной переменной (стр. 285). Например, функция двух переменных 
f(x, у) равномерно непрерывна в данной связной Области, если для 
каждого положительного числа е можно указать Такое положительное 
число 7, что для любых двух точек Py (x4, ys) и Po (хо, у), улевле-
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творяющих условиям |х: -— Xy [<<], | У! — Vo | < 1, разность соответ- 
ствующих значений Функции будет по абсолютной величине меньше с 

fOr, м) — Лиз, уз) | < =. 
Не всегда функция, непрерывная в данной области, является в ней 

равномерно непрерывной. 
Свойства непрерывных функций нескольких 

переменны х. 
1) Прохождение через нуль (теорема Коши). Всли функция f(x, у) 

задана и непрерывна з нексторой связной области, и в двух точках этой 
области Py (х1, у!) и Py (хо, уз) она имеет разные знаки, то в этой обла- 
сти существует по меньшей мере одна такая точка P3 (хз, Уз), в KOTO- 
рой f(x, у) обращается в нуль: 

f (x3, Уз) = 0, если f (x1, У1) > 0 и (Ха, уз) < 0. 
2) Теорема о промежуточном значении. Если функция f(x, у) за- 

дана и непрерывна в некоторой связной области, и в двух точках этой 
области Py (41, у!) и Pe (ха, yo) она принимает неравные значения А и В 
(хи, yi) = A, f (хо, yo) == В, то, каково бы ни было число С, лежащее 
между ДиД, в рассматриваемой области существует по меньшей 
мере одна такая точка P3 (Хз, уз), что 

Р(хз, yg) =С (A<C< Busan B<C< A), 
8) Теорема 06 ограниченности функции. Ecan функция f (x, у) 

непрерывна в замкнутой ограниченной области, то она ограничена 
в этой области; существуют два Таких числа т в что для любой 
точки P(x, у), принадлежащей области, 

т = ах, у) = М. 
4) Существование наибольшего и наименьшего значений. Всли 

функция f (x, y) нелрерывна взамкнутой ограниченной области, то 
в этой области существует по меньшей мере одна такая точка P’ (x’, у’), 
что значение ](х’, у’) будет наибольшим из всех значений f (x, у), 
которые функция принимает в этой области, и по меньшей мере одна 
такая точка P”’ (x’’, у’’), что значение f (х”’, у”’) будет наименьшим 
из всех значений f (x, у), которые функция принимает в втой области: 

fe’, у’) = fle, y= fle", у”) 

для любой точки P(x, у), принадлежащей области. 
5) Функция, непрерывная взамкнутой ограниченной области, 

равномерно непрерывна в этой области *. 

; 

$. Числовые ряды 

Определения. Выражение вида 

Qa + а + oo Fa, tee, 

где числа Ay, Ag, ..., ап, сле образуют бесконечную последовательность 

(см. стр. 267), называется числовым рядом; суммы $1 =а1, Sp = ay + аз, 
Sg ==а: {а -| аз,,.., 5; = а: фа»... + 4,, называются частичными 
суммами ряда, а wena, — общим членом ряда. Если последователь- 

ность частичных сумм Sy, Sa, ..., бл, ... имеет предел (при 2A -» 09) 

im 3, = $, то ряд называется сходящимся, а число $ — суммой ряда 
nw» со 

ct 
обозначение: > a, =S) если аредела ве существует, то рад — 

п=} 

* См. стр. 291.
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расходящийся: в послелнём случае величина S, может неограниченно 
со 

возрастать (lim Sy = 00, У а, == 00} или быть колеблющейся. Необ- 
no wd 

n=\ 

ходнмый и достаточный признак сходимости ряда сводится, таким обра- 
зом, к признаку существования предела псследовательности $1, 
.... 5 (см. стр. 269). т” 

Примеры: Ряд 

{ 1 4 1 
аа + oe (1) 

сходящийся «геометрическая прогрессия). 
Ряды 

ТУАН... +4 4..., (2) 

{ { 1 
{+ 5 + 3+... + я +... (гармонический ряд) (3) 

1—1... + (- ИТ... (4) 

расхолящиеся. Для рядов (2) и (3) lim Si = со, ряд (4) — колеблющийся, 
Я + © 

Остатком или остаточным членом сходящегося ряда @; + аз +... 
+a, +... называется разность между его суммой $ и частичной 

суммой би: он обозначается через К: 

= — = oh. 

Ry HSA а Fy yg bee чат... 

Основные теоремы осходи мости рядос. 
1) Отбрасывание конечного числа начальных членов ряда или при- 

соединение в начале его нескольких новых членов че отражается на 
поведении (сходимости или расходимости) ряда. 

2) Если члены сходящегося ряда умножить на одиз и тот же мнс- 
житель с, то его сходимость не нарушится (а сумма умножится на с). 

3) Сходящиеся ряды можно почленно складывать и вычитать: из схо- 
димости рядов а, + аз ee Ба, ... © суммой < и By + bo +.,.+ dnt :=. 

с суммой J. следует, что ряд (ay + 61} + (@з +62} +... + (@,£ 6). 
сходится и его сумма равна $ + У. 

Необходимый признак сходимости ряда; общий 
член рядз должен при п -» со стремиться к нулю: fim а =O. Stor 

п» 

признак не является достаточным: например, в гармокическом ряде {3) 
lim a, =0, но Jim 5, = 0, 
io пс ” 

Принцип сравнения рядов с положительными 
членами. Если два ряда 

Gy + G2 + ... а... (A) 

Di + Og ++. (B) 

вмеют положительные члены и, начиная с некоторого п, а, =6,, то из 

сходимости ряда (А) следует сходимость pata (B), а из расходимости 
ряда (5) следует расходимость ряда (А).
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Примеры: Ряд 
| | | 

I+ mt gy bee baat 6) 

сходящийся, так как, начиная с п =2, члены ряда (5) меньше членов 

ряда (1): — < —- пп ой 
т in = 2), а ряд (1) — сходящийся. 

Ряд 
| 

УЕ - "ут" (6) 

расходящийся, Так как, начиная с п >> |, члены ряда (6) больше членов 

ряда (3); — => п (п > 1), a pag (3) — расходяшийся, 

Признаки сходимости рядов С положитель- 

HbIMH членами. 
Признак Даламбера Если для ряда а; + а> -|-... | an -+-.. все от- 

Atl 
ношения a, ‚; начиная с некоторого места, будут меньше некоторого 

числа 9 < 1, то ряд сходится; если все эти отношения, начиная с неко- 
торого места, будут больше некоторого числа Q > 1, то ряд расходится. 

Чи 
а 

Следствие. Ecan Пт 
пс 

дится при р >> 1. При р = 1 признак не дает ответа: ряд может сходиться 
ИЛИ расходиться. 

= р, то ряд сходится при р < } и расхо- 

Примеры: 1) Для ряда 5 + ss + = 53 +. oes 4a a +. (7) 

| 
1+ — 

n+loon\ _ п _ 1. ; 
= lim (ar опт : =i) - im 5 => ; Ряд (7) сходится; 

oe (8) 

. п-- 2 р _ , 
p= jim (ть 18: яв mi) _ }\ и признак He дает ответа. 

Признак Коши. Если для ряда а а -+...-+ a, +... все числа 

п 
Y @,, начиная с некоторого места, будут меньше некоторого числа 

g <1, то ряд сходится; если все эти числа, начиная с некоторого места, 
будут больше некоторого числа @ > 1, то ряд расходится. 

п 
Следствие. Если lim а, = р. то ряд сходится при р < Ти расхо- 

n+a 
дится при р > 1; при р =! признак не дает ответа. Например, для ряда 

И я 
и ( | 

р = lim (т) = lim rn mi) == < }!: ряд (9) сходится. 
п со n—0o 

Интегральный признак (Коши). Ряд с общим членом а = f (п) схо- 

дится, если f(x) - функция монотонно убывающая и несобственвый
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интеграл fiw ax (cm. стр. 398) сходится; ряд с общим членом f(x) 

}
-
—
8
 

расходится, если этот интеграл расходится. При этом нижний предел с 
берется произвольным, так, чтобы функция f(x) при с <х«< о была 
определена и ве имела разрывов. Например, для ряда (8) будет 

со 
х+1 xl 1 ] оо 

их) = Хх , \ ак [шт => } 

с 
интеграл расходится и, следовательно, ряд (8) расходится. 

бсолютная и условная сходимости. Одновоеменно 
с рядом 

а, та... На, +..., (A) 

члены которого имеют неодинаковые знаки (знакопеременный ряд), 
удобно рассматривать ряд 

lar} +lagi+..-+la,[+..., (B) 

составленный из абсолютных величив членов ряда (А). Если ряд (Б) 
сходится, то и ряд (А) сходится; в этом случае ряд (А) называется 
абсолютно сходящимся. Вслн же ряд (Б) расходится, то ряд (А) мо- 
жет расходиться, но можег и сходиться; в последнем случае он назы- 
вается условно сходящимся. Например, ряд 

sin a sin 2a sin nz 
о ny oe т оп -+..., (10) 

где а — любое постоянное число, сходится абсолютно, так как ряд 
sin па 

с общим членом af сходится |эго видно из сравнения его с ря- 

sin ла 1 
дом cn. | Qn <5 . Ряд 

ии een i ay 9 3 eee il оф 

сходится (см. стр. 296, теорема Лейбница), но условно, так как ряд (3) 

с общим членом | а, | = oy расходится. 

Свойства абсолютно сходящихся рядов. 
1) В абсолютно сходящемся ряде члены можно переставлять ме- 

стами любым способом; сумма ряда не будет при этом меняться. Пере- 
менив же порядок членов условно сходящегося ряда (так, что пере- 
ставлено будет бесконечное множество членов ряда), можно изменить 
его сумму, сделать ее равной любому числу (теорема Римана) и 
даже сделать ряд расходящимся. 

2) Абсолютно сходящиеся ряды можно не только почленко складьь 
вать и вычитать (см. стр. 293), но и перемножать, как обыкно- 
венные мпогочлены, представляя результат в виде ряда, например, сле- 
дующим способом: 

(а на... На, +.) воз... tro, +e.) = 

= 41D, + а261 + а16з + аз! + аз6з + A163 +... 
SO Oe ee —— ~ 

+ 4,01 +4, 02 +--+. +410, +,.. 
a anes 



296 ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 

Если У a,=S, и У», =5ь то сумма ряда, полученного в результате 

умножения, равна S435 * 
BuHakouepexrywomuecs ряды. Для сходимости ряда 

ааа фаз... а, +. ... Где a, — положительные числа, доста- 

точно, чтобы соблюдались два условия: 
1] ита =0бил a; >ag>a3>...>a, >... п п п > oc 

(творема Лейбница). Например, ряд (11) сходится. 
Оценка остатка знажочеребующегося ряЭа. Если ограничиться 

в сходящемся знакочередующемся ряде п первыми члевами, то оста- 
ток А, =5— 5) имеет знак первого отброшенного члена и будет мень- 
m2 его по абсолютной величине: |5 — Ss. 1<| Ont |. Так, в ряде 

| | 1 
аа... 

имеющем сумму ш2, остаток |2 —5,]| < 

+‘... 

} 
п 1° 

Таблина сумм некоторых числовых рядов: 

яя... ae 

Ти. tae es, 

NIS+ a—gte EF = ша, 

Olt gt gt ete tate =% 

++. =з, 

7) ++ Нар te. =1, 

ЕЕ +. Кореи +. .=9, 

+5 +: tase 7 

+64. в+.-Ниепчи+. 23-3, 

Ny я Febery +... 

| | | 
НИ Ala ОГИ 

да ] } | i 
13) Га Ната +. РТ... 5, 

12) — 

* Если два ряда а! + аа-|-... +a, --... и в... + Oates 

сходятся и XCTA бы один из них сходится абсолютно, TO ряд, полученный 
в результате KX умножения, сходится, хогя и не обязательно абсолютно.
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м 
Ня РТ "Тарр ит "75. 

Числа Бернулли В р: 

до? \ 1 } 1 
1) 1+ oe Рав + pee Но + = Па Bee 

{ 1 | в _ neh (22-1 |) 
2015 + ак — yee Тов +7 (2k)! В, 

, 
20 tae + РЕ to be ГВ 

Таблица первых чисел Бернулли 

k Вь # |, Bp | r | Bp в | By 

| 1 7 174 611 
! 6 ‘ 30 у 6 10 330 

| 5 3617 854 513 
2 30 5 66 8 510 ut 138 

} 691 43 867 
3 | ° | 2% 9 798 

Числа Эалера Ey: 

Габлица перзых чисел Эдлера 

| 

k E, | k E, 

} Г 6 50 521 
2 5 6 2 702 765 
3 61 7 199 360 981 
4 1385 | 
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Некоторые авторы применяют иное обозначение для чисел Бер- 
нулли и Эйлера: 

В5=0, Вв = 1 
Bam — a, Bam ~ 30: 45, 2 > 

E,=0, Eo=— 1, Ез=0, Ед =5, Е =0, Ев=-— 61, E7,=0, Eg = 1385 u.T. д. 

9. Функциональные ряды 

Определения. Ряд, составленный из функций одной и той 
же переменной х; 

со 

ПЕНА +... = У г a 
п =] 

называется функциональным. Все те значения х== а, которые входят 
в область задания всех функций hn (Х) и для которых числовые ряды 

Н (@) + +... + th (a) +... 

сходятся (т. е. для которых сушествует предел частичных сумм 
со 

. 7 
S,, (а); lim Sy (a)= lim f, (a= S(a)), образуют область CxO" 

no © п > >, — 

димости функционального ряда (1). Функция S (x) называется суммой 
ряда (\) (ряд (1} «сходится к функции 5$ (х)»]. Сумма первых п членов 
ряда (1} называется частичной суммой: S, =f (4) + fe (ху. fh, (9. 
Разность между суммой S (¥) сходящегося функционального ряда и его 
частичной суммой S_ (Хх) называется остатком или остаточным чле- 

ном ряда (1); ов обозначается через Ra (x): 

R, = Six — Sn (x) = faa (Kb fg tee thy i 9 bo 

Равномервая и нераввомерная сходимость 
ряда Шо определению предела последовательности чисел (стр. 267) 
ряд (1) сходится в данной области, если, как бы мало ни было число 
. >> 0, можно указать такое целое число № что 15 (x) — Ss, (x) <в 

при п > N. При этом для фуекциональных рядов могут представиться 
два случая: 

1) Можно найти число №, общее для всех значений х, входящих 
в область сходимости ряда; в этом случае ряд (1) называется равно- 
мерно сходящимся в данной области. 2) Такого общего числа для 
всех х, лежащих в области сходимости, нет: каково бы ни было п, 
найдется в области сходимости такое число x, что | S (x) — Sn (x) | > в. 

В этом случае pan (1) сходится в данной области неравномерно. 
Примеры: |) Рад 

x | “2 хп 
i++ Qtetate (3¢) 

сходится для всех значений х; его сумма равна e* (сы. стр. 327), Эта 
сходимость — равномерная для любой конечной области задания
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величины x. В самом деле, при |х|<а имеем $(х) — За [= 

gt! * ati Atri 

| <“ еб: но OO е“ при достаточно большом п (n + 1! а” и” AP 
(не зависящем от ¥) может быть сделано меньше =, так как (п -+ 1)! 

растет быстрее а? 1. Для всей же числовой прямой этот ряд сходится 
неравномерно: какое бы п ни было дано, можно найти Такое х, что 
| ght! ix 

| in + 1)! 
2\ Ряд 

хх -х) +ха м2 -+. хх т... (хх) 

сходится для всех значений х в замкнутом интервале (0, 1], Tax как 

будет больше любого наперед задавного e, 

по признаку Даламбера (следствие, стр. 294) p= tim | 1] = 
п >< бл 

=] 1 — х| < 1 для О<х=1Т (а при х=0 $ =0). Но эта сходимость 
неравномерная: 

1 2 $ — Spx [а И ed a bed — 

и какое бы ни было л, найдется такое малое x, что (1 — xt"! будет как 
угодно близким к |, т. е. не будет меньще =. В области же а=х=1 
(где О <а< |) рад сходится равномерно. 

Признак (Вейерштрасса) разномерной сходимости оядов Pan 

fi яя... (1) 

равномерно сходится в данной области, если существует тахой сходя 
щийся числовой ряд 

ст Ce + „с, т... (2} 

что для всех значений х, лежащих в этой области, имеет место ве 
равенство 

x => 

В этом случае ряд (2) называется мажорантой ряда (1)- 
со со 
&. < \ 

Пример: Ряды > ап COS NX, > an sin пх равномерно сходятся 

n= | 11 = 1 
со 

в любой области, если ряд > a, абсолютно сходящийсая, так 

п = 4 

& $ < , у = . 
Ka a, cosnx|Sla,\u le, sinax ад |, а par у a, сходится 

Свойства равномерно сходящихся рядов 
1} Если fy (Хх), fo (4), „.., |, (%), .. — непрерыввые функции в неко 

торой области их задания и ряд fy (x) + fo (xX) +... + т (х) |... равно- 

мерно сходится в этой области, то его сумма $(х) — функция также 
непрерывная в этой области. Если же ряд сходится неравномер- 
нов конечной области, то его сумма S(x¥) может быть и раз- 

* По формуле остаточного члена в ряде Маклорена см. стр. 323,
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рывной в этой области [в рассмотренном выше примере (XX) 
сумма ряда разрывна: $ (х\ равна нулю при х=0 и равна | при х>0; 

в примере (>) функция e* UeNpepbiBHa: ряд сходится неравномерно, 
во He в конечной области, а на всей бесконечной числовой прямой]. 

2} Равномерно сходящийся ряд можно почленно интегрировать 
8 данной области, и сумма интегралов от членов ряда равна интегралу 
от суммы данного ряда. 

тепевнные ряды - функциональные ряды вида 

ад + а1х + ох? +... + a,x" +... (A) 
или вида 

ag ta, (x - дао (х фа |... а, м-а +... (B) 

rae а; — постоянные коэффициенты. 

Основные свойства степенных рядов. 
1) Ряд (A) абсолютно сходится для всех значений х, меньших по 

абсолютной величине некоторого числа р (| х| < р), называемого paduy- 
сом сходимости степенного ряда. Ряд (Б) абсолютно сходится для всех 

значений x, удовлетворяющих неравенству | х — а | <р (2 — радиус схо- 
димости). Радиус сходимости может быть определен по формулам. 

а 1 п 
4 = ит atl п —= lim У|а,|* 

На границах области сходимости [для ряда (А} при х=-р и x=— 9; 
для ряда (Б) при х=а--рих=а — р] ряд может сходиться или рас- 
ходитЬся. 

2) Если ряд (А) сходится для положительного значения Х=х1, TO 

он сходится равномерно внутри интервала (— х!-Н&, х1) (тео- 
рема Абеля). 

п : Д а1+ = 4 x 1 = lim = 1 ример: Для ряда 1+ pty ee tO ee 0 oat 

т, е. р==1, и ряд сходится абсолютно при -l<*<+1, причем при 
х= —1 ряд сходится условно (cm, ряд dil) на стр. 295], а при х=1 ряд 
расходится (см. ряд (3) на стр. 293). По теореме Абеля втот ряд схо- 
дится равномерно в области |— x1, +^1\, где x; — любое число между 
Owl, 

Таблица первых членов некоторых степеней степепного ряда 

$ wat ох - сх? -- ахз + еда -- ух -.... 

$2 = а? + 2abx + (6? + 2ac) х? + 2 (аа + bc) x3 + (c2 --Зае + 25а) х4 + 

+-2(af + де + са) хз +..., 
| 4 

И5..58..08 Lob я) 
в Ча (5 а 38а)“ + 

1d lbe, 103 
.. fre ee = — — — 3 

+(34 ait ват) + 

ге 1 bd | с2 3 bec 5 63 
+ (ен -затва- вн) + | 

* В случаях, когда этих пределов не существует, в указанных фор- 
мулах вместо lim берется наибольший предел Gim: см. Фихтенгольц, 
7+. | ст>. 587 справочника\.
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1 1 
! a an} Lb 3 6? 2) 
у 4 п- = *+ (я -22 wt 

3 be а 5 BN , 

+(та -за-ви) + 
3 bd 3 сз ге 15 62с т 4 

+ (тг За Эа 16 а8 | 18а)” +," 

a? a 

24а . 2 e b2¢ 654 м} +! . 
(3 аз а ata) +. 

1 b 53 с 26с а 3 
= —-l—_q-! — — — = — 2 —_- С — — 3 $ а | = *+( 4 (а 3 3) + 

b b2 с bc d an 
— J —2 = —2 = 4 — — = as 2 — = —- — 3 $ а | 2. «+ (3 2 AE +(6%5 2 t= х3 + 

Обращение степенного ряда. Если пав ряд 

y= flix) = ах + bx? +cx8 + ах4 +- ехз + 1х8 +... (а £0), 

то разложение в ряд обратной функции 

х=( у} = Ау-|- Ву? + Cy’ + ру% -- Вуз + Руб +... 

имеет следующие коэффициенты: 

Awl, B=- 2, С- 5 268 —26, D= су бабе — ad — 559, 

Е == 5 (6a2bd -- За?с? + 346% — ae — 4 а6?с), 

F == п (7аЗЬе + 7азса + 84ab8e — atf — 28а? 52а —28а?5с3 — 42,5). 

Разложение функций в ряды’ степенвые - см. стр. 322, тригоно- 
метрические — см. стр. 549. 
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1. Основные понятия 

Производная функции одной переменной * y= f(x) — новая 

функция от x | обозначения: у’, у, Dy, =. Г’ (x), Df (x), av) ‚ рав- 

ная при каждом значении х пределу отношения приращения функции Ay 
к соответствующему прирашению аргумента Ax, когда Ах стремится 
к нулю: 

Пе Ax) — f(x) 
0 

(1) J’ (x) =, lim Ay 
x— 

Геометрический смысл производной. Всли et al изображена 
своим графиком — кривой в декартовых координатах (рис. 283), то 

'\х) = а, где а — угол между осью Ox 
и касательной к кривой в данной ее точ- 
ке, отсчитываемый от положительного 
направления оси Ох против часовой 
стрелки **. 

Существование производной. Произ- 
ду водная существует при тех значениях 

ay аргумента x, при которых 1) функция 
/ y= /f (+) задана и непрерывна и 2) указан- 

ное отношение имеет конечный предел (1). 
a х Несуществование производной при дан- 

0 “a 4х=ат ном значении х| указывает на то, что 
в соответствующей точке графика функ- 

Рис. 283. ции или не существует определенной Ka- 
сательной или эта касательная образует 
с осью Ox угол 90°. В последнем случае 

предел (1) является бесконечным; это (HecTporo) обозначают: f! (х1) == 00 
«производная обращается в бесконечность»). 

Примеры несуществования производной в данной точке: 

v 

8 —— 
ил = x, |’ (Хх) = 3 ‚ f (0) =o, в точке 0 производная 

3 x? 

1 
обращается в бесконечность (рис. 284, a); 2) f(x) = хп , предела (1) 

* В этой главе рассматриваются только однозначные функции. 
** Формула /’(х) = ва верна только в том случае, если на осях 

Ох и Оу взяты равные масштабы.
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при х=0 пет (рис. 284, 6); 3) Рой = предела (1) при х==0 нет, 

трех 

но есть предел слева }’ =! и предел справа }’(--0)=0; в этом 
случае кривая имеет излом (рис. 284, в). 

у 

Рис. 284. 

Производная слева и справа. Если для данного значения х=а 
предела (1) не существует, но существуют пределы слева и справа (как 
в примере 3, рис. 284, в}, то их называют со- у 
ответственно производной слева и производ- 
ной справа. Геометрический смысл таких 
производных: /’(а —0)=—tga,, ff (a+0)=tg ay 
(рис. 285); кривая имеет излом. 

Элементарные функции имеют производ- 
ную во всей области их существования за 
исключением отдельных точек, где могут 
быть случаи указанных типов (рис. 284, а, 6, 8). 0 

Частная производная функции Рис. 285. 
нескольких переменных и —= f (x, у, &. ... 

Of ° On ’ ‘ 
по одной из них, например no x | обозначения Ox Ux Эх fyi, опреде- 

Ox’ 
ляется равенством 

ди . im Ах + Ax, J, Z, ete y 2) —fle J, &, у ty). 

OX Ax—+0 Ax | 

в этом случае приращение получает лишь одна из независимых пере- 
менных. Функция п переменных имеет п частных производных первого 

и ди On ди 

дх’ ду’ д2' °°" 0Е’ 
вилам дифференцирования функции одной переменной (см. стр. 306—309). 
причем остальные переменные рассматриваются в данном случае как 
постоянные. Например» 

порядка: Частная произволная находится по пра- 

x*y ди ЭЗху ди x? ди x? 
u = —— =— = ’ —, : 

Zz 0х < '0у 2° 03 23
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Геометрический смысл частной производной функции двух пере- 
менных. Если функция &= f(x, У} изображена поверхностью в декарто- 

и 
вых координатах, то 5; = Ша, где х — угол между положительным Ha- 

правлением оси Ох и касательной к сечению поверхности в данной ее 
точке параллельному плоскости xOu (a отсчитывается OT оси Ох в 

положительном направлении — по часовой 
стрелке, если смотреть с положительной 

9 
(8 отсчитывается против часовой стрелки; 
рис. 286; на этом рисунке оба угла au В 
положительны). 

Производная в данном на- 
правлении и объемная про- 
изводная см. в теории поля (стр. 535 
и 541). 

Дифференциалы переменных 
величин x, у и т. д. (обозначаются: 
dx, dy и т. д.) определяются различно, 

Рис. 986. в зависимости от того, является ли вели- 
чина независимой переменной или функ- 
цией. Дифференциал независимой пере- 

менной Хх — ее приращение, которому можно придавать любое значе- 
ние (dx =Ах), Дифференциал функции y= f(x) одной переменной 
х при данном значении Х и данном дифференциале аргумента dx — 
произведение f’ (x) на dx: 

стороны оси Oy). Аналогично, у 

ау = р’ (x) ах. 

Геометрический смысл дифференциала. При изображении фуЕкции 
графиком в декартовых координатах dy изображается приращением, 
которое получает ордината касательной к кривой в данной точке х при 
данном приращении dx (см. рис. 283 на стр. 302}. 

Основные свойства дифференциала. 1) Инвариантность: равенство 
Чу = f' (x) dx остается справедливым, будет ли х независимой пере- 
менной или функцией новой переменной f. 2) Порядок малости: если 
dx есть бесконечно малая величина, то dy и Ау-— равносильные беско- 

, А 
нечно малые | lim --==1] и разность между ними — бесконечно ма- 

дифференциальном и интегральном исчислениях. 
Частный дифференциал функции нескольких переменных 

uf (x, у, 2, ..., Й) по одной из переменных, например, по x [обозна- 
чается 4 и или а „|, определяется равенством 

ди 
Я.И == — ах. 
x OX 

Дифференцируемая функция и полный дифое- 
ренциал. Функция нескольких переменных и=}(х, у, ..., f) называет- 
ся дифференцируемой в точке Мо (Xo, Yo, ..., fo), если при переходе в 
бесконечно близкую точку М (хо -- ах, yo+dy,..., to+dt) (где ах, dy, 
.., Gt — бесконечно малые величины) полное приращение функции 

Ац =} (Xo + ах, Yo + dy, eee, to + dt) — f (¥o, 0, 7 to)
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отличается от суммы ее частных дифференциалов по всем переменным 

ди ди ди ) 
a. yj eee — at 

Ba бесконечно малую величину порядка выше, чем расстояние 

MoM = У ах? ay? +...+ de. 
Если и — дифференцируемая функция, то сумма (Ж) называется ее 

полным дифференциалом и обозначается через du; 

ди Ou Ou i, 
= — — — . х. du on tay ete. tae (%X) 

(Ж) 

Всякая непрерывная функция нескольких переменных, имеющая He- 
прерывные частные производные по всем переменным, — дифференциру- 
емая. Однако только из существования Частных производных функции 
по всем переменным не следует ее дифференцируемости. 

Геометрический смысл полного дифференциала функции двух nepe- 
менных и = f(x, У), изображенной поверхностью в декартовых коорди- 
натах (рис. 287): du равно прирашению x 
аппликаты касательной плоскости в дан- 
ной точке, если х и у получили прираще- | 
ния dx и dy. A <7 

1 SSS Основное свойство полного дифферен- 
циала аналогично свойствам дифферен- : 
циала одной переменной ** инвариант- | 7. 
ность выражения (ЖХ) относительно ois Ba 
входящих в него переменных. _ 

Линейность дифференци- 0 
альных выражений. Дифферен- и 
циалы переменных, связанных некоторой x 7 
функциональной зависимостью (конечным у 
уравнением), связаны друг с другом Рис 2 
всегда линейной зависимостью (0и%- ис. 287, 
ференциальным уравнением первого 
порядка). Это относится как к дифференциалам независимых пере- 
мевных, так и к дифференциалам (частным и полвкым) функций одной 
или нескольких переменных. 

Получение дифференциального уравнения из конечного называется 
дифференцированием. В более узком смысле дифференцированием ча- 
зывают просто нахождение производной или дифференциала. 

Производные и дифференциалы высших поряд- 
ков. Вторая производная, от функции одной переменной y= f(x) 

+> 

] 

— || 

м fy tee 42} (х) BR 
| обозначастся: У”, У. Dy. т ‚ Л’ 1х), ВАХ), TT — производ- 

ная от производной: }” = (х). Производные любого порядка 

be 8 day жж* р ad f (x) *** 
| обозначаются: У. У аж ae ДЕЙ (x), D" f (x), ors спреде- 

ляются аналогично. 

* О полном дифференциале в векторной форме см. в теории поля. 
стр. 535. 

** Ср. стр. 3904. 
*** Эти обозначения пригодны только в случае, когда х — незави- 

симая переменная, и непригодны, если Х=ф(9)}; CM. стр. 313 {замена 
переменных).



306 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

Частная производная 2-го порядка от функции и = fx, V¥,2,...,8 
. . зи ди 

может быть взята по той же переменной, что и первая (52 ‚ д ..) 

Pu ы 
или же по другой ): в последнем случае производ- 

дх ду ' дхд2' *°°* 
ная называется смешанной. Величина смешанной производной, непре- 
рывной при данных значениях хи у, не зависит от порядка переменных, 

2и 92 и 
Ox oy — Oy Ox 

ные более высокого порядка определяются аналогично (обозначаются: 
д3и 03и 0Зи 
0х3! Ox 0у?' Oxdyoz' Cy 

Второй дифференциал функции одной переменной у = f (x) [обо- 
значается 4?у, a? °F (+) представляет собой дифференциал от первого 
дифференциала: @?у = 4 (dy) = }’(х) ах? *. Аналогично определяются 
дифференциалы высших порядков: dy = 4 (4?у) = |’ (x) 4х3 * ит. д. 

Полный дифференциал 2-го порядка ЩИ двух переменных 
и == f(x 

по которым берутся производные ( . Частные производ- 

an =d(du)= 0" ae ix? + 25 2 

; - dy (.9 9 >. ** или, в символической форме: ad? = (2. dx + ду dy) п**. 

Полный дифференциал п-го порядка функции двух переменных: 

n, _ (9. 9 \" **. du = (Sx + 5 dy ц **; 

для фувкции большего числа переменных: 

„ [9 д д )' 
аи = (Sart 5 + > 2+... бр al и **. 

2. Техника дифференцирования 

Обшие указания. Пользуясь призеденными ниже правилами 
дифференцирования и таблицей производных, можно найти производную 
любой элементарной функции; такая производная всегда является 
тоже элементарной функцией. Наиболее существенное значение имеет 
правило дифференцирования функции от функции (сложной функции) — 
так называемое «цепное правило» (стр. 309); папример 

yactg Их, № _ вуз. 4 8УХ _ щух 1. Ух 
ах ах cos? Их ах 

И Е: 
со5? Ух 2Ух 2 Ух cos? Vx 

* Эти обозначения пригодны только в случае, когда х — независи- 
мая переменная, и непригодны, если х=ф (т); см. стр. 313 (замена пе- 
ременных). 

** В случае, когда переменные x, у, ...,Ё сами являются функ 
циями новых переменных, формулы более сложные. См. стр. 314—315,
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Таблица производных элементарных функций 

Функция Производная Функция Производная 

| 
С (постоян- 0 arcsin x _ 

ная) Vi — x? 

| х | arccos x — УЕ — 
п —1. | — x? 

х nx} 
| 

| | arctg x 
= —— 1 -- x? 
х x? + 

} 
№ n arectg x —5 
хп п-1 1+ 

| 
Их | arcsec xX —— 

2Vx ху х? — | 
| | 

h arcecsc x — 
n xV x? —| 

—1 Vi er 
sh x ch x 

e* en 

x a а ina ch x sh x 

In x 1 th 1 
x x : 

ch? x 
1 

log * — 102 е 

sh? x 
| | ' 0,4343 
yx — g — - | 

x Arsh x 
e 2 

sill x cos ¥ Vi-x 

| 
cos x — sin x Arch x — 

x2 — | 

сах Arth tg x cos? x mix Г x9 

Чел И esc? х | 
~ 2y _ Arcth x —- sin? x er 

st xX sin¥ | ¥ SC X 
со хо 8’ 

cos x 
ese x ——— = -—ctg «cse x 

sin? x 
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Прежде чем дифференцировать, целесообразно, если возможно, пре- 
образовать функцию к виду суммы, раскрывая скобки (стр. 128), вы- 
деляя целую часть (стр. 123—130) логарифмируя выражение (стр. 
нт. п. 

Примеры: 

2 ЗУ ИН, а 
1) y= > => - 3х 2 + 4x 8х; 

ау _ 9 3 -8 8 -8 
Че = - 2х эх 8 — 3% +. 

24+. | 2) y= in Ка ee — д 1? — 1) 

2 = 5 ( +) > ( 2х 2х 

dx Зи) вт“ т. 

Основные правила дифференцирования. (и, 9, wW— 
функции независимой переменной x; и’, 9’ м’... — производные oT 
этих функций no x), 

1) Производная (или дифференциал) алгебраической суммы двух 
или нескольких функций равна алгебраической сумме производных 
(дифференциалов) от каждой функции: 

(иэ-ю-... И эио-ш+..- 8; 

d{u--uvu—-we...+A = 4 -- аз - аи -+...- 4. 

2) Производная (дифференциал) произведения двух или нескольких 
функций раяна сумме п слагаемых (где л — число перемножаемых функ- 
ций); каждсе слагаемое составлено так же, как и данное произведение, 
с тем отличием, что один из множителей поочередно заменен его 
производной (дифференциалом }; 

для двух фучкций: (uvy = uv’ -- и’о, d(uv)=udu+vdu; 
для трех функций: 

(uvw) = пои’ + uv'w + аш, 4 (из) = по аи + uw dv + vw du 

и т. д. Часто для вычисления производной произведения  не- 
скольких функций сначала находят логарифмическую производную 

т. е. пооизводную логарифма данной фучкции (in у)’ =}; напри- 

мер: 

y= xte** sin x: пу у (Bin x + 4х + Insin xy, 

dy 

diny _ dx _ 3 ) ау _ [3 1 \V 4х . 
= У 5 (ива ' ах ах ++ 5 cle x x8e"™ sin x 3, 

* Этот же спссоб применяется для дифференцирования функции 
м2 

вида и”, например, 

: 8х , . У = у == (2x4 И ^, In у== 3x in (2x + 4), у slay tia e+ 0] 

2 2 
wv = 3 Fe + Ох + nl y=s la + tn (2х + у (2х + 3х 

x
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3) Производная (дифференциал) функции с постоянным множи- 
телем. Постоянный множитель можно выносить за знак производной 
(дифференциала): 

(си) == си’, 4 (си) == с du. 

4) Производная (дифференциал! дроби вычисляется по следующей 
формуле: 

(=) — 2H’ — uv! (=) = ии = 
v y2 v v2 

5) Производная функции om функции (сложной функции). Если 
у = Гай и и=(х), то 

dy + ' 
— = #} > x} eh a PA 

если у = f (п), A= 9 (fh), f= (%), TO 

d 
ea == f' (a) - ФР) > $’ (1х) («цепное правило»). 

В случае «цепи» из большего числа фуккций поступают аналогично, 

Производные высших порядков 
от простейших функций 

Функция п-я производная 

x™ т (т = 1) (т —2)... тих" 
(при целом т и п>> т производная равна 0) 

~ ] 
\nx ([— ИТ — I п x 

_ —1) 1 
log x (— 1)! Пабы 

а ша x 
ghkx pit okt 

a* {In aya” 

ах (Е та)" а 

sin x sin (+ + 3) 

пт 
COS xX cos (« + =) 

e в: x1" 

sin hx R™ sin (== + 5) 

cos kx Е” cos (== ++ >) 

sh x sh x при п четном, Ch x при п neyeTiom 

chx ch x при п четном, sh x при п нечетном 
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Производная n-ro порядка от произведения двух функций (формула 
Лейбница) 

РБ" (uv) == и. D"v +7 Dua БТ y+ aus) Duda +... 

n(n—-l)...(n —m+)) 

m! 
+ РТИ Ти +...4+ ОПи. 

или (полагая Оби =u, Dov = v). 

. п-т к _ m ym - О“ uv = эй С, В чб т 

(формула, аналогичная биному Ньютона, см, стр. 163). 
Производная сложной функции нескольких 

переменных. Случай одной независимой переменной: 

и = f (x, У, ...) ty, 

где х =ф ($), y= (8), 26. , = x CE): 

аи _диах , Ou dy Ou dt 0%) 

ade ~ ox Гу +. "ТЖ. 

Случай нескольких независимых переменных: и = f(x, y,..., й), 
где T= P(E, Nee, TH YH HUE, Wwe. , TL eee, ECE wey т 

du du дк doy, wt | 
Е 0х | Oy of of 0’ 

ди Ou Ox | Ou OY 4 OH Ot 
an Ox On t Oy On + *' + OF oq’ } KX) 

ди _ Ou Ox , Ou dy | Ou ot 
д обход Oya Та / 

Дифференцирование неявной функции. 

1) Функция одной переменной у = f(x), заданная уравнением 

F(x, у) =0, (А) 

Дифферевцирование (А по x на основании формулы (Ж} дает 

Ех + Ру У =0, (5) 
откуда 

Fy 

vu => 
Гу 

Дифферевцирование (Б) по х на основании той же формулы дает 

Fig + 2Fayy + Fyy (Ph + Fy” = 0, (B)
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откуда с учетом (Б): 

’ etl ont ‘ о п 

1 2ЕхРуЁху — Ру Fee — (Fy PF yy (Г) 

Таким же образом получается 

cit in att one 

Еххх + BF ey yy’ + 38F yyy (9)? + Pyyy (y’)8 + 

+ 8Fyyy"” + 3Fyyy'y" + Вуу" =0, (0 

откуда с учетом (Б) и (Д} определяется y’", ит. д. 
2) Функция нескольких переменных и == f(x, у ..-,!), заданная 

уравнением F(x, v,..., & 4) =0. 
Частные производные находят аналогично (используя формулы 

(ХХ) на стр. 310): 

0 ‚ OU , 9 HK Ех / Fa. ay —Fy/Fy, +, = — РЕ 

таким же путем ваходят и частные производные высших порядков. 
3) Две функции одной переменной у = f(x) изё=ф(хХ), заданные 

системой уравнений 

Fix, у, 2] =биФух, у 2) =0. (A) 

Дифференцирование (А) по формуле (3%) на стр. 310 дает 

_ , I ’ 

Вх + Ру: У- Fz 2" =0, ФФУ У Ф,. и =), (Б) 

откуда , , ‚, , , ‚, 

, Fz? y ФРх FP y= FyP 
У — 4 ’ , a | 2’ = , t / , ; 

РФ: - Е.Ф, Fybz, — Е.Ф, 

таким же путем |дифференцированием (Б) с учетом значений у’и 2? 
ваходятся вторые производные у’ uz’ ит. д. 

4) п функций одной переменной у == f(x), 2=$(х], ... , f= (x) 
Г 

заданные системой п уравнении: 

F(x, у, 2, , =O, Ф (x, у, 2, ..., 1550, ..., W(x, у, 2, , ==. (A) ‚.. 

Дифферевцируя (A) по формуле (Ж) на стр. 310, получаем: 

$ , 4 ' 

Pot Fy + Fy 2 t+. +e =0, 
t 7 , ‘ , > , 

Pet Фу. у tO, 2 +... +O, +h = 0, (B) 

} ’ и } 

Ух Чу УЧ... ЧР = 0; 

решая систему (Б) относительно у’, 2’, ..., ¢, находим первые произ- 
водные, таким же путем нахолим производные высших порядков.
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5) Две функции двух переменных и == fle, у, э=$(х, У), залан- 
ные системой двух уравнений 

Fix, у, и, 9) =0 и Фу, у, и, vy =0. (А) 

Дифференцируя уравнения (A) по x и по у [по формулам (%%) на 
стр. 310], получаем: 

OF OF Oa, OF Ov OF ОЕ Ou, OF ov 

da Ow" dx т Ov Oz" NG ay ди dy Tv HW Ng, 
OP OP Ou, OP OV _ “Ob , Ob Ou, OS OD _ 4, у 
дх ' Ou Ox! OV дл ду' Ou ду’ Ov ду’ 

ди Ov 
ешая систем Б относительно — — р У (Б 1 Ox’ Ox 

Ou Cv 
ду, ду. получаем частные производные первого порядка; таким же 

и систему (By) относительно 

путем находим производные высших порядков. 
6) п Функций т переменных, заданные системой п уравнений. 

Частные производные первого и любого порядков находятся аналогич- 
ным путем *. 

Производные функции y=f(x), заданной пара- 
метрически: х=х(й, y= y(t) (этрихами обозначены производ- 
ные по В: 

dy У азу ху = ух" 4зу x {x yf! ух) —3.e"" ("ух") 

а x’ *’ 4х? x'3 } axe x’d ‚› eee 

Производная O6patHow функции. Если функция 
y= f(x) является обратной по отношению к у==ф (x), то ее производ- 
ные вычисляются по следующим формулам; 

ау | 4 _ _ 9’ (У aay _ ЗУ") 
х (т ах Le’ (8 ' 4х3 [e’ (55 mre 

Например, у = arcsin х; прямая функция: у = sin x. 

ау \ i | I 

ax (sit yy cosy У Яну Vi 2. 

Гра Фическое дифференцирование. Если дифферен- 
Цируемая функция y= f(x) изображена (в декартовых координатах} гра- 

N фиком (Г) в некотором интервзле а < х<Ь то 
график ее производной (Г’} может быть прибли- 
женно построен следующий способом. 

Предварительная зсдача. построение каса- 
тельной к заданной точке кривой может быть 
осуществлено «на глаз» очень неточно; если же 
захано0 направление касательной (MN, 
рис. 288), то точка прикосновения А может 
быть построена точнее. Постооим две хорды 
M,N, и Мз№, параллельные MN, чтобь они пе- 
ресекли кривую в близких точках, затем построим 
середины К; и А; зтих хорд и проведем через 
Ry, a Re прямую PQ; последняз пересечет кризую 
в точке А, касательвая к которой (приблизкенно) 

инеет 5адазиое направление. Длз контроля правильности этого 
построевия можно провести третью  хорду, сараллэльную aep- 

Рис. 288. 

* См. Фихтенгольц, г. | (стр. 587 справочника)
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вым двум и близкую к ним, — опа должна пересекаться прямой PQ 
в середине. 

Построение графика производной. 1) Задавая несколько направле- 
ний (/1, Zo, ...} касательных к кривой y= f(x) (рис. 289), чтобы они соот- 
ветствовали на глаз рассматриваемому промежутку кривой, определяем 
точки прикосновения Ay, Ao, ... пре- “) 

дыдущим построением (самих каса- 4 
тельных можно не строить). д 

2) На отрицательной части оси Ох 2 2, 4 4 
выбираем произвольную точку Р £3: L ТА A, 
(«полюс»); отрезок PO=a должен 4 » A 
быть тем больше, чем более отлого 7 4, Ал 
идет кривая. NS 

3) Из полюса Р проводим прямые 2.19. 4С 
РВ:, РВз, ... параллельно направле- b / 18 INIG 
ниям 2;, Jo, ... ДО пересечения с LAS G In lp 
осью Oy в точках By, В», ... р. Lp Ss Я т 

4) Через By, Bo, ... проводим ON г: 2—. ) $00, 
горизонтальные прямые: В! Су, ВоСо, ... id ы \2 
до пересечения в точках Cy, Со, ... Bs СА] г 
с соответствующими ординатами то- В 
чек Ay, До, ... 2 С, 

5) Точки C1, Co, ... соединяем 
плавной кривой; ее уравнение будет Рис. 289. 
у=а.[ (x); это и будет искомый гра- 
фик производной, если за единицу 
масштаба по оси Оу взят отрезок а. Для получения графика в обыч- 
ном масштабе (кривая Г’) строим точки Dy, Do, ... , ординаты которых 
равны ординатам точек Су, Со, ... , разделенным на а (а = РО на рис. 289). 

3. Замена переменных в дифференциальных выражениях 

Функция одной переменной. Если y= f (¥) и имеется 
выражение р 

у d2y азу 
H= F(x, У, пк’ Ged’? Tub oct)? 

содержащее аргумент, функцию и ее производные, TO в случае замены 
переменных новыми производные вычисляются по следующим фор- 
мулам: 

1} В случае замены аргумента х на аргумент 2, связанный с x фер- 
мулой х =ф (f): 

Чу _ 1 dy 4 _ | | 1) У on py 9} 
dx ФИ dt* dxz [eo (BIL? ) ae aS 

у 1 dy |. ре , ” mt 9 ont rary tig’ (£)| ap —d3e’ (И 9"" (f) = Hy ПРИ] 
4х3 | 

* Если формула преобразования дана в неразрешенном относитель- 

® f =0 dy aay asy ы HO x виде © (x, f) =0, то производные dx’ ах ‚аз 8 'числяются по 

тем же формулам, только в них производные $’ (f), $”’ (1), ф’”’ (¢) вычис- 
ляются по правилам дифференцирования неявнсй функции. При этом 
окончательное выражение Н может содержать переменную х, которую 
придется исключать при помощи уравнения Ф (x, А ==09.
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2) В случае замены функции у на функцию и, связанную с ‚у фор 
м улой у = (и): 

4у _ ‚ай 24 _ аи ,, аи`\2 
ах"? VW) ту, даа =P (4) Tate wm (9%) 

азу a3y ai or ty, 934 " Чи du a du\3 
ах = 9" (Hl Tyg 99" WW) Fs a TP on (2%), i 

3) В случае замены аргумента х и функции у на новые аргумент ¢ 
и функцию и, связанные с хиу формулами х = (Ё и), у=ф(Ё ци): 

oy , Ov di 
dy _ ot ' Ou ai 

dx Op ди, 
ot "ди at 

$ OY du Op , Ov du 
у _а 4 08 "ди а! | 4 а bt t ди а 
dx ах\ах/ о ах 06, деи | Op, дай di 0, др аи = 

ot Г ди at ot "ди dt ot "ди db 
{d/A\_\/,dA_ „ав _ Op , op du op , dpdu 

азу 
——. вычисляется аналогично. 
4х3 

Пример. При преобразовании декартовых координат в полярные 
по формулам х == с03ф, y=o Зах, имеем: 

dy _p'sing-+pcose diy p2 + 2p'2 — рр” 
—— — 

ах  p’ cose —psing! dx® (p’ cose — ep sin ф)3 ° 

функция двух переменных. Ecan 

w= f(x, 5) 
и имеется выражение 

Ow Ow 02% 02% 02% 
Н= Ех, у, ®, —, =, =, Qo) ap 

Ox" ду’ 0x2’ Ox dy! ду?’ ’ 

содержащее аргументы, функцию и ее частные производные, то в слу- 
чае замены переменных х, у на новые ц, VY, связанные сх, у форму- 
лами х=ф(и, 7), у=ф(щ, 9), частные производные первого порядка 
Ow w о 

находятся из системы уравнении: dw до 
Ox’ Oy 

д» Qn dp , dw Ob 0 0% 0Ф | Ow OY 

ди Ox du! дуди’ Ov Ox dv" dydd’ 

откуда получаем: 

Ow Ow Ow до Cw до 

дх А бы Ва’ ay ~ So oat Oa: 
где A, В, С, D ~ функции от и, 9. Вторые частные производные вы-
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числяются по этим же формулам, но примененным ве к фувкции в, 
и) ‚ . 

ol
e и ay 

02a 9 (0 0 Ow до 

ед (ow) ag (4 sp t 850) = 
902% 02 ОА Ow ОВ >. 

(А-В да би ou 0%) + 
927% 02% ‚ ОД д» . OB до 

+8(4 sro + Boat t So on t 5 de) 
Tak же получаются и частные производные высших порядков. 

Пример: Выразить оператор Лапласа * 

02“ 4 Fe 

— 0х2 dy? 
Ww 

в полярных координатах х = р Cosy, у =р sing, 
Имеем: 

Ow dw до до Ow = Ow др — dx (8? + ду sine. dp — dx ° Sine дур cos $; 

отсюда 

0 cos Ow sin ф dw OW gin dw , 60s Ow | 

dx Fp Пр be? dy ~ 7? ор р Op’ 
07% _ д о Om sing =) _ sing 0 (cos Ow sing 5) 
Bae ор OOS PGE OT Op р 9 ? бр р %/° 

2 
Аналогично вычисляя р ‚ получаем: 

| 2 | d2w | dw 
Aw = = — о 

” — др Та 0 ТЗ Op ° 
Для функции большего числа переменных: формулы замены полу- 

чаются подобным же образом, 

4. Основные теоремы дифференциального исчисления 

Условие монотонности функцим. Вели функция Ff (x) 
задана и непрерывна в некоторой связной области и имеет производ- ную во всех внутренних точках этой области **, то необходимым и до- 
статочным условием монотонности функции в области задания зв- 
ляется: 

Г (x) =0 для монотонно возрастающей функции, 
Р’ (х) =0 » » убывающей > **» 

* См. стр. 544. 
** То есть в точках, не являющихся концами интервала. 

*** Это условие имеет место для монотонного возрастания или убы- 
вания в широком смысле (см. сноску на стр. 275). Для того чтобы 
функция монотонно возрастала или убывала в строгом смысле, 
к указанному условию необходимо добавить второе: производная f’ (х] 
не должна обращаться тождественно в нуль HH в каком интервале, со- 
ставляющем часть рассматриваемой области. Это условие не соблю- 
дается, например, на отрезке GC рис. 290, 6.
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Геометрический смысл. Графиком монотонно возрастающей функ- 
ини является кривая, которая, если ее рассматривать слева направо, 
ни в каком месте не опускается (поднимается или идет горизонтально, 
рис. 290, а}; касательная в точках этой кривой образует с положи- 
тельным направлением оси Ох острый угол или параллельна ей. Ана- 
логично — для монотонно убывающей функции (рис. 290, 0) *. 

2 

/ 
4 

Аа 

’ 0 0 V Lond 

а} 0/ 

Рис. 290. 

РЯ 
2 

Теорема Ферма. Если функция у==}(х}, заданная в связной 
области, имеет в некоторой внутренней ее точке ** х = с наибольшее 

или наименьшее значение, т. е. 

(с) < fx) 

f (c) > 1х), 

и имеет в точке с конечную производную, 
то эта производная равна нулю: 

ИЛИ 

fic) =0. 

Геометрический смысл. В точках А и В гра- 
Рис. 291. фика функцин, удовлетворяюшей условию тео- 

ремы, касательная параллельна оси Ох (рис. 291). 
Теорема Ферма дает лишь необходимое 

условие существования наибольшего и наимень- 
шего значения функции; оно недостаточно; на рис. 290, а в точке А 
Г (x) =0, но там ни наибольшего, ни наименьшего значения нет. 

Условие конечности производной существенно в теореме 
Ферма: на рис; 292, г в точке Е функция имеет наибольщее значение, 
но производная в нуль не обращается. 

Теорема Ролля. Если функция у = f (¥) в замкнутом интер- 
вале [а, 6] непрерывпа, имеет непрерывную производную в этом ин- 
тервале и обрашается в нуль па его концах: 

Г(а} =0, } {6} =0 la <0), 

TO сушествует по меньшей мере одно такое число с между а и 6, что 

f’ (c) =0 la<ec< bd), 

Геометрический смысл. Если кривая, являющаяся графиком функ- 
ции y= f(x), пересекает ось Ох в двух точках А и В, непрерывна и 
‚меет непрерывно врашающуюся касательную на всем протяжении OT 

* В случае моногонности в строгом смысле касательная может 
быть параллельна оси Ох только для отдельных точек (например в 
точке А на рис. 290, а}, но не на пелом интервале (ВС на рис. 290, 0). 

** To есть в точке. не являющейся концом интерзала.
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А no В, то существует по меньшей мере одна такая точка С между 
Au В, в которой касательная параллельна оси Ох (рис. 292, a). 

Таких точек может быть и несколько (точки С, D, Е на рис. 292, 6). 
Требование непрерывности функции или ее производной существенно: 

S|
 

Puc. 292. 

на рис. 292, в функция имеет разрыв при х = a, на рис. 292, г произ- 
водная имеет разрыв в точке E; в обоих этих случаях не существует 
точки С, в которой f’ (x) = 0. 

Теорема Лагранжа (теорема о конечном приращении). 
Если функция y= f(x) в замкнутом интервале [а, 6] непрерывна и 
имеет непрерывную производную в этом интервале, то существует по 
меньшей мере одно такое число с между 
au 6, что y 

— 7 #46) 1) ис) la<c<bd). 8B 
b-a 

В иных обозначениях (полагая 6 = ata 
и обозначая через @ некоторое число, за- A 
ключенное между 0 и 1): Af | | 

7 1 | 
Кам = мВ fiia+ on) vali! Lee 

(0O<8< 1). 7" бас б 

Геометрический смысл. Если кривая Рис. 233. 
у == f(x) (рис. 293) непрерывна и имеет не- 
прерывно вращающуюся касательную в про- 
межутке АВ, то между А и В существует такая точка С кривой, что 
касательная в ней параллельза хорде АВ. 

Таких точек может быть и несколько; требования непрерывности 
функции и Ce производной существенны (легко построить примеры, 
иллюстрирующие это аналогично рис. 292, 6, в, 2). 

Теорема Тэйлора (обобщение теоремы Лагранжа). Если 
функция у = f (x) в интервале |а, а + A] * непрерывна и имеет непрерыв- 
ные производные от первой до п-й включительно, то имеет место 
равенство (формула Гэйлора) 

fla+h)= 
ne} 

n 
a ney (1~1) В” ny, 

fla+r7 f (AV +o 7 (lr. boa (a) +- ail (a-+-6%), 

где @ — некоторое число, заключенное между OH 1 06 <8 <. 

* Здесь h может быть как положительным, так и отрицательным.
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Теорема Кош и. Всли две функции у = f (x) и у =ф (х) заданы 
в замквутом интервале fa, 65], непрерыввы и имеют непрерывные про- 
изводные в этом интервале, причем $’(х) нигде не обращается в нуль, 
то существует такое число с между а и 6, что имеет место равенство 

f(b) — fia) _ f'te) 
ф (6) — 9 (a) 9’ (c) 

fax<c< 5. 

Геометрический смысл теоремы Коши тот же, что и теоремы Ла- 
гранжа; если рассматривать кривую на рис. 293, заданную в пвараме- 
трической форме x = 9 (В, y= f (1), где точка А соответствует значению 
параметра {=а, а точка В — значению Е = 6, то для точки С угловой 
коэффициент касательной к кривой | 

_ fio) - fia _ Л (6) 
Ф (6) — $ (а) $’ 

(ga 

5. Нахождение максимума и минимума 

Функция одной переменной. 
Определение. Максимумом (M) или минимумом (m)* функции 

у = f (x) называются такие ее значения f (xy), для которых имеют место 
неравенства 

fix%o th) <f (xy) (Для случая максимума) 
и 

(хо +h) > f Wop (> > минимума] 

при любых малых значениях A, положительных и отрицательных. Та- 
ким образом, в точках максимума {минимума} значение f (Xp) больше 
{соответственно меньше) всех соседних значений функции. 

Необходимое условие максимума или минимума непрерывной 
функции. Для непрерывной функцив максимум или минимум может 
иметь место только в тех точках, где производная или равна нулю или 
не существует вовсе (в частности, обращается в бесконечность). 

4g 9 
д \ 4 

fi» | 7\ 
} 1 \ 
t [ 

4 —=- > —- КА ~ To NON 
п 2 т 

а) 9) в) 

Рис. 294. 

Геометрический смысл. В точках графика функции, соответствую- 
цих максимуму или минимуму, касательная параллельна оси Ох 
(рис. 294, а} или параллельна оси Оу (рис. 294, 6), или не существует 
рис. 294, 86). 

Это условие недостаточно: на рис. 295 в точках А, В, С веобходи- 
мые условия осуществлены, но в них ни максимума. ни минимума нет. 

* В математическом анализе понятия максимума и иннимума объ- 
единяются одним словом «экс тремум» (крайний),
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У непрерывной функции максимумы и минимумы чередуются: 
между двумя соседними максимумами имеется один минимум, а 
между двумя соседними минимумами — один максимум. 

Нахождение максимума п у 
минимума непрерывной функции, 1 
заданной в явной форме v=f (x) 
и имеющей непрерывную произ- ' \ 
водную. Сначала находят точки, A 
удовлетворяющие — необходимому 
условию f’ (x) =0 (стационарные NN 
точки): вычисляют производную f-! \ 
Г’ (Хх) и находят все действитель- 
ные корни х1, хз, ...,х, уравнг- Рис. 290. 

ния fl (x) =0. 
Затем каждый из найденных корней, например х1, исследуют одним 

из следующих способов. 
1) Слособ сравнения знаков производной. Определяют знак f' (x) 

для х немного меньших и х немного больших, чем x, [точнее — от- 
стоящих OT х; по разные стороны на таких пебольших расстояниях, 

что между х и д; и между ху их нет больше корней уравнения 
Г (x) =0], Если знак } (x) при этом переходит от «<--> к «—» (рис. 296, а) 

у 9 у 
; . | 

-- £0 =- _ 20 + 

tf i ON № =0 4 а 
r | (oes ОИ 

хх en eee x poke 
О; х Хх От хх О ZF хх 

а) 6) 8) 

Рис. 296. 

то при Хх = х| имеем для f (x) максимум; если от «—» к «+» (рис. 296, 6), 
то минимум; если же знак производной не меняется (рис. 296, ви 2), 
то при x =x; нет ни М, ни т, а на графике имеется точка перегиба 
с касательной, параллельной осн Ох. 

2) Способ высших производных ‚может быть применен в тех слу- 
чаях, когда при х = х, существуют производные высших порядков). 
Подставляют каждый корень х; во вторую производную }’' (xv). Если 
|’ (х1) < 0, то при х = x; имеем М; если f’’ (х1} > 0, то имеем т; если же 
f'' (#1) =0, то подставляют x, в третью производную f'" (x). Еслн в этом 
случае }””' (м1) AU, то при x = x,y нет ви М, ви т функции (точка пере- 
гиба); если же /"”' (x1) =0, то подставляют x, в 4-ю производную ит. д. 

бщее правило: если порядок первой не обращающейся в нуль 
производной при x == х, четный, To f (x) имеет при x = x, М или т, 
в зависимости OT того, будет ли эта производная соответственно от- 
рицательна или положительна. Если же этот порядок нечетный, то 
функция не имеет при x = x, ни М, ни т. 

Способ сравнения знаков производной можно применять и для тех 
значений функции, где производная не существует (см. рис. 294, бив 
и рис. 295}. 

Для отыскания наибольшего и наименьшего значений Функции 
в данном интервале а = х = 6 отыскивают все ee М и т внутри этого 
интервала, а также исследуют функцию на концах интервала, в 
точках разрыва функции н в точках разрыва ее производной. Искомые
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значения могут находиться в одной из рассмотренных точек; эти все 
значения нужно вычислить и установить, какое из них самое большее 
и какое самое меньшее. 

Примеры отыскания наибольшего значения; 

а) у = eX? в интервале {— 1, + |. Наибольшее значение — в точке 
х ==0 (максимум, рис. 297, а). 

6) y= x3— х? в интервале |[— 1, +2]. Наибольшее значение — в точке 
x =-- 2 (правый конец интёрвала, рис. 297, 6). 

Рис. 297. 

в) у == в интервале |— 3, 3}. Наибольшее значение — в точке 
1+ el/* 

—0 (разрыв функции, рис. 297, 6) [если положить y= 1 при х = 0}. 
г) у=2 ~ х”/зв интервале [—1, + 1]. Наибольшее значение — в точке 

X == 0 (максимум, бесконечная производная, рис. 297, 2). , 
Нахождение максимума и минимума функции, заданной в неяв- 

мой форме. Для нахождения М и т функции у = /(х), заданной неявно 

уравнением F(x, у) =0 (если F, Fy и Fy непрерывны), поступают сле- 

дующим образом. Решают систему уравнений F (x, у) = 0, Fy (х, у) =0 

и полученные решения (xy, yi), (2, yo), ... подставляют в Fy и Рух . 

Если в точке (х,, J';) Fy и Frey имеют ра 3 ны е знаки, TO при дан- 

ном х, функция у, имеет mM; если Fy и Е хх будут одного знака, то 

функция при данном x, имеет М. Если же одно из выражений Fy HAH 

хх parvo нулю в рассматриваемой точке, то дальнейшие аналитиче- 

ские методы становятся более сложными. 
Функция нескольких переменных. 
Определение. Функция и = fix, у,..., 0) имеет при системе зкаче- 

ний хо, so. ... » № («в точке Py>) максимум (минимум), если можно 
указать такое число в, что область Xy — EX KK хо-е, уу —= << Убе, 
..., fg —-8<2< 4 --= входит в сбласть задания функции и для 
каждой системы значений в этой области, кроме самой системы 
хо, Yo, «++ , fo, удовлетворяются условия: 

f(x, У, +... , В Л (%0, №, -+- , fo) для случая максимума) 

(ху, eee ODF (Lo, Yor ++. sto) (2 >» минимума).
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Используя понятие многомерного пространства *, можно сказаль, 
что в точках максимума (минимума) значение функции и больше 
(соответственно меньше), чем для всех соседних точек. 

Геометрический смысл максимума (минимума; функции двух пере- 
менных, изображенной поверхностью в декартовых координатах (CM, 
стр. 286): в точке А максимума (минимума) аппликата поверхности 
больше (соответственно меньше), чем аппликата любой точки, нахо- 
дящейся в достаточно малой окрестности точки А (т.е. области ма- 
лых размеров, для которой точка А является внутренней), см. рис. 298: 
а) максимум, 6) минимум. 

Рис. 298, 

Всли поверхность имеет з точке Р максимума или минимума каса: 
тельную плоскость, то эта плоскость параллельна плоскости хОу 
(рис. 298, аи 0). Это условие необходимо, но недостаточно для того. 
чтобы в точке Р был М или т: на рис. 298, в поверхность имеет 
в точке Р горизонтальную касательную плоскость, HO функция не 
имеет в ней ни М. ни т (P — седлообразная точка). 

Haxootvenue максимума и минимума функций двух переменных 
и = f(x, У). Решается система уравнений 

fy=%, fy =0; 
полученные системы решений (x4, Уз), (ха, Уз), ... подставляются в 

2 2 2 
A= дла В = oe op и C= Oya Составляется выражение 

t= вс | = АС- BU у" — <” }2] 

ВС хх’ уу ХУ ‘х=хь у=у,. 

Если А > 0, то функция f(x, у) при системе значений (х1, у!) имеет М 
” ” 

при fyy<Ou т при fyy>0, Если A<0, то f(¥, у) не имеет ни М, 

ни т. Если же 4 =0, то методы становятся более сложными **. 
Нахождение максимума и минимума функции п переменных 

u=F (x, у,...,й. Необходимые, но не достаточные условин то- 
го, чтобы при системе значений (x, у,....Ё дифференцируемая функ- 
ция ц имела М или т: эта система должна удовлетворять п уравнениям 

Ех ==0, Fy =0, coos Её = 0, (A) 

Достаточные условия в общем случае сложны; практически для уста- 
новления того, будет ли система решений ху, у1,..., &1 уравнений (A) 

* См. стр. 286. 
** См. 06 этом В. Немыцкий, М. Слудская, А. Черкасов, Курс ма- 

тематического анализа, т. Ш, стр. 262.
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давать М, т (и что именно) или нет, следует исследовать функцию 
при значениях, близких к м1, Vu, eee, #1. 

Условный максимум и минимум (метод Лагранжа). Если требуется 
найти М или т фупкции нескольких (п) переменных и = F (x, у, ... , 0, 
которые не независимы между собой, а связавы добавочными услови- 
ями (число условий равно k < п): 

P(X, м, ..., LF) = 0, ф(х, у, ... , В =0, ,.., Хх, У, oe , t) =0, 

то вводят R неопределенных множителей A, р, ... , XW рассматривают 
следующую функцию 2-+ Е переменных x, у, ..., ВЛ p, oe, HE 

Ф (их, у,..., ЕЛ в, ... 

= F(X, cee LI PA D(H, м, cae Lf peed (4, Moen Abe pe y (4, У... В; 

необходимые условия максимума или минимума функции Ф дают 
систему п -|- Е уравнений (А} с неизвестными х, у, ..., ВЛ, в, ooo, Хх. 
Эти уравнения имеют вид: 

x= 

? , / 

ф=0, Y=0,...,x=0, Фу=0, Ф,=0,..., Ф`р=0, 

Система решений (х1, V1, ..., и» удовлетворяющих этим уравнениям, 
можег давать М или т для функции F; это — только необходи- 
мое условие. 

Например, для функции и = (x, у), если ф (х, у) =0, точка макси- 
мума (минимума) определится из трех уравнений: 

д six yj~o, 2 ly fede = PO, Y= 9, ИИ я, FAP N= SIF AMP HY, 5) =0, 

© тремя неизвестными х, у, А. 

6. Разложение функций в степенные ряды 

Ряд Тэйлора для функции одной переменной, 
Функцию y= f (x), непрерывную и имеющую все производные при 
х = а, можно во многих случаях представить в виде суммы степенного 
ряда (см. стр. 300}, получающегося из формулы Тэйлора (стр. 317): 

f(x) = 1 (а) + 
x —а 

I! Г (а) -4 

х—а)?* , HSM м. 
Формула (Т) верна при тех значениях х, при которых остаточный 

чден * }(х) — 5, = Ry стремится к нулю при п-+ оо. 

Выражения остаточного члена: 

— а” 
ма) +... (pad Тэйлсра). (T) 

_ pnt Ry = и“. т. гг Аи +(e) (6 паходитея между аи м), 

х 

Ка =F \ (x — 7 f+) фар 
a 

* Здесь понятие остаточного члена He всегда совпадает с тем, ко- 
торое введено в параграфе о функциональных рядах (стр. 298). Оба 
понятия совпадают только в тех случаях, когда формула (Т) верна.
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Другая форма ряда Тэайлора: 

р h? A” in) 
flat В) = (а + if и f (a) +. + fF (а) +... 

для этой формы выражения остаточного члена; 

pr l 

Ry = mnie tia + om (0<6 <0), 

h 

Rn =< \ (a —AeAnt+h iat д dt. 

0 

Ряд Mak aope Ha — разложение функции f(x) по степеням х — 
частный случай ряда (Т) при а =0: 

i 

Fi =fO + FLO ++. EE AO OE. OH 

его остаточный член: 

n+l 
я ait” +(x) O<d<ty, 

x 

=” Ио (t) dt. 
0 

Сходимость рядов Тэйлора и Маклорена определяется или исследо- 
ванием остаточного члена R,, или установлением радиуса сходимости 

(стр. 300); в этом последнем случае может иногда оказаться, что ряд 
сходится, но его сумма S (x) He равна f (Хх). 

Ряд Гэйлорадля функции двух переменных: 

. _ Of (x, У] Of (x, У! 
faeth, У = le, w+ oe th + 

1 (°F (x, У) 1, O2f (x, у) O° f (x, YW) yo tay | ge me ви SE ah + 
Ox? 

| | 
ежи || 

или, в символической форме: 

Ах ую = 
ly; д иго 2 fee ne seh tat) ant (Get наи) f(x, y+ 

1 д 9 \3 | вх, Ех, У... als n+2 8)" [(х, +R, 

где 

ит (Аа) чл, +в 
(O< 9 <1, O< 4g <)),
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Для функции т переменных - аналогичная символическая формула: 

flxth, y+R, on, a = 

д 
= Ах, I, eee LIE у! (seats 0 +... tx i)! Ах, у, «0, OR, 

=| 
где 

n+l 
Rn = oot Di ex + fit. _ 5) f (44014, y+ Bok, ...,c4-9pyf) 

0<0;< 0. 

Таблица разложений некоторых функций 
в степенные ряды 

Область 
Функция Разложение в ряд сходимости 

Алгебраические функции 

Биномиальный ряд 

т х1= 
(а хп преобразованием к виду а" (1 + =) aba pies 

x 
сводится к нижеследующим рядам: api 1S% 

Бипомиальные ряды 
с положительным показателем 

их Tht met mm) ht + 4 ann Mn) #3... 

ua > OV" mim —\)...(m —n-1) + (a 1)" aT a 1х5 
1/4 113 5, 1.3.7 3 1.3-СИ _ 

ИЯ 1 Ge 7g tga ~ Tepe t+) 14'S! 
1/3 112 о 1-25 3 1.2.5.8 < 
у Feet 3.69 Feo В. | 191581 

b/g To be 113 3 bd 8-5 (1 + x) lta 574% + 36% 54608" +... |. J{xisi 

8/0 Зе Bt og = Shel ау Sebel 3 oy — (+ x) о” аб” tape +...| 19151 

5/9 5 4 5:8 gq 5:31 3 5.3.1.1 4 (l + x) tty qe tage OW tae ee jx | <1. 

* При т целом положительном ряд — конечный, содержит т -- 1 

член, Коэффициенты m(m-+ 1). sim —n+1) 
cr; таблицу бино- 

минальных коэффициентов С см. на стр. 164.
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© р Область 
ункция азложение в ряд CXONMMOCTH 

Биномиальные ряды 
с отрицательным показателем: 

Qa | не "У АИ Te) а хз... 
(т > 0) 

eee PAM EPA) +... | [xt <1 

и 1.5 15-9 Os 
(Lew) Le et Tee Teg + 

1.5.9.13 _ 
Ча” F +: |x| <1 

о ot pit. 147. (1х) + я в +65 + 

1.4.7.10 _ 

T 36.5139 * + 91 <} 

а 13 0 1-3-5 4. 1-83-57 8 
(1х) о х- 4х +a Рэде 8* + 1х! <1 

(= х)-1 lip x2 4 ха [х|<1 

~8/ _ 3 3-5, 3.5.1 3 

3.5.7.9 is 4 
Точе8* +. [x {<i 

(l = х)-2 14 2х -- 3х2 44х38 -- 5х4 1х1 <1 

5/15. 5:7 2 5:19 хз 

5.7.9.11 _ 
+ 5468 рр [х|<1 

(Е х)-3 ЕТ. 3х 3-42 4- 4.553 £5608 +, [Хх <1 

(1х) |1 Ах 3.4-5х2-|- 

+ 4-5-6x8 3-5-6.7х4 ...)| 1х|<1 

Wares [Les —_ (2.3.4.5х 43-4.5.6х2 4 

+ 4.5.6.78 4-5.6.1.8х4 +...) Pei 
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Область Функция Разложение в ряд сходимости! 

Тригонометрические функции 

8 x5 о ты _ 
sin x ¥— or tgp meee HID) nip" |х| << 

х2 sina Х3 cosa 
sin (x -- а) | зша--хсоза — 

2! 3! 
п. nt 

а, > (+) 
4! vee nl 2... |x| <0 

x2, ха 48 п хп 
. _ x2) № _ x8 7 en 

cos х 1 a1 УТ 61 +...¢(—1) бал [х| < о 

2 x3 

cos (х + a) cosa —x sina — ~ st one. 

n nt 

+ 4! =... nl th... | | ¥| < 

1 2 17 62 ХЗ yd Le x7 4 —— x2 tg x хх вх + ay * + 5835 * +... 

“nN (2n-1 к 
eet (2n)! x -...* <= 

1 х х3 2x95 x? 

tex ig lstetoetiet 
9?" В _ * 

+ Gare xen "+... 0<|х|<* 

1 5 61 277 о хе < x4 t+ —— x6 4 A x8 sc x 1+5х Нах + 799 * T go6i * -... 

Вл 
eb age +..." 1% < 

1 ot 7 31 
— — —— %8 — 55 

csc ¥ xt ett 3 + ine + 
127 22° 1) эп 

+ 5048 *° Р.Р ел 8“ OL HIN 

*В, — числа Бернулли (см. стр. 297), 
5% Е — числа Эйлера (см. стр. 297),
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06 

Функция Разложение в ряд ходимости 

Псказательные функции 

г* Аи... +* at. | x1 < < 
xina x Ina)? 

x ша)3 xina pO pe НИИ... | 1х1 < 
Xx x By x? Box4 Взх8 

ет Пети тои Та - 
n+l BAe” 

oe tl(- 1) пу. жи * 1х | < 2 

Логарифмиаческие функции 

“x | (Хх — 1) (х ~ 1)5 

in x x-+1 tari + saint: .° 
x ИРИ 

(Qn + 1)(*e+ 1" 

(x—1)2 . (« —1)3 (x -—1) 
In x (* —l)h— 5 r Е — j +e, 

п 
с О... о<х=2 

x—l,(x—-1)2 a ue oi | 
шх x! ar = Т.И... | #>5 

3 
inl +x) x-= Е -“+.. + pout +. —-l<x<f 

n 
Intl — № ты —l<x<i 

1-х , x3 x7 ott 

и) = 2х Fahy, eye --.. + +... [| <1 

=2 Arth Хх 

ах | | | | Q{ И О ОИ 
х—1 ав Ня +... 

==2 Arcth x | я+... 11 

* В, - числа Бернулли (em, стр. 297),
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Область 
Функция Разложение в pal сходимости 

х x8 
In} sin x | 1х1 — $5 - 180 ~ 585 7 °°" 

on-1 2n 
2 Вах * 0 <|х1<х 

п (2r}! 

incosx | 22 22 *8 11% 
2 12° 457 2520 — 

2n 1,102 on 
_ 2 (2 — ПВ; х _ os ject 

у п (2п)! 2 
1 7 62 

in| tg x — x2 + — 4+ _— x6 п Ш шЦцх 5-м“ Но * +... 

228 (27-1 — 1) Bn эп т 
п (21)! * Fe TO <lel<5 

Обратные тригонометрические функции 

3 1-3x5 1-3-6547 resin х Eg Seo EON 
° *tog 1 24-5 t preg Tt 

1.3.5... (21 — 1) ntl 

eek 2.4.6... (2п) (2n +1) хх! 

к x3 1.35 1-35.07 arccos ¥ | = — Soy Cee .. 
2 |x + 5.3 7 2.4.5 24.67 Г. 

1.3.5... (21 — 1) хе 
+ (en — . |х! <! 2.4.6... (22) (п +1) 

х- = =... СИ + |< 1 
arctg x 3 ° / ' n+l 

Tv 

а Ра ав ~ 
+ о | , , 

eee — . * |x | > 

(Qn +1) 422"! 
3 xs x? 

arcetg х 5 - |= =: 5 7 t+: 

п хп 
„(1 anal + | Хх <1 

* B, — числа Бернулли (см. стр. 297). 

** Первый члев т берется со знаком «<-> при х>1|1 и со зна- 
2 

ком «—> при Х< — \.
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Область 
Функция Разложение в ряд сходимости 

Гиперболические функции 

xs xd x? atl 
sh х СИ [хх < о 

р yin 
ch x i+ a + ee, + oat хр < 

1 2 17 
t — x3 _ 
be | ae 5% 35 + дв 

. + 27) Вах" ф...* [71 < 

| х x3 2х5 x? 

che | gt 37 et os г. 
oUt ВИ и | х < 

... (Gn)! их Е... <| 

| 5 6} 1385 
sch x ай + x8 — . 

(--1) on т + ee x — .-+ (On)! 7 t-- | I<3 

eschx ох 78 _ Я 
я 6 Г 30 15120 

24—17 (271 2n-1 
Qn}! Syke |O<i ei <e 

Обратные гиперболические функции 

1 1-3 1-3-5 . ae XS PS yb SE 
Arsh x | 93° Тов” — ge7 +. 

п 1:3865,..(22 — 1) ong 

ТО ape пари” OE | Veit 
+f in (2x) | 1.3 _ 1.3.5 

Arch x + +| DNA) Foxe ~ DGG x” 0.4.6-6%6 — \x[>4 
хз хп 

Arth x rp S42 += +.. Нтт+.. | <1 

| 1 1 1 
Ато х | Раз Рбжв Гале КР 

| 
. + с ... x{>1 Qn ly eat F 1х] 

+ В —‘числа Бернулли (см. стр. 297}. 
п 

++ п — числа Эйлера (см. стр. 297). 
*** Функциз двузначная.
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А. Неопределенные интегралы 

1. Основные понятия и теоремы 

Первообразная функция. Первообразной функцией (или 
просто первообразной) для данной функции одной переменной у = f (x), 
определенной в некоторой связной области, называется такая функция 
F(x), определенная в той же области *, производная от которой равна 
f{x) [или, что 10 же самое, дифференциал от которой равен } (x) 4х]: 

Е" (x) = f (x) или dF (x) = f (x) ах. 

Первообразных функций для данной — бесконечное множество; раз- 
ность между двумя первообразными функциями Fy (х)и Рё (Х} — величина 
постояннан. Графики всех функций Fy (x), Fo (х), Fy (х), ... , первообраз- 
ных для данной, представляют собой одну и ту же кривую и полу- 
чаются один из другого в результате параллельного сдвига кривой 
в направлении оси ординат в ту или иную сторону (рис. 299). 

7 

fe) 
f(z 

F(X) 

Puc. 299. Puc, 300 

Геометрический смысл первообразной. Если данная функция f (x) 
изображена кривой в декартовых координатах (рис. 300), то первооб- 
разная численно равна плошади $(х), ограниченной кривой у = f (x), 
осью Ох и двумя ординатами: постоянной АВ (при ¥ =a) и перемен- 
ной CD (при абсциссе x). Произвольно выбирая постоянную a, полу- 
чаем различные первообразные. 

* В некоторых случаях область определения первообразной 
фувкции шире области задания исходной. Всли область задания функ- 
ции / (Хх) — связная, за исключением некоторых отдельных Точек раз- 
рыва х1, хз, ...,Хл, TO область определения первообразной F(x) мо 
жет включать и эти Точки разрыва (см стр. 331).



ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ТЕОРЕМЫ 331 

При этом плошадь 5 (+) понимается в алгебраическом смысле *. 
Теорема существования первообразной. Для каждой функции, не- 

прерывной в некоторой связной области, существует первообразная, 
также непрерывная в этой области. Функция, имеющая разрывы при 
некоторых отдельных значениях х, имеет перво- 
образную, являющуюся или непрерывной функ- 
цией, или имеющей разрыв при тех же значе- | U 
ниях x **. Данная |: : 

Мрункция | 1 | Примеры: , yotix) | 

3 tor fs 

v* НИ 
обс ' eo = 

| 1 4 if: 
9 х) = —, F(x) =--; |И/ервообраз- { | 
вы x Я od ная функция ! 

в обоих примерах функция f(x) имеет разрыв 
! t 

при «== 0, но Функция F(x) = ЗУ х непрерыв- | | 

и! ‘ р 

ная, а F(x) == — — имеет также разрыв при х=0. и: Г} 

* О aocd er = 
Поведение графика первообразной функции р | 

F(x) в различных точках разрыва данной функ- ис. 301. 
ции f (x) см. на рис. 301. В случае устранимого (a) 
или конечного (6) разрыва f (xv) первообразная непрерывна; в случае 
же бесконечного разрыва f (x) первообразная может быть непрерывной 
[кривая F(x) имеет точку перегиба (с} или точку возврата (4) с верти- 
кальной касательной] или иметь также разрыв (е). Аналитический 
признак того, какой случай имеет место, см. стр. 401 — 404. 

Неопределенный интеграл. Общее выражение F(x) + С 
для всех первообразных функций от данной функции f (x) называется 
неопределенным интегралом от функции f (¥) или от дифференциала 
f (x) ах. Обозначение: 

F(x) C= \ у (хуах. 

({ — знак интеграла, f (х} -подинтегральная функция, f (x) ах — под- 

интегральное выражение |. 

В качестве первообразной F(x) может быть всегда взят опреде- 
ленный интеграл (см. стр. 386) с постоянным (произвольным) нижним 
пределом и переменным верхним пределом. 

Интегралы от элементарных функций не всегда 
являются элементарными функциями. На стр. 332 — 346 изложены 
приемы нахождения интегралов (приемы интегрирования) от тех про- 
стейших функций, которые имеют элементарные первообразные; ре- 
зультаты нитегрирования сведены в таблицы на стр. 346 — 383 ***. 

х 

* Площадь фигуры ABCD = \ f (х) dx, см. стр. 385. 

а 
** См. сноску на предыдущей странице. 

*+* В дальнейшем везде слово «первообразная» заменено словом 
«интеграл», но в таблицах интегралов произвольная постоянная С для 
краткости везде опущена.
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Ясли интеграл — не элементарная функция, то в случае необходи- 
мости (теоретического интереса или частой применимости на прак- 
тике) для этой функции составляются таблицы ее значений; таким 
специальным функциям (при Фиксировании произвольного постоянного 
с установлением нижнего предела} часто даются специальные названия; 
например: 

x 
[11 . > 

\ inn) (¥) (CHHTerpaAbHbIH логарифм»), 

sing 
ax 

Vil — x21 — R2x2) 
= F(R, $) («эллиптический интеграл | рода»}*. 

0 

Если функция не интегрируется элементарно или ее интегриро- 
вание слишком сложно, то часто подинтегральная функция разлагается 
в ряд (см. стр. 322), который (в случае его равномерной сходимости, 
см. стр. 298) можно почленно интегрировать. Для приближенного инте- 
грирования можно заменить функцию многочленом (см. стр. 574) **. 

2. Общие правила интегрирования 

Основные интегралы. Формулы интегрирования, полу- 
чающиеся обращением основных формул дифференцирования (стр. 307), 
сведены в таблицу на стр. 233. К этим интегралам стараются привести 
заданный интеграл при помощи алгебраических или тригонометрических 
преобразований или применения правил интегрирования. . 

сновные правила интегрирования — свойства 
неопределенных интегралов, позволяющие преобразовывать интеграл 
от данной функции к интегралам от других функций: 

1} Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла: 

аля ах = а | fix) dx. 

2) Интеграл суммы разности) равен сумме (соответственно раз- 
ности} интегралов от отдельных членов; 

\ шо wi ax | пах \ зах - | was „++. 

3) Правило подстановки: если х=о (6, то 

\/ (x) dx = \ fie (a)! (6) at. 

4) «Интегрирование по частям» 

\= dv= uv - ea *+*%, 

* Об эллиптических интегралах см. стр. 342. 
О графическом интегрировании — построении 

графика первообразной функции по графику заданной — см. стр. 392. 
*** Ц, VU, м — функции OT х. 

**** И, о — функции от х.
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Габлица основных интегралов 

(постоянные интегрирования здесь и в дальнейших таблицах опущены) 

Степенные функций 

п 

Тригонометрические фупкции 

sin x ах = - созх. 

cos х dx = sin «x 

се x dx = Insin«* 

= 2х 

\вхах = — Incos ¥* 

тя 
дит = — cig x 

Дробные рациональные функции 

\ ax _ — 1 aret * 
a2+t x2 а a 

\ ae! ty Xe Га, 
а? — x2 а а 23а а-х 

(для | ¥} < а) 

ах ] -a 
о “55 a, \a САГА = In "tae 

(для | x | >a) 

Показательные функции 

\ ew ax = e* 

x 

( а*ах — а 
па 

Гиперболические функции 

shx ах =сВх 

cha ах = 31 х 

cth x ах = In sh х* 

(th x dx— Inch х* 

Иррациональные функции 

ах x 
о = arcsin — 
V a2 — x2 a 

ax x \ OF Ash = 
Иа? + x2 a 

=Intx + Их? - а?) * 

— = Arch ~ = 
Ух? — а? и Qa 

=Ila(* + Их? — а?) * 

* Во всех формулах, где в состав первообразной функции входит 
выражение, содержащее In f(x), следует его понимать как In (fy; 
знак абсолютной величины всюду для простоты опущен.
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Общие указания к нахождению интегралов. 
Нельзя дать общего правила для нахождения интеграла от любой 
элементарной функции; техника интегрирования приобретается опытом. 
В следуюших параграфах систематически рассмотрены приемы инте- 
грирования простейших классов элементарных функций; на стр. 346—383 
приведены таблицы интегралов, в которых следует искать заданный 
интеграл или близкий к заданному. 

Из общих приемов, наиболее часто применяющихся при нахождении 
интеграла, можно указать на следующие: 

1) Алгебраическими или тригонометрическими преобразованиями 
представляют подинтегральную функцию как сумму нескольких функ- 
ций и разбивают интеграл на сумму интегралов. 

Примеры: \ (х-- 3)? (x? 41) dx = \ (x4 4 6x3 + 102 + 6х +9) dx = 

=~ +3 xh xB 342 4 9x +C. 

{ sin 2x cosx dx = 5 (sin 3x + sin xidx—=— 4 cos3x — 9 cosx $C. 

2) Если известен (например, из таблиц) фея dx = F(x), то 

{flax dx= - Flax\+C, | хр ах= ЕС, 

( fax + b) dx сах, 

Примеры: \ sinax ах = — 2 созах С, 

ах+6 ‚1 ax+bd ( dx _ 
e ax = ae +C, ГЕО аз = ele + a) +e. 

3) Если подинтегральное выражение — дробь, числитель которой есть 
Дифференциал знаменателя, то интеграл равен логарифму знаменателя: 

Г (x) _ (af ix) _ (oe de = ( Fray = 1 6 -С* 

Пример; \ aes ах = п (x2-+ 3x —5) + С. 

3. Интегрирование рациональных функций 

Рациональные функции всегда интегрируются в элементарных 
функциях. 

Общие правила. Целая рациональная функция (многочлен 
интегрируется непосредственно: 

\ (agx™ + a,x} +. a, e+ ay) ах = 

Qo until , 41 п Qn-1 о 11 * + x +... - 3 x?+a,x+C. 

* См. сноску Ha предыдущей странице,
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Дробная рациональная функция (oe dx [где Q(*¥) и P (x)= 

два многочлена степеней, соответственно т и п] глгебраически преоб- 
разуется к виду, удобному для интегрирования, следующим образом: 

1) производится сокращение, чтобы многочлены Q (x) и P(x) не 
имели общих множителей; 

2) если т = п, то делением Q(x) на P(x) выделяется Целая чаеть 
дроби (см. стр. 129), которая интегрируется как многочлен, и остается 
проинтегрировать остаток — правильную дробь, у которой уже т < п; 

3) знаменатель P(x) разлагается на линейные и квадратичные мно- 
жители (см. стр. 141): 

P (x) = ao (Хх — г (х — py! wee (42 4 px +g)” (x2 + р’х-- 9')5..., 

где 
€ 

t
o
 

3
 

pr _ р’ _ , e 4 д<0, 1 gq’ <0, ...: 

4) коэффициент Ap в знаменателе выносится за знак иптеграла; 
5) полученная правильная несократимая дробъ, знаменатель которой 

разложен на простейшие множители, преобразовывается в сумму ‹эле- 
ментарных» дробей (см. стр. 130), которые легко интегрируются. При 
этом могут быть четыре случая: | 

1. Все корни знаменателя действительные и простые: 

Р (x) = (х-а) (¥ -— В)... (х- A). 

Q(x) _ А 
Разложение имеет вид: = 

P (x) х —а 

В L 
+ ag te РУХ, где 

2-2) pi Q@H ом, 
P’ (a) Р’ (В) ' Р’ (A) 

Интегрирование пронзводится по формуле. 

(SS -дшы-я итд 
х—а 

ph (2+9 4х. _ 2х43 ЖА, B , С 

AK ©  ( 2x +3 ) = 3 
~ P(Oy Зе) 2? 

АЗ +2" -2/~ р 3° = (seas х=—2 6° 

3 5 1 
79, 8 6 
ре 

__3 5 | C1 (x — 1°73 

* Числа A, В, ..., L могут быть также получены методом неопре- 
деленных коэффициентов (см. стр. 131).
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2. Все корни знаменателя действительные; среди них есть 
кратные: 

l m 
P (x) =(% ~ a)" (¥% — 6) 

Разложение имеет вид: 

9 A; Ag A, 
P(x) х-а ха |" Ты А 

Ban 
+t aout +o ate 

Постоянные Ay, Ag, ..., А,, Bi, Bo, ... ... вычисляюгся мето- 
дом неопределенных коэффициентов (см. стр. "Bh интегрирование про- 
изводится по формулам 

A, ах А, dx A, 
= A, In (x — al, {—# = - — ии. 

= ! (x — a) (kh ~1) (x — a7} 

Пример 

_ x3 +. | , x3 + | _A By Во Вз 

p= \ Fg ae x(x ~ 13 — xteeit@onet eons 

Метод неопределепных коэффициентов приводит к уравнениям 

А-В, =1 -ЗА - 28, + В, =0, 34+ В, — By +83=0, ~A=l, 

откуда 
А=-1 В, =2, Вз=1, me 

а <p | == 
(x — 1)2 x 

-в-и += - hots x (x 
= пы ~l) — 

x! 

3. Среди корней знаменателя есть комплексные простые: 

P (x) = (Xx — а)! (x — g)™ wee (K2 + px +g) (42+ p'’e + а’) we, 

р? pe, 
причем 4 <4, 4 <7, om 

Разложение имеет вид: 

А 
Q(x) _ А! 4 Ag +... + l 7+ 

P(x) х-а (x - a)? ( — a) 

В! Вз Вт + opt @cm t+ 5a + ane 

Cx+D Ex +F 
+... "ря а Грх о 

Постоянные вычисляются методом неопределенных коэффициентов 
(cm. стр. 131},
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Интегрирование выражения Cx 4D производится по формуле 
x2 +- px +9 

_ СР. ЕР 
\ Sie = In We? + px + 9) + = arctg va 

I- FT IT 

Пример. 
‚= ( 4ах | 4 _ А СВ 

х3 -- 4х x3 +4x ох’ х-4' 

Метод неопределенных коэффициентов приводит к уравнениям 

A+C=0, D=0, 44=4, 
огкуда 

1 | С1х г-((;- Fp) eine pine FOF nc min 

(в данном случае член, содержащий арктангенс, отсутствует}, 
4. Знаменатель имеет кратные комплексные корни: 

B (x) = (x а (x — 8)! арх НОТ (x? + pix $a’) ws 

Разложение имеет вид: 

Q (x) A, 9 _ As Bi 
P(x) х-а + (x sa tetgigtgomt- “ton >! + 

4 ret Dt» Cot Dy тт Вт 
x2 Е рх--9  (x?-+ px-+g)? (x2 + px + 9)” 

+ F,ix+F; + Еох +- Fo + + Е вх tf, + 

ХВ рН Я арх а" 

Постоянные вычисляются методом неопределенпых коэффициентов 
(cm. стр. 1 

Cet), 
Интегрирование выражения Ty Производится следую“ 

(x2 + px + q) 
щим образом. Числитель преобразуют: 

С Ср т т 
C ttn = 5” (2х + р! + (2, -—- } 

Искомый интеграл разбивают на два слагаемых. Первоз из них ин- 
тегрируется сразу: 

(2 (Qe+pydx __ Ст | 
2 (x2 + px + д" 2(m—1) (x2 + px tg)!
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а второе (без коэффициента) — по формуле понижения степени: 

р 
| ах _ хто 4 

(x2 + px)” Эт —1) (о -=) (2 4 px + qi 

2m -3 ах 
+ = 3 \ тг. ®) 

2 (т — n(q -©) (x2 + px + q) 

Пример. 

l= 2x2 + 2x + 13 х. 2х? |-2х--13 A, Cix+D1 , С>х- )» 
ата ах 0х2’ м-р" (x2 +172 

Метод неопределенных коэффициентов приводит к системе уравнений 

А+ С: =0, -2C;+D,;=0, 2A4C, —2D,;4+ Сз =2, 

-2С. 4D, -26.-+0.=2 А-?Б, — 2D, =13, 

сткуда 

А =1, С =-1, РБ =р—2, С2=-3, О: =—4 

_ 1 х--2 Stas) 
i= \(5- 35 (x2 +12 dx= 

| 2 3 4ax 
= In (x — 2) - [5 (x? + 1)-+ 2arctg «| — | - ti \ aa 

Ho по формуле (3%) 

ax _ x +5) ax __ х 4 1 ага ‹ 

т РУС 2) 2-2 -+И 2 =. 

откуда окончательно имеем: 

$ —4х 1 (x — 2)? 
‘= TFT а Шутт -Фагавх +c. 

Выделение рациональной части интеграла (ме- 
mod Остроградского). Интеграл от дробной рациональной функции — 
элементарная функция, являющаяся суммой рациональной части 
(т. е. некоторой алгебраической дроби) и трансцендентной части 
(содержащей млогарифмы и арктангенсы); при этом, рациональная 
часть появляется лишь во 2-м и 4-м из рассмотренных случаев, т. е. 
лишь тогда, когда знаменатель подинтегральной функции имеет 
кратные корни (действительные или комплексные). Рациональную 
часть можно определить без интегрирования методом Остроград- 
ского и свести вычисление интеграла к случаям, в которых 3Ha- 
менатель имеет только простые корни. Слособ состоит в следующем.
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Q (х) 
Р (х) 

Знаменатель P(x) подинтегральной функции (правиль- 

HOM несократимой дроби, см. стр. 335) имеет вид: 

Р ix) = (x — al ix — 8). . ‚ (хз 4+. px На” (x2 + p'x +9"... 

Fro можно разложить на два множителя Py (x) и Po (x), где Ра (x) яв- 
ляется произведением всех множителей, входящих в P(x) и взятых 
в первой степени: 

Pg (х} = (x — a) (Хх —В... (3 + px +g) (8 р’х-+9”..., 

и, следовательно, 

Py ley = (хо 1х — aye? (x2 peti! (x2 + pty + git? , 

Данный интеграл можно представить в виде 

\ pm = РН + | bes 4 al 
(формула Остроградского), где P(x), Py, (x), Pe (x*) — известные 
многочлены степеней соответственно 7, $ ий, Q(x) — известный мно- 
гочлен степени не выше г — 1, а О; (x) и Qe (x) — неизвестные много- 
члены степеней не выше $ — Ти соответственно f — 1 

Q1 ix) = ах... а. Qe (x) ext РТ... В, 
Дифференцировапие (A) дает: 

Зо _ PQA]! 98) 
P (x) Py (+) Ро (x) у 

Неизвестные коэффициенты многочленов Q(x) и Оз (х} определяются 
из уравнения (Б) методом неопределенных коэффициентов. 

ная многочлены О; (x), Py (x), Qo (х), Ро (Хх), сводим вычисление 
? уе) (№) , 3 

2 

Ро (x) 
подинтегральной функции не имеет кратных корней. 

Kit хз + 1х2 + 3x +2 

(x + 1)2 (#2 + 12 

Здесь Py = Po= (x +1 (x2 +I) = хз 484 x41, PH(x8 442-4412, 
© = x4 -- хз 4 4x2 4+ Bu 4+ 2, 94 = ax? + Ox + с, 92 =ех? + fx +g. 

Формула (B) дает: 

x44 хз + 4х2 | 3х 2 ах Вх 4-¢ ’ ex? + fx tp 

(x3 + x2 + x + 1)? [аа + ре pe Fl? 

откуда 

х4 +- хз - 4х2 + 3х --2 = (2ах +В (хех - 
— (ax? + bx - с) (3х2 2х 4 1) + (ex? + а (x8 + x2 + +I). 

(B) 

заданного интеграла к интегралу \ dx, у которого знаменатель 

Ах. Пример: ( 

* Нахождение многочленов Py (x) и Po (x) не представляет затруд- 
нений, если известно разложение P(x) на множители, т. е. определены 
все корни уравиения Р (х} =0, Но Py (x) и Py (x) можно определить 
и не решая этого уравнения: для этого достаточно продифференциро- 
вать многочлен P(x) и найти наибольший общий делитель многочленов 
P(x) и Р’(х} (см. стр. 129). Этот наибольший общий делитеяь равен 

Р 

Py (x), а Po (x) = Bota)’ 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в обеих 
частях, получим систему уравнений относительно а, В, с, e, ff, в: 
р е=0, 2)—a+tf=l, 3)-2+ft+g=t,) а-ь- Зе уф е=4, 
5) 2a — 2c + f+g=3, 6) b—c+g=—2 [в уравнениях 2) — 6) коэффициент 

е = 0 опущен]; отсюда а==— же = д} се=—Те==0, f= g= 7° 

Следовательно, 

(eee — + x-*i4 43 ( xl dx 

РАО “FOE epee tet 4) (ЕП И 

Последний интеграл равен arctg x. 
Таблицы интегралов от рациональных функций см. 

4. Интегрирование пррациональных функций 

Иррациональные функции не всегда интегрируются в элемен- 
тарных функциях. В простейших случаях интегралы от иррациональ- 
ных функций могут быть приведены к интегралам от рациональных 
функций при помощи следуютих подстановок: 

Ивтеграл * Подстановка 

ТИ ах-ь п / ах-ь 
^(* а ИЕ: = 

п/ахб ™/axr+b г/ ах 5 
{R[x expe’ У ска ... ОУ м tHe - 

наименьшее общее кратное 
чисел п, т, ... 

( Rix, Vax? + bx + дах Одна из трех nodcmas 
J новок Эйлера: 

1) если а> 0 ** Vax? Е вх Рс=Е- Vax 

2) если с > 0 
Vax? + bx Ре=лё + Ус 

3) если трехчлен ax? + bx |- с имеет 
различные действительные корни: 

ах? + bx +e = a(x — а) (х — 8) Vax2+ ox +c =f (x фа) 

* Символ К означает рациональную функцию от выраже- 
ний, к которым он относится. Числа п, т,... — целые. 

** Всли < <0и трехчлен ах? + bx -- с имеет мнимые корни, то под- 
интегральная функция не существует ни при каком значении Хх, так 
как Vax? + 6х -- с — мнимое число при всех действительных значе- 
ниях х. Интегрирование в этом случае не представляет интереса. 
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Интеграл \ R(x, Уах? + bx -- с) dx может быть также приведен к 

одному из следующих трех видов: 

(Rix, Уж Fad) ах, | Rix, VE a) ах, | R(x, Уз? = ах. 

так как квадратный трехчлен ах? | bx +c всегда может быть прел- 
ставлен в виде суммы или разности двух квадратов. 

Примеры: 

14 16x 4-17 =4 (чинах) = 

чечня 
У 5 \2 3 

=x} -("-) ‚ где 1 =х- 73 

3) — x2 2x = 1 — x2 412K — b= 1? — (x — 0 =, где xy = x — 1. 
U 

Эти интегралы вычисляются следующими подстановками: 

Интеграл Подстановка 

аи ат ах x=ashft или x=atgt 

| Rix, VxF = 08) dx x=achf или х =asct 

| R(x, Var) ах x=a sin Ёили x =a cost 

Указанпые подстановки приводя! к интегралам ог рациональных 
выражений, содержащих  тригонометрические или гиперболические 
функции (см. стр. 344 или 346). 

Интегрирование биномных дифференциалов. 
Биномным дифференциалом называется выражение 

хт (a+ рх")Р ax, 

где а, 5 — любые действительные числа, а т, п, р — любые рацио- 
нальные числа (положительные или отрицательные}. 

Teopema Чебышева. Интеграл 

\ хт at ox”)? ах O€) 

может быть выражен в элементарных функциях только в следую- 
ших трех случаях.
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1) р целое число. Выражение (at bx") Р развертывается по фор- 
муле  инома Ньютона (см. стр. 163) и АЕ функция после 

раскрытия скобок будет суммой членов вида сх’ которые легко интег- 
рируются. 

2) ® — целое число. Интеграл (3%) приводится к интегралу от 

рациональной функции подстановкой # == y a + bx где г — знамена- 
тель дробн р. 

3) = +p— целое число. Интеграл (3%) приводится к интегралу 
п 

r 
. a+ bx" 

OT рациональной функции подстановкой f = —— где л — зна- 
х 

менатель дроби р. 

Примеры: 

3 
1+ « 

1) a wate (1 х1/4) 3 4х; 

у i —1 2 чай 2 т.п =у,р=З, = (случа ). 

Подстановка ¢ = у 1+ +У * х = (18 — 1)4, dx = 12/2 (8 — 1)3 dt, 

3 
1+ у x 

= \ хз (1 + х3)— 1/4 ах; 

ах = 12 ¢s — 18) dt = 5 t4(4e8 —7) +6. 

т = 3, n= 3, р--т: mt 

m 13 
| р= 12: 

= + = 3 

HH одно из условий 1), 2), 3) He соблюдаегся — интеграл не является 
элементарной функцией, 

Эллиптические интегралы. Интегралы вида 

\ R(x, V ax8 + bx? + сх + 0) ах 

во, Vaxt ов | cx? оо dx, 

как правило, He выражаются через элементарные функции. В тех 
случаях, когда эти интегралы не являются элементарными функциями, 

OHH называются эллиптическими *, 

* В тех случаях, когда интегралы (А) удается выразить Через эле- 
ментарные функции, они называются псевдоэллиптическций.
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Интегралы типов (А), не выражающиеся через элементарные функ- 
ции, могут быть в результате ряда преобразований * сведены к эле-_ 
ментарным функциям и к интегралам следующих трех типов: 

\ dl \ t? at 

5 1 
| - 22) (1 — 222 (1 — 22) (1 — 222) у! | ae <<). (6) 

al 

\ aaa - #2) (1 — #202) 

Подстановкой f= sin» (0 <9< 5 интегралы (Б} могут быть cBe- 

дены к следующей лежандровой форме: 

\ ae (эллиптический интеграл 1-го рода), 
УТ - 22 sin? 9 

( УТ - А? sin? 9 dp (эллиптический интеграл 2-го рода), 

ap . 
\ (эллиптический интеграл 3-го рода). 
И-А $102 ©} УГ- 22 sin? ф 

Соответствующие определенные интегралы с нижним пределом, 
равным нулю, обозначаются следующими символами: 

ф ? 
dy Sa 1) \ = F (k, 9), 1) фи! Rain? Gdp=E\k, 9), 

У i — А? sin? ф ° vay ы 
U 0 

. 9 р (<!) 

И) \ ? = IL (hk, Ё, @). 
0 (+h 51024) УТ - 22 sin 

Эти интегралы называются неполными эллиптическими интегра- 
к 

лами соответственно 1, 2 и 3 рода. При ф = э интегралы Га И вазы- 

ваются полными эллиптическими интегралами и обозначаются: 

"r/o n/2 

к= (я 5)= \ ay B=E(z, 5) = ( ИТ-Е sin? Gay. 
6 

2 eV I= Rk sin? y 2 

Таблица значений неполных ив полных эллиптических интегралов 
J} и 2 рода см. cip. 79—80. 

Таблицы интегралов от иррациональвых функ- 
ций см стр. 354—366. 

* См Фихтенгольц, т. | erp. 687 справочника),
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5. Интегрирование тригонометрических функций 

Интеграл вида 

\ R (sin x, cos x) ах * (A) 

всегда может быть приведен к интегралу от рациональной функции, 
приводимой ниже «универсальной подстановкой», а в отдельных слу- 
чаях и более простыми приемами. 

Универсальная подстановка для интеграла tA): 

t=tg ~ ax = 2 dt in x a =lg 5 › откуда "=, $11 Ге, 0$ =1 тп, 

Например: 
(1+ + 2 dt 

1+ sin x eR) Tee i | 
язя реовя OF 2t | 1-2 == (#+2+ 7)at= 

га \' Tp 3 

12 1 2 x | x 

Всли в подинтегральной функции интеграла (A) sin ¥ и созх нахо- 
RATCA только в четных степенях, TO эгот интеграл более просто при- 
водится к интегралу от рациональной функции подстановкой ¢ = tg x, 

Упрощенные приемы для часто встречающихся случаев: 

1) \ Ю (sin x) cos х dx. Подстановка { = sin х, COS ¥ ах == dt. 

2) \ R (cos x) sin х dx, Подстановка { == с0$ x, п хх = — dt, 

3) \ sin” х ах. 

Вели n нечетное (n = 2m 4-1), то 

\ sin” xdx= \ (1 — cos? х) sin x dx = — \ (1 — 22)Т 41, где ¢ = cos ¥. 

Всли п — четкое (П = 2m), то 

аш” ах = \ [5 (1 — cos 2x |" ax == ai ia — cos ВТ dt, где t==2x, 

Степень снижается вдвое; раскрывая скобки в (1 — cos рут, инте- 
грируем каждый член (см. ниже случай 4). 

А) \ cos” x ах. 

Нели п нечетное (Л = 2m + |), то 

\ cos” x dx = ` (1 — sin? x)” cos х ах = \ (i — £2) dt, где { = sin x, 

* Символ R означает рациональную функцию от выражений, к KO 
торым он отнссится.
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Всли п четное (п = 2m), то 

cos” x dx = 1 (1 + cos 2%) Ти (1-4 с032) dt rae t= 2x 
2 от--1 } ° 

Степень снижается вдвое; раскрывая скобки, интегрируем каждый 
член, 

5) { sin” x cos” х dx сводится к случаям 1) или 2), если хотя бы 

одно из чисел т или п нечетно. 

Примеры; \ sin® x cos5 xdx = \ sin? x (1 — sin? х)2 cos х dx = 

‘ sin x dt 
= (1 — f°)? dt, где Ё == sin x; | ax = - \ —, 

У cos х Vt 

Если оба числа т и п четные, то степени могут быть снижены 
вдвое, аналогично случаям 3) и 4). При этом используются формулы 

roe f= созх. 

sin 2x о 1 — соз2х а | + cos2x 
sin Хх cos x = та} = у cost xX =, 

Пример: \ sin? x cos4 x dx = \ (sin x cos x)? cos? x dx = 

=; | sin? 2x (cos 2x) 4х = \ sin? 2x cos 2x dx + 6 \ (1 — cos 4x) 4х 
1 1 | 

= — 3 — —  — 48 Stn 2x вх gq sta 4х + С. 

6) Ма” xax— (te? x (368 х— 1] dx = te” * xdtg x = (5 dx = 

-1 
te” x n—-2 = tg хах ut. д. Повторяя этот прием, приведем инте- 

грал при п четном к интегралу ах — Хх, а при п нечетном —к инге- 

гралу № x ах = - 11 созх. 

7) \ ctg” x dx интегрируется аналогично случаю 6). 

Таблицы интегралов от тригонометрических 
функций см. стр. 366—377. 

6. Интегрирование других трансцендентных функций 

Показательные функции. Интегралы типа 

\ R ce er ооо eP*) ax, 

х Tae т п... , Р- рациональные числа, подстановкой #==е” при- 

водятся к интегралу т Кит, 1", cee, (Р) dt; последний интеграл 

приводится к интегралу от рациональной функции (см. стр. 334) под- 
в г 

становкой z = 4 где г — наименьшее общее KpaTHOe знаменателей 

дробей Mm, Nn,» eee ‚ 2.
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Гиперболические функции. Имегралы, содержащие 
sh ¥, ch x, thx, cth x, обычно берутся посредством замены гиперболи- 
ческих функций через показательные (стр. 193—194). Наиболее употре- 

бительные случаи \ sh” x dx, \ ch” x ax, \ sh” x ch™x dx интегрируются 

приемами, аналогичными тем, которые применялись в интегралах от 
тригонометрических функций (стр. 344—345}. 

Применение интегрирования по частям. Функ- 
ции, содержащие логарифмы, обратные тригонометрические и обрат- 

ные гиперболические функции, произведения хТ на in x, et sin ах или 
cos ах, интегрируются главным образом применением (один или не- 
сколько раз) формулы интегрирования по частям (стр. 332). В некото- 
рых случаях применение интегрирования по частям песколько раз 
приводит к исходному интегралу, и тогда вычисление этого интегра- 
ла сводится к решению алгебраического уравнения: так вычисляются, 

например, интегралы \ е@% cos bx dx, \ e** sin bx dx (B этих интегра- 

лах применение интегрирования по частям производится два раза, при- 
чем в качестве множителя и в обоих случаях берется функция одного 
и того же типа — показательная или тригонометрическая). 

В случаях \ P (x) e?* ах, \ P (x) sin bx dx, \ P(x) cos bx dx, где 

P(x) — многочлен, также применяется формула иптегрирования по 
частям. 

ТГаблицы интегралов от трансцендентных фупкций см, 
стр. 377—383. 

Г’. Таблица неопределенных интегралов 

Общие указания 

1. Постоянная интегрирования опущена всюду за исключением 
влучаев, когда интеграл может быть представлен в различных формах 
с различными произвольными постоянными. 

2. Во всех формулах, где в состав первообразной функции входит 
выражение, содержащее In f (x), следует его понимать как In} f (%}; 
знак абсолютной величины везде для простоты опущен. 

3. В тех случаях, когда первообразная функция предсгавлена в 
виде степенного ряда, опа ие выражается через элементарные фучцкции, 

Интегралы от рациональных функций 

Интегралы, содержащие ах +0 

Обозначение: Х = ах +0 

п. | п у прин - v\x de = aay X (aze— Б прив = —1 cm, №2), 
ах 1 

(Gaze. 

n р па _ gn 3) \ хх dx= sata En * 

ВЕ-ЬА- 2; apa n= —1, = —2 см. №№5 a 6),
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, | 
4) \ xX" dx = \ (X — by x” aX (применяется apn mon 

ght! 

или при 7 целом и л дробном; в этих случаях о — an раскрывается 
по формуле бинома Нъютона, стр. 163) (п 4 —1, cee, wm MM). 

x ах x b 
5) = — In X 

хах b 
6) \ 5 = ax | —5 шх 

ее) wee 
пай пох" 8 (pty XO 

9) (== = =; (> X2— Хы шх). 

10) \ ка = 5 (х—2 in X— =) . 

ен) 
зах 1 —1 2b 

12) \ a ~ as las хз + (1—2) Х? (n— | 
1, £3 

13) (=F -я (= _ ie won 362Х — 68 In х). mee Я 

14) \oe- al? - 3X - 362 In X + x): 

15) и (Х 80 in x — 4 sz): 

16) | ae (19X49 — gat aa) 
зах 1 —1 3 : 

17) бя ~ at laa xn4 + rc 7 apy + 
+ | ЕП 2, ПЗ nH 4). 

18) \=-5 in
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ee ee 
d | п! je xl 
* 

(— a) x 
2 ae A _ i |. 

" ух al! > n—l xi | (a = |) 

ax | a Х 22) эх stems 

‘ ах 1 1 9 Хх 

29 | ea [ых Нант - вт |. 

dx 2 l 3. Xx 
24) еее txt |. 

“2yn сп — . — — ane => 25) \sa pir > Ch (i _ 1) X274 + x na lo =| (1t=2), 

26) | ах == а п. -— о 

ax | Х , asx , Х Зах 
+ 

—  —_ 
2 2. ах. AS oak 

27) \ х3зХ?2 > b4 Е In x + Хх 2х5 % ]. 

ах | x 4a3x¢ atx? Х? 4аХ 
28) | ya = — у | 62" In = + x" — oF e+e <I. 

n+] 

29) \ ax 1 - > chy [— ак | _ 

жхп Е i (g—2) Xt 2 9x2 

x 2 x 

|) а? _ (n+ ax ‚пет ) а In ‘J (n= 3). 

m+n—2 a 

ymyn pmtn-i a, пп — - т: ar 71 

(если знаменатель члена под знаком У обращается в нуль, То Такой 
члев заменяется следующим: 

n— | _ xX 
Cm +n —2\— a)” 1 Ш =|
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Обозначение: 4 = Of — ag 

31) dx + mln (fx + 8). 

32) in +8 | 
— A 

ath ETA a # Oh 

—
 

x ax 

у: 

33) \ ax bh fe ЕЕ а ax +5) — 4 In + (4-0), 

\ 

У 

34) = (= | А я (45201. РИН А \ax+e ax + 6 

x ах b a ах — in ———— . 

ар а-я в Пух OF 
Zz 36) \ х: ах 

35) 

(ах) 6-х 

62 и 2 — 2ab 

=o — a) (b +x) + oar ee м0 х) азы. 

. — 1 - Pi aa 

"1 ) ЕЕ ERB (а— (= т ¥ )+=- пя 

(@ = 0), 

хах _ 1 а b a+b atx 

38) Мея (o--+x)3 — (a— 09 (s+ НЕЕ) + Е by x 

(@ #0). 

; х? ах _ _-—# / а? 2ab a+x 

9 ах) (b+x)2 (а-— 6? \а-х + а-я — op In "bp x 
(a #6). 

Интегралы, содержащие ах? + bx +c 

Обозначения: Х = ax? + ox - с, А == 4ас — 5? 

—
_
 

arctg tax +? (для 4 > 0), 

2 Arth 22% +2 _ i in 2ax+o—-YVY—A 

y-4 V-A Yua ae Da Van ‘< 

mrt? А 
A \-х (см. № 40). 

XxX Va 
ia) | - _ At oe +ая ) та ба? aa (cm, Ni 40),
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43) К _ 2ax +2 + ae | dx X=ax2+bx-+e, 

Хх п- АХ — (Qala ЭХ"! А = 4ас — 6 

44) и | (см: № 40). 

45) \ a = — at 2c — г к (см. № 40). 

46) \ Eas be $2 0 (2n —3) ( ах 
п п ПА"  п-ПА 9 

x2 ах х 5? — 2ас C ax р 
47) на - р (см. № 40), 

х? ах _ (0? — 2ас) x + bc 2с ¢ ax 48) \ = ae a 8 = (см. № 40), 

‘y2dx —¥ Xx (n—2)b (xdx 
49) \ nan naa № \ п 

X (2n — 3) aX (2n — 3)a (2n —3)a xX 

(см. №№ 43 и 46). 

50 хтах __ xl (m—\)e | хто 

x (Qn — m=) ax?! "п -т- Па x” 

_ тб js 
(Qn —~ nt —l)a xn 

(m=42n —1; up m=2n —1 см. Ne Ol). 

5] xl ах _ 2 3 ay 6 6 x38 ах _ 5 tk ay 
) \ хп =>) yet a \ уп а \ yn 

ах 1 x2 6 tax . 
52) \ хх = Je In ¥ — 2. \ Xx (см № 40) 

ах | 6b ах 1 dx > Ее хх" 2c (n — 1) X71 2oJdy CJ yun 

ax b X i 2 a d 

oh 2х 28 №8 сх (2 <) Xx (см, № 40), 

55) \ Ч 1 _ itm { ax 
хт хп (т _ 1) сх" yan (т — lic хт- yn 

(2 4+ m —2)0 \ ах 

(т - Пс „т-туп (m >) 

ax i, + | 
= I 

aa ) (А 2(Л —gbf + g?a) rh X т 
28а — of № 40) (cm. 

Тел — gb] + ea) 
5
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9 

Интегралы, содержащие a~+ x” 

Обозначения: 

для знака «<->, 
х 

а 

х 1 atx 
X=a'*+x2, Y= Arth—-=-— In ля знака <—» при |x Ех, У a2 a-x”* гри 14a, 

x | x+a 
= In - 

а 2 х-а | 

В е двойного знака в формуле верхний знак относится к} 
Х = а? + х?, а нижний —к X =a? — х2, 

? эк ма, 

57) си 

60) (|= х т. 

хП1 ong? xt 21а? J хп 

61) ежу шх 

63) я =F ae 

64) а-я и -2 0). 

65) (SF a4 ячар 

66) я 

67) | Fie tae ta у. 

68) г =F а ы 20). 

69) ня © шх, 

70) (Se oo 7 Xx.
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aretg = дли знака <-+», 

Х = а? + x2, У={ АЙ х_1 шах для знака «—> при |х|<а, 
а 2 а-х 

Arcth = = 5 in =e 2 > «<> ха 

3 

72) \ = = о i (n> 1). 

73) (etme. 

74) \ Sen дах tag 

%) \ = ah + wai + ii In a 

76) \ay=- aia’ 

Ш | аж a ae? ax Fae’ 

29 \ Soya ~ gx аа * agey F agi ¥- 

79 я Бан n= 

80) ое - gat ах + wine. 

81) \ a злым, 
x3X8 2a8x2 § a®X ~ 4a4X2 ~ 2а3 X 

82) \ тт 7 [с In (b сх} — 5 in X iy. 

Интегралы, содержашие ai + x3 

Обозначение: a3 + x3 = X; в случае двойного знака в формуле 
верхний знак относится к Х = а3 -- x38, а нижний — к X =а3 — хз 

1 (a + x)? | 2х +а 
= + — — i —. баз ааа ха Г ays TG 

х 2 гах 
(м. № 83). 
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хах 1 а? + ах + x? 1 2x Fa 
— =— — + ——. \ Хх Sa In @ + xi + уго с УЗ 

хах x? | ¢xdx 

\ Ke —ЗазХ Г 503 \ Хх См. № 85) 

x2 ах | 
= + — `. \ 5 +3 in X 

(= ах _ | 

x? + 3x" 

хз dx ax 
= + 3 — |, ` 8: e \ х x Fa 5 (см. № 83) 

х8 ах _х | сах . . 
\ x = 4 3x + 3 \ Хх’ (см. № 83). 

( ах _ \1 п 

)хХ 3 Хх‘. 

ах | 1 x3 

\ — 3a3x + Зав ПХ 
ах | ОИ а - 

\ cox — — asx + az \ x (см. № 85). 

ах 1 _ «2 _ 4 ¢xadx . 

задет ~~ ane лед ав хо м № 
ах 1 \ ах бо 

\ = — ба3х: + a3 \ Хх (см. № $3). 

ах 1 1. « _ § ax 

\ х3Х* — — 2авх? * Zqex + 346 \ x (em. № 83), 

Интегралы, содержащие at + х\ 

dx I in bar V2 + аз ls go 2 

а 4  4q3VF x2 —-axVIJ+a% 94378 at—xt ° 
\ х ах ct x2 

аа x4 даа TR аз. 

x2 ах \ 2 Ч ах И? +a? 1 \ : — ш^ +axV2 +a 4 aretg 222 

at*+x 4aV2 x®-axVY2+al 20у3 ai— x2 
x3 ах | — 4 4 я q па + x4) 

Интегралы, содержащие at - х+ 

\ ах | in DE x 
——— = —, In ——. 4- ага —. 
at — x4 4a8 а-х a3 Е а 

( xdx _ | not 
\a4— х4 403 a? — 52°
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х2ах } ах 
| =— — — — —. 

03) \ 4a а —х 2а arctg a 

x3 dx | ИОНЫ 4 — х4 104) (= x4 4 In (а х4). 

Некоторые случаи разложения дроби на элементарные 

108) | _ 1 ( b _ 2 ) 

(oF ORV FF Bay fb—ag \a-+ bx f+ex/'! 

_ А В С 
106) SERED =e4atepot х- с! 

| | 1 
re АЕ, Васы, S“woobna’ 

. 1 В С р 
107) Эта Тур Куре ха, (x+ a)(x+ 8) (¥+c)(v+da) 

| 

А-а-а, В bien bd ab) ит 

—
 

108 = .( pg ) ах вх?) = рб ав а ~ ft ext): 

Интегралы от иррациональных функций 

Интегралы, содержащие Ух и a? + b2x 

bY x 
arctg vs для знака <-+>, 

1 at eve 

2% па OVE 

В случае двойного знака в формуле верхний знак относится 
к X = а? -| 62x, а нижний — к Х = а? — 9х 

Обозначения: A = G2 + 62х, Y= 

для знака «—», 

jog) я — + Ра 

по ( Yeas Уж _ Dat Ve ла y 

1a) (Yr ae BE oe 5 у, 

113) | -a у 

uy) {= aye а У.
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° Дх Ух 1 

N15) \ yn” ax + ae’ 
2 

ив | мо Ve 3 
Хх Ух a2XVe atx as 

Другие интегралы, содержащие Vx 

2 117) \ ae И ine be Veta + 1 aretg ЗУ , 

a4 x? 2aV2 х-—-аиИх та? aV2 +х 

118) Г dx | ‚ау 2x40? | arctg a Vox 

(a4+x2)Vx — 2а3У3. паи ай аз Уз а? —х. 

Ух dx Г, a+ Vx 1 и 
НХ в arclg —_, 

120) \ = tn o+VE, ага Ve 
alae _ 2 en 

Интегралы, содержащие Vax +60 

| Обозначение: X = ax+b| 

2 (VK a = VK 

— 3 129) (« Caixa 22 = 20) УХ: 
За 

2.2 — 2 123) (ы V¥ ae 298а2х оф + 862) У Хз 
05аз 

124) | ах 2VK 
УХ a 

. x ах 2 (ax — 25) 
123) | их ^ За? УХ. 

° м2 Чх 2 (3а?х2 — 4абх + 8b2) УХ 126) = 
ух 15а 

2 Arth у x А нИХ- Vo для Ob >90 
а | Хх _ b р vo VxX+Vo 

J) ХУХ и Х 
У arcig = для 2 < 0 

v5) | ax-2ve4e | а (см. № 127), 

( ах VX а ох р
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130) а (см. 26 127, X=ax+0 | 
x 

131) | ax VX "ода | а 
x” VX (n — 1) bx! (2n — 2) 6b xt VX 

132) (Убе. 

133) (x VRS ах = аз GVH? — VR), 

134) (8 УХРах = (ve _ YR , У). 

3 : ® 

135) \ ше dx = Рух 4+ 2bVX 5? \ dx (см. № 127), 
J) «УХ 

wo (+ 3 (vey) 

ax 1 За За ах 
139} о GG (см. № 127). 

\ xa У Х? bx V X ух 25% \ VX. 

(2 + n)/2 
+ nf — 140) (x= 2 ax = OFT 

(4 + п) И? (2 + n)/g 
+ п/ 2 x =“ bX - 

ми хх ax = 3 ( Fin ^ FER 
+ n/s , 9 sxXl6# ne  25х(4+п)/з фах ту» 

+= ( бел ~ 447 241 

n/ n (n — 2)/9 cas A | Х - я 

ххп/а’ 

ах 2 { dx 
1 a — ———=— >, 
44) \ хХП/ (п ~ 2) bXin—2V 9 + b \ x xlt—2)/3 

\ x2x7/9 ох 1 
ах 1 па \ ах
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Интегралы, содержащие Уах и УМЕ 

| Обозначения: Х = ах +6, Y= fxtg, \ = df — ag | 

, 2 arcig _ {Xx для af <0 
У — af | ау , 

. ax 2 
146) ae = <—— Arth 1/ fx _ 

\ V XY V af ay 

| 
In (УаУ-- У fX) для ай > 0. 

| 2 Vat 

147 хах _VXY _ ag +of ax и, № , 
Ве af За7 Ta (cm, Ne 146) 

148) ax __ УХ 

УХУУЗ АУУ’ 

2 УХ 
| A 

49) | r= У =f для AL <9, 

УУХ in УХ — Vat для Sf >0, 
Ух ГИХ-+Ул 

УХУ 

9 г] 

150) \ VR¥ dx = 22a! yxy = \ ax (см, № 146), 

у dx =: С VRY А \ dx (см. № 146), 
а 

ъ 

. ИХах УХ A ах . 
152) \ у - = 7 + f VV (CM, № 149). 

> уПах 2 n yt dy 
== и; — na 

2 | Vx awa и ) ух / 
ах | УХ 3 ax 

154) \ = oH ут ("-5)а \ a}. 
уху МПА 27 и УХ 

7) 1.. 

( У ху" 4 4 \ т ем № 153). 
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Интегралы, содержащие У а? — x2 

| Обозначение: X = а? — x3 | 

157) | VX ax = (4 VF + а? aresin =). 

158) | x VX dx = — УЖ. 

1599 | at? УХах = У X34 5 (x Я + a®arcsin =). 

УХ У ХЗ 
160) | УХ dx ae K gett’ 

161) | Bawa ve ош УХ. 
x x 

162) \ VX ИХ аи > 
хз x a 

VX VX | at+VX 
wo) | EF ae FS + gg EYE 

ax x 
164) = arcsin -—, ри 

хах 
165) \ — =~ ИХ. у 

x2 ах 166) \ У =-SVK4" resin >, 
X 

3 У 3 

167) \ xe ote - Ух 
VX 

168) ети 

.) ХУХ а * 

J мух ae 
ax VX | a+tVXx 

170) = Заз >? |} хз VX 2a2 x2 2a3 x 

171) \ У ХЗ dx = С У Хз -|- ее Ух = — * aresin =). 

xVX5 atx VX38  adx VX 

Девы 2724 4 | 16 
as’ x 
16 arcsin —. 

+5 a
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ИХ? ЗУ 

`- УХ? И ХЗ 
175) \ = dx = ye 4+ a2VX — a3 In a+VX 

ae _ 

по (YF ax = 2 — xVK— 5 а? arcsin ~~ 
x2 x 9 a 

У ХЗ УХ? ЗУХ 3а ИХ 
тт \ dea SS НУ т а ^. 

178 ах _ х 

й ХЗ а VX 

x? ах х 180) \ = ~aresin № 
VX3 VX 

x3 dx a2 isi) | =VX + = 
У ХЗ x 

180 ( dx ~~ tt at VX 
2x V X3 aaVX @3 x 

183) "dx ~ a (5+ =| 

хз Ух a Хх УХ,. 

4: 1 3 
u) | -- + 3 УХ 

хз У Хз 2а2хУх 2MAVX ~ 2a * 

Интегралы, содержащие Их? + аз 

| Обозначение; Х = x2 + а? | 

88 ИХ =a (2 хИХ +a% Arsh =) С = 

= ИХ + аш + VR) + С 

186) \хИХах = 3 ИЖ. 

187) \ x2 ЗИ Хах = ТУ - 9 (a VR Ча" Arsh =) + С = 

ув (xVX + а: Ш + VX) + С. 

188) | xt V¥Xax = УХУ _ at VX 

359
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ух 
. =Их-аш "А. 

Е 

x 
- У Хуюа+УХ + Ce 

x УХ 1 VX 

dx 
192) | = Arsh— +C=In(x+ VX)+4+ Cy. 

VX 

193) (= VR. 
“VX 

2 dx x 
1 * = — —_— — — = о ~VXx arsh С 

= ХУ inte t+ VRC 

* +3 У Хз 
195) \ 7 a4 UN а УХ. 

Ух 

199) [ 2 = Ew SHEE 

e x x a x 

197) | 2 = x2V xX а?х 

а V У юн \ 4х УХ. ра УХ. 
x3 YX 2a2x2 2a x 

322 
199) ИЗЗах = 5 (х к 

и 
4 

200) [x vx 3 ах = VK. 

ах У Хз азх УХ 5. 9 2 из УЖ _ _ ory {x У ХЗ dx Е >. - 

[ЕЕ] 

ИХ arn =) +С= 

3 (V8 + AVE +E ine + VR) + Ce 

—— + = = Arsh 2 С 

_ хУХ® _ а?х И ХЗ aixVX 46 НИХ +С 
= _ ~ 16 Le 

6 54 16 
2 

202) |= Ухзах = rx oe. 

У ХЗ 

203) “> dx = yx + a2?VX —a3in2 Е. a+V XxX
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3 3 3 3 

aot) | ax -P 4 eV 4 а? А = +6 = 
У Хз 

чех УХ но а? т (+ ИХ EC, 

УХ? VX a+VX 205) | 5 dx — 4 SVE ain(2t¥%), 

ax x 206) | == 
X8 atVX 

nn (* - —., 
ХЗ x 

2 ах x 208) |= — +Arsh=4C= 
Ух УХ 

= УЕВЫНУЮЧС, 

x3 ах а? 
209 = У Хх-- . у ух 
a0) | фи тва ИХ 

J xVX8 atVX 3 ы | 

211) ax 1 УХ, = | 

х2У Хз at\ x VX 

212) 4х ___ 1 _ 3 3 jatV% 

x3 У X3 2а2УхХ WIV X= Yas * 

Интггралы, содержащие У x? — аз 

Обозначение: Х == x2 — а? | 

213) Уха» = 5 5 (2 VR ~ at Arsh =) 40 = 

=УХИХ а? ine + V X)+-C,. 

214) (x V Xda = 3 ИХ 

ais) | et VX dx = 4 УЖ +S S («VX ав arcn 2) + С = 

== VRE VR — atin(x НИХ) + Cy. 

5 27 
216) VX V Kax aT 4 а os . 

36}
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x 

218) | axe VX, Arch + С = 

= As ne + V 4G. 

ух xX 
219) \ Spar UX 4 ао © 

220) ре Аки, + С = In («+ УХ) + Cy 

221) Ух 

2 

222) Vera te Arch— С = 

т х+УХ-+С.. 

. 3 
293) \ 4 xP ах _ УХ, at УХ. 

а 
— arccos —. 

x 

26) | ах УХ. 

x я Q 

996 ( dx  _ VX 4 1 
) ух  2a2x? ^ 2а3 

a 
arccos ~~. 

x 

rene 

wt) | VX as = 4 (ХУ — Sats VK +S arch = =\+¢= 

>
|
 

298) уж dx = 5 УХ 

xVX5 ах V Хз _ ave 
у хз — 4. 229) = Хз ах 5+ 24 

Х5 ах УХ _ atx УХ 

г 9 16 
Я a 

200) хо VR asm VEY S aX | 

ols УХ: — sts yy 4 3 Sin (x + VXI) + Co. 

+ o Arch 2 24C= = 

= \a e+ VXI+ Cy.
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eV x3 УХ? 52 ra 2 3 areeos — 231) \ as —3— ~ а? VX + a arceos—, 

У ХЗ ИХЗ 3 
232) тах ox хУХ — а? Агей = {С = 

= "43, Х — = а? in(x-+ УХ Cy: 
2 2 2 

У x3 VX ЗУХ 3 
233) jie ах = — ~ —7 OT а arccos -— 

234) \ ax ох, 
JV X3 Ух 

235) ее НИ 
V x3 x 
x2 ах 236) | = — Ака = Oa ~ Ем НИХ + С, 
У хз Ух УХ 
x3 ах a? 937) \ ~Vx-. 

У ХЗ УХ 

ах | | 
238) \ — == —- arccos — 

xVX3 a2 VX ат 

У \ 239) \ Bo ы 7) 
x? VX3 ae \ x УХ 
dx 3 3 a 

240) \ = — — =— arccos —. 
ЗУ Хх 2x2 VX 29мУх 24? x 

]нтегралы, содержащие Vax? + вх +c 

Обозначения: Х = ах? + bx +c, а = 4ас - 67, Rk -*| 

( —_ 
шо Иах + 2ax + 5+ С для а>0, 
Уа 

1 2ax +d 
— Arsh — С, для а>0, А >0. 

241) \ ax | Va va of = 

x —— In (2ax + b) для a>), 4 =), 
Va ) 

— ! arcsin 2ax + для a<0,4 <0. 
{ —a V-—A 

; 2 242) \ ах _ 2 бах +9) 

ХУХ УХ 

ах _ 2(2ах + 5) 243) \ ee 
Ух 

(+.
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| хоча A==4ac — 67, r=? 

ах _ 2 (2ax -+ 5) 4 2k a 1) \ ах 

xQ2n+iy2 Qn — iy ax2n — ПР —T J x(2n—1)/2 

ax +b) VX 1 ¢ dx 
245) \ух Чх = ze +5 \ (см. № 241). 

246) (xVKax= а РУХ (+) зы ут" №21. 

wy ( x2 _ (20x + 4 VX ( (Bx =) ax 
ae) \x УХах 12а XP ay + gee) + Tops зв \ ух 

(см. № 241. 

(Qn-+1)/2 (2ax + b) X! n+ 2n—1)/2 248) \x +1)/2 y= НЗ +5 aes Vax, 

x ах _ b ax 249 — — \ — (cm. № 241. 
) = VX 2a \ VX ) 

250) \ хах _ _ 2 (bx + 26) 

XVX AVX 

251) \ х ах — 1 _ 2 \ ах 
yon+1)/2 п пах" За} х@- 

(см. № 244), 

x2 dx x 30 — 4ас г dx 252) \ т =($- =) vx +2 ee р (см. № 241). 

2ах (262 — Jac) х + 26с 1¢ ах 253) \ ^^” = —\ == (cm, № 241). \ WE aa VE 156 a 
YX _ b Qax + b) dx 

254) («VX VXdx = аа УХ — Е \ а (см. № 241). 

X2 VX 255) } ххух. X dx ~ 5 \ AVR Хах (cm. Ne 246), 

X(2n-+3)/2 b {2n+-1)/2 ay soe 7 2n+l 256) \ «xt +))/2ax ЕЕ а a X(22+1)/2 ay 

(см. № 248}, 

257) Ха = (*— 2) xVR 48 УХ ax (em, № 45,
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| 2Vex 2 
Г Fe in = +940) + nad ¢>0, 

{ bx + 2c 
— — С >0 a>9 

258) =. У УЕ и 
хХУХ _ bx +2¢ для с >00 А =D 

у" x ’ 4 

| 1 aresin 2% 26 для с <0, A<Q, 
L¥—e ху —4 

ах Ух 6 dx | 

ух ee \ ; ух м. № 258). 

VXdx be ах dx 260) | VX тс) (сы. №№ 241 и 258), 
х т? VX xV X . 

261) ик VR | ey ml GX (om, №№ 241 и 258), хз x УХ 2} ух 
x Qn+1)/2 x (2n+)/2 bY Van dee 

262) \ ах = 2 — + 2 \ x 

. 21 —4)/2 
с \ Xt dx (см. №№ 248 и 260), 

ах 2 963) \ 8—2 Vax? + be. 
x Vax? + bx bx 

264) \ а = = arcsin ‚ 

х ах ‚ ха 
265) \ = — VY 2ax— x? + а arcsin . 

У 2ах — x? а 

` _ _ 2 . — 

266) \ V 2ax — x2 ах = 5 e У2ах — ха +5 arcesin * a п . 

261) \ ах ! arctg x Vag — OF | 
(ах? +- b)Y fx2 + g Vb Vag — of ViV ix? +2 ° 

(ag — bf >0). 
2 — 1 VO V fx? +8 +x Vf — ав (ag — df <0). 

~ 2VbVbf—ag ViVixt te —x Vofp—ag 
Интегралы, содержащие другие иррациональные выражения 

niax +b) n 
268) | 4/ax +o ax = in Iya у “+2. 

269) \ ax = 26a +) 1 

Из? mya arte 
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п аз 
210) \ — = Иа, 

as 2 а 
271) ( == — arccos . 

- хУж- а? na V xn 

-\3 
272) (Yea. 2 arcsin (=) . 

у аз — x3 3 a 

Рекуррентные формулы для интеграла OM биномного дифференциала 

273) \ xMax” 4 БР ах = 

} В (ахп -| bi + прь | yn (ах" + bye} и | 

тир 1 

| о Ре + 
bn (p+ 1) 

+(m+n+np+}l) \ хПцах" 4 ур ax] , 

1 топ а py pth — 

— м0 |. (ex +o) 
—a(m+n+np+l) \ хТТП Cag 4 oP ах , 

1 m-nt+l п у р) _ 
[ео 

—(m—~n+ yo \ xn lax" + oP ax]. 

И нтегралы от тригонометрических функиив* 

Интегралы, содержащие синус 

. 1 
274) \ sin ах ал = — — COS ax, 

in? ах а х sin) Jax 2 pe 7 — SIM 215) \ sin? ах ax 9 je 

276 108 ах = cos ax + — cos ах ) \ sin? ах ax = д co 5 . 

977) \ чп ax a 3 sin 2ax + sin 4ax 7) \ 3109 ax ах = =< Ta 530 , 

n sin”! ax cos ax п 1. п 
278) \ sin’ ax dx = - nd + — \ sin ax dx 

(п целое, > 0). 
sin ax x COS ах 

219) \ xsinax ах = сз с 

* Интегралы от функций, содержащих Sin Xx, cos х в сочетании с 

гиперболическими функциями Ue, см. стр. 378-319.
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2 
280) \ xsin ах dx = <x пах — (= — =) cos ах 

a? a a3 

2 3 
281) \ x8 sin ax dx = (= — я) пах — (= — 2) cos ax 

а? 4 a3 

n 
282) \ x” sin ax 4х = — = cos ax -- = \ x cos ах dx {л > 0). 

sin ax (ax)8 (ах) (ax)? 
2 = _— — > or ...% 
89) \ 7 aX ax ~ sar Re aT 

284) ( a. ах = — sin ax +a \ cos ax ах. см. № 322). 

р sin ах | sin ax a с0$ ах 
285) \ WA Чх = - aa и + | \ И dx (см. №324). 

ах | ах 1 
286) \ Snax = \ CSC ах AX = я In tg > =F in (csc ах — ctg ax). 

ax } 
287) \ Зах = cle ax 

ax COs ах 1 ax 

288) \ Зах asin? ax + За Inte 2’ 

ах 1 cos ах n—2 ax 289) | —_ + \ (a> 
sin” ax a(n—\) gin? lage 2-1 J sin? Зах ) 

vax _ 1 (ax)8 (ах) 31 (ax)? 

290) | sinax a2 (ax + 3.81 1 зв РЗ + 
127 (ax)? 22°" 1) ont + 

+ 3.5.9 + би Е Pale +. ‘) 
x ax x | 

291) | Sn?ax = та ctg ax +- a In sin ax. 

eo х dx х COS ах | 
292) \ => nt ~ ret i + 

sin ax (2 — 1) a@sin ax ‘п-т —2Datsin” “gx 

п-2 хах 

att in” ae " >>. 
dx 1 п ах 

293 гы" -=ч(+-9%). 

sint 

t 
* Определенный интеграл \ 

0 

сом и обозначается Si (x); Зх=х- 

dt называется интегральным сину- 

x3 x xi 

за Гы Tn Te 
** В — числа Бернулли (см, стр. 297)
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299 | Seas a (G+ FG): 
299) янв (F- F) + ain os(F - F)- 

296) ав (т) + вит (1-9) 

ay {eet a ey Lig (Eee) 
298) sin ax tet sinax) > а \8 (FF =) + a In tg > a 

ax | 
5 = — 38 (l+sin ax)? 2a ( 

( — sinax)? 2a ( 

8 
sinax ах _ _ 1 : 

(1 + sin ax)? 2a 

\ 

200) | _—< = ctg 

sin ax ax | 

802) (1 — sin п — о 9 ( 

ах | 3 5112 ах — | 

08) reanras руде oe (Grae) 
ax ax | 

304) 1 — sin? ax = \ cos? ах —q вах. 

. . _ п (а —- 5х _sin(a+b)x 
805) \ sin ах sin bx dx = D(a b) Dia 4b) 

(la\f~ lok при | а] =|] см. № 275). 

ах 

306) b+csinax — 

2 btg ax/e+¢ 
= | 5? 3 
Vina pe 7” >°, 

С — 2 — 2 

en en 2 ам фе Vc? — 0 (для 62 < cp, 
ау с? — 65? btg ах/о + с + Ус? — 52 

sinax dx x b dx | 
807) \; +esinax с ¢ \ 5 +c sin ax (м. № 306). 

ах 1 ах с ах 

808) \ sinax(b + csinax) ab inte = -Ъ ь +c sin ах 
(cm. Ne 306). 

ax с cos ах 

39) \ @+cstinax® — @(5?- с?) 6 +сыпах) + 

6 ах . 

tae у. 4+- сп ax Cem. № 300].
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810) sinaxdx _ bcos ах 4 с ах 

(бет ax)? a(c? — b2)(b+ csinax) | с — в \ bitcsinax 

(см. № 306). 

ax | УЬЗ + с? вах == 
an) (are sintax aby 524 сз arctg Г" (o> 0). 

ax | УБ?З — C3 tg ax 

2 = 3 сз 
812) (я — сп ах yy Иьз —c3 arctg Г. (De >c?, b>0), 

Ис? — 62 1рах- 6 
=— In = (c2 > 63, b> 0). 

Zab Vc2£—b2 8 YVce—betgax -6 

Интегралы, содержащие косинус 

813) (cos ах ах = = sin ах. 

1 1 
2 =e — 814) (cos ах dx a * + 4a sin 2ax, 

815) { cos? ах dx = 1 шах -. J 5108 ax, 
a 3a 

3 1 
816) | cos4 ах dx == 3% x+ te sin 2ax +5 555 5 sin 4ах. 

n соз" — Тахзпах, п-| _2 
817) \ cos” ах ах = - —— | cos” ах ах. 

па п 

cos ах х пах 
318) (+ cos ах ах = сз + а * 

2х x2 2 3 = ^^ wf 319) { х3 cos ах ах 7) cos ax + (5 a) sin ax, 

2 
820) [#8 cos ax dx = (a — x) cos ax + (2 _ a) sin ах. 

x" sin ax n 
{ хп — 1 sin ax ах. 

а а 
821) | x” cos ах ах == 

(ax)? (a.x)4 _ (axe + * 

2-2 ' 4-4 ° 6a’ °°’ 322) ( мы dx =n (ах) — 

со 
. cos x 
Определенный интеграл — dx называется интегра.вьным 

косинусом и обозначается Ci x: 

x2 x4 x8 
Cle=C—Inx—s + qq -~ Sa tee! 

где С — эйлерова постеянная (см. стр. 278),
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393) | SEE ax = — SOE g АЕ ем, № 283), 

COs ах COS ах a sin ax dx 
324 — = 

| no in — 1) x74 a1) xn! amen 
(см. № 285). 

325) \ ae == \ sc ах dx = 

= > in te(F + "3 in (sc ax + ах). 

ax 1 
326) \ cost ax та tg ax 

ах sin ax 1 т ах 

327) \ cos’ ах Эа со$? ax t аа In tg (F + =). 

dx | sin ax n—2 dx 
328) \ = = — n> |. 

costax @П— Псо Igy  п-Т. cost Зах ( 

29) ( x ax a oe ‚ 61 (ах}8 , 1385 (ax)10 
сах а?\ 2 4.-2!' 6.41 '’ 8-6! 10-8! ° % 

E (ax)2t8 . 

ow tae +)” 
р | "т! (2n +2) (21 7°" 

х ах х 
330) о мая in cos ах. 

а i зи { ах = x sin ax _ 1 —; + 

cos"ax (n—l)acos” ах п -— (п —2)a? cos” “ax 

п-2 хах 
+o \ (2% > 2). 

ах ах 

a) { д > 

dx | ах 

38) \ a ges 

хах x, ах 2 ах 

280 рева та М2 На ey 
хах х ах 2 ах 

385) | — созах " ^ а “8 я На ШП. 

созахах 1 ах 

336) | ee хе. 

соз ах ах ах 

337) от -я- пт. 

* Ви - числа Эйлера (см, стр. 2971.



ТАБЛИЦА НЕОПРЕДВЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 871 

338) Lint +9) -! сх 
Иа = а «(1 2 а #3 

с 
cos ах i —cosax) @ а 2° 

| 4, 9% { „ах = ax зах 
840) ee 2а #9 + ay Е 2! 

339) \ 

(1 = ~ 2a 

cosaxdx _ 1 ах | зах 
(1 + cosax)? 20 а. 

cos ах ах 1 ах | 

\ 

9) око "о 8 - ба 98 

344) 
_ 4 aresin We) 

ая = Geant 

ах 
= —— 

| — a ах sin? ax 

1 
345) =-7 clp ах. 

_ si(a —b) x sin (a + b) x 

346) 2ia—b) 7 2@+bi cos ax cos bx ах 

(а15=161; при а |=|6[ см. № 314. 

ax 2 (b — с) ах» 
= 

62 2 

_ ах 72 — 
= 1 п - 2) 8 [t+ Ус b2 nan 69 <?) 

ас? — 62 (с — by еах/ 8 — Yor— oe 

cos ax dx x b ах 
— о — — — 

, № ). 

$48) \ b+ccosax с с т (ем 347) 

, dx а ах 

a) ( = 25 Inte (> +) - $5 + с COS ах 

(См № 341) 

350) ( dx _ с sin ax _ 8 dx 
у \ (В с соз ах)? a(c?—b2)(b+ccosax) c?—b2 Jb +c cosax 

(см. № 347}, 

51) `  соъал ax о sin ax _ \ dx 
\ (b+ с cosax)® a(b?—c2\(b+ccosax) o2—c? Jb+ccosax 

(см. № 347) 

ах | 5 tg ах_ 

852) | Spaielas 7 Фуа бунта’ (> 0)
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4х { btz ах ра 2 b 
353) \ porta > м sn ИЕ SS (62 sc р > 0], 

in Stax И ts dt, 650, 
2abVc2?— b2) btgax+Vc2— dt 

Интегралы, содержащие синус и косинус 

| 
354) \ $1п ах cosax dx = 5 $112 ах. 

355) \ sin? ах cos? ах dx = x __sin fax 
. © 8 32а ° 

356) \ sin” ах cosax 4х = | т ах (п == —1) 
ain +1) , 

1 n+l 357) \ sin ax cos” ax dx = — ————-~ cos” ax —1 5!) a(n +1) и 1). 

358) \ sin” ах cos™ ах ах = 

. Al mri sin ax cos ax п —1 . nn 
— + \ зах cos™ ax dx 

a(n+m) n-+m 

(понижение степени п; мил > 0}, 

НИИ ах со ах m—it. m-2 
= - $0 ax cos ахах. 

a(n +m) n+m 

(понижение степени m; т в п > 0). 

ах 1 
359) \— = — In tg ах. 

sinaxcosax a 

ax 

sin? ax cos ax 
— 

rid ax 1 

inte( +S) - зах | 

ot) 
cos ах/ ” 

Int 
ва би сх). 

| 

а 

ах 1 

sid ax cos? ax a 

sin’ ах cos dx 

dx | 

sin ах со ах а i
 

О
И
 

ВН
ИИ

 
п
и
н
к
 

5 = = 

>
 +
 

| 

пах tera): 

ах 

sin? ax cos? ах 

2 
= — — 2ах. а ЧЕ ‘ах 

. = 
sin ax cos) ах 

a 

ax 1 sin ax | 3 ® ах 

alice ах sin a le tg (F+7)|
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ax 1 | соз ах 3 a2) 

365) \ sin’ ax cos! ax а (= ах Deintax ка п). 

ах 1 ах 367) \ = _ +\ —— (ии 
зп ах cos*ax a(n—1)cos* 1ах 4 sinaxcos™ бах 

(см. №№ 361, 363). 
ах 1 ах 368 \ = _ +\ - п 

) sin” ax cos ax a(n—1)sin® lax sin™ Захсозах 

(сы. №№ 360, 362). 

ах 
369) \— = 

‘sin! ax cos™ ax 

1 1 4 n+m—2 \ ах 

ап— 1} gin? axcos™ lax n— | зп”? ах cos™ ax 

(понижение степени 2; m>0, n> |), 

1 1 n+m—2 ах 
— ИИ + —1 a(m—) gin axcos™ | ax m sin™ ax со ax 

(понижение степени 7; n>OD, m >|. 

370) | sinax dx _ | 1 sec ах. 
cos? ах а соз ах а 

пах ах _ 1 . но 
371) ) | Coss ах 2a cos? ax + C= а tat ax + C1. 

372) \ sinax ах _ 1 — , 

cos” a(n— 1) cos™ | ax 

sin? ax dx | ах 
т" cos GX =—jsinax +> intg (F +=). 

sin? ax dx 1 sin ax 1 к ах 

37%) errs cos8ax a Ё сотах 2 п (+ +r >) ° 

375) — ax ах _ sin on : _ 1 \ ax 

cos" ax а (п — 1) соз" tax П-—1 J созП ® ах 

(a 1) (См. №№ 325, 326, 328), 

8 8 
376) ее sin? ах ах = — ti [к ах —- In cos ах) . 

COS ах а 2 

sin’ ах ах 1 \ 

871] тех costax а (cos ах + вах, . 
8 318) таких ах ах _1 | ] — _ 1 | 

cos” ах 81 (n—1)cos* 1 ax (п — 8) cos*~® ах 

(п1 1-3. 

in® ax | sin?! ax зп”? ах dx at сие, 
379) COs ах a(n — 1) cos ах (nH Vi.
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380) \ sin ax dix = 

cos.’ ax 

sin? tT! ax n—~m+2 sin” ax 
= т. ^ i т _ “Хх (т = 1, 

а (т — | cos ах т — cos ax 

чи”? ах п — | sin”? ах ах 

= т-1 \ т (т п), 
a(n — т) cos ах п-т cos’ ах 

sin™ + ax n— | (iat ах ах (m #1) 

а (т -- со ge Т- ТО cos? ал 

` d 
381) \: cos ах ax = — 1 oe ay 

. “sin? ax asinax 

` COS AN AX | ote ax 382 асе ча“, 
) $113 ах 2a $112 ах +e +O 

383) \ cos ах ах _ ] . 

sin’ ax a(n —1) sin”! ax 

cos? ах dx | ax 384 № =- (‹ ="). ‚\ cin ax 7 cos ax + In tg о 

385 \ cos? ax ax ax _ | ( cos ax Int a 

° singax 2a \sin?ax 85). 

2 1x | COs а. ах 396) (| т = т ( р + ) ПП 
sin” ах И-П \a@ sin ax sin” ‘ах 

(см. № 289), 
3 | 2a. . 

387) (aan = a (3 + шп ax). 
sin ax a 2 

3 | . 388) (ea ax dx = - а (sinax + ). 
sin? ах. а sin ax 

cos8 ax ах | | 1 (п = I, 
389) ея i - n-3 ~ nl 

sin” ax а Lin— 3) sin ax (п\п ах} (п-3). 

300) cos” ON ie cos”! ax | cos * ax dx ine 1) 

В sin ax ~ a(n — I) sin ax 

von (228 ах ах _ 

“ost ax n—m-+t2 \ cos” ax dx (m #1), 

a(m —1)sin™ ‘ax m—\ sin”? ax | 

со" Тах n—1¢ cos* 2 ах Их 
= + \ —я тп), 

a(n—m)sin ах п-т яп ax 

соз "Г ax п-1 cos” * ax dx 

~ т, om — | ; т (m # Ih, а(т- l) sin ах т яп’ “ах 

ах 1 | 392) | 
$1пах (1 + cos ax) 

ax 
= аа + cos ax) + 7g Ney.
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1 п ах т Vy и ео 

993) | aes = * да ПЕ sin ax) | 2a n tg Tt . 

+ 394} \ $1п ах ах =n 1 + cos ax 

cos ax (1+ cos ax) a cos ax 

cos ax ax | i+ sin ax 

395) \ sin ax (1+ яп ax) та n sin ax 

sin ax dx { { к ах 
96 ——_ —_ —, 

39) cos ax (1 + sin ax) — 2а (+ sin ax} raat +). 

cos ах ах { 
39 = — Int 

‘) sin ax (1 + соз ах) ~~ Ia (1-Е cos ax) te п CF 

sin ax ах x 1 . 
= — < — + . 898) нах + соках — 3 +5. In (sin ax & cos ах] 

399) = toy a la (sin ax + cos ах) 
sin ax -+ cos ах та * ox — ° 

sin ax + cos ax ау 

\ cos ах dx 

о \ 
1 ах 

401) греет * 49) 

| ах-+8 

402] b sin Dose ау ca tg 2 ` 

где sin 8 = c а 120 2 
Veto ' b° 

sin ах ах 1 
403) ревая =-ж In (b + ¢ cos ах). 

cos ах ах | 404) ная = — In + свв аз. 
9 

406) \ ax =| “(+= 
b-+-ccosax-+ fsinax b4Vc2 + fisin(ax +6)’ 

[а c 
где sin 8 = -———-——- . atgp8=— = (cm. № 306). 

Vert f2 1 
ах 1 

406) \ cos? ax + c? sin? ax — abc arctg (+ tg ах). 

ах | ctgax+b 
4 =-— 
07] \ b2 cos? ax — с sin? ax 2456 ctgax—b 

. _ _ cos(a+ Вх _ cos(a — 0) x 
408) \ sia ах cos ох ах = рр а =) 

(a? 253; при a=d см. № 354) 
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Интегралы, содержащие тангенс 

1 
409) \ ах ах = — = In cos ax. 

410) \ tg? axdx= = — x 

411) ‚\ {23 ах ах= 50 ~ tg? ax+ — qin COS ах. 

n | п, n-2 
412) { te” axdx = ain lg ax \ tg ax ax. 

413) \ x te ax dx = 

ax?  а3хз 2а5х7  17а1х i lie 

= Тв +5 т +. on + i! ree 
414) ( tgaxdx _ 

* 21 о2п п! 
тех 4 2(ax)? , Wax)? an (2 —1)В (ax)” 

axa 75 ' 2205 eh (2n — 1) (2n)I +..-^. 

te” ax 1 n+1 
—_— =— ——_—_ — 1 ° 415) к ах ах amet tg ax (nxt ) 

ах х + 4 — 416) еее +5 +5 In (sin ax 3+ cos ах) 

tg ax dx 417) Serres aie 

Интегралы, содержащие хотангенс 

| 
418} \ ctg ax dx = — In sin ax. 

419) \ cig? ax dx = — ctg ax _ 

420 123 ax dx = — — cig? Ly i ) мя ax Iq “18 ax я in sin ax. 

| - _ 
421) \ cig” axdx = — sae” tax — \ се” ‘ахчх т. 

422) \ xetg ax я 5. (On + WI —...*”. 

2п 21— 
493 ctg axdx _ _ 1 _ ах _ (ax)? ах _ _2 B,(axi _ © 

›\ [Хх ах od 18 45“ (@n—N(ny°* 

B,, — числа Бернулли (cm, стр. 297),
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п се” ax — | 4a _ 
424) \ Sin? ах. ах авт (n -- п ctg ax (п = ). 

ах ty ax ах 
= \ —2-— — . № 417). 

425 \ Se ака! (См. № 417) 

Интегралы от других трансцендентных функций 

Интегралы от гиперболических функций. 

1 
426) \ shax dx == ch ах. 

] 
427) \ chax Ах = у sh ах. 

| 1 
428) зп ах 4х = — пах спах —-—~ x, 

2а 2 

429 h2 Ах = sh axch ах + 1 

| _ — _ 
430) {| sn” ах ах = an sn?! ax ch ах"! \ зп fay ах (118 n> 0), 

1 n+1 n+2 n+?2 ann h — — h 
a (n+ 1) sh ax ch ax n+] \ у ax ах Gaal Si 

] — — | wn) 

431) \ ch” ах dx = ая shaxch™! ax + — \ ch” Захах(дляп >0}. 

1 п+1 n+2 n+2 
shaxch ax ar; (en ax ах (HAR п 

a (n+l) Та neon 
ax ] ax = — Inth—, 

432) \ cn a In 2 

dx 2 ax 
433) \ ch ax д агс ше . 

434) зв ах я = т. xeh ах — зв ах. 
а а 

435) сп ах ах = — хзй ах — — ch ax, 
а а 

436) Jin ах dx = ~ Inch ах. 

437) \ cth ax dx -- in sh ax. 

"В 
438) (th ax dx x — thax . 

439) ов? ax dx mx АХ.
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440) ) { shaxshboxdx= 5—5 (ash bx chax — bchoxshax). 

441) \ chaxch bxdx== —58 (ashaxch bx — Osh dx сп ах). > a2=b2, 

1 
442} \ chaxshbxdx = aia pl sh bx shax — bch bxch ax), J 

443) \ shaxsin axax = = (ch ax sinax — sh ax cos ax). 

| 
444) \ chaxcosax ах = za (sh ax cosax+ спах пах). 

445) \ shaxcosaxdx = Iq ~ (ch axcosax+shaxsinax). 

{ 
446) \ спах $пахах = 5а (5Пах пах —chaxcos ах). 

Интегралы от показательных функций 

хе? Х dx = <5 (ах — 1) 

9 ‘ x? 2x 2 
хе Х ay = ейХ (= — => =) . 

а а? as 

1 хпь@х nN и ах ах 

а а 

ах e _ ax (ax)? 4 ex) 
ON) ити та. 

ах ах ах е 4 её е 
452) оны | Е 

Yt 
. е 

* Определенный интеграл \ -Е dt называется интегральной пока- 

—со 

зательной функцией и обозначается Ei (x). При x > 0 интеграл расхо- 
дит ся в точке t= 0; в этом случае под Ei (x) понимается славное значе- 
ние несобственного интеграла (см. стр. 

x 
у хп 

аси 1+ A rant aca ates “ite + oa mote 
—0o 

С — эйлерова постоянная, см. стр. 218).
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, ах ] еах 
453) Toa ах -- сах == a In Ta сах - еах . 

ах х | 
=! а 459 (5 pax 5 ab п (b -+ cea), 

eax ах | 

495) (5 Fe сеах ac 

456) | ———_ arci? (са И = >.) (56 > 0), 
oak poe ах а а Vor 

ахлу — 

inf v= be (ve <Q), 
2a V — be с — еаху — be 

хеах Ix eax 

457) (ai пах ~ a? (1+ ax) ° 

eax In x In x AIS 21 

In (р + cea), 

458) (вах Inx dx = (см. № 451). 

459) (eo sin ох dx== (a sin bx — в соз 5х). = F р2 

460) ( еах cos bx Ax = ——— 3 a or (a cos bx + В sin bx), 

еах gsint-1l x ах sin’ = _ 451) |. пл x dx ae (a sin x — ncos x) + 

nin — Прах ginn-3 ха №№ 447, 459 Низ | n x dx (см. №№ 447, ). 

eax созп 1х 
ах = 462) (. cost x ах at aa (а cos x+nsin x) + 

n(n — 1) ax 1—3 +o (< cosn-3 x dx (см. №№ 447, 460). 

463) (ед sin bx dx == (a sin bx — 6 cos bx) — 
хеах 

a2 + 53 

eax 
— ary om {(a® — 53) sin bx — 2ab cos 6х], 

464) | хеах cos bx ax =—: (a cos bx + В sin 6х) — 5 7 3 

eax 

— Tat a | 
(a3 — 53) cos bx + 2ab sin bx], 

Интегралы om логарифмическах функций 

465) | in x dx xine — x, 

466) | (In x)? dx = x (In ©)? — 2х In x 4 2%,
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467) \ (In x)3 ах = x (In х)3 — 3x (In x)? + 6x In х— 6х. 

468) \ (in x)” dx = x (In x)” —п \ (in х)7 1 dx (n ~ — 1), 

ах _ | (In x)? ‚ (In хз 469) | —inin хх +-3- 3 +... * 

ах х 1 ах 470) \ = aa \ 
(in x)” п— 1) (пл) 1 п (in x)?! Fl) 

(см. № 469). 

т —_ „та [| nx 1 
any \ x inxdx =x Е] (mx — 1). 

m+1 n 
m n Хх (In x) n m n-1 

472) J (in х) dx = m+ -attls (In x) ах 

(т Е — 1 ns — 1) см. № 41 
n+l 

473) {in ПРИ и 

In x In x 1 474) ae = _ “| 
х (т — Их 4 (m — 192 x! im) 

(In (in x)? n (in x)? 476) ты м ах = — - \ ах 
(т — Пхт! m~} хт (m #1) 

(см. № 474), 

хт ах _ e 
476) nx — у 9, где у = — (т l)in x (см. № 451). 

т m+1 m 

477) \ = 1х = о mt x eX in), 
(in x) (п — 1) (In x) a— (In x)” 

478) \ ras In In x. 

479) I= =3 In In « — (n — 1) ine + — 0 (in xr _ 
Fin ах 2.2 

_(a- 1)3 (In x)3 
3 . 3! eee 

x 
dt 

* Определенный интеграл \ wi называется иятегральным лога- 

0 

рифмом и обозначается Их. При х> | интеграл расходится в точке 
f= 1; в этом случае под Ii х понимается главное значение несобствен- 

ного ‘интеграла (стр. 472). Интегральный логарифм связан с ннтеграль- 

вой показательной функцией (см. стр. 378): 4 Хх == Е (In +).
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~ 1 480) { = — el. 
x (in x) (п —~ 4) (in x) 

481) { ах _ =: - 1 ar P= ax — 

x? (in x) xP! (п — 1) (in x) п — 1.5 x? in x)” 
(nH 1). 

482) ( insinxdx= xing я Тр “MOT CT в (2n + 1)! 

483) (in cos x dx = 

оо 21-1 (92h |) в 

7735 ^ 8 On in $ Th 

89 { intg хах = 

п nt. . 

2n ‚оп 27 (2 —1)8, x3 7x5 ent! . 
am XInx xb + get eee п (2n + 1)! x +...” 

485) {sin In x dx = = (sin In x ~— cos In x). 

486) { cos in x ax => (sin In x + cos In x). 

ах ] ax | ах 
487) \ e™" In x dx = — eo in x — a —^ 4х (см. № 451). 

Интегралы от обратных тригонометрических функций 

._х х 
488) | aresin 2 — Ax = x arcsin _ + Из? — x2. 

2 2 
489) \ x ercsin — — ax = (5 — +) arcsin = + = а? — x2. 

3 
490) \ х2 sein ax = =~ arcsin — + — Бо + 2а?) Иа? — #2. 

3 

arcsin — ax 

491) = 

x | x3 1-3 x5 1.3.8 x7 

“GQ 12.3303 trae Ба 12.4 6.1.141 tee 
._ &% 

т Fa 2+ Иа #8 x 
492) ( 3 mm — — arcsin — — — In . 

A x x a a x 

* В; — числа бернулли (см. стр. 297).



382 ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

* Г 493) \ агссоз — ~ dx = x arccos ~~ - Ya? — x4, 

3 2 
494) № x arccos — ~ 4х = (= — 7) arccos — — + Var 

x3 х 
х? arccos = dx = 3 агссоз т -э se + 2a2) Уа? — хз. 

arccos -. ах 

496) 

arccos — ах ОНИ 
а _ x | a+Va? - д? 

497) \ р = — 1 агссоз — +— In x . 

498) { arctg = — dx = xarctg = — — In(a® + x), 

4 \ х = = — (x2 2 х ok 99) arcig = ах > te + а*) arctg = 5 

х x3 ах? аз 5 
‹ — — — — = —— — “ 2 500) \ x? arclg dx Е arctg — 5 + 7 In (а? + x), 

a+ nti 
n > — х x a \ Xx ax 

501) | х arcty — ax я Fi arctg a n+ Т а | х8 (ne — 1). 

502 arcig — dx _х хз x3 x? 

\ >? = а 323 + Я — Wai tel el < {а 

x 
arcty — dx о 

a a x { а? + x2 
503) \ x2 = — 2 - — 3%; ! rr 

arclg — ах 

504) | A == — AN arctg-— + —2_ \ =r dx 
x (п— Их a n— lex" (a2 + х?) 

пи. 

508) \ arcetg = dx = x arcelg = + > In (2? + x2). 

506) \ x arectg > — dx == 5 (8 + а?) arcely ~ — + 2 

x3 ах? 
507) \ x? arcetg = = ах = 5 агссе at STS An (а? + хз). 

. п a+ 
n о хака & + (м ах 508) \ x arecte a ах и arcelg = + ny \ a? | xi (n 2 — 1).
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arcctg = ax t x 
509) = Ш за - 

arcctg ыы ах а 1 х 1 а? -- x? 
510) $ = — 4 arectg Роу In 5 

хз x? 

arcectg > ax 

B11) о хп 

а 
= — = arcetg ^^ <“ \ AL * (n #1). 

(n — 1) хп а n—-l/sx (a? +- x?) 

Интегралы om обратных гиперболических функций 

512) \ Arsh =. dx =x Arsh = - Vx? + a?. 

513) \ Arch = dx = х Arch = — Ух? — а?. 

614) \ Arth ^ dx = x Arth ~ + tn (a2 — x2). 
a a 2 

515) \ Arcth = ах = x Arcth ~ 4 Fin (x? — a), 

Б. Определенные интегралы 

8. Основные понятия и теоремы 

Определение. Определенным интегралом функции у = f (x) 
в поеделах от а до 6, заданной в замкнутом интервале [а, 6] * [при этом 
может быть а < (случай A) или @> (случай Б)], называется число, 
получаемое следующим образом: 

1) интервал [а, 65| разбивается на л «элементарных интервалов» 
произвольными Числами х1, Xo, ..., Х выбранными так, чтобы n-1’ 
было 

B= XQ Hy XQ Hwee <<, =Ь (в случае A) 

ИЛИ 

а = хо > > х. > vee >Я] > ++. >> = (в случае 5); 

* Понятие определенного интеграла может быть обобщено также на 
функции, заданные в любой связной области (открытый или полуоткры- 
тый интервал, полуось или вся числовая прямая) или в области, связ- 
ной за исключением конечного числа отдельных ее точек. Интегралы, 
рассматриваемые в таком обобщенном смысле, принадлежат к числу 
несобственных (см. стр. 390—404).
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2) впутри (или па границе) каждого элементарного интервала 
ix; ХЛ выбирается произвольно одно число 5; (рис. 302): 

Хх S68; х,; (в случае А) или Хх =; = x; (в случае Б); 
3) значения Л (Е) функции f (x) в этих выбраиных точках умножа- 

ются на соответствующие разности Ax; | == Хх; — ¥;_, (длины элементар- 
ных интервалов [х; Хх; взятые со знаками «+» в случае А и знаками 

<—»> в случае Б)^ 

oe Cr 07; AZ,-; 

—1° 

a=Xg | 3, | Zp} т, `` Ч МЕ: Ting] 2-6” 

& 62 &; Ci En 

о. ee eee CO ~— - ы = +00 (6) 
= | я‘. Z | 2. so 8 LS | 22] т, | Zo=a 

Cn [9 C3 & Е, 

Рис. 302. 

4) все полученные п произведений f (&;} Ах‚_, складываются; 
5) вычисляется предел полученной суммы 

n 

i=] 

когда длина каждого элементарного иптервала Ах, | стремится к нулю 

(и, следовательно, 2 — 09). 
Всли этот предел существует и не зависит 

от выбора чисел х,; и 5, то он называется опре- 

деленным интегралом: 

b n 

\ f(x) dx = lim > 7 Ел Ах, |. (Хх) 
Ах. -0. ~ 

a 1—1 i= | 
n—-o 

Теорема сушествования. Определенный интеграл от 
функции, непрерывной в интервале [а, 65], существует, т. e. 
предел (Хх) существует и не зависит от выбора чисел x; и &. * 

Элементы определенного интеграла. В формуле 

(%) символ J называется знаком интеграла, число а — нижним 

пределом, число 6 — верхним пределом, функция f (x) — подинтеграль- 
ной функцией, выражение /(х) 4х — подинтегральным выражением, 
буква х — переменной интеграции. Значение интеграла зависит только 
от вида функции f H от пределов а и р, но не зависит от переменной 
интеграции, которая может быть обозначена любой буквой. Так 

b b b 

лем ах = sin ae—\ sede ит. п. 

а а а 

* Определенпый интеграл существует также от ограниченной 
функции, имеющей в интервале [а, 65|] копечное число точек разрыва. 

Функция, для которой существует определенный иптеграл в данном 
интервале, называется интегрируемой в этом интервале.
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Геометрический смысл определениого интеграла от не- 
прерывной функции. Интеграл (3) численно равен площади, ограни- 
ченной частью графика функции y= f(x), осью Ох и ординатами { (а) 
и f(b), взятой со знаком <» или «—», согласно схеме на рис. 303. 
Если кривая пересекает ось Ох один или несколько раз внутри интер- 
вала [а, 6], то интеграл численно равен алгебраической сумме площа- 
дей, находящихся по каждую сторону 
оси Ох. 9 у 

Интеграл с равными Ape | 
делами. По определению | 

а ZY 

| side =0. инт о 1 
a f(xj>0,a<b f(x)>0,a>b 

Основные свойства опре- 9% я 
деленного интеграла выража- ha 6 b a 
ются следуюшими теоремами: 77 ® OCW ыы 

1) Георема о перестановке пределов. + 
При перестановке пределов интеграл ме- 7 
няет знак на обратный: 

b a Пх)<ба<ё Нх/<оа>ь 

\ f(x) dx =— | fin ах. Рис. 303 
а Ь 

2) Теорема о разбиении интеграла. При любых числах а, 6, с 

b с b 

лем ах = лем ах №. (x) ах. 
а а С 

3) Интеграл от алгебраической суммы нескольких функций равен 
сумме интегралов от этих функций: 

b b b b. 

и (x) +4 (x) —ф сах = \ F (x) dx+\¢ (x) ах — \ ф (x) ах. 

а а а а 

4) Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла: 

b b 

\ ch (x) dx = с \ ff (x) ах. 

a a 
5) Teopema о среднем значении. Если f (x) 

непрерывна в интервале [а, 6], то внутри интер- 
вала [а, b] имеется по меньшей мере одно такое 
число E(a<—E<b в случае A, а ЕЁ > Ь в слу- 
чае Б, см. стр. 383), что 

b 

ле» dx-—=(b —a) f (8): 
a 

Рис. 304. 

геометрический смысл этой теоремы указан на рис. 304: между точ- 
ками аи 6 существует такая точка & что площадь фигуры ABCD 
равна площади прямоугольника АВ’С’О.
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Обобщенная тсорема о среднем. Для интеграла от произведения 
двух функций f (x) и $(>х) (где f (x) — непрерывная функция, а ф (x) не 
меняет знака в интервале (a, bj) имеется внутри этого интервала по 
меньшей мере одно такое число &, что 

b b 

ле ф (x) ах = f (&) Jeu) dx. 

a a 

6) Teopema об оценке интеграла. Значение определенного интеграла 
заключено между произведениями наименьшего и наибольшего значе- 
ний подинтегральной функции на длину интервала интегрирования: 

b 

m b—ays\ F(x) dx <M (b—a), 
a 

где т — наименьшее и M—HanOonbuee значение f (x) в интервале 

[а, Ь]. 

Геометрический смысл этой теоремы ясен из рис. 305. 

Рис. 305. Рис. 306. 

7) Теорема Лейбница-Ньютона. Определенный интеграл с перемен- 
х 

ным верхним пределом иво dt * есть непрерывная функция F(x) этого 

а 
предела первообразная по отношению к поднинтегральной 
функции: 

х 

Е’ (x) =f (Хх) или а (ru dt = f (x) dx. 

a 

Геометрический смысл этой теоремы: производная от переменной 
площади $ (x), изображенной на рис. 306, равна переменной конечной 
ординате NM (как площадь, так и ордината берутся со знаком «- 
или «—», см. рис. 303 на стр. 385). 

8) Основная теорема интегрального исчисления (выражение опре- 
деленного интеграла через неопределенный). Всли 

лир dx = F(x) +6, 

* Здесь переменная ингеграции обозначена через #, чтобы не сме- 
шать ее с переменным пределом х (см. стр. 384).
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TO 

b 
| s(x) dx = F (0) — F(a). (6). 
a 

Правая часть равенства (%X) часто обозначается посредством 
символа подстановки: 

Е (65) —Е (а) = | |? или F (x) 5. 
а а 

Постоянная интегрирования С при подстановке пределов уничто- 
жается и поэтому она может быть опущена при вычислении опре- 
деленного интеграла по формуле (ЖХ). Итак, равенство (KX) может 
быть выражено в форме 

у (x) ах = |\ 7 ма. 

а 

Равенство (ЖЖ) можно выразить также’ в виде интеграла от диф 
ференциала 

b 

\ dF (x) =F (5) — F (а. 

a 

9. Вычисление определенных интегралов 

Основной метод вычисления определенных интегралов — 
при помощи выражения определенного интеграла через неопределен- 
ный (см. основную теорему на стр. 386—387): 

С, (x) ах = | f (x) ax |. 
a 

а 

В этом случае для вычисления определенцого интеграла необходи- 
мо найти первообразную функцию от f (+). 

Правила преобразования определенного ин 
теграла. Определенный интеграл преобразуется в другой чаще 
всего при помощи следующих правил, аналогичных правилам преобра- 
зования неопределенных интегралов. 

1) Правило подстановки. При помощи вспомогагельной функции 
х=ф (f) (где новая переменная { — однозначная функция # = ф\х) вин 
тервале (а, 5) интеграл преобразуется к виду 

b ф (d) 

Waco ax = \ Fie Oe" (г) ae. 

a y (a) 

Эта формула дает возможноеть не проводить обратной подстановки 
при вычислемии неопределенного интеграла.
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Пример: 

а arcsin | t/9 

| Vat ae = | a8 УТ ein d sin ¢* = a8 ( cos? ¢ dt = 

0 arcsin 0 0 

Rig т 

2 T/s р 2 20? т я 
= (2 (1 (1-|- cos 20 dt =" |1 + cd [совета y @ sing] =~”. 

2 2 0 ых 4 4 0 4 
[0 

2) Правило интегрирования по частям. Представляя подинтеграль- 
Hoe выражение f (x) dx произвольным образом в виде и dv и находя du 
(дифференцированием) и WY (интегрированием), преобразуем данный 
интеграл к виду 

b b b 

\ ле» ах = } шао = [ wv PS vau, 

a a a 

Пример: 

| 1 | 

ах [xe*] — \ e*dx=e—(e—lh=1. 

й dv 

Искусственные приемы. Если неопределенный интеграл 
вычислить очень сложно или он вообше не может быть выражен 
в элементарных функциях, то в ряде случаев значение определенного 
интеграла все же может быть найдено искусственными приемами. На- 
пример, можно использовать свойства аналитических функций ком- 
плексной переменной (примеры на стр. 514 и 517—518), теорему о диф- 
ференцировании интеграла по параметру (см. стр. 405): 

b b 

d _ (Fe) ,. 

a a 

Пример: Вычислить 
| 

J Шх 

0 

Введем параметр ¢ и рассмотрим интеграл 

] 

Fw = (2! ax, Е (0) == 0; F (1) = J. 
5 In x ' Г у 

* Подстановка x==9(f)=a зт ?,f==d(x)=arcsin =. ‚ $(0) =0, Ф(а)= г. 

"+ Подстановка f= 9 2) = 5, z= 4) = 24, 440) =0,ф (5) ==.
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Применяя к F (f) формулу (A), имеем: 

1 t { + 
=| д E ше ах dx = 

0 
at Ot 

Интегрирование дает 
1 

F(t) Е = Sp =tn¢ +n, =i (t+, 
0 

откуда искомый интеграл J =F (1) = дп 2. 
И нтегрирование разложением в ряд. Всли подин 

тегральная функция f (х} может быть представлена в интервале инте- 
грирования (а, 6] равномерно сходящимся рядом функций (см. стр. 298) 

7 (Хх) = 91 (Хх) + 2 (.¥) +... +? (¥) -+..., 

то имеет место равенство 

лее ах = \ Oy (¥) ах + \ Gy (4%) ах... + Se, (4) ах +... 

и, следовательно, определенный интеграл может быть представлен 
в виде сходящегося числового ряда 

b b b b 

фея ax = \ 9 (x) dx+\ (x) dxtutle, (x) ах +... 

a a a a 

В случае легко интегрируемых функций $; (х} (например, при 

разложении f(x) в степеиной ряд, равномерно сходящийся в интер: 
b 

Bane [a, 5]) интеграл Wa 4х может быть вычислен с любой сте- 

а 

пенью точности. 

Пример: Вычислить [== \ е— 4х с точностью до 0,0001. 

0 

ene yy я 1% 
тя 

(см. таблицу на стр. 327); ряд сходится равномерно в любом конечном 
интервале (по теореме Абеля, см. стр. 300); следовательно, 

— x ay = _ м xe xo 8 _ 
| ах «(1 из НБ att ao)
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откуда 

1/3 
i= \ е ах = 5 (1 52. 1.3 tT 54098 0.3107 Y 5841-9 ши 

0 
1 1 1 1 1 

=> (1-5 +в — 8 + в ~~) 

по теореме Лейбница о _знакочередующихся рядах (см. стр. 296), для 
вычисления / с заданной точностью можно ограничиться первыми че- 
тырьмя членами разложения: 

l= 5 (1 — 0.08333 + 0,00625 — 0,00037) = 5.0.9225 = 0.46127, 
1/о 

еж = 0,4613. 
0 

Приближенные методы. Наиболее употребительные из 
них основаны на замене интеграла конечной суммой. Для вычисления 
b 

\ vax промежуток от а (= хо) до b(=x,) разбивается на п равных 

a 

о 
7) 
y y 
j 7 

Рис. 307. 

частей, и для точек деления хо, Х1, Xa, ..., Ап’ Мп вычисляются эна- 
чения интегрируемой функции у. Затем пользуются одной из трех фор- 

мул | полагая h = 

1) Формула прямоугольников (рис. 307, a): 

b 

(yde~h (о +Iq yh 
a 

2) Формула трапеций (рис. 307, 6): 

b 

\ уах = 2 (Yo + 21-22 .-. 27, ty) 
a
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3) Формула парабол (Симпсона); п четное (puc. 307, 6). 

b 
A 

\ y dx = 5 (Yo - 41 + 252 +43 +... 4, и (1) 
а 

Все три формулы тем точнее, чем больше п. При одних и тех же п 
вторая формула точнее первой, третья — еще точнее и поэтому наи- 
более употребительна. Для оценки ошибки, получаемой при вычисле- 
нии интеграла по формуле Симпсона (если пл кратно 4), вычисляют 
вспомогательную сумму 

2. о + tye +24 +... ty а +2), (и) 

представляющую собой ту же формулу Симпсона для полосок шири- 
ной 2h (получающуюся после отбрасывания ординат © нечетными ин- 
дексами). Можно приблизительно считать, что 

b 

| yax— = 
a 

(i) = I) 
15 

Заменяя подинтегральную функцию каким-либо интерполяционным 
мкогочленом (см. стр. 573), можно получить много других формул при- 
ближенного интегрирования. Наиболее употребительны из них (000- 
значения см. стр. 575): 

b 

\ yax = 2h (sit ys +... +9, + 
a 

1 9 у 

+ в (42y0 + Ау +... 42.) 
| 

” 180 (А43У-1 + АЗу\ + eee + Ady) -+- 

1 
+ ТЕ (A8y-2 + 4oyo t+. +. +49, 4) (п — четное}, 

b 
У у 

учх и [ен +3) -_ 
а 

1 (4, Ау, 4, НАУ 
— 5 + 

12 2 

3 ‚ АЗу 
+ WV ( а tn, Ag 41 _ 

120 2 2 

_ J (Ang Ро АУ, 
317 2 2 

Последнее слагаемое в этих формулах обычно из вычисляется и_слу- 
жит только для приближенной оценки погрешности вычислений по- 
данвой формуле.
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Графический метод. Если интегрируемая функция y= f(x) 
b 

изображена графиком АВ (рис. 308), то \ J (¥) ах, равный nao 

a 
wiain MyABN, может быть найден графически следующим способом: 

1} MoN делим на 2я равных частей 
у точками 

| м 
a *1/о, +}, X83 /os Хэ, eee, п: Хп_1/ 

(чем больше точек деления, тем точ- 
нее результат); 

2) из точек деления 

м, 8 *1/>, 3/0", yn Vo 

need Aa tae т И 

ele lle: > aa ; проводим ординаты кривой и откла- 
; |: дываем их на оси Оу (отрезки ОД,, 

(|: ОАз,..., ОА); 

"РЕ 3) откладываем отрезок ОР про- 
ы pists x извольной длины в левой части оси 
и С. Ох и соединяем Р с точками Ay, Ag, 

eee ‚ > 

Puc. 308. 4) через точку Мо проводим отре- 
30K MoM, параллельно PA, до пересе- 
чения с ординатой точки Xy, через 

М, — отрезок 4/1, М || РАз до пересечения с ординатой хо, затем 
М.Мз | PAs ит. д.. пока не достигнем последней ординаты в точке Мл 

b 

Интеграл \ f(x) ах численно равен произведению длин отрезков ОР 

а 
и NM; произвольной длиной ОР пользуются для регулирования pa3- 

меров чертежа (чем меньше допустимые размеры, тем большим нужно 
b 

выбирать ОР). Если OP =1, то \ f(x)dx=NM_,, а ломаная Мо М: М....М и 

а 
изображает приблизительно график первообразной функции OT f (x) 

(неопредеденный интеграл \ f (x) ах. 

Вычисление при помощи планиметра. Гланимет- 
ры — приборы, позволяющие определять площадь, ограниченную 
произвольной кривой, и таким образом вычислять определенные ин- 
тегралы от функции у = f (x), заданной своим графиком. Планиметры 

специального типа вычисляют Le только \ y dx, но и \ yr ах и \ уз ах. 

Описание и теория планиметров см. Крылов, стр. 585 справочника. 
Интеграфы. Существуют приборы, вычерчивающие график 

интегральной функции 
х 

Y= \ f (t) at, 

a 

по графику задавной функции у == f (x) — так называемые интеграфы. 
Эписание и теория интеграфа см. Крылов, стр. 585 справочника.
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10. Приложения определенных интегралов 

Общий принцип приложений определенного интеграла 
к вычислению геометрических, физических и других величин: 

1) вычисляемая величина А разбивается определенным образом на 
большое числа малых величин: А =a; + а... -- an 

2) каждая величина а; заменяется величиной а, (близкой к a}, вы- 

числение которой ведется по известной формуле; ошибка &, =а; —а; 

должна быть бесконечно малой высшего порядка по сравнению с a;, 

т.е. а; и а, — равносильные бесконечно малые; 

3) величину а, выражают через некоторую переменную х, выбран 

ную так, чтобы а; приняло вид f (хз Ах; 
4) искомая величина вычисляется как предел суммы 

п п b 

A= lim а; = lim (Хр ax, =| F(x) ах, 

PO pt OO GY a 
где и 6 — граничные значения х. 

Пример; Вычисление объема пирамиды ($ — площадь основания. 
Н — высота): 

1) вычисляемый объем И разбивается плоскими сечениями на объе- 
мы тонких усеченных пирамид (рис. 309, а) 

Ия +... 9); 

2) каждая усеченная пирамида заменяется призмой 9, той же высо- 
ты и с площадью основания, равной верхнему основанию усеченной 
пирамиды (рис. 309, 6). Отбрасываемый объем — бесконечно малая выс- 
шего порядка, чем V5 

м р 

6) У 
ye an 

Puc. 309. 8) 

3) формулу объема 9, приводят к виду 9, = S$; 4h, где 1, 

(рис. 309, 8) — расстояние верхней грани до вершины пирамиды или 
2) (так как S,: SAPs : 

. 58 

4) искомый объем вычисляется как предел суммы: 

п п 2 H 
~ Shj 2 H 

noo ‹ по: 
i= | i= |
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Основные приложения к геометрии. 
Плогцадь. Формула плошади криволинейной трапеции (рис. 310, а}, 

если уравнение кривой задано явно [у=/ (5) иа=х=6] или параме- 
трически (x= ¢ (И, vod (ft), НВ Sf < ts): 

b to 

SABCD = \ f(x) ах = \ ф (Е) 9" (2) at; 
a ty 

формула площади криволинейной трапеции, изображенной на рис. 310, 6, 
) 

i Е 1 

в 51] ° 
ay MEE 

t aL —_Wf 
б coat 

6) 6) 

Рис. 310. 

х= (У), «= у=В или параметрически х=9(46), y= (A), ty SES Co) 

В fo 

SEFGH = \ & (У) ау= \ ФИФ’ и dt; 
а Е 

формула плошади хриволинейного сектора (рис. 310, 6), если кривая 
задана уравнением в поляэных KO- 

‘ ординатах [р==р ($), 91 SPS фз]: 

В Po 

= — 2 dg. р SOKL = 3 \ р” de 
а Pt 

BI Вычисление площадей более слож- 
ных фигур производится при по- 
моши криволинейного интеграла 

Рис. 311. (см. стр. 418) или двойного инте- 
грала (стр. 428). 

Длина дуги. Формула длины дуги кривой (рис. З1, а), если урав- 
нение кривой задано язно [у ==] (x) или «= (у)| или параметрически 
(x= 9 (f), y= (f)): 

b 6 fo 

x7 фи +f (x) dx = \ Vie’ (у) ladys \ Vie’ (2) НН’ (В Rae; 

a a fy 

или 1. = \ dl, где dl — дифференциал дуги: al? = dx? + dy*,
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Если же кривая (рис. 311, 6) задана уравнением в полярных коор- 
динатах [р =p ($)], то 

2 

Lega) V+ (BY ae CD ap 
$1 

или L = \ dl, где dl — дифференциал дуги: dl? = р? dp? + dp?. 

Поверхность. Формула площади поверхности, образованной вра- 
шением кривой у = f (x) вокруг оси Ох (рис. 312, a): 

b b 
° dy р] ; 

5=2=\ y di = 2 |. У + (22) ах; 
а а 

кривой х == f(y) вокруг оси Оу (рис. 312, 6): 

$' = 2х fat a2 И (ae 

a a 

Вычисление поверхностей, ограничивающих более сложные тела, 
см. стр. 428, 432. 

| 

Wi aie 
eo) 

Puc. 312. Рис. 313, 

Обзем. Формула объема тела врашения кривой вокруг оси Ox 
(рис. 312, а): 

у? dx; 

вокруг оси Оу (рис. 312, 6): 

Формула объема тела, если плошадь его сечения, проведенного 
перпендикулярно к оси Ох, есть функция х [$ = f (x)} (рис. 313): 

b 

v=( F(x) ax. 

а
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Вычисление объема более сложных тел производится при помощи 
двойного или тройного интеграла (см. стр. 421, 428, 429). 

Приложения к механике и физике. 
Путь, пройденный точкой, начиная с момента fy до момента Т 

[если скорость движения — переменная, зависящая от времени, 
v= } (1)], определяется по формуле 

5=\ vw at. 

fo 

Работа, затраченная силой Ha передвижение тела OT .X =a KO 
x= 0 по прямой Ox, совпадающшей с направлением силы (если величина 

силы — переменная Ff = f (+)] 
5 определяется по формуле 

== о (рис. 314) 

И от 
д=\ гах* 

а 
Рис. 314. 

Давление, производимое жидкостью с удельным весом у на одну 
сторону погруженвой в нее вертикальной пластинки, если расстояние 
(x) точек пластинки до уровня жидкости изменяется от а до 6 (рис. 315), 
определяется по формуле b 

p=\y xy ax, 

a 

где у — длина горизонтального сечения пластинки (у = f (x)}. 

у у 
1 1 

т 
al 

a 

0 " ба т 
а) 6) 

Puc. 315. Puc. 316. 

Момент инерции: 1) дуги однородной кривой y= f (x) а=х=ь} 
отвосительно оси Оу (рис. 316. а) определяется по формуле 

Db b 

l= 3 \ x? dl == ь\ x? УТ + (у’)2 ах (5 — линейная плотность}; 

а а 

» В общем случае, если ваправление силы не совпздает с на- 
правлением движения, а также если тело движется по криволи- 
вейному пути. работа вычисляется как криволинейный интеграл 
(cm. стр. }.
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2) однородной плоской фигуры (рис. 316, 6) относительно оси Oy — 
по формуле 

b 

I= \ xy dx {8 — плотность 
4 фигуры), 

где у — длина сечения, параллельного 
оси Оу. См. также стр. 428. 

Центр тяжести С дуги (рис.3 17а} 
однородной плоской кривой у = f (x) 
{48 = х = В} имеет координаты 

р 

\ хУГ- y? ax 

_ а 
x= т , 

b 

Vist y"2 dx 
> ” Рис. 317. 

_а 
У L , 

где [ — длина кривой (см. стр. 394—395}. Центр тяжести замкнутой 
кривой (рис. 317, 6): 

b 

\=( 1+ (Ур + У 1+ (уг) ах 

а x= т 

b 

\ Gy, У toy? + ye 7 1+ (yo?) ax 

‚ _@ 

У = ГА ‚ 

где Vy = fy (Х) и Уз =} (x) — уравнепия верхней и нижней частей кон- 
тура, L — длина всего контура. 

1-я теорема Гюльдена. Поверхность тела, описываемого плоской 
кривой при вращении ее около оси, лежащей в плоскости этой кривой 
и не пересекающей ее, равна произведению длины кривой на длину 
окружности. описываемой при этом врашении центром тяжести кривой: 

Sao =L[. у 

Центр тяжести С однородной криволинейной трапеции (рис. 317, в, 
имеет косрдинаты 

b b 
i 

\xydx 5 \ tae 

a a x, =——, = 
5 Я
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где $5 — площадь трапеции, у== f(x] — уравнение кривой АВ. Центр 
тяжести произвольной плоской фигуры (рис. 317, г 

b 12 

exer — Yo) dx 20-5 ах 

_ а _ а 
*с = $ » = $ ’ 

где $y = fy (Хх) и Yo = fo (x) — уравнения верхней и нижней частей кон- 
тура, $ — площадь фигуры. 

2-я теорема Гюльбена. Объем тела, описываемого плоской фигурой 
при вращении ее около оси, лежащей в плоскости этой фигуры и не 
пересекающей ее, равен произведению площади фигуры на длину окруж- 
ности, описываемой при вращении центром тяжести этой площади 

Ур =S- 2ny 

О центрах тяжести плоских фигур и тел см. стр. 428—429 (кратные 
интегралы). 

11. Несобственные интегралы 

Общие сведения. Простейшими обобщениями понятия опре- 
деленного интеграла (стр. 383—384) являются несобственные инте- 
гралы *. 

Два основных типа несобственных интегралов: 
1) Интеграл с бесконечными пределами. Областью задания под- 

интегральной функции является замкнутая полуось [а, co) или (—00, 6] 
или же вся числовая прямая (— со, + со). 

2) Интегралы от разрывных функций. Заданная функция непре- 
рывна во всем интервале от а до 6, кроме некоторого конечного числа 
его отдельных точек, которые называются особыми. 

Могут встретиться и более сложные случаи — комбинации обоих 
типов, 

Интегралы с бесконечными пределами. 
Определения. Пусть область задания функции — замкнутая полу- 

ось [а, со). По определению 

-- © В 

\ (Хх) ах = Hm \ f (x) ах. (1) 
B-o 

a a 

Вели этот предел существует, TO интеграл (1) существует или cxo- 
бится и называется несобственным интегралом. Если же предела не 
существует, то ви нтеграл (1} не существует или расходится, В слу- 

чае, если Jim \ f (x) dx == со, применяют, обозначение 
В-с 

-- со 

f (%) dx = ©; 

a 

этот интеграл является расходяимся. 

* Понятие интеграла может быть обобщено и на более сложные 
случаи, когда областью задания функции (область интегрирования) 
является множество значений некоторой функции (интеграл Стиль- 
тьеса). См. об этом в полных курсах анализа, например, Фихтенгольц, 
т. Ш, стр. 587 справечника.
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Аналогично определяются несобственные интегралы для функции, 
заданной на полуоси (—с0, 6] или на всей числовой прямой (— со, +00): 

[4] b 

\ f(x)dx= lim \ f (x) dx, 2) 
A+— 

— < А 

+ о В 
\ f (x) ах = lim \ 1 (x) dx *, (3) 

А-—— со 
© B-+-+00 A 

Геометрический смысл интеграла с бесконечными пределами 
(1), (2) и (3) — предел площадей фигур, изображенных на рис. 318, а, б, в. 

J 
4 1 

+ + 

< >“ 

f | а poo 

а) [пеар 9 [Пома 9 | falda 
@ —c —о2 

Рис. 318. 

Примеры: 

со В 
а а . 

nf ox = iim \S- lim In B==oo (расходится), 
j х B- со, х В-+ со 

* Числа А и В стремятся к бесконечности независимо одно от 
Другого. Если предела (3) не существует, но существует 

+A 
lim \ f (*) ах, (4) 
— со A 

то предел (4) называется главным значением несобственного интеграла,
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со В 

2) \S- lim \S- lim $-3)=3 (сходится), 
** В со x B-+co B ad 

2 2 

+09 B 

3) \ qx lim \ ax s= Им farctg В — arctg A] = 
ot A-+—©o 4 1" A_,— 00 

— В—>-- со B-++0 

rief{f{_X — =5 ( 5) m (сходится). 

Вели пределы (1), (2), (3) трудно определить непосредственно HAH 
требуется только установить, сходятся интегралы или нет, то можно 
применить какой-либо из достаточных признаков сходимости. 

Достаточные признаки сходимости. Здесь рассмотрен только 
интеграл` типа (1). Для интеграла типа (2) можно сделать замену пе- 
ременной x == — & и свести интеграл к типу (1): 

а oe) 

| ponaem | seman 3, 3, 
9) nae типа (3) разбивается на сумму двух интегралов типов 

(2) и (1): 

- со С +00 

\ f(x)dx= \ fle) de+ \ f(x) ах, 
— OO — OO} Cc 

где с — произвольное число. 
co 

Признак 1. Ecau существует интеграл \ Lf (х)} ax, то суще- 

а 
ствует и интеграл (1). В этом случае интеграл (1) называется абсо- 
лютно сходящимся, а функция f (x) — абсолютно интегрируемой 
на полуоси [а, +0). 

Признак 2. Если f(x) иф (x) — функции положительные и удо- 
влетворяют условию f (x) = ф (x) при а = х < о, то из сходимости ин- 

со со 

теграла 9 (x) dx вытекает сходимость интеграла \/ (x) ах, а из pace 

а а 
© со 

ГЫ 

ходимости интеграла \ f (х} dx — расходимость интеграла \ ф (x) ах. 

а а 

со 
1 ax 

В частности, полагая ф (xX) = —— и учитывая, что —— сходится 

x ха 
а 

1 

(a — Па’ * 
привести указанвый признак к следующему: 

при а >| [он равен и расходится при а= 1, можно
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Признак 3. Если fix) — функция положительная при а=х CIO 
и существует такое число & >> 1, что при достаточно больших х 

a 
(хх <, 

то интеграл (1) сходится; если же f (¥) положительна и существует 
такое число а = |, что 

a 
f(x)-* >e>0, 

то интеграл (1) расходится. 

3/5 3/5 x2 
Пример: \ x tax Полагая & = 1/9 те” “ей 

| 
тж. “zr имеем 

данный интеграл расходится. 

Связь несобственных интегралов с бесконекными рядами. Если 
х1, 2, +++, Хы, ++. — произвольная безгранично возрастающая беско- 

нечная последовательность, т. в. 

ADH See... <... lim Xn =O, (A) 
n- oo 

и функция f(x) положительна при а = х < со, то вопрос о сходимости 
интеграла (1) можно свести к вопросу о сходимости ряда 

x4 хо x 

\ даж лей ах+ ...+ | ах... = (5) 
а “1 “п 

Если ряд (Б) сходится, то интеграл (1) сходится и равен сумме этого 
ряда; если ряд (Б) расходится, то расходится и интеграл (1). Это дает 
возможность использовать признаки сходимости рядов для сходимости 
интегралов. (Интегральный признак сходимости рядов (стр. 295) сводил 
вопрос о сходимости ряда к сходимости небсобственного интеграла.] 

Интегралы от разрывных функций. 
Определение. Пусть область задания функции — полуоткрытый ин- 

тервал (а, 5) или же весь замкнутый интервал (а, 6], но в точке В 
предел lim }(х) = со. И в том и в другом случаях, по определению, 

х-—>65 
[1] b—e 

Sze, ах = lim \ f (x) ах. (1) 
= —0 

а а 

Если этот предел существует, то интеграл (1) существует или схо- 
OUMCA и называется несобственным интегралом. Если же предела не 
существует, то интеграл (1) не существует или ‚расходится. В слу- 

—& 

чае, если Mm \ 1 (х)ах = с, применяют обозначение 
$ — 

b 

\ ло dx = о 
а 

этот интеграл является расходящимся.
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Интеграл (1) всегда существует, если функция f(x) кусочно- 
непрерывна и ограничена в области |а, 65). В дальнейшем будет предпо- 
лагаться, что функция f (x) не ограничена, т. е. что lim }(х) = ©. 

x— bd 
Аналогично определяется несобственный интеграл для функции, 

заданной в интервале, открытом слева; (а, 6], или в интервале (а, Dj, 
но при lim {(х) = oo: 

Xa 
b b 

\y (x) dx = lim \ f (x) ах. (2) 
e—+0 

a a-+eé 

Наконец, если функция задана Ha всем интервале [a, 65] за исключе- 
нием его внутренней точки с (а<с <), т.е. в двух полуоткрытых 
интервалах [а, с) и (с, 6], или определена и в точке с, но так, что 
lim f (x) = ©, To несобственный интеграл определяется так: 

> ae 

c—eé b 

ле dx = lim \ f (*%) dx + im \ f (х) ах*. (3) 
= 0 6 --0 

а а 6 

Числави 6 стремятся к нулю независимо одно от другого. Если 
предела (3) не существует, но существует 

c—e b 

lim \ f (x) dx + \ f(x) dx, (4) 
= 0 

а c+e 

то предел (4) называется главяык значением несобственного инте- 
грала. 

Геометрический смысл интегралов от разрывных функций 

О
 

So
ol

 
S
k
e
 

< 

a) Случай (1) | 6) Случай (2) в) Случай (3) 

Рис. 319. 

(1), (2) и (3) — площадь бесконечно протяженных фигур, имеющих вид 
изображенный на рис. 319 (кривые имеют вертикальную асимптоту). 

* Аналогично случаю (1), в интегралах (2) и (3) будет предпола- 
гаться, что lim f (¥) == © и, соответственно, lim f (¥) == ©, 

Хх->а #5
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b 

Примеры; \) \ ах, случай (2), особая точка х == 0; 
ov * 

7 b 

| 2 — ит \ 4% ци (2V6 —2Ve)=2V 6 (сходится). 
V x = > 0 x e—-0 

0 = 

п/о 

2) \ tg x dx; случай (1), особая точка x=} 

0 

п/о д/о—Е 

Е —> 

ых tim \ te х ах = 

0 o 
= lim |1Incos0— Incos (5 — = )] = со (расходится). 

Е > 2 

3) \ dx ; случай (3), особая точка x = 0; 

8 

—= = tm (atin [9=- 
ЛУ + У» "Ух 

3 ‚2 3 2 9 =lim © (e°/s—1) +1im — (4 — 8°/3) => (сходится). 
т з & $5 +0 2 3 

2 

4) \ SAO случай (3); особые точки x= —1их=-+ Е 

—2 

2 —| —2 | 49 

ака _ lim \ + jim + { = 

~~ 2 yo —!+8 т> 1-1 

—l—e И = Him In (v2? — 1) 
se— 0 

= im fin (1 + 2e + 02? — 1) — In3] +... = < = (pacxogntcr). 
$ > 

| 

О применений основной теоремы интегрального исчисления. При 
вычислении несобственных интегралов с особыми точками типа (3) 
нельзя механически применять основную теорему (стр. 386 — 387) 

b 
b 

Fate ах = [F(a] , tae F’ x} = f (x), 
a 

a 

не учитывая особых точек внутри интервала |а, 6}; это может
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привести к ошибкам. Так. применив осповную теорему к при- 
меру 4, получаем: 

2 
\ 2х ах 

x? — | 
—2 

+2 
= In (x? — 1) =In3 — In3=0, 

в TO время как этот интеграл — расходящийся. 
Общее правило: основную теорему для случая (3} можно приме- 

нять только тогда, когда первообразная функция от f(x} в особой 
точке пепрерывна. 

В примере 4 этого нет: функция In (x? — 1} при x = - | разрывна; 
o 2 

в примере же (3) фупкция ed ‘3 при х-==0 непрерывна и поэтому 

к примеру 3 основную теорему применить можно: 

—1 

Достаточные признаки сходимости интеграла от разрывной 
функции. 

b 

1) Если сушествует интеграл филе ах, то сушествует и инте- 

а 
р 

грал ис dx, который в этом случае называется абсолютно схо- 

а 
дящимся, а функция f(x) — абсолютно интегрируемой в данном 
интервале. 

2) Если f(x) — функция положительная в области (а, 5) и суше- 
ствует такое число а < 1, что при x, достаточно близких к 6, 

11%) (6 - хе <0, 

то интеграл (1) сходится; если же f(x) положительная в области (а, 6} 
и существует такое число а > 1. что при x, достаточно близких к 6, 

f(x) (6 — x)* >c>0, 

то интеграл (1\ расходится. 

12. Интегралы, зависящие от параметра 

Определение. Определенный интеграл 

b 

лее. yl dx == (у) (1) 

а 

является функцией одной переменной У, называемой в данном случае 
параметром.
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Функция Р (5) во многих случаях не является элементарной функ- 

цией. Интеграл (1) может быть интегралом в обычном смысле или — 

несобственным * [с бесконечными пределами или от разрывной функ- 

ции f(x, У)]. 
Пример’ 

со 

Г (5) = \ хУ1е ax (сходится при у > 0) 

0 

— гамма-функция или эйлеров интеграл второго poda. 
Дифференцирование под знаком интеграла. 

Если функция (1) определена в интервале с = у Se и функция f (x, y) 

непрерывна в прямоугольнике а = х =, с = узеи имеет в этой об- 

ласти частную производную ду, то при любом у в интервале [с, е] 

имеет место формула 

, b b af 
_  OF(% у ay и у) dx =) ax (2) 

a a 

(OugigGeperyuposaxue под знаком интеграла). 
Пример В любом интервале при y > 0 

| 

<5, \ arctg ~ax—\ 9 (arctg ая —{ APR = pin x dy y ay y xp ye 2 yt 
0 0 0 

| 9 1 | у? 
Проверка: | arct Х ах =arctg + туш; ровер Е. gy tq: T+ У? 

0 

d ] | ye \_1 ye 

(мае pha ee) TE 
При y= 0 условие непрерывности функции нарушено; производной не 
существует. 

Обобщение формулы (2) для случая, когда и пределы интеграла 
зависят от параметра. Ёсли, при тех же условиях, функции < (у) и 
6 (у) определены в интервале [с, e] и имеют непрерывные производные 

а’ (у), В’ (у) и если кривые х=а(у), x=f (у) не выходят из прямо- 

угольника а = х=6, сз y Se, то формула (2) допускает обобщение: 

В (5) 
as T(x, у) dx = 
dy ‚7 

a (У) 
B (5) of (x.y) 

x, 
\ ooo ах - В’ (y+ Л(В (5), 5) — @ (5). FAC У). (2) 

а (y) 

* Теорию сходимости несобственных интегралов, зависящих от па- 

раметра, см. в полных курсах анализа, например, Фихтенгольц, т. И, 

стр. 587 справочника.
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Интегрирование под знаком интеграла. Если 
функция (1} определена в интервале [с, е] и фувкция f (x, у) непрерыв- 
на в прямоугольнике а = х = 6, с = у=е, то имеет место формула 

b be 

[бис У) ах ау = \ [бус У) ay| ах (3) 

а а с а
 
=
>
 

(интегрирование под знаком интеграла). 
Примеры: 1] f (x, y) = ху (0 = х=1 а=у=6;: а>0). При а>> 0 усло- 

вие непрерывности соблюдено: функция x” разрывна при х=0, у==0. 
Следовательно, 

b | 
a 

; правая часть дает ( 

b 

*—* ах; 
In x 

Левая часть дает 

неопределенный интеграл не выражается в элементарных функциях, HO 
определенный интеграл найден: 

а x —х +6 
\-—* ах = In; Га (0 <а<5.. 

3 — x2 
Q) f (x, N= rT (0<x<1,0<y<1). В точке (0, 0) функ- 

ция разрывна, формула (3) неприменима. Проверка: 

1 | 
у? — x? [хо feel 1 : { dy _ 1k 

\ po = яя х=0 Ту, git arte ya 
0 

| 
\ у? — x? dye -—2— P= ee 

| Ry =n аа я | =-F таят” +
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13. Таблица некоторых определенных интегралов * 

Интегралы от показательных функций 
(в сочетании с алгебраическими, тригонометрическими 

и логарифмическими) 

Г (n-+-1)** 
wad при a> 0, п>-\ 

foe] 

1) \ xe —@Х4цх = 

0 

В частности, при п > 0 целом этот интеграл равен 
т 

ght’ 

co c(atly™ 

) \ хе — ax? ах = 2 

0 

при а>0, п> —№ 
а(п + 1)/2 ' 

В частности, при л целом четном (п = 2k) этот интеграл равен 

1.3... @ ~1) Va 
ов Чай - 1 , 

К! 
а при п целом нечетном (n = 2k + 1) фавен — >. я 

со 

3) \ г— 41%? ay - У при а > 0. 

0 

со 

4) \ хзе— а Хх = ут при а > 0. 

0 

со 

5) \ е— 48%? соз bx 4х = pee Mae при а >0. 

0 

со 
хах ne 

9-е 
0 

® 2 
n \ x aN = 

6 +1 

* Более полные таблицы определенных интегралов см. Рыжик и 

Градштейн (см. стр. 585 справочника), Bjerens de Haan, Leiden, 1939. 

** О функции Г (Гамма) см. стр. 162; таблицу P(x) cM. стр. 15,
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OO -ах 
5) ) qe sine ax = arcclg a=arctg = при а > 0. 

0 

со 

9) \ e 11 хах = — C = - 0,5172 *. 

0 

Интегралы от тригонометрических функций 
(в сочетании с алгебраическими) 

nfo 
3 Ганги 1 on vo | sin 1 хсоз" PT! хах = Е => Bla+ 1,8-1)** = 

ов 
~ 

Now 7 
2(& +В +1)! (при а и В целых положительных) 

Эта формула справедлива для любых а и 6; ею можно пользовать- 
ся для нахождения 

п/о п/о П/о 
~ 3 9 

\ V sin x dx, \ V sin.x dx, | ax _ ит. п. 
3 

0) 0 о У cosx 

со 
11) (a= dx = 

x 
6 — 

a 

cosax dx 
12) = 00 (a — произвольное число). 

при а > 0, 

при а < 0. 

14) Ее ах — cos Ox ато. 

<>
 

* С — постоянная Эйлера (см. стр. 278). 
Г (x}-T 

** B(x, y) = ег — бэта-функция или эйлеров интеграл пер- 

вого рода, F(x) — гамма-функция или эйлеров интеграл второго рода 
(см. стр. 162].
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к 
со > при | а |< 1, 

15) jae ax ах п 

 » \a\=1, 
0 4 

о » [а|>1 
со со 

sin x cos x 16) | ax =\ ах= И = 
ои* y be ? 

x sin bx T = -+ — о аб . 17) \ a? х2 ах = е | | (знак совпадает со знаком числа 65). 

0 

со 

ах = — ell, 
+ x? 2 

lo
a 

—
 

2
—
5
 

—
с
 

©. 
19) \ sin? ax ат lal. 

0 

+ со +00 

20) \ sin (x2) ах = \ cos (=?) dx = у =. 

— со — © 

у sin x ах 1 {Е 
24) \ ЕЕ — 28 ПВ при | & | < 1. 

с? cos x dx 1 
22) УЕ: & СМП А при || < 1. 

у sin? x dx 1 
23) Vora ee КВ" при | k[ <1. 

“ cos? x dx | 
24) \ Aaa mE KT при | #| <1. 

* ЕиК — полные эллиптические интегралы: 

и" 

B= E(k, 5). К = F(R, =) (cm. стр. 343 и таблицу на стр, 80}.
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к 

cos AX ax roa 
— 

=> 

2) \ es pipe ПРи а целом =0, |6 < 1. 

0 

Интегралы от логарифмических функций 
(в сочетании с алгебраическими и тригонометрическими) 

] 

26) \ In In x dx = — С = — 0,5172 * (сводится к № 9). 

a 

1 
р 

27) \ a dx = ~ (сводится к № 6). 

0 

28) 

| 
2 

29) | In * dx= 7. 
0 

] 
у" 

80) \ x= In 2, 

0 

| 

31) фе (у у ажегачу» (-l<a<a). 
0 

x 

п/э п/о 

32) \ 10 sin хах = \ 11 с0$ x ах=— zine 

0 0 

С 2 
83) \ xinsin xdx—=—2 3, 

0 

t/9 

84) [sin x Insin хах = in? —1, 

0 

* С — постоянная Эйлера (см. стр. 218). 
** Г(х) — гамма-функцин (см, стр. 162 и таблицу ва стр. 76).
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к 
Иа? — 5? 

35) | in (a bcos x) dx =a In at b при asd. 

0 

х 
> 

36) { in a? — 2a cos x + 08) ax = ИТ (a>b>0), 

0 
Qrinb (b=a>0). 

®/2 

37) (inte x dx о. 

0 

к/4 

38) (ind + tg) dx = = ш2. 
0 

Интегралы от алгебраических функций 

| | 

39) “и — эр ах =2 та — х2)В dx = 

0 >
 

Гаги = В (а -- 1 В +1)* (сводится x № 10). 
Гав -2) 

ы а х к 
40) \ == при а< 1. 
ВИ) ха sin ат 

со 

41) \ —  — xctg an приа< 1. 
(1 — x)x 

0 

со 
a~l 

42) x БАХ = * при do<a<d. 
i++ b sin е 

0 b 

* B(x, у) = Tes (5) _ бэта-функция или эйлеров интеграл пер- 

вого рода, Г (x) — гамма-функция или эйлеров интеграл второго рода 

(cm. стр. 162). 
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var(Ly 

43) ( a =, . 
2a 

1 

т 

0 | i1—x«% ar 

а 
44) | _ = (o<a<+). 

0 
т 2х соза + хз ~ 2sina 

со 
ах а 

45) \ 1 + 2x cos а + x2 ~ эта 
0 

(o<a<-+). 

В. Криволинейные, кратные и поверхностные 
интегралы 

Понятие определенного интеграла (см. стр. 383—384) может быть 
обобщено в различных направлениях. Областью интегрирования просто- 
го определенного интеграла был отрезок (интервал) (а, 5] числовой пря- 
мой. Если за область интегрирования взять отрезок некоторой кри- 
вой линии (плоской или пространственной), то получается криво- 
линейный интеграл; если взять некоторую плоскую пло- 
шадь, то — двойной интеграл; если часть поверхности, 
то — поверхностный интеграл; если часть простран- 
ства (объем), то тройной интеграл. 

14. Криволинейные интегралы первого типа 

(Интегралы по длине кривой) 

Определение, Ериволинейным интегралом первого типа 

\ f (x, У) ds 
(K) 

om функции двух переменных u = f (x, У) (заданной в некоторой связ- 

ной области **), взятым по отрезку К = АВ плоской кривой, заданной 
своим уравнением (этот отрезок находится в той же области и назы- 
вается лутем интегрирования), называется число, получаемое сле- 
дуюшим образом (рис. 320): 

*Г(х) — гамма-функция (см. стр. 162 и таблицу на стр. 15). 
** О связной области двух переменных см, стр. 281.
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1) отрезок АВ разбивается на л «элементарных отрезков» произ- 
вольными точками 1’ Аз’ +, Ani идущими от начала отрезка 

А = А, до его конца В = А; 

2) внутри (или на границе} каждого элементарного отрезка А i 
выбирается OANA произвольная точка М; с координатами op т; 

3) значения функции f( 5; ni) в этих выбранных точках умножаютса 

на длины отрезков A 1=45 (эти длины считаются положи- 
тельны ми); 

i-14 

i-1 i-1 

у 

Рис. 320. 

4) все полученные 2 произведений (8; 113) AS; складываются; 
V4 9 ~ 

6) вычисляется предел полученной суммы 

п 

> f (Fs, 13) 45-4, 
a 

когда длина каждого элементарного отрезка As, 
(и, следовательно, п-»о9). i 

Если этот предел существует и не зависит от 
выбора точек А, и j, то он называется криво- 
линейным интегралом первого Tuna: 

1 

, стремится к нулю 

п о , фу - tim) ХИ 1) Sin (А) 

Аналогично определяется криволинейный интеграл первого типа 
от функции трех переменных п==}(х, у, =), взятый по отрезку К 
пространственной кривой: 

в 

— т \ if Hx, у, 25 tim > (Es, ть Аль. (Б) 

(К) п-ь со = 

Теорема существования. Если функция f(x, у) или 
f(x, у. 2) ишепрерывна, а кривая на отрезке К непрерывна и имеет 
непрерывно врашающуюся касательную, то криволинейный интеграл 
первого типа (А; или (Б) существует (т. е. указанные пределы суще- 
ствуют и не зависят от выбора точек A; и М,),
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Вычисление криволинейного интеграла пер- 
вого типа сводится к вычислению определенного интеграла. Если 
уравнения пути интегрирования даны в параметрическом виде (см. 
стр. 234 и 250) «= x (1). y= y (1) ицдля кривой в пространстве; z=2(t), 
то 

| 

«>. у) ds=\ flx(t), ya V ПР + [5° Фр at (eB случае A) 

(К) to 

и 
Т 

\ flx, 9, 2) 5 = \ fle, у, 2) Vie OF FD OP + HE at 
(K) to 

(в случае 5); 

здесь fo — значение параметра ¢ для точки A, ТГ — для точки В, причем 
точки Аи В выбираются так, чтобы было fy < Г. 

Если уравнения пути интегрирования даны в явном виде: у=ф (х} 
для плоской кривой или у==ф (x), Z= (x) для пространственной кри- 
вой, иди b — соответственно абсциссы точек Аи В (a < b)*, то 

o 

\ Ах уаз = \ fle, Ф(х)] УТ- [$' (х)]2 dx (в случае А) 

(К) а 

o 

\ fix, у, z)ds= \ Fle, Ф (x), $ (4) V1 + [¢" (<) + [9 Coy? ах 

(K) a 
(в случае Б). 

Приложения криволинейного ингеграла первого типа; 
1) Длина криволинейного отрезка К: 

Цк) = \ as, 

(к) 

2) Масса неоднородного криволинейного отрезка К, если 6 — пере- 
менная линейная плотность [6 = f (x, y) для плоской или 8 = f(x, у, &) 
для пространственной кривой |: 

MK) = \ 6 ds, 
(к) 

* При этом предполагается, что отрезок кривой К имеет такую 
форму, что каждой точке его проекции на ось Ох соответствует един- 
ственная точка отрезка К (точка кривой однозначно определяется своей 
абсциссой). Если этого нет, то отрезок К разбивают на несколько ча- 
стей, каждая из которых обладает этим свойством; криволинейный 
интеграл, взятый по всему отрезку К, рассматривают как сумму ин- 
тегралов, взятых по его частям.
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15. Криволинейные интегралы второго типа 

{И нтегралы по проекции и интегралы общего внда) 

Определения. Криволинейным интегралом второго типа 

\ F(x, зах (A,) 
(К) 

ИЛИ 

хех, » дах (5,) 
(К) 

от функции двух переменных f (x, у) или соответственно трех пе- 
ременных f (x, у, 2) (заданной в некоторой связной области), взятым 

— 

по проекции отрезка К = АВ плоской [или пространственной] кри- 
вой (путь интегрирования находится в той же области) на ось Ох, на- 
зывается число, получаемое так же. как и Криволинейный интеграл 
первого типа (см. стр. 412—413), с одним отличием: в этапе 3) значе- 
ния функций (Е; 7;) [соответственно } (E js Np $71 умножаются не на 

длины отрезков А, „А, а на их проекции 
на ось Ox (см. рис. 321): у 

~~” . A 

Mp yA; , А} =; -х; = A 
4-1 

Ду, мах = ax. ПО Dy р прах, Ad 
(К) 1—1 i=] 

n— © 

0 т, Tj 
п 

(=, м, 2) ах — lim \ Fe, Nh ВАХ, |. (5х) 

Ах. ->0 » Puc. 321. 
(kK) = 

n> 

Аналогично определяются криволинейные интегралы второго типа, 
взятые по проекции отрезка K кривой на ось Oy [а для случая (Б) и 
на ось О]: 

п 

\ f(x, у) ay “ayo > FE; 23) АУ; 1, (Ay) 

(K) m1 = 
nwo 

n 

\ fx, Hay Nm № Тр ть СР АУрь (By) 
(K) 1—1 i= ] 

п» 

п 

\ flx,y 2dz= ит У Ур ay Op) ep. (Bz) 
(К) Az, 70) i= | 

nm о 

Теорема существования. Если функция f(x, у) или 
f(x, м, 2) непрерывна, а кривая на отрезке К — непрерывна и имеет 
непрерывно вращающуюся касательную, то криволинейные интегралы 
второго типа (Ay) (Ay), (By), (Бу, (B.) существуют.
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Вычисление криволинейных интегралов вто- 
рого типа сводится к вычислению определенных интегралов. Если 
уравнения пути интегрирования даны в параметрическом виде (см. 
стр. 234 и 250) 

х=х (0, y=y(f) и (для кривой в пространстве) z =z (f), 

то интегралы (A,), (A.), (BY), (B.), (B,) вычисляются по следующим 

формулам: 7 J 
T 

\ и, у ах = \ АХО, у] x (2) de, (A,) 

(K) to 
T 

(re, хучу se, y OLY at, (Ay) 
(К) Lo 

T 

усе, 9, дах = | fle, yO, 20) ¥ фа, (5, 
(К) fo 

T 
\/ (x, у, 2) ау= \ flx (ft), уф 2] x’ (6) dt, (By) 

(K) fo 
T 

\ f (x, у, 2) dz = \ f(x, yO, 20] 2’ @ dt. (B,) 
(K) to 

Здесь fp, Г — значения параметра f¢ соответственно для начала A и 
конца В отрезка. В отличие от криволинейного интеграла первого 
типа здесь не требуется, чтобы было 2о < Т; при перестановке точек А 
и В (перемена направления пути интегрирования) ‘интегралы меняют 
знак на обратный. 

Если уравнения пути интегрирования даны в явном виде: у==ф (x) 
для плоской кривой и y==9 (X), 2 =4$(х) для пространственной кри- 
вой иаир соответственно абсциссы точек А и B*, то в формулах 
(A,) — (B,) параметром ¢ служит абсцисса х. 

Криволинейный интеграл общего вида **. Если в 
некоторой связной области даны две функции от двух переменных 
P(x, у} и Q(x, у) [или три функции от трех переменных P(x, у, 2), 
Q(x, у, г) и R(x, у, 2)] и отрезок К плоской [или соответственно про- 
странственной] кривой, TO криволинейным интегралом общего вида 
называется сумма интегралов второго типа по всем проекциям: 

\ Pdx+Qdady= \ Pdx + \ о» для плоской кривой, 

(К) (К) (К) 
| Paxtqay+Rdz— | pax+ \qay+ | Raz ^" ственной 

(К) [9 (1) (K) кривой. 

* Здесь требование а < не обязательно. 
«* Векторное изложение теории криволинейного интеграла общего 

вида и механическое значение такого интеграла см. в главе «Теория 
поля» {стр. 537),
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Свойства криволинейного интеграла. | 
1} Интеграл может быть разбит промежуточной точкой С (или 

точкой С, лежащей на кривой вие отрезка АВ) на два интеграла: 

\ Pdx+ Qdy=\ Pdx+Qdy+ \ Рах-- В ау* (рис. 322, a, 6). 

AB AC СВ 

2) При интегрировании но тому же пути, 10 в обратном направле- 
вии, интеграл меняет знак на образный: 

| Pax+ Qay—- \ Pax+Qady*. 

AB BA 
3) Криволинейный интеграл в общем случае зависит как от 

начальной и конечной точек Аи В, так и от соединяющего их пути 
интегрирования 

\ Pdx+Qdy+# \ Pax+Qay? (рис. 323), 
> — 

АСВ ADB 

Г. C С 
a ¢ 9 

а g 2 

Puc, 322. Рис, 323. 

Примеры вычислений криволинейного интеграла. 

1) 1 = \ xy ах 4+- уг dy + 2х dz, где (К) — один виток винтовой ли- 

(К) 

нии x=acost, y=asint, z= bt (см. стр. 255) от fg =0 до T= 25; 
2n р 

T= \ (— a3 sin? ¢cos t+ a®b¢ sin ¢ cos ¢ + ab®t cos #) dt = — 40" ‚ 

0 

2 1-\ yeax + xy — x8) dy, где (К) — дуга параболы y® = 9х от 
(К) 

точки A (0, 0) до В (1, 3): 

3 

= — ys — =e = = — 

! [52 + (55 sr) | “> 55. 
0 

Циркуляцией называется криволинейный интеграл по замкнутому 

контуру [обозначаеть $ Pdax+Qdy или $ Рах-- Qady+ Raz, где 

(С) (C) 
С — замкнутый путь интегрирования, начало которого А совпадает 
с концом В). В общем случае циркуляция не равна нулю 

* Апалогичные формулы справедливы и для случая трех перемеивых.
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Площадь плоской фигуры может быть вычислева как циркуляция 

| 
s=7h (х dy — ydx), 

(C) 
где С — контур, ограничивающий плоскую фигуоу (путь интегрирова- 
ния проходится в направлении протнв часовой стрелки), 

Условие независимости криволинейного ин- 
теграла от пути (имтегрируемость полного дифференциала). 

Двумерный случай. Для того чтобы криволинейный интеграл 

\ P (x, y)dx + Q (x, у) dy, 
где Ри Q— Функции Henpepbisuble в односвязпой области, Зависел 
только от начальной и конечной точек Аи Ви не зависел от соеди- 
няющего их пути, лежащего в этой области, т. е. при любых Аи Bu 
любых путях АСВ и ADS (рис. 923) имело место равенство 

\ Рах-- 9 ау = \ Pdx--+ @ ау, необходимо и достаточно, чтобы 

= — 

АСВ ADB 
существорала такая функция двух переменных U(x, у), полным диф- 
ференциалом котозой являлось бы подинтегральное выражение: 

Pdx+Qdy= au, (1) 
т. е, 

ou él Pos = OU (2) 
Ox Oy 

Гакая функция U(x, у) называется лервообразной * от полного диф- 
ференциала (1). 

Необходимый и достаточный признак существования первообраз. 
ной функции (условие интегрируемости выражения Рах -- О ау}: 

dP dQ 3 
Oy Ox’ 

при условии непрерывности этих частных производных. 
Грехмерный случай. Условис независимости криволинейного инте- 

грала 

[Pu у, Be) ах | Q(x, у, z)dy+ R(x, у, 2) дя 

от пути интегрирования аналогично: должна существозать перзообраз- 
ная функция U (x, у, 2) такая, что 

Рах-- дау- Rdz=dadU, 1’) 
т. е. 

90 ou 90 , 
P=) @ = Sy? Res a. (2") 

Условие интегрируемости в этом случае состоит из Tpex равенств. 

которые должны удовлетворяться однозременио: 

9 _08 OR _ oP OP _ 09 @) 
Oz oy! Ox Oz ' Oy Ox’ 

при условии непрерызности этих частных производных. 

* Первообразпая функция U(x, у) является потенциалом вектор- 
ного поля РА -- Q! (в другой терминологии — потенциалом с обратным 
знаком), см. стр. 538.
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Вычисление первообразной функции. При выпол 
нении ‚условия (3) первообразная функция U(x, y) равна криволиней- 
ному интегралу 

и= \ Pdx +Qay | 
— [--=---= My) 

AM | 

по любому пути [лежащему в области вы- +----- SK 
полнения условия (3)], соединяющему произволь- Я 
ную фиксированную точку A с координатами 0 ^^ 
(Хо, Yo) с переменной точкой М с координатами 
(x, У). Практически за этот путь [если он не Рис. 324. 
выходит из области выполнения условия (3)] удоб- 
нее. всего принять одну из двух ломаных АКМ 
или ALM со сторонами, параллельными осям координат (рис. 324). Это 
дает две вычислительные формулы для первообразной U (x, У) от пол- 
ного дифференциала Рах + О ау: 

x У 

0-\+( +, 90) =) PG, yo) Е + (atx, mantc, 4) 
AK KM ad „У 

JY x 

U= \ + \ + U (xo, Yo) = } обо, mb dnt \ РЕ, у) 4 -- С’. — (4) 
AL ГМ Jo ых 

В трехмерном случае, аналогично, при выполнении условий (324 пер-. 
вообразная U(x, у, 2) вычисляется по следующей формуле (рис. 325) 

4 М; И = \ +} + \ + U(x, Yo, 20) = 

A L LM 

Xx у 
` 

L = JP, yo, 20) + | QC, 2, 201 41+ K 

J Y хо BY) 

x 

4 

+ } R&YOR+C © 
20 

AlXo.Yo%o/ 

Рис. 325. 

или по пяти аналогичным формулам, соответствующим другим возмож- 
ным ломаным со сторонами, параллельными осям координат, 

Примеры: 

1) Pax+Qdy=2— 

92 _ 009 у? — ха 
Oy Ox (x2 + у?) ° 
Yo = 1 (шельзя взять хо = 0, yo = 0, так как в точке W, OV фуцкциы 
Р и Q не непрерывны!): 

я + 5 a ; условие (3) удовлетворяется: 

Применяем формулу (43), полагая 8 ней ху =0, 

x 

O-dn  ( —yds x y 
= У | Yo, iy — arctg №. 4 = aretg 2 

U V5 +72 + аня + U ( ) ar tg у + С arctg г + Ci. 
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2) Pax + 9 4у-- Ваг = 
1 4 2 х 1 

у - ии) ge Ot (apa a) 
Условия (3’) удовлетворяются. Примевчем формулу (4), полагая хо == 1, 

Yo = 1, 20 =0 
x 2 у 

х 1 2 2 
О = ` 0 ° —_— = — = — — —_ U о аё+ | + \ (ste 5) e+e arctg x ху ГС. 

J 0 

Циркуляция no плоскому контуру (криволинейный интеграл от 
Рах + Qdy по замкнутой плоской кривой) при выполнении условия (3) 
равна нулю в том случае, если этот контур не содержит внутри 

себя точек, в которых одна из функций Р, ©, ду или ox разрывна 

али не определена * 

16. Двойной а тройной интегралы 

Двойной (или двукратный) интеграл. Двойным ин- 
тегралом функции двух переменных и == f(x, у) **, распространенвым 

на площадь 5 

[обозначается | fe, у) aS, 

5 

иногда \\ f(x, y) 5], 

5 

называют число получаемое следующим об- 
разом: 

|) область S (рис. 326) разбивается произ- 
вольным образом на л «элементарных площа- 
док>; , 

2) BRYTPH (или Ha границе, каждой эле- 

мевтарной площадки произвольно выбирается 
одна Точка М; (хр У; 

8) Значение функции и В этой точке (хр У? умножается на вель- 

чину Пплошадн as; соответствующей площадки; 

4) все полученные таким образом произведения Гор Уй as; склады- 

яаются; п 

5) ваходится предел получевнсй суммы > ix, 2) dS, когда каж- 

L=1 
дая плошадка стягивается в точку ***, и, следовательно, число их п -+ OO, 

* Подробнее об этом см. Фихтенгольц, 1. Ml (стр. 581 справочника). 
** ц рассматризается здесь как буякция точки (см. стр. 286), ко- 

торая может задаваться He только в хекартовой системе координат. 
*** Недостаточяо требовать стремления К нулю dS. К нулю должен 

стремиться диаметр площадка. Т. е. расстояние наиболее удаленных 
друг от друга дзух точек площадк!:. Плошадь прамоугольника, напри- 
мер, при умекьшении сдвой из его стороа стремится к вулю, но диз- 
метр его остается конечным.
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Если этот предел существует и не зависит HH 
отспособа разбиения площади S Ha элементар- 
ные площадки, ни от выбора точек М; (хр у; то он 

называется двойным интегралом от функции U, 
распространенным па площадь $ (площадь S называется в этом случае 
областью интегрирования): 

45; 

по 

п 

} 245 -— im | 219? dS (A) 
i= 

Теорема сушествования. Если функция f (x, у) непрерывна во всей 
области интегрирования (замкнутой, т. е. включая точки на контуре 
площади), то интеграл (1) существует. 

Геометрический смысл двойного интеграла — объем цилиндриче- 
ского тела (рис. 327), ограниченного; 1) площадкой $ на плоскости хОу, 
2} цилиндрической поверхностью, образующие которой параллельны 
оси OZ, а направляющей является контур площадки $5, и 3) поверхно- 
стью и = f(x, у). Каждый элемент суммы f (Хр УЛ as; дает объем приз- 

матического столбика с основанием as; и высотой (хр Ур. Объем но- 

лучается со знаком «+» или «—>, в зависимости от того, лежиг лн 
соответствующая часть поверхности и = f(x, у) над или под плоскостью 
хОу (если она пересекает эту плоскость, то объем разбивается на алге- 
браическую сумму отдельных слагаемых). 

Ua" LY) 

COM (Dy) 
ove 

dS, : 
Puc. 327. Рис. 328, 

АОН 

Тройной (трехкратный) ннтеграл функции трех пе- 
ременных и = f (x, у, 2), распространенный на объем 

[ обозначается ле у, 2) АИ, иногда \\\ f(x, у, 2) av). 

V V 

определяется аналогично двойному интегралу: тело И (рис. 328) разби- 
вается на «элементарные тела» и рассматриваются произведения вида 
Ff (x;, У, 2; ау, где М; (хр Ур 2;) — точка внутри (или на границе) эле- 

ментарного тела, а ат, — его объем. Тройным интегралом называется 

предел (если он существует и ие зависит ни OT способа разбиения 
объема И, ни от выбора точек M 5) суммы таких произведений для всех 

элементарных тел, на которые разбито тело, если каждое мз этих эле- 
ментарных тел стягивается в точку *, а следовательно, число мх — 

* В таком же смысле, как это понималось и для двойного инте- 
грала: к нулю должна стремиться не величина объема, а диаметр тела 
срасстояние наиболее удаленных друг от друга двух точек Телат.
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к бесконечности: 
п 

фи у, z)aV= lim (р Ур 2p ат, +, 
ау, +0. 

и [ i= | 
пс 

Для тройного интеграла от непрерывной функции имеет место тео- 
рема существования, аналогичная приведенной выше. 

17. Вычисление кратных интегралов 

Бычисление двойного и тройного интегралов сводится к последо- 
вательному вычислению двух (трех} простых интегралов. Это произво- 
длится различными способами в зависимости от выбора системы коор- 
динат. 

Двойной интеграл, 
1} В д4екартовых координатах. Площадь разбивается координат- 

ными лнниями на прямоугольники (рис. 329, а) и суммирование f (x, у) dS 

у у | 
(5} | __ 2 

Е. ^ Wi 4 
dy Ff и 8 ЗН К 
ASS иг \ $ 

| а SE (au , 

al ! x —х , 
Ola ах 8 Gl ad Я 

а] 6} 0 2 

Рис. 329, Рис. 330. 

производится сначала по всем прямоугольникам вдоль каждой верти- 

кальной полосы, а затем — по всем вертикальным полосам. Аналитически;: 

, b 2 (x) bo (x) 

ле yas =\{ \ f (x, ndy|ax=§ \ 1 (х, у) dy ах**, 

$ а 93 (*) ат: (х) 

где у = $2 (x) и y= >, (x) — уравнения верхней (AmB) и нижней (AnB) 
частей кривой, ограничивающей 5; аи ф — абсциссы крайних Левой и 
правой точек кривой; 4х 4у ==@5$ (элемент площади в декартовых 
координатах»). Первое интегрирование производится в предположении, 
что х — постоянная. 

Вычисление в декартовых координатах можно проводить и в обрат- 
ном порядке (см. рис. 329, 6} 

В 42 (y) 

(fi уаз={ | fis, лахах 
5 а $: (У) 

* Аналогично определяется п-кратный интеграл в п-мерном число- 
вом пространстве. См. Фихтенгольц, т. Ill, стр. 587 справочника. 

** Уславливаются не писать квадратных скобок, а относить «BHy- 
трённий» интеграл (стоящий на втором месте) к переменной, дифферен- 
циаЛ которой также являетсн «внутренним» (т. е. стоит на первом месте). 
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Пример: А = \ ху? dS, где $ — площадь между параболой у = x2 и 

$ 
прямой у=2х (рис. 330): 

22% 2 
812% 1 32 = 9 — хе 4 — х7 = 24 = dy ах а [Sle 5 \ 8х x?) ах 5 

0 x? 0 0 
win 

4AVy 4 4 
ху 1¢ уз 32 

=—_ 2 = 2 — т = — 12 — = —- A | | аа { ay [| x} 3°( г) ay 5. 

oy 0 9 0 

2 

2) В полярных координатах. Площадь разбивается координатными 
линиями на элементарные части, ограниченные дзумя дугами концен- 

трических окружностей и двумя 
проходящими через полюс луча- 
ми (рис. 331); подинтегральная 
функция выражается в полярных 
координатах we=fl(p, $) и 

Рис. 331. Рис, 332. 

суммирование производится сначала вдоль каждого сектора, а затем — 
по всем секторам. Аналитически: 

Po poly) 

Ve, eas=\ | Ae, oe ap de, (x) 
5 фи р1($} 

д _ 

где р==р1 (Ф) и р==ре ($) — уравнения внутренней (AmB) и виешней (AnB) 
частей кривой, ограничивающей $5; ори 92 — полярные углы крайних 
радиусов-векторов, касающихся площади, р 4р аф =@$ (элемент площади 
8 полярных координатах). Обратный порядок интегрирования примё- 
няется редко. 

Пример: А = \ р 511°ф 45, где $ — плошадь полукруга р =3 cos ¢ 

5 
(рис. 332); 

п/о 3с03 9 m/e 313 

Am \ \ р sin? p+ рар 4® = \ sin® gdp Flo COS P 

0 0 0 
T/o 

= 9 \ sin? ф cos8p dg= 1 5. 

0
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3) В произвольных криволинейных координатах и, 9, определяе- 
мых формулами 

х=х (и, 9), у=у(и v) 

(см. стр. 199). Площадь разбивается координатными линиями и = const, 
v= const на элементарные части (рис. 333), подинтегральная функция 
выражается в координатах и, UV и суммирование производится сначала 
вдоль одной полосы (например, т = сопз{), а затем — по всем полосам. 
Аналитически: 

Ug Ug (11) 

Va, nas= | tu,n|Didvdy, хх» 
к) uy 91 (и) 

. и NS” . 

rhe UV = Vy (и) и V = Vo (и) — уравнения частей AmB и AnB кривой, огра- 
ничивающей S; ци] и Uo — координаты крайних линий, ограничивающих 
площадь 5, | D | — абсолютная 
величина якобиана 

Ox OX 

р (x, у) ди OV 

~~ D(a, v) ду ду! ° 
‚ Ou Ov | 

&=Cons? А 

Рис. 334. 

О | dv 4и = dS {элемент площади в криволинейных координатах). 
Формула (Х) является частным случаем формулы (ХХ): для поляр- 

ных координат ¥ == р cos, у == р sing, якобиан D = р. 
Выбор криволинейных координат производится с тем расчетом, 

чтобы пределы интеграла (ХХ) были возможно более простыми. 
Пример: 

A= \ Fix nas, 
5 

где $ — площадь астроиды х == а cost, у=а $13 (рис. 334). 
Вводят криволинейные координаты Х == И с0589, у==и sindv. Коорди- 

натные линии: w= Cy — семейство подобных астроид x = cy с0$8 &, 
y= cy, 8108 {; 9 =со — лучи у == Ах, где k = {83 со. 

cos8 v —du cos? v sin v 
О == . 

8103 9 Зи sin? v cos u 
== Зи sin®v cos? v, 

к а2 

А = \ | f (хи, 9), y(u, ч)).3Зи чп? v с052 vdu ди. 

00
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Тройной интеграл. 
1) В декартовых координатах. Объем разбивается координатными 

поверхностями (в данном случае — плоскостями) на параллелепипеды 
(рис. 335), и суммирование f(x, у, 2) @V производится сначала по всем 
параллелепипедам вдоль каждого вертикального столбца (по Zz), затем — 
по столбцам вдоль каждого «пласта» (по у} и, наконец, по всем пластам 
(по направлению x). Аналитически: 

Db P2(x) 42(х, У) 

лс y, nav=(4 \ | \ f(x, 9, #) da | ay} dx = 
V а 91(X) их, У) 

b p2(x) фа(х, у) 

=r tS (x, у, 2) dz ау ах; 

афих) фи(х, у) 
здесь 2 =; (x, у) и Zz =Фо (х, у} — уравнения нижней и верхней частей 
поверхности, ограничивающей объем И, т. е. частей, разделенных кри- 
вой Г, a y= фи (х) и у=ф» (х) — уравнения частей кривой С, являющейся 
проекцией Г на плоскость хОу, т. е. частей, ограниченных точками 
х=аих=Ь. 

2 Zz 

| | 

at TD С ak И 

ig | 
x 

OV} SB 
at SN gee o| a i 

> > | 

be у ; ар \a 

Рис. 335. Рис. 336. 

Как и в случае двойного интеграла, порядок интегрирования может 
быть любым; таким образом, вычисление тройного интеграла можно 
производить шестью способами. о 

Пример: Вычислить интеграл /= \ (v2 + #2) dV, где И — объем пи- 

V 
рамиды, ограниченной координатными плоскостями и плоскостью 

tytz=l: 
Li—x l—x—y 

1= \ \ \ (у2 +- 22) dz dy dx == 

оо 0 
1 1-х l—x—y 

-\} \ (92 +24) de| ay\ dx — 35. 
6‘ 90 0 

2) В цилиндрических координатах. Объем разбивается на элемен- 
тарные части координатными поверхностями: р == с0п5ё, =const, 
& = с0п3{. Элемент объема: dV=p 42 ар dy (рис. 336). Функция выра- 
жается в цилиндрических координатах! f(p, ф, 2).
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Формула: 

фз Pal?) 23 (р, $) 

) Л(р, ф, г) а = (р, ф, 2) рагар dp. (Ж) 
Фа Ра ($) 21 (р, $) 

Пример (рис. 337): Вычислить интеграл =| aV, распространен- 

Puc. 337. Puc. 338. 

ный на объем, ограниченный плоскостями xOy и xOz, цилиндром 
х8-- y2Z=-ax и сферой хз -- уз + 23== а? *: 

21=0, #3 =У а — x2 — у3 = Уаз —р3; р; =0, pgp=acosp; ф1 =0, = . 

® засозф У at—p3 

[= р 42 ар аф = 

0 0 

Tig acosp Var—p2 

-\{ ) [ \ аз ede }ap—=% (an — 4. 

8) В оферических координатах. Объем разбивается на элементар- 
ные части координатными поверхностями: 7==const, p==const, §=const. 
Элемент объема: 4 == г? вп 8 длаваф (рис. 338). Функция выражается 
в сферических координатах: f(z, ф, 6): 

фз 03(Ф) гз (8, $) 

J T(r, 9, 9)dV ox ) \ T(r, ф, 6) г? sin 0 агавах. (2 Хх) 

Фа 091($) га (6, $) 

* Поскольку здесь /==1|1, интеграл численно равен объему данного 
тела,
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Пример: Вычислить интеграл jam | 99° ай, распространенный на 

V 
объем конуса, высота которого равна #, угол при вершине равен 2a и 

Рис. 339. 

который расположен относительно системы координат согласно рис, 339. 

Г1==0, ra= 59" 9: ==0, Gg=na, 9, =0, pg == 38. 

2x a h/cos 6 

i = | | ) cost 73 зп 9 ах 460 аф == 

00 0 
й/с056 2r @а 

=| { | cosd sins | \ dr ] a6} domznnct — сова). 

4) В произвольных криволинейных координатах ц, 9, и, определяе- 
мых формулами 

х=х(и, 9, W), у=у(и, 0, W), д==24и, и, №) 

(см. стр. 217). Объем разбивается на элементарные части координат- 
ными поверхностями: u=const, v=const, w=const. Элемент объема: 

Ox Ox Ox 

ди 09 Ow 
ду ду ду dV=|D\|dudvdw, где D= dn oo owl" 

dz Oz dz 
ди ov Ow 

Подинтегральная функция выражается в координатах и, V, W 

из 93 (и) We (и, 9) 

Jr wdV= \ | \ f(u, v, w)|D|dwdvdu. (ЖЖ XK} 
Uy V4 (1) Wy (4, V) 

Формулы (3%) и (ХХ) являются частными случаями формулы 
ххх); для цилиндрических координат D=p, для сферических 
=7° 3110. Выбор криволинейных координат производится с тем рас- 

четом, чтобы пределы интеграла (ХХХ) были возможно более 
простыми.
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19. Поверхностные интегралы первого типа 

(И нтегралы по плошади поверхности) 

On ределение. Поверхностным интегралом первого типа 

(fe, у, 2) aS 

5 

от функции трех переменных и= fix, у,2) (заданной в некоторой 
связной области) взятым по площадке S заданной поверхности (эта 

пловадка находится в Той же области), 
называется число, получаемое следующим 
образом: 

1) плошадка 5 (рис. 340) разбивается 
произвольным образом ва Л «элементар- 
ных площадок»; 

2) внутри (или на границе) каждой 
элементарной. плотжадки произвольно вы- 
6upaetca одна Точка MAx;, У; 2; 

3] значение функции (> У» 2) в 

этой точке умножается на величину 
площади 45, соответствующей — пло- 

Рис. 340. 

4) все полученные п произведений 
Ах» У; z;) as, складываются; 

д 

5) находится предел полученной суммы Sif Gy Ур 2) 45}, когда 
нии 

каждая площадка стягивается в точку ** и, следовательно, число их 
п. > со. 

Если этот предел существует и не зависит ни от способа разбие- 
ния плошади $ на элементарные плошадки, HH от выбора точек 
М; (X;, У» 2), то он называется поверхностным интегралом первого 

типа: 
со 
‘Ser 

T(x, у, 2 dS =Ит dix: vs, 2) dS . РА ЗИ ? 
4 aS,» 4 

5 г i=! 
и—>с 

Теоремасуществования. Если функция f(x, у, 2) непре- 
рывна в рассматриваемой области, а фувкции, выражающие уравнение 
поверхности, непрерывны и имеют непрерывные производные, то по- 
верхностный интеграл первого типа существует. 

Вычисление поверхностного интеграла пер- 
вого типа сводится к вычислению двойного интеграла по плоской 
области (см. стр. 422—424). . 

Если уравнение позерхности $ дано в яёной форме 

#=$ (%, у). 

* Эти интегралы являются Таким же обобщением двойных интегра- 
всв (стр. 420), как криволинейный интеграл первого типа (стр. 412) — 
для простого определекного ивтеграла (стр. 383). 

** В том же смысле, какой указан в сноске *** на стр. 420,
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то 

лия, x, as=\V r(x, x, oe УЛУТЕРЕ ах dy, (п 

rae $’ — проекция S на плоскость +O}, р — 2? ‚ = Oz *, 
у we On’ oy 

Так Kak уразнение нормали к поверхности z= 9 (x, у) нмеет BUA 
Х-х Y-y Z—z of 
ne as (см. стр. 258), то —== == COS у, где 1 — угол 

i Vi-+p? +7 
между направлением нормали и осью Oz **; поэтому уравнение (1) можис 
писать в следующем виде: 

лы, у, 2) 45 = фл lv, у, Ф (Хх, У (2) ) cosy’ 
Syy 

— © где Syy = Прууб. 
Всли уравнение поверхности дано в параметрической форме. 

Х=Ал (и, 9), у=у(и, 9), з=2(щ, 9) 
(рис. 341), то 

Wace У, 2) dS = \ \ Л (x (а, э), у, 0), 2 (и, v)] У ВС — F da dv. |3) 

$ А 

где В, Fs G имеют значения, указанные на стр. 259, У ЕЗ — Е? 4и 49 == 45 
(элемент поверхности), а А — область из- 
менения аргументов и, 9, ссответствую- 
Wat данной площадке $. Интеграл (3) Bor 
числяется с помощью повторного интегри- 
рования по формуле 

\ Ф (и, v) 95 = 

$ 
#2 Ug (и) 

= \ \ Фи, 5) УЕб — РР аоаи. (4) 
iy Uy (ut) 

где Wy, Из — координаты крайних KOOPEH- Рис, 341 
натных линий п == const, между которыми ИС. 91. 
заключена площадка $ (см. рис. 341), 
a2U= 0, (и) и U=Ve (1) — уравнения KOH- 
тура, ограничивающего площадку S (на рис. 341 - линии AmB и AnB). 

* При этом предполагается, что площадка $ такова, что каждой 
тсчке ee пооекции 5’ на плоскость xOy соответствует един- 
ственная точка площадки $ (точка поверхности однозначнс определяет- 
ся заданием хи yj. Если этого нет, то площадку S разбивают Ha 
несколько частей, каждая из которых обладает этим свойством, и 
поверхностный интеграл, взятый по всей плошадке 5, рассматривают 
как сумму интегралов, взятых по его частям. 

В указанном ограничении нет необходимости, если поверхность 
выражена уравнениями в параметрической форме. 

** Этот угол 1 в вычислении поверхностного интеграла первого типа 
ясегда считается острым; COS 1 >
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Формула (1) — частный случай формулы (3) при 

a= x, э= у, ЕВ =1--р?, Е = ра, G=14 9. 
Приложения поверхностного интеграла первого типа: 
1) Площадь кривой площадки $ 

s=\as 
$ 

2) Масса неоднородной кривой плошадки 5, если 6 — переменная 
поверхностная плотность [6 = f (x, у, =г)]: 

мб = \ 845 
5 

20. Поверхностные интегралы второго типа 

(Интегралы по проекции) 

Понятие ориентированной поверхности. Обычно 
поверхность имеет две стороны, одну из которых можно, по произволу, 
пазвать лицевой, а другую — изнанкой *, Поверхность, у KOTO 
рой одна сторона выбрана в качестве лицевой, называется ориентиро- 
ванной. У замкнутой несамопересекающейся поверхности, заключающей 
внутри себя некоторый объем (шар, эллипсоид ит. д.), лицевой сторо- 
ной обычно называют внешнюю, а изнанкой — внутреннюю сторону. 

2 Zz 
f | 

Лицевая 
сторона 

С] Изнанка 

Рис. 342. 

Проекция ориентированной площадки на ко- 
ординатную плоскость. Проектируя ограниченную ориенти- 
рованную поверхность — плошадку 5$ - на координатную плоскость, 
например на плоскость xOy, можно приписать этой проекции Пр, 
знак <--> или <—> следующим образом (рис. 342). Если смотря на пло- 

* Существуют поверхности, у которых нельзя указать двух сторон 
(например, лист Мёбиуса — см. Фихтенгольц, т. Ш, стр. 587 справоч- 
ника}. В математическом анализе такие поверхности не рассматриваются.
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скость ХОу со стороны положительного направления третьей оси 
координат (в данном случае со стороны оси Oz, т. е. сверху) мы видим 
лицевую сторону площадки 5, то проекция Np yy $ считается поло- 

жительной (рис. 342, а}, если же изнанку, то — отрицательной 
(рис. 342, 6). Если поверхность расположена так, что часть ее видна с 
лицевой стороны, а часть с изнанки, то Прху $ получаем как алгебраи- 

ческую сумму проекций ее частей, видных с лицевой стороны ис 
изнанки (рис. 342, в). На рис. 342, г изображены проекции Sy, И Sy, 
площадки 5 (одна из них положительна, а другая — отрицательна). 

Проекция замкнутой ориентированной поверхности на коор- 
динатную плоскость. равна нулю. 

Определение поверхностного интеграла вто- 
рого типа по проекции на координатную пло- 
скость. Поверхностиым интегралом второго типа 

\ f(x. 9, 2)dxdy 
S 

от функции трех переменных f(x, У, Z) (заданной в некоторой связной 
области), взятым по проекции ориентированной площадки $ (лежа- 
щей в той же области} на плоскость хОу, называется число, получае- 
мое так же, как и поверхностный интеграл первого типа (см. стр. 430), 
с одним отличием: в этапе 3} значение функции F(X, У;, 2;) умножается 

не на плошадку dS;, а на величину проекции Пр, as; этой пло- 

щадки (ориентированной) на плоскость хОу (эта проекция берется 
CO знаком «--» или <«—», см. выше): 

п 

ле у, 2) ахау =e р У f (x; Ур. 2) NP yy) dS. (ly ) 
$5 г — * 

пью ' 
Аналогично определяются поверхностные интегралы второго типа, 

взятые по проекции ориентированной плошадки S на плоскость yOu i 
на плоскость гОх: п 

ле у, 2) dy dz о уз (Х. Yi, 21 ПРуг 45’, (уз) 

$ 1 1=1 
п» © 

п 

Wier у, 2) dz dx = im (хз У 2;) Mp oy aS; (oy) 

S 1 i=| 
по 

Теорема сушествования. Поверхностные — интегралы 
второго типа (ly. (| ‚= Пух сушествуют, если функция f(x, у, 2), 

а также функции, выражаюшие уравнение поверхности, — непрерывны 
и имеют непрерывные производные. 

Вычисление поверхностных интегралов вто- 
рого типа сводится к вычислению двойных интегралов. Если урав- 
нение поверхности дано 8 явном виде г = (x, у), то интеграл (1) 
вычисляется по следующей формуле: у 

\/ (x, у, 2} ах ау = \ Ах, у, ах, У] aS у (2, 

5$ Пр 
где ху = ПР,, $. 

Аналогично вычисляются поверхностные интегралы от фуик- 
ции f(x, у, 2) по проекциям ориентированной плошадки 5 на другие 

у} 

xy
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координатные плоскости: 

\7 (4, у, 2) dy dz = \ AIG (HW By, 845 „ (2 ye) 
Пру:5 

где x= (у, 2) — уравнение поверхности 5, разрешенное относительно х, 

Syz= р г Эх“ Pox , 

7 у, 2) 42 ах = \ Ех, y (2 х), 2} aS oy (2...) 

Np. $ 

где = (г, х) — уравнение поверхности $5, разрешеннее относительно у. 
ри изменении ориентации поверхности (замене лицевэй стороны 

на изнанку и обратно) интеграл по проекции меняет знак на обратный. 
Если уравнение поверхности дано в параметрической форме 

X= XH (и, 9), у=у(и, 9), 2=2(u, 5), 

то интегралы (Uys (yz) (ly! вычисляются по формулам: 

В (x, 
(ле у, 2) ах dy= (fix (и, 5), уш, V), 2 (4, 5) os У 

и, 9) 

5 A 

(ле у, 2) аУ аг = [ух (и, 9), у(и, 9), 2 (а, 9] 

AY A 

du do, (3,4) 

О (у, 2) 
Би D ац аз, (3 уг) 

(ле, у, =) dz dx =(f\x (и, UV), y (и, 9), 2 (4, Nps au dv, (3 

AY A 

D(x, y) Dy, а D(z, x) 

Dia, 9)’ Diu, v) D(a, v) 
u, 9; A — область изменения аргументов д, V, соответствующая данной 
площадке 5. 

Поверхностный интеграл общего вида, Ёсли в неко- 
торой связной области даны три функции трех переменных P(x, у, 2), 
Q(x, у, 2), Rix, у, 2} и ориентированная площадка $ поверхности, то 
поверхностным интегралом общего вида называется сумма интегра- 
лов второго типа по всем проекциям: 

| Pardes Qaeda + Rdx dy - | Pdydz+ \Odedet | Raxaye 

zx) 

Здесь — якобианы пар функций x, у, Z от 

5 5 
Общая формула, сводящая поверхностный интеграл общего вида к 

обыкновенному двойному интегралу: 
v 

Padydz+Qdzdx+Rdxdy= 
“J 

Diy, 2) D(z, x) D (x, uy 
=| [2 D ца, 0) +Q5 (и, 9) +R D (4, 2) Чи do, 

A 
О (у, 2) 

ит. д. И А имеют значения, указанные выше. 
О (и, э) 

где 

* Векторное изложение геории поверхностного интеграла общего 
вида см, в главе «Teopua поля» (стр. 539),
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Свойства поверхностного интеграла: 
1} Если область интегрирования — площадка $ — каким-либо образом 

разбита на части $1, $52, то 

\ Р ауаг + 9 агах-- К ахау = 

-| разве Qdeds+Kas + | Pdy dz+Qdzdx +Radx dy, 
I 2 

2) При перемене ориентации поверхности (замене лицевой стороны 
на изнанку и обратно) интеграл меняет звак на обратный: 

) ро бивака | Pdydz+Qdzdx+Rdx ау 
-- 

(здесь через 5+ и S~ обозначена одна и та же поверхность, но с двумя 
противоположными ориентациями). 

3) Поверхностный интеграл в общем случае зависит как OT 
кривой линии, ограничивающей поверхность S, так 
и от самой поверхности: интегралы по поверхно- 
стям S; 4 Sg «натянутые» на один и тот же криво- 
линейный контур С (рис. 343) в общем случае не 
равны между собою: 

\ Pdydz+Qdzdx+Rdxdys 

91 

Рис. 343. 

# J P dy dz +Q dz dx +R dx ау. 
2 

Объем У тела, ограниченного замкнутой поверхностью 5, может 
быть вычислен как поверхностный интеграл 

| 
Е («ay аз -|- уаз ах + зах dy, 

5 

где $ ориентирована так, что лицевая ее сторона является внешней. 

21. Формулы Стокса, Грина и Остроградского-Гаусса * 

Формула Стокса (выражение криволинейного интеграла через по- 
верхностный). Если $ — ориентированная поверхность, лежащая внутри 
некоторой области и ограниченная замкнутым контуром (К), и Р, О, Ю — 
функции трех переменных х, у, 2, заданные в той же области, то имеет 
место соотношение 

(Pax + Qdy+Rdz= 

K 

_ с /99 _ oP эк _ 09 дР OR 
$ (5 ду “4+ (бу — Ge ay de+ (о; — Gy аа ах (1) 

5 

* Векторное изложение этих теорем см. в главе «Теория поля», 
см. стр. 545—546. 

** Формула имеет место при условии существования и чепрерыв- 
ности функций Р, Q, К и их частных производных первого порядка,
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где криволинейный интеграл в левой части берется по контуру Кв 
том направлении, которое кажется наблюдателю, стоянему на лицевой 
стороне поверхности 5 против часовой стрелки (рис. 344). 

Формула Грина — частный случай формулы Стокса для функций P,Q 
двух переменных в плоской области (выражение криволинейного инте- 
[pata по плоскому контуру через двойной) Если S — плоская плошадка, 

у 
] 

i AK 

— 

Q ——> 2 

Puc. 345, 

лежащая внутри некоторой области и ограниченная замкнутым конту- 
ром К, и Р, О - фупкции двух переменных x, у, заданные в той же об- 
ласти, то имеет место соотношение 

Jear+oay— (5-5) @) 

где криволинейный интеграл в левой части берется по контуру в на- 
правлении против часовой стрелки (рис. 345). 

Формула Острогродского-Гаусса (выражение тройного ивтеграла 
через поверхностный}. Если S — замкнутая ориентированная поверх- 
ность (лицевая сторона — внешняя), ограничивающая объем , OA 
P,Q, R — функции трех переменных, заданные в односвязной области, 
заключающие эту поверхность, то имеет место соотнощение, 

90 дю 
\ (Gs ay +) Pdydz+Qdzdx+Rdx ay (3) 

* См. споску ** на предыдущей странице. 
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1. Общие понятия 

Дифференциальное уравнение — уравнеиие, содержа- 
mee неизвестные функции, независимые переменные ‘и производные не- 
известных функций (или их дифференциалы). 

ady\2 ay . 
. 5 — ()- Примеры: 1) (=) ху net sin у =0: 

9?2 Oz 02 
2) x ау ах — dy (dx) е7(4у)3; 3) dx Oy ху: 5 ду 

Если неизвестные функции зависят от одной незавизимой перемен- 
ной, — дифференциальное уравнение называется обыкновенным (приме- 
ры 1, 2). Если неизвестные функции зависят от нескольких независимых 
переменных, дифференциальное уравнение носит название уравнения 
с частными производными (пример 3). Порядком дифференциального 
уравнения называется наивысший из порядков производных, или диф- 
ференциалов, входящих в уравнение [уравнение 1) — 1-го порядка, 
уравнения 2), 3} — 2-го порядка]. 

Интеграл дифференциального уравнения — одно 
или несколько уравнений, связывающих неизвестные функции и неза- 
висимые переменные, таких, что данное дифференциальное уравнение 
обращается в тождество при подстановке в него неизвестных функций 
и их производных, выраженных из этих уравнепий. 

Нахождение интегралов дифференциального уравнения пазывается 
ero интегрированием. Интеграл. выражающий явно неизвестную функ- 
цию через независимые переменные, называется решением дифференци- 
ального уравнения. 

Интегралы дифференциальных уравнений могут содержать по- 
стоянные величины или функции, могущие быть выбранными произ- 
вольно (произвольные постоянные и функции). Таким образом, инте- 
гралы дифференциального уравнения определяются неоднозначно. 
Обычно на неизвестные функции накладываюг добавочные, так назы- 
ваемые начальные или граничные условия, заключающиеся в том, что 
неизвестные функции, а Также и некоторые их производные должны 
принимать заданные значения при некоторых определенных значениях 
независимых переменных. При этих добавочных условиях решение 3а- 
дачи может оказаться однозначным. Например, обыкновениое диффе- 

| ренциальное уравнение у” =f (х, у, У’, ‚ +, ) имеет (при неко- 
торых ограничениях} единственное решение если потребовать, чтобы 

', ..., У ni) припимали заданные значевия при Хх =а (точнее см. 

).
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Интеграл дифференциального уравнения является общим, если из 
него может быть получен надлежащим выбором произвольных постоян- 
ных или функций определенный частный интеграл, соответствующий 
любым начальным или грапичным условиям, допускающим однозначное 
решение. Дифферепциальное уравнение может иметь так называемые 
особые интегралы, которые не могут быть получены из общего инте- 
грала ни при каких частных значениях произвольных постоянных или 
функций (см. стр. 443). 

А. Обыкновенные дифференциальные уравнения 

2. Уравнения 1-го порядка 

Теоретические сведения. Teopena существования 
(Коши}. Если f ty, у) непрерывиа в некоторой области около точки 
(хо, Yo), т. е. при | х — х | Заи| у— 0 | < В то существует по край- 
ней мере одно решение уравиения 

у = ух, 5), (a) 

принимающее ири х = хо значение Yo, определенное и непрерывное в 
некотором иптервале около ху. Если, кроме того, в этой области вы- 
полнено условие Липщаца, т. е. 

Ре yd — А, уз) | ЗМ — yeh, 

причем N не зависит OT х, у} И Ve, то это решение единственное и 
является непрерывной функцией OT Yo. 

Условие Липшица заведомо выполняется, если f(x, у! имеет в pac- 

сматриваемой области ограниченную частную производную ду (При- 

и меры нарушения условий теоремы Коши 
и 

см. стр. 443 и 434.) 
Поле направлений. Если через точ- 

ку M(x, №) проходит график решения 
y=O(x) дифференциального уравнения 
yw =f (x, У), то угловой коэффициент 
касательной к графику в данной точке 

4х 
посредственно из дифферепциального 
уравнения; таким образом, дифференци- 
альное уравнение определяет в каждой 
точке направление касательной к графику 
решения. Совокунпость этих паправле- 
ний образует поле направлений (рис. 346). 
Точку вместе с заданиым в ней направ- 

и лением называют элементом поля на- 
Рис. 346. правлений, Интегрирование дифференци- 

ального уравнения {-го порядка сводится 
геометрически к соэдинению элементов в интегральные кривые, каса- 
тельные к которым имеют в каждой точке направление, совпадающее с 
направлением поля, 

Во многих задачах приходится иметь . дело © полем, в котором 
встречаются и вертикальные направления, что соответствует обраше- 

(равный as) может быть определен ие- 
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нию f(x, У) в бесконечность, В таких случаях меняют роли зависимой 
и независимой переменной, считая уравнение 

4х _ 1 

ау f (x, У) 

равносильным заданному, В той области, где выполнены условия тео- 
ремы Коши для уравнений (a) или (6), через каждую точку М (хо, yo) 
проходит единственная интегральная кривая (рис. 347). 

Совокупность всех интегральных кривых будет зависеть от одного 
параметра, и уравнение этого семейства — 
общий интеграл уравнения 1-го порядка — у 
будет содержать одну произвольную посто- 
янную. Для получения из общего интеграла 
F(x, у, С) =0 частного интеграла у ==$ (x), 
удовлетворяющего условию Yg— (Xo), не- 
обходимо определить С из уравнения 

F (xo, Yo, С) =0. 

Основные методы интегри- 
рования. Разделение переменных, Если 
уравнение можег быть приведено к виду 

М (x) N (у) dx + P(x) О (у) dy ==9, 
то его можно представить в виде 

R(x) dx +S (y) dy =0 

где переменные хи у разделены; для этого нужно все уравнение раз- 
делить на Р(х) . № (у), после чего общий интеграл будет иметь вид 

М (х) Q (5) 
ах \ ——— = С. от м 

Если Р (x) или N (у) обращаются в нуль при каких-либо значениях х 
или у, то х=хи у=у также будут интегралами данного уравнения. 

римерг х ау + pdx =0; 

(6) 

Рис. 347, 

тс Шу шх=С= ШС; ух=с, 

Однородные уравнения. Если M (x, у) и № (x, у) являются однород- 
ными функциями своих аргументов одинаковой степени (см. стр. 289) 
то в уравнении M(x, у) ах -|- №{(х, y)dy =0 переменные разделятся 

(см. выше) после введения вместо у новой переменной и = —. 
х 

Пример у?ах + хх - у) 4у=0; у=их; ау =инах + х Чи; 

uxtdx + х? (1 - и) (x аи -- пах =0; 2 4. (aaa 0; 

шх-ши-и=Сы=шс, их == сей; у = се/Х. Прямая х=0 также 
будет интегральной линией (см. выше, разделение переменных}. 

Уравнением в полных дифференциалах называется уравнение вида 

М (x, у) ах + N(x, у) dy =0, (X) 
если сушествует функция Ф (x, у) такая, что 

М (x, у} dx + N (x, у) dy = d® (x, у) 
(см. стр. 365). Если в некоторой одиосвязкой области M(x, у) 
и М№(х, у) непрерывиы co своими частными производными 1-го
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OM ON р 
порядка, то условие 5 = Ox нвляется необходимым и достаточным, 

Oy 
для toro чтобы уравнение (Ж) было уравнением в полных дифферен- 
циалах. В этом случае Ф (x, у} =С будет общим интегралом уравне- 
ния 1%). Функция D(x, у) может быть найдена по формуле [см. 
стр. 419, формула (42)] 

x у 

Ф (x, y) = \ М (Е, у) do + \ N (хо, 1) ат 

*0 Ba) 
(Хо и Yo произвольны). 

Пример см. ниже. 
Интегрирующий множитель — такая функция Bix, у), что 

уравнение М ах -- № ду =0 ог умножения на нее обращается в урав- 
нение в полных дифференциалах. Интегрирующий множитель удовле- 
творяет уравнению 

N Odin OM ОМ din _ ON 

Ox M Oy ду Ox ° 

причем любое частное решение эгого уравнения является интегри- 
рующим множителем. 

Если известен интегрирующий множитель в. уравнения (OK), при 
умножении па который оно обращается в @Ф (x, У) = = 0, то общий вид 

интегрирующего множителя этого уравнения будет} ши ==] Ф), где f 
обозначает произвольную функцию. 

Пример: Найти решение уравнения: (x? + у) dx — х4у=0. Урав- 
In Olin 

нение для интегрирующего множителя: — х st -( (x2 -+ y) = = 2. 

Ищем  интегрирующий множитель, He зависящий от у; 2. тогда 
Оп 

x 9 и = — 2 или B=: Умножаем данное дифференциальное урав- 
x 2 

AY | 
нение на pi (1 +3) ах — р Чу =0. 

Общий интеграл (м = 1, vo = 0): 

x 

oie, Sl (145) a - 
| 

dy == С или х— = Сы. 

>
2
—
э
<
 

Линейное уравнение. Уравнение вида 

y + P(x) y= Q (x), 

в которое неизвестная функция и ее производная входят линейно 
(т. е. в нервой степени), называется линейным дифференциальным 
уравнением 1-го порядка. Оно имеет интегрирующший множитель 

p= e * Общий интеграл находится по формуле 

yee J Pax Noel? ax 4c |. (ЖЖ). 

Если заменить везде в этой формуле неопределенное интегрирование 
интегрированием в пределах от № до х*, то получается решение, при- 
нимающее значение С при х == Xo. Если известно какое-либо частное 

* См. стр. 331.
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решение у! (x) линейного уравнения, то его общее решение найдется 

— | Рах . 
по формуле y= у: + Се . Если известны два линейно независи- 
мых (см. стр. 451) частных решения yy (x) и yo (xX), то общее решение 
линейного уравнения найдется без интегрирования: у = vy + С (yo— yy). 

Пример: Найти решение уравнения y’ — у & х = cos х. удовлетво- 
ряющее начальным условиям Xo ==0, уд =0. 

Вычисляем 
х 

— {tg хах 

0 е = COS ¥ 

и по формуле (ЖЖ) получим: 

x 

1 sin x cos x-+ x sIn x x 
\ cos? x dx—= ——- + = =. 

cos x 2 2 2cos x 
=— 

У cos x 

Уравнение Бернулли 

yw + P(x) y= Q (x) y 

сводится к линейному делением на у” и введением новой переменной 
зу ПЧ, . , 

Пример: у’ — - a x V у. Здесь п =- . Разделив на Ууи введя 

— dz 22 «x 
новую переменную z=Y у, получим ie ye По формуле реше- 

. Рах 1 х 1 у 
ния линейного уравнения: ol = — Ира \ zm ae+Cl = 

x? J 2 x8 
1 1 2 

=== ХР E In х+с| следовательно, у == х4 (5 шх-с ) . 

Уравнение Риккати 

у’ = P (x) y?+ Q(x) y+ К (x), 

вообще говоря, He интегрируется в квадратурах (т. е. нахождение его 
решения не может быть сведено к конечному числу последовательных 
интегрирований). Всли же известно одно частное решение у; уравнения 

Риккати, то введением новой переменной 2: y = yy += уравнение Рик- 

кати может быть сведено к линейному уравнению. Ёсли известно еще 

одно решение уз уравнения Риккати, TO &1 "Щи будет являться ча- 
8 — MM 

стным решением линейного уравнения ДЛЯ переменнои 2, ЧТО ПОЗВОЛИТ 

упростить его интегрирование. Если ДЛЯ уравнения Риккати известно 

три частных решения: \1, уз и уз, то его общим интегралом будет 

У — №2. Уз — У8 

У — У1 У — У! , 
Риккати всегда может быть приведено к каноническому виду: 
du 
д = РК (я. 

== С. Заменой переменных у РЯ + 6 (x) уравнение
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P(x) vu 
нейному уравнению 2-го порядка (см. стр. 463): 

Ри"! — (Р’-|- PQ) v' + P?Rv =0. 

Подстановкой у = — можно свести уравнение Риккати к ли- 

Пример: у’ + у? at 7- _ = 0, Делаем замену y=z-+6(.x), После 

. 1 
замены коэффициент при = в первой степени будет равен 28 +> и, 

1 
следовательно, он исчезнет, если взять B(x) = — Ox" Получим: 

15 а 
&’-|- 22 — да = 0. Естественно искать частное рещение 21 = =. Под- 

становкой находим а =—-„, @2==-> (два частных решения: 

3 2 Ь . Делаем новую замену; 2 +2 3 # = — —- э —= 5-— —=и =— — oo —- 

A ax? 3 2х 3 У Пи Ox! 

=1. Используя частное решение этого уравнения 
х 

1 х х С х4--С1 
= == ——, находим его общее решение: и = — + — = ; 
а 4) P 40% 4x3? 
отсюда 

Уравнения, не разрешенные относительно у’: 
F(x, у y’)=0. Если в некоторой точке M(x, У) уравнение 

dy . . 
Е (xy, Yo: P) =0, где p= Ax? Имеет п действительных корней ру, + Dy, 

причем при х = Ха, Y= Yo. P= p; функция Е (x, ‘у, р} со своими пер- 

выми производными непрерывна и opm? то через точку М проходит п 

интегральных кривых. 
Если данное уравиение возможно разрешить относительно у’, то 

опо распадается на п уравнений рассмотренного ранее вида, решив 
которые, получим уравнения п семёйств интегральных кривых. Если 
уравнение можно представить в виде x=o(y, у’) или у=ф (x, у), то, 
обозначая у’=р и рассматривая р как вспомогательную переменную, 
после дифференцирования по у или по х получим уравнение относи- 

тельно a HAM a ‚ разрешенное относительно производной. Его реше- 

ние вместе с исходным уравнением определяет в параметрической 
форме искомое решение. 

Пример: x = уу’ + y'®s у’=р; x= py + р?. Дифференцируем по у, 
x 1 

полагая —— == —; 
ау Р 

1 dp dy py 2p? 
— = (y+ 2 ay или = — = . 

Это уравнение — линейноа относительно у; решая его, получим 
с -- arcsin р. 

yao р присоедипяя к нему исходное уравнение 
< 

X= py + р?, получим искомое решение в параметрической форме.
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Уравнение Лагранжа а (у'] хо цу) ype (y’) =0 всегда интегри- 
руется в квадратурах указанным выше способом. Ecau а (р) + 6 (p)p=0 
при р = ро, то а (po) ¥ + 6 (po) ус (ро) =0 есть особый интеграл (см. 
ниже) уравнения Лагранжа. Если а ip) 5 (р) р =0, то имеем уравнение 
Клеро, которое всегда можно привести к виду y= у’х -- f(y’). Его 
общее решение: у = Cx +f (С). Кроме об- 
шего решения (дающего геометрически 9 
семейство прямых, зависящее от одного у 
параметра), уравнение Клеро имеет oco- 
бый интеграл, получающийся исключе- 
нием С из уравнений у =Cx-+ f (C) и 
0 => x+-/’ (С) (второе уравнение получается 
дифференцированием первого по С; гео- 0 x 
метрически особый интеграл есть огиба- 
ющая данного семейства прямых, рис. 348) 
(см. стр. 249). 

Пример; у = ху’ + у’?; общий инте- 
грал: у = Cx -- C®; особый интеграл (при- 
соединяем уравнение x -- 2С = 0 и исклю- \ 
чаем C) 

x? + 4у==0. 

Интегральные кривые рассмотренного 
дифференциального уравнения изображе- Рис. 348. 
ны на рис. 348. 

_ , 

Особые интегралы. Элемент (%9, Yo. Yo) называется особым если 
он, кроме уравиения F (x, у, у’) =0, удовлетворяет также уравнению 

ayo Интегральная кривая, образованная особыми элементами, на- 

зывается особой. Для всех ее точек нарушается свойство единствен- 
ности решения (cM. теорему Коши, стр. 438}. Огибающие (см. стр. 249) 
интегральных кривых (см. рис. 348) будут являться особыми интеграль- 
ными кривыми. Уравнение особой интегральной кривой $ (x, у) =0 
представляет собой особый интеграл. Как правило, on пе получается 
из общего ни при каком значении произвольной ностоянной, Для нахо- 
ждения особого интеграла дифференциального уравнения F(x, у, р) =U, 

где р = у’, к данному уравиевию присоединяют уравнение в = 0, и 

исключают р. Если полученное соотношенне является интегралом дан- 
ного дифференциального уравиения, TO это будет особый интеграл (ири 
этом уравнение должно быть предварительно приведено к виду, не 
содержащему многозначных функций *, в частности радикалов]. Если 
известно уравнение семейства интегральных кривых, т. е. общий 
интеграл данного дифференциального уравнения, то для нахождения 
огибающих этого семейства, дающих особые решения, могут быть 
применены методы дифференциальной геометрии (см. стр. 250}. 

4 8 
: 4 —~y——pri—p= Примеры: 1) x — y 92” + 55 P 0. 

F 
Дополнительное уравнение (x е. 95=0): 

8 8. 
~gP top =0. 

* Учитываются и комплексвые значения функции.
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4 
Исключая р, получим: a) x — у=0, 6) ¥— Y= 5) а) не является 

решением, 6) — особое решение [общее решениз этого уравнения: 
(У—С)? = (x — C)3]. Интегральные 
кривые и линии a) и 6) показаны 
на рис. 349. 

2} у’ — In| x [= 0. Переписыва- 

ем ввиде еР — |х\ = 0, так как Init 

у © 
Ж/ь 

| Le 

i 7 $ 

4 / 

4 

7 

0! № 
— Ил 7 хх 

№ 
Рис. 349. Рис. 350 

— функция многозначная (см. стр. 499). Fee = 0 Исключая р, полу- 

чим особый интеграл х = 0. 
Особые точки дифференциального уравнения. 

Для дифференциального уравнения 

Ау _ ах-- бу 

ах сх | еу 

точка (0, 0) является изолированной особой точкой, так как в этой 
точке нарушаются условия теоремы Коши (см. стр. 438), выполняю- 
щиеся в любой другой как угодно близко лежащей точке *. Поведе- 
ние интегральных кривых вблизи этой особой точки зависит от коо- 
ней характеристического уравнения: 

AS — (ВТО bc — ae =0, 

(ae — 66-20] 

а именно: 
1) Если корни действительные, одного знака, то особая точка — узел. 

Все интегральные кривые в окрестности особой точкв проходят через 
нее, имея здесь {если корни не совпадают) общую касательную 3a 
исключением одной интегральной кривой. Если же корни совпадают, то 
или все интегральные кривые имеют общую касательную, или в каждом 
направлении через особую точку проходит единственная кривая: 

* Строго говоря, условия теоремы Коши нарушаются и для всех 
тех точек, для которых сх -+- ey =0, во они будут выполнены, если по- 
менять ролям: Зависимую и независимую переменные и рассмотреть 

ex + ey dx 
уравнение dv ах ву
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2 
Примеры: а) < = =; характеристическое уравнение: 2 — 3% +-2=0; 

Ay =2, Хэ ==1; интегральные Кривые: у = Cx? * (рис. 350); 6) ~ ===; } 

характеристическое уравнение: A2 — 2% -- 1=0; A, =>. = |;  нтегралёные 
а 

кривые: у=хш|х|- Cx (фис. 351); в) ее: характеристическое 

уравнение: 2 2h + |= 0; Х, = Л. = |; интегральные кривые: у = Cx 
(рис 

у у 

И 
Puc, 351 Рис. 352. 

—
 

И a 
can oy 

2) Если корни действительные, разного знака, то особая точка — сед- 
ло. Через особую точку проходят две интегральные кривые (образую 
щие четырё ‹уса» седла). 

у 
А 

| 
а 

Puc. 353 

Пример: © oy = — = ; характеристическое уравнение: A2 — 1 = 0, 

№ =- 4, le oer HHT er альные кривые; ху =С (рис. 353), при С =0 
частные интегралы: x= 0, у = 0. 

* Прямая х-==0 также содержится в общем решении, что видно 
если его записать @ виде х? = Суу.
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3) Если корни комплексные сопряженные, то особая точка — фокус. 
Интегральные кривые «накручиваются» на особую точку, совершая 
при этом бесконечное множество оборотов. 

dy x+y. Пример: Як = ху! характериствческое уравнение: A2— 2A+ 2—0, 

Ар = 1 Ag=l—i; интегральные кривые (в полярных координатах) 

р = Ce? (рис. 354). 

$ 

g 
| 

г 

/ (7) 
3 В «р РР 
^^ 

Рис. 354. Рис. 355. 

4) Если корни чисто мнимые, то особая точка — центр. Она окру- 
жена семейством замкнутых интегральных кривых. 

а х . 
Пример: = = — у характеристическое уравнение: A2+ | ==0; Ay=i, 

А3= —#. Интегральные кривые: x2-++- у} =С (рис. 355). 
Для уравнения 

ау P(x, у) 
ах Q(x, y) 

особыми точками являются Te, в которых одновременно P(x, у) =O 4 
Q(x, у} =0. Предполагая Ри Q функциями с непрерывными частными 
производными, можно представить данное уравнение в виде 

ау _ a(x - хо + Oly - vo) + Ра, У 

ах C(x — хо) + ely — yo) + Qs (x, у) ’ 
где хо, Yo — координаты особой точки и Py (x, узи Оу (x, у) являются 
малыми высшего порядка в сравнении с расстоянием точки (x, у до 
особой точки. Тогда оказывается, что характер особой точки данного 
дифференциального уравнения будет тот же, что и у особой точки 
уравнения первого приближения, получающегося при отбрасывании 
Py uw Qs. Исключения: а} если особая точка уравнения первого приближе- 
ния — центр, то особая точка основного уравнения может быть центром 

а 
или фокусом; 6) если ae —bc a0 |т. е. f=? или a=c=U, или 

е 

а = 0-0 ит.п.), то для определения характера особой точки тре- 

Oyetcu рассмотрение членов высшего порядка.
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приближенные методы интегрирования. Метод 
последовательных приближений (Пикара). Уравнение у’ == /(х, у) с на- 
Чальным условием у = yo при Х == Хо может быть записано в виде 

х 

у + \ sur, У) ах. (1) 

хо 
Если в правую часть вместо у подставить какую-либо функцию у, (x), 
мы получим слева новую функцию уз, не совпадающую с ys, если 
только у! не есть решение данного уравнения. Подставляя в правую 
часть уравнения (1) уз вместо у, мы получим функцию уз, ит, д. 

Полученная последовательность функций у1, Уз, уз,... сходится на 
некотором интервале, содержащем точку хо, к искомому решению, 
если выполнены условия теоремы Коши (см. стр. 438). Метод последо- 
вательных приближений называют иногда также методом итераций 
(ср. стр. 145). 

Пример: у’ = е* — уз; начальные условия: Хо =0, уд =0. В инте- 
гральной форме уравнен:е запишется 

х 

y= | (е* — уз) ах. 

Применяя метод Пикара, начав с yo = 0, получим последовательно: 

х 

mao \e* ах ==е” — 1; 

х 

yom J [e* — (e* — 13] ах = 32” — 5 2% —x-3n т. д. 

Примененце рядов. Разложение решения дифференциального урав- 
нения в ряд Тэйлора (см. стр. 322) 

п 
‘ (¥ — №) › (* — хо) (7) 

у = Yo F(X — X09) у м +... +. 0 2 0 n! 0 
, ee 77 

может быть написано, если известны значения Yor Yor У еее 

п) 
..., У. ‚ ... — всех его производных для начального значения хо аргумен- 

та. Эти значения могут быть найдены из дифференциального уравнения 
путем последовательного его цифференцирования и подстановки на- 
чальных условий. Всли допустимо неограниченное дифференцирование 
уравнения, полученный ряд всегда будет сходиться в некоторой окресг- 
носги начального значения аргумента. Данный метод, очевидно, при- 
меним и к уравнениям п-го порядка. 

Практически часто удобнее искать решение в виде ряда с неопре- 
деленными коэффициентами, которые могут быть определены из усло- 
вия удовлетворения уравнения при подстановке в него ряда. 

Пример: у! = e* — У2; хо =0, yo = 0. Полагаем 

у=а1х + азх? + agx8+ ... + a,x” +... 
Подставляв в уравнение, получим *: 

а: + 2азх + Зазх? +... Нах? + 2а1азх8 + (a2 + 2а1аз} х*--...|= 
2 8 

SIF eH 54% +4 
* Формулу дла квадрата ряда см. стр. 300, 
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} 1 
откуда a; = 1, 2ag = 1, Заз + а? =>) 4а + 2а1а2 = $ ИТ. д. Решая по- 

следовательно эти уравнения и подставляя найденные коэффициенты 
в ряд, получим: 

Ряд, у x3 5 x? 4 
YHXtT- HHH +... 

‚Другой способ: у’ = e* — У; хо =0, yo =0. Полагая в уравнении x=0, 

находим jg = 1. Далее: у’ =e* — 2уу'; yo =|; yl! = e* — 22 — 2уу’', 

У. =-1; ylV = e* — бу" — ayy”, ylV =—5 ит. д. По формуле 
'Гэйлора: 

Графическое интегрирование уравнений базируется на понятии 
поля направлений (см. стр. 438}. Интегральная кривая приближенно 

нзображается выходящей из заданной 
9) начальной точки ломаной (рис. 356}, со- 

ставленной из небольших отрезков, на- 
правление каждого из которых совпадает 
с направлением поля в начальной точке 
отрезка, являющейся конечной точкой 
для предыдущего отрезка. 

Численное интегрирование. При чи- 
сленном интегрировании уравнения 
У =f (x, у) составляется последовательно 
таблица искомой функции для значений 

Рис. 356, аргумента X, = хо + kA (k =1, 2, 3,...). 

Для этого обычно пользуются какими- 
либо формулами приближеииого интегрирования для вычисления 

Хр 

Ува = Ув = \ Л[х, у (х)] dx. Наиболее употребительными разност- 

Sot 

x 
ными формулами являются следующие (обозначения см. стр. 575): 

| 5 3 
Увы ^ pal Аль Но ot gape | (А) 

| | 1 
— — — — — 48 — — АЗ 

Увы — Ув =" [ess a Se ВАЛА №] (5) 
Найдя по формуле (A) первое приближение у 1, ВЫЧИСЛЯЮТ Tags и 

получают второе приближение Ура M0 формуле (Б). Так же может быть 

найдено и третье приближение, но обычно стараются выбирать шаг 
так, чтобы в этом не было необходимости. 

Пример: Полученные выше члены ряда для решения уравнения 

= e* — y?, соответствующего начальным условиям хо = 0; уз =0, 
позволяют вычислить с четырьмя десятичными знаками значения у 
для х1 = 0,1, x2 = 0,2 и хз = 0,3. Для вычисления последующих значе- 
ний у строят таблицу по следующей схеме (до ступенчатой черты): 

х У f Af A?f 43] 
0 0,0000 1,0000 942 — 147 — 35 
1 0,1048 1,0942 795 — 182 
2 0,2183 1,1737 613 3 ‘ 

4 

1,2350 
t 0 
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Значение уз целесообразно проверить по формуле (Б): 

уз = 0,2183 + 0,1 (1,2350 — 0,0306 + 0,0015 +- 0,0001) = 0,3389, 

Далее, для x4 = 0,4 по формуле (А) получим: 

— yg =0,1 (1,2350 + 0,0306 — 0,0076 — 0,0013) = 0,1257. 

Вычислив по y4 == 0,4646 значение /4 и продолжив таблицу, найдем 
по формуле (5): 

уд — уз == 0,1 (1,2760 — 0,0205 + 0,0017 + 0,0001) = 0,1257. 

Так как значение ул сохраняется, делаем следующий шаг и т. д. 
Вместо разностных формул (А) и (Б) употребительны также фор- 

мулы: 

Year = Spat 3 й [27 — fp, + 2fp_sh (Ay) 

h 

Описанные выше методы легко переносятся на системы дифференци- 
альных уравнений. 

Более подробно о численных методах см. Крылов, Милн, стр. 585 
справочника. 

3. Уравнения высших порядков и системы уравнений 

Теоретические сведения. Теорема существования. 
Всякое уравнение л-го порядка 

yl} = F (x, y, У’, wee, yl" — 1), 

введением новых переменных у; =’, Уз = У", ..., Vn == ‘ПИ может 
быть сведено к системе я уравнений: 

dy dy ЧУ ях = Уь ах = VO, ..., ах. = F (x, У, У .-., In" 

Более общая система уравнений: 

J: 

ae GH, ty Yay oe 9 (EN, 2,..., п) (*) 

имеет единственную систему решений У; = 5; (*) (é=1,2,.... a), onpe- 

деленную и непрерывную в некотором интерваде Xp hx EX +”, 

принимающую при х = хо заданные начальные значения: У} (20) == 7 

((=12,..., 2), если функции fj (x, Yi, Ye, ..., Ут) непрерывны по 

всем переменным и удовлетворяют условию Липшица: 

\f; (x, у! + 4y1, Уз - Aye, ... ’ yn + Ay) —f; (x, У1, Уз, .-., Уп) | = 

ЗК (ау + | Ау 1 +... +1 ayy! 
для значений x, у; и я: + AY; лежащих в некоторой области вблизн 

данных чачальных значений. В соответствии © этим уравнение 

yi = f(x, VY, У’. -.-, ar ae и имеет единственное решение, удовле- 

 пворающее начальным условиям: у = Yo, У’ = 05 би о 
при x = хо, непрерывное со своими производными ‘до (п — 1!)-го порядка 

включительно, если f (x, У 1) непрерывна и удовлетворяет 
приведенному, выше CABAL eau для функций f; (№, Yip VO, 000, Уп.
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Общее решгние. Для уравнения 

(72) m1) 
У = А (X, у, Woe У ) 

общее решение содержит п везависимых постознных: 

y= y (2, Ci, Co, .- ., CA) 

Геометрически это уравнение определяет п-параметрическое семейство 
интегральных кривых; отдельная интегральная кривая (График соответ- 
ствуюшего частного решения) выделяется из этого семейства при опре- 
деленном выборе значений произвольных постоянных Cy, С,..., Ch 

Если частный интеграл должен удовлетворять данным выше начальным 
условиям, то значения Cy, С., ‚.., Сл спределяются из уравнений: 

„У (хо, Ci, 77% 4» С) = Yo, 

d 
Ea Ci, eee, с, | 

а" | 

| (x, Cy, .... С, = ye и. п-т У ax Хх == хе 

, 
= 14 

х = XO 2%, 

Всли эти уравнения несовместны для произвольных начальных значе- 
ний в некоторой области, то решение в ней вне являетея общим — про- 
извольные постоянные не независимы. 

Для системы (%) общее решение также содержит п произвольных 
постоянных и может быть дано либо в виде, разрешенном OTHOCH- 
тельно неизвестных функций: 

уз = Fy lx, Cy, ..., Си), Уз == Ро (х, Cy, -., Сп, Vn =F, Ci, we Orde 

либо в виде, разрешенном относительно произвольных постоянных: 

фи (, Me I= Ci, Po (х, У, --. ‚ У} = С», wen) Фи (Hy Vy ove S_l=C, 

В последнем случае каждое соотношение $1) 1. ..., Уп! = С} 

представляет первый интеграл системы (%} Первый интеграл мо- 
жет быть определен независимо от общего, как соотношение между 
х, У. ---, Ум, обрашающееся в постоянную, если вместо уу, Yo. ow, Yn 

подставить какое-либо решение данной системы. Каждый первый 
интеграл системы (Ж) удовлетворяет линейному дифференциальному 
уравнению в частных производных: 

Fx НА м, м, =, Уи) ду, + Л ©, м, eee, Yn) ду, =“. 

и, наоборот, всякое решение Ф; (>, У, Ya, -., Уп} этого уравнения яв- 
ляется первым интегралом системы OK). Совокупвость пм независимых 
(cm. стр. 289) первых интегралов системы (%) образуег ее общий ин- 
теграл. 

Понижение порядка Одвим из основных методов HHTe- 
гриронания уравнений л-Гго порядка является замена переменных, при- 
водяшая к более иростым уравнениям в частности, к уравнениям низ- 
шего порядка. 

Уравненце, не содержащее явно х: fly, У’, ..., УИ) = 0, сводится 

ау а?у р а 
—|)- } Ё—=р. — = — мт, к уравнению in \)-го порядка после замены ax р ax) р dy т, д.
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et , ‚ dp 77 dp dp 

Пример: yy" —y?=0, P=Y¥, Pa = У", ya — Pi =0, Vay ~ P=% 
=C ay Cel p=Cy= =i у= Сие (при сокращении на р решение не потеряно, 

так как р=0 дает y=Cy, что содержится в полученном общем рещении 
при С =0). 

Уравнение, не содержащее явно у: f(x, У. У] =0, допу- 
скает понижение порядка при замене у’=р. Если в уравневие не 

входит А первых производных, следует делать замену y' . 
Пример: у" — xy’ + (у’’’)3 =0. Замена у”’ = р приводит к уравне- 

3 
нию Клеро: р — x ap + (4) = 0. Его обшее pewenue: p=C,x + C3. 

yin) 

ах ах 
С. хз chy? 

Отсюда у = = --0 + Сох + Сз. Особое решение уравнения Клеро 

2V3 3/ . 
p=—z— * 2 дает особое решение исходного уравнения: 

8У3 Y= ae KE + Сах + Ce. 

Уравнение f(x, у, У’, ..., у, =0. rue функция f — однородная (см. 
стр. 289) относительно у, У’, ..., wy допускает понижение порядка 

. у’ | 2 ах 
при введении новой функции 2 =-— (T. e. у=е ). 

, т’ __ "2 

Пример: уу’ — у’? =0; z= 7. dz wy ‚ следовательно, 
у’ ах у 

2 == C,, откуда пу= С: х-- Со или y= СеСах, где }пС = С.. 
Уравнение у = f (x). Общее решение получается последователь- 

ным интегрированием в виде 

у = С; + Cox + Сам. СХ Ти, 

где 
х 

_ ` ni! \ _ nant уе}... rr aa" = oy \ ГО - nae 
хо 

Здесь хо не является дополнительной произвольной постоянной. 
. _ (ЕП Изменение хо изменяет Ch. так как СЕ (Xo). 

Линейные уравнения. МЛинейным уравнением 7-fro по- 
рядка называется уравнение вида 

(ft) (7—1) (п-2 У На Наву" + ау -аду= Е, (L) 
rea; и Е {npasaa часть) — функции OT x, которые мы будем пред- 

полагать непрерывными на некотором интервале. Если ay, а», .... а, — 

постоянные, то уравнение называется уравнением с постоянными ко- 
эффициентами. Линейное уравнение называется однородным, если 

= С, и неоднородным в противном случае. 
Система решений yi, Ye, .--, У„ однородного линейного уравнения 

называется фундаментальной, если эти функции линейно независимы 
на рассматриваемом интервале, т. @. если их линейная комбинация 
Civt + Covet... + Can ни При каких значениях Cy, Со. ..., Сл. кроме 

С; = Ce == C=), не обращаехся тождественно длЯ всех Значений X



452 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

на данном интервале) в нуль. Решения jy, yo, ..., Уп однородного лн- 

нейного уравнения образуют фундаментальную систему тогда и только 
тогда, когда их определитель Вронского 

У! 2 ... Уп 

У! У. ооо In 

У У У 
отличен от нуля. Для любой системы решений однородного линейного 
уравнения имеет место формула Лиувилля: 

x 

— | ay (x) dx, 

W(x) = И (хе 0 

в силу чего определитель W может обращаться в нуль только то- 
ждественно [т. е. только если \ (ху) =0]. Если yy, yo, ..., Yn образуют 

фундаментальную систему решений, то у=С;\у; + Coy, +... + Cn 

является общим решением линейного однородного уравнения. 
Если известно одно частное решение у; однородного уравнения, 

то его порядок может быть понижен с сохранением линейности путем 
} 

введения новой неизвестной функции и == = 
M1 

Теорема наложения. Если yy и yo являются решениями уравнения 
(L) для различных правых частей Fy и Fo, то их сумма у = 91 + yo ‚бу- 
дет решением такого же уравнения с правой частью F= Fy + Ро. Отсюда 
следует, что для получения общего решения неоднородного уравнения 
достаточно к какому-либо его частному решению прибавить общее 
решение однородного уравнения. 

Теорема разложения. Если уравнение (L) имеет действительные 
коэффициенты и Р= Fy + ifs, где Fy и Ро также действительны, то ре- 
шение его будет комплексным у =, --#у2, причем у; и Yo будут реше- 
ниями уравнения (L) с правой частью, равной соответственно Fy и Fy. 

Решение неоднородного уравнения (L) может быть получено с по- 
мощью квадратур, если известна фундаментальная система решений 
соответствующего однородного уравнения, одним из следующих ме- 
тодов. 

Метод вариации постоянных. Записав искомое решение в виде 
у = Су! + Coyg +... + Ch’ n считаем Cy, Co, ..., Сп не постоянными, 

но функциями х, Потребовав удовлетворения соотношений 
é ‘ ' 

Cy + Cove + + Cay, = 9, 

Ci, + Соуз + oe + Can = 0, 

0, ” lt —2) 4 y(t —2) (п 
С; 5, Ч 6553 Сил 

получим, подставляя у в уравнение (L): 

"(п —1) "п. roan—l) 
15) + С + ot Суп == А. 

—2 

Решая линейную систему уравнений, найдем Cy, Cy, ..., Cy и далее 

квадратурами Cy, Сз, ..., Са.
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Метод Коши. Определим в общем решении одно одного уравнения 
у == С1у1 + Сзуз +... $C „Уп постоянные так, что при х=а бы- 

a0 y=0, у’=0, yn 2 =0, УП = Р(а), где а — _произволь- 
ный параметр. Если обозначить теперь полученное таким образом ре- 

х 

шение однородного уравнения через P(x, а}, то у = \ 9 (x, а} 4х будет 

хо 
частным решением уравнения (L), обрашающимся в нуль со своими 
производными до (2 — 1)-го порядка включительно при x = хо. 

4. Решение линейных дифференциальных уравнений 

с постоянными коэффициентами 

Операторная запись. Уравнение (L) (см. стр. 451) может 
быть записано символически в виде 

Р„ (Бу =(D" +a,D" " + a,D"* +... а 

где 0) есть оператор дифференцирования: 

dy k a” 
ах: P р * dx 

< Ву=—- 

Если коэффициенты а; постоянны, то Ри (2) является многочленом net 

степени относительно оператора D (с числовыми коэффициентами). 
Решение однородного уравнения Р, |0} у=0. 

Для нахождения обшего решения необходимо найти корни гу, 72 r asp 90% 4 

алгебраического уравнения (см. стр. 140—146) Ри. (г) =0 (характеристи- 
rex 

ческое уравнение). Каждому корню г; соответствует решение е t 

уравнения Ри Ро. Если г; является корнем Е-й кратности, то 

г.х г. х хе 1, 
хе Г’, хе Г... также являются решениями. Линейная ком- 
бинация этих pewlennit aaa всех корней г; 

ya Cye™ Се 4 pe CHC ete tC em +. 
является общим решением однородного уравнения. 

Если среди корней есть комплексные (они могут быть только по- 
парно сопряженными *), например, если: г, =@а -- 8, ry =a — if, то’ 

’ 

в соответствующих членах общего решения функции е/1* и e/2* должны 
быть заменены Ha e&* соз Вх и еях sin Вх. Получающиеся при этом BbI-: 

ражения вида С; соз Вх -- С» п Вх могут быть представлены также 
в виде А cos (Вх +-9), где А иф — произвольные постоянные. 

Пример: Для Уравнения у\ + У — у’ — у=0 характеристическое 
уравнение. ге т 2? — | =0 имеет корни: г; = 1, ro = — 1, 73,4 =, 
5,6 = — b. Oduice решение будет: 

y= С1е* + Се * +- (C3 + C4x) cos х +. (Cs + Cex) sin x 
или 

y=Cye* ++ Coe * + А, cos (x + $1) + ХА, cos (= + +2). 

* Мы предполагаем, что коэффициенты а, действительны. 
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Теорема Гурвица. В теории колебаний и других приложе- 
ниях часто бывает важно установить, что любое решение данного ли- 
нейного однородного дифференциального уравнения с постоянными 
коэффициентами стремится к нулю при х>-- <. Это будет иметь 
место, если действительные части всех корней характеристического 
уравнения окажутся отрицательными. Все корни уравнения 

ао + ах-| ах? +... fa, x" =0 (a9 > 0) 

будут иметь отрицательные действительные части тогда и только 
тогда, когда все определители 

a; 400 аа 
01 = a4, р [9108], D3; = аз а2а1|,... 

$ 2 а5 ад аз 
а ao о... 0 
а а: а... 0 

..., Ви = 2 . С . о т. оофо (где an при m>n) 

Fon-1 Чи Con_g -"@п 

положительпы (теорема Гурвица). 
Решение неоднородного уравнения с постояи- 

ными коэффициентами всегда может быть найдено методом вариации 
постоянных или методом Коши (см. стр. 452—453). Другой метод — опе- 
раторный (см. стр. 460). Наиболее просто частное решение такого урав- 
нения определяется, если правая часть имеет специальный вид (си. ниже). 

Специальная правая часть. В некоторых случаях частное решение 
неоднородного уравнения Ри (2) y=F (x) может быть пайдено простыми 

алгебраическими приемами. 
х 

Если F(x) = Ae uP, (R) 520. то частным решением является 

RX 
A . 

у = РУБ. Если А является корнем характеристического уравнепия 

п р — | 
кратности т. т. е. Р; (k) = р, (в) =... РТ ) (Е) = 0, то частным ре- 

AxMek* 
\пением является у = При помощи теоремы разложения 

(т) с). 
Ри (® 

(стр. 452) эти формулы могут быть использованы и в случае, когда 

Е (x) = Ae”* cos wx или Ae” sin wx. Соответствующие частные решения 
получатся как действительная или мнимая часть решения того же урав- 

нения для правой части: F (x) = Ae®* (cos wx + isin wx) = Ae(R+tw).x | 
я 4 

Примеры: 1) Для уравнения у’ — бу’ + 8у=е"* частное решение: 
2х 

y=- =, ‚ так как P(D) = D2 — 60-18, P(2)=0 и PW) =2D—6, PQ) = 

= 2-2 —6 = —2. 2) Для уравнения у’’ + y + у= e~ sin x частное pewe- 
x 

e 
ние у; = T3 (2sin x —3cos х) получается как мнимая часть от решения 

ей х _ e*(cos x + isin x) 
Уи аа ^ 24-3: 

уравнения (D2 + D+-1) y= в 1--йх. 
Всли F (x) имеет вид Q (x) е"”, где © (х) — многочлен степени р, 

то всегда может быть найдено частное pemeHue Toro же вида, т. е. 

у =R (x) eh Здесь R(x) есть многочлен степени р, умноженный на х”, 
если А — т-кратный корень характеристического уравнения. Записав 
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это решение с неопределенными коэффициентами у R(x) и требуя, что- 
бы оно удовлетворяло данному уравнению, получают линейные алге- 
бранческие уравнения для определения неизвестных коэффициентов *. 

Пример: ylV + 2y’"'" + у’ = 6x -+ 2x sin x; корни характеристиче- 
ского уравнения ky = Ro=0, Е; =. =— |. В силу теоремы наложения 
(См. стр. 452) можно искать порознь частные решения, соответствую- 
щие отдельным слагаемым правой части. Полагая yy = х? (ax +6) 4 
подставляя в уравнение, получим 12а + 26 + бах = 6x, откуда а =1, 
b = —6. Так же для второго слагаемого полагаем уз = (сх + а) sin x + 
+ (1х - 2) соз х, что дает (2g + 2} — 6с + 2fx) sin х — (2c + 2d + 6+ 
+ 2сх) cos х=2хзш ох, откуда с=0, d=—3, }=1 #= —1. Оконча- 
тельно, общее решение будет 

Y=Cy сах — 6x2 хз + (сзх - са) e* — Зап х + (x — 1) cos x. 

n 

Уравнение Эйлера вида > Ap (сх + Фу = F(x) сводится к aye 

k=0 
нейному уравнению © постоянными коэффициентами подстановкой 

сх + 4 == ef. 

Пример: Уравнение ху’ —5ху’-|-8у = х? после подстановки х =e 

переходит в рассмотренное на стр. 45$ уравнение a a 

+8y = et, Следовательно, y=Cye%+Coett— £ 6% —C,424Coxt— 5 In x 

5. Системы линейных дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами 

Нормальные системы 1-го порядка. Простейшим 
случаем системы линейных уравнений 1-го порядка с постоянными KO 
эффициентами являются так называемые нормальные системы: 

у, =A Vy Ра,.5, +... аду, 
Yq =а515, 2 а,.5, +... аду», 
ооо соо # © © @ © ооо @ 

977 

Yn = Ay Vy Tagg Vg +... аду. 

Для нахождения общего решения такой системы необходимо прежде 
всего решить алгебраическое характеристическое уразнение ** 

(№) 

— eee ‘11 Aig “1п 
а, Gog —f eee Gon == 0. 

e e e ® e e e э ¢@¢ @ e e e e ® 

Каждому не кратному корню г; характеристического уравнения 

* Этот метод применим, в частности, если Е(х) =Q_ (x) (т. е. 2 =9) 

и если F(x) = О, (x) e/* coswx или F(x) =0© (х)е’Хчашх, что соот- 
ветствует А =г 4 х. В последнем случае решение следует искать в 

виде y= хе” (М (x) cos wx + N_ (x) sin wx). 
** Об определениях см. стр. 146.
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соответствует система частных решений: 
г.х rx FX 

ye А1е Г, уз= Ace Г,..., у = Ade? (Хх) 
где коэффициенты A, (Е =1,2,... п} определяются из системы линей- 

ных однородных уравнений 
— г. зо = а, гр А, + OA +... +O, Ay =9, 

Ay A, + 4,545 5 - (Qian 7p A, = 0, 

Поскольку из этой системы могут быть определены только отношения 
A, (См. стр. 153), полученная указанным способом система частных pe- 

шений для каждого /, будег содержать одну произвольную постоянную. 

Если все корни характеристического уравнения различны, TO сумма 
всех таких частных решепий будет содержать л независимых произ- 
вольных постоянных и будет давать общее решение системы. Если ка- 

кой-либо корень г; харзктеристического уравнения имеет кратность т 

то этому корню будет соответствовать система частных решений вида: 
rx rsx г.х 

у =А, мег, Yo =A, (HEF... у, DA, (хе 1 

где А, (х),..., A, {Хх — многочлены степени He выше т — 1. Подстав- 

ляя эти выражения с неопределенными коэффициентами в данную си- 

стему и приравнивая, после сокращения на ei* коэффициенты при 
одинаковых степенях х в правых и левых Частях равенств, получают 
уравнения, позволяющие выразить все неизвестные коэффициенты че- 
рез какие-либо т из них, остающиеся произвольными. В некоторых слу- 
чаях степень многочленов может оказаться ниже чем т — 1. В частно- 
сти, в случае, если система (№) симметрична (т. е. а, = pj). достаточно 

B3ATb A; (x) = const. Если среди корней характеристического уравнения 

окажутся комплексные, то соответствующие члены общего решения 
могут быть приведены к действительному виду, Так же как и в случае 
одного уравнения с постоянными коэффициентами (см. стр. 453). 

Пример: Для системы 

У = 21 + 22 — уз: уз == —2у, 4 уз + уз; уз = — ЗУ: + 89 + 2s 
характеристическое уравнение: 

— 7 — 

—2 4—г | = — (г — 6) (7 — 102 =0. 
—3 8 2—г 

Для простого корня Г! =6 получим: 

—4А, |- 2А. - Аз =0, —2A, —24. | А} =0, -ЗА, {+ 8А, — {Аз =0, 

| 
откуда Ay = 0, А. =>) Аз = С(, re. у = 0, уз = С1е8*, Уз = 2C ,e°*, 

[laa кратного корня го = 1 полагаем 

yi = (Pux + Qi) e%, уз == (Pox + Qa) е*, ув = (Рух + Qa) е, 
Подставляя в уравнения, получим: 

Pyx + (Py + 0!) == (2Р, + 2Р.о — Ps) х-- (20! $. 2Q2 — Qs): 
р Г. 7 == (— ОР, + 4Р. PP ый 4 , 
Pex + pet Oe) ЗА, ВВ, р оО, 90, 

откуда 
Ру =5С., Ро = Са, Ру =1С); О1=5С:—6С., Оз = Cs, Оз = 1С3—ИС». 

Общее решение системы: 
yy == (BC yx + БС; — 6С2] е*, уз == Суе8Х + (Сзх + C3) e*, 

уз == 2Ca°* + (1Соэх + 1С; — ИС3) е*
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Однородные системы 1-го порядка. Общий вид 
системы линейных однородных уравнений 1-го порядка с постеянными 
коэффициентами: 

п я. 

У, Opp У Opi pm (i= 1,2,...,27). 

Ecru определитель la;p |* не равен 0, то эта система может быть при- 

ведена к нормальному виду. Однако решение может быть получено не- 
посредственно из данной системы по тому же методу, что и в случае 
нормальной системы. Характеристическое уравнение примет вид 
Га;ь”-Е Dip | =0, а коэффициенты А; в решении (Х), соответствующем 

простому корню г,, определяются в этом случае из уравнений 

nl 

Урень Ag =O EN yr 
k=1 

В остальном методика нахождения решения Ta же, что и в случае нор- 
мальной системы. 

Случай la; |= 0 нуждается в дополнительном исследовании (CM, 

Степанов, стр. Ay справочника). 
t , 

Пример: Sy; + 4y, — 292 — vo= 03 Yi f 8y; — Зуз =0. Характери- 
стическое уравнение: 

5-4 ~—2r— | 

r+ 8 —3 

Находим A, и А. для г: =: 9A, — ЗА, =0, 9A, — ЗА. =0. или 

Ao=3A,=38C1; точно так же для го =—2 получим Аз=2А! =2С. Отсюда 

общее решение: yy = Cye™ + Coe *%, уе == ЗС1е* + 2Сье 2х. | 
Неоднородные системы линейных уравнений 

1-го порядка. Сбщий вид: 

== 272 +27 — 4 = 0; Г1 = 1, Го = — 2. 

т, п 

Soins + У = Fi 2) C= eee „п. 
k=! k==| 

) (2) 7: 
Теорема наложения. Если Ут И У (7=1, 2, ..., п) — решения 

неоднородных систем, отличающихся только правыми частями, равными 

соответственно ЕЙ и Fe то у;= ys? + yf (/=1,...,7) будет яв- 

ляться решением такой же системы уравнений, но с правыми частями 
) ¢ 

Fi (x) = ЕЯ (x) + FP x). Отсюда следует, что для получения общего ре- 

щения неоднородной системы достаточно к ее частному решению пои- 
бавить общее решение соответствующей однородной системы. Для на- 
хождения частного решения ‘неоднородной системы может быть при- 
менен метод вариации постоянных: общее решение однородной 
системы подставляют в неоднородную систему, заменяя произвольные 
постоянные С. ..., Ch неизвестными функциями Cy(%), С. Lee, C (+). 

При этом в выражениях для производных у» появятся члены, содер- 

жащие производные от новых неизвестных функций Ср (x). При подста- 
новкё в заданную систему в левых частях останутся Только эти добз- 

* Сокращенное обозначение определителя © элементами а;
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вочвые члены, остальные же сократятся, так как у,,..., у, по иредпо- 
ложению являются решением однородной системы. Takum образом, для 

’ 

Cp (x) получится неоднородная система линейных алгебраических урав: 
нений. Решая ее и выполняя п интегрирований, найдем функции 
С (х),..., Ся (Хх). Подставляя эти функции вместо постоянных в реше- 

ние сднородной системы, получим искомое частное решение. 

Пример: Бу; -- 491 — у — уз=е %; ¥1+8y1 —Зуз==5е %. Общее ре- 

шение однородной системы (см. стр. 457) yy =Cy,e~ + Coe “%, yo=3Cye*+ 

+ 2Сое ~*; подставляя его в данные уравнения и считая Cy и Cy функ- 

циями x, получим: 5С1е” + 5Сье °* — 6С1е* —4Coe 2 =e; Cye* + 
4 Coe °* = $e Х, или Сзе 2% — Cye* =e * Cye* + Coe *Х = 55а, Or- 
сюда 2C;e% = 4e *, Cy= —e °* + const; 2Сье °* =6e *, Co=3e*+- const. 
Считая все const=0 (так как ищется частное решение), получим 

и = 2е`^, уз -==3е *; общее решение: yy ==2е * -- С1е* + Coe **, 
„У? = 32“ + 3С1 e* + 2Coe *%. 

В случае специальных правых частей вида Q_ (x) eke может 

быть с успехом применен метод неопределенных коэффициентов, ана- 
логично тому как это описано на стр. 454—455 для одного уравнения 
н-го порядка. 

Системы 2-го порядка. Данные выше методы могут быть 
перенесены на системы линейных уравнений более высокого порядка 
В частности, для системы 

п п n 

SS cne+ У, bine >) inp =0 (§=1,2,..., п) 

k=\ k=\| = 
г.х 

также можно искать частные решения вида у; = А;е Г , где г, опреде- 
ляется из характеристического уравнения |4; г? Bp Tez, | =0, a A;— 

из соответствующих линейных однородных алгебраических уравнений. 

6. Опграторный метод решения 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

Изображение функций. Изображением заданной функ- 
ции (оригинала) $ (tf) по Карсону-Хэвисайду называют функцию ком- 
плексной переменной р, определяемую равенством 

(ee) 

f(p) =p \ oP! (па. (x) 
0 

При stom мы будем считать, что при ¢<0 9 (tf) =0, а при ¢>0 
удовлетворяется неравенство |ф (f}| < Meat, где М иа — некоторые 

положительные постоянные. 
Методами теории функций комплексной переменной может быть 

получена формула обращения, позволяющая однозначно определить 
функиию-оригинал ф (¢), если известно ее изображение / (р):
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где $ выбирается так, чтобы все особые точки Подинтегральной функ- 
ции лежали левее прямой Re p=s (06 интегрировании функций ком- 
плексной переменной см. стр. 513; о формуле обращения подробнее ем 
Смирнов, стр. 587 справочника). Соотношение (Х) будем условно 
записывать в виде }(р) —>Ф (1) *. В таблице на стр. 462 приведены 
некоторые простейшие функции и их изображения. 

Основные свойства изображений функций. Из формулы (Х) могут 
быть получены следующие: 

@ . ato , о 9 (ON Ti PS (Pp) — 9 (0) 2; дв > РУ) — р" (0) — py’ 0}... 
n 

ny TE ae pty (р = pte (0) — pp (0) — ... — pel № 0), 
dat 

. 4 . р 
\ ф (t) at ner (р); ф (at) — f (2) . (а =const >0). 

0 

Всли 91 (t)fi(p) и Po(t)——>-fe(p , то алф(--азфа af (P)+a2f2() 
Теорема смещения. Если 9(t) — Кр), то eet) f(p +a) 

Теорема запаздывания. Всли 9 (t) —* fip), и 4>0, то 

#—^) при >), 

№ уф — | 0 “im < 

Теорема Бореля. Если фи: @! —— Л, (р), Ф2 (f) — № (р), то 
t 

1 
фе ( — t) $2 (t) at > > hi (p) fs (р). 

0 

Импульсивная функция. Оригиналом для } (р) =р является так назы 
ваемая дельта-функция 8(/), обращающаяся в нуль при # 5 Фив Gee- 

+ © 

конечность при # = 0, так что при этом \ 5 (t) dt = 1. Эту функцию 

- © 

h 

при 0 <Ё< и f(t, №) ==0 вне этого интервала. Дельта-функция служит. 
для представления мгновенных импульсов (механических, электрических 
ит. п.; см. пример 3 на стр. 461). 

Операторный метод. Этот метод решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений заключается в основном в том, что от 
уравнения для неизвестной функции переходят к уравнению для ее изо- 
бражения (так называемое вспомогательное уравнение). Это уравнение 
будет уже не дифференциальным, а простым алгебраическим. Получив 
изображение, находят по нему искомую функцию. Гаким образом 
основная трудность в операторном методе заключается He в решении 
уравнения, а в переходе от функции к ее изображению и обратно 

. 4 
можно определить иначе, например: 4 (f) = im f(t, hk), где fd, h) == — 

* Функция Lp называется изображением (ft) no Лапласу или 

кратко [-изображением. апр 
** При этом предполагается, что —, удовлетворяет введенпому 

at 
выше перавенству для функций имеющих изображение.
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Линейные уравнения с постоянными коэффициентами 

11 (Бу= р" аб" " + agD™” +... an-1D+ ап) y= Fit 
(р — оператор диффереицирования по независимой переменной 4). 

Пусть y(t) —ъу(р), F(t) —-Е(р). Тогда в силу формул стр. 459 
вспомогательное уравнение будет: 

LP) ¥= Е + "ую + р" 10 +... руп-— №) + 
tay (p™ hyo t pr ryote. + ру" —2))-+... 

ло (p20 - ру.) +2, _,P¥0 = Е(Р} + М (р), (ХХ) 

THE yo, yor ... „Уп — И — значения функции у и ее производных при #=0. 

В простейшем случае, когда уб = Vo =... =у®— I) = 0, М (р) =0. Соот- 

ветствуюшее этим начальным условиям решение называется нормаль- 

Е (p) + М (р) ным. Из (ХХ) следует, что у= Г. (p) Для нахождения у во 

многих случаях можно воспользоваться методом разложения на эле- 
ментарные дроби (см. стр. 130) и формулами (2) — (9) в таблице на стр. 462, 
так как эти формулы содержат в числителе р, то разлагают обычно 
дроби со знамепателем pL, (р) и результат умножают нар, В про- 

стейшем случае, когда все корни рь знаменателя L, (р) различны, a 

числитель — многочлен Ри (р} степенн не выще л, это приводит к фор- 

муле разложения Хэвисайда: 
п 

Ри (р) _ Pm (0) У | Ри () enue 

Lip) Е 0) 
Е pay Pen {2} "Р-Р 

Если т о не рациональная функция, то разлагают на простейшие 

п 
| 

дроби ——— и пользуются формулами 
Poe pk, (P) ‘уются формул: 

Г (р) a el \ Е (x) e~ @Хах 
p-—a 

0 
ИЛЬ — 1 

Е (р) eal ( F (x) oe 2% (¢ — x)M—I gy, 

0 

При наличии комплексных корней у уравнения L, (р) = 0 употребление 

последних формул в промежуточных вычислениях может приводить 
к комплексным величинам, однако конечный результат всегда можно 
будет представить в действительной форме. 

Примеры: 1} Найти нормальное решение уравнения 
у’ — у’ —ytyst 

[ (р) = (p + 1) (p — 1), M (p) =0, F (p) =5) 

(рат ~~ (m— 1) 

- 4 

ПР 1” 
- р СА РР Ро 

p?(p+i)(p—1)? op 4p+i 4р-! 2(p- И 
Отсюда на основании формул (1), (2) и (9) стр. 462: 

- _ 8\ ot 
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2) Найти общее решение уравнения у’”-Е т? у=а sin mt; L (ру-=р?--т? Pp y J 

amp 4 Р?уо + руо 
9 72) | 2 та ‘ (p> т?) рт 

атр 
F (p) = sD 

= ep? 
М (р) = р? + ру; = 

Чтобы воспользоваться формулами таблицы на стр. 462, преобразуем 

р (р? — т?) рт . 
А x + Bs. Найдя Au B Me- 

(р? + т?) р? -- т 
тодом неопределенных коэффициентов, получим на основании фор- 
мул (3), 44), (8) стр. 462: 

первое слагаемое к виду 

а а--2ту, | 
= (vo - и cos mt +- ame sin mf, 

3) Найти закон движения материальной точки массы т под дей- 
ствием мгновенного импульса А, приложенного в момент Ё =U, Началь- 

ная координата хо = 0, пачальная скорость хо == 0. 
У 
~ 
x >» 

Уравнение движения 77 72 = Aé ({). Вспомогательное уравнение 

о тр?х = Ар. Отсюда х тр те ¥ =, 

Системы линейных уравнений с постоянными коэффициентами. 
Заменив каждое уравнение системы соответствующим вспомогательным 
уравнением, аналогично тому как это было показано выше для одного 
уравнения, решают полученную алгебраическую систему линейных 
уравнений относительно изображений пеизвестных функций. При этом 
предполагается, что определитель системы отличен от нуля *. Для пере- 
хода от изображений к оригиналам пользуются обычно, как и для одного 
уравнения, методом, разложения на простейшие дроби, 

Пример: 60-44) у, —(2D-+1) уе *; (D+8) у — Зуо =5e*. 
При х=0 у; = у10, 52 = 520. Вспомогательные уравнения будут: 

(5p -+ 4) у, — 2p + | уз = т + 5p¥10 — 2рУз0; 

(р-- Я у —- Зуз = р. “+ руле. 
p+l 

Решая их относительно У: I ‘ye, получим после разложения на 

простейшие дроби: 

- 2p . _Р ps. y= part (3У10 — ¥z20 ато 2¥10 -[- Узо + Пт; 

- 3p „_Р : a, _Р 
+ (бу1о — 2yo9 — 6) —— — 6y 3y29 +3) —— У? api t (69 JY20 тот | Yio + 3¥20 + р, 

откуда о. . 

yy =2е Х +4 (Зу10 — yoo — 3) 6 “А — 210 + 50) е^, 

уз = 36 * + (бу10 — 220 — 6) 2 * 4 (3 — було + Зузо) е*. 

Применение операторных методов к решению уравнений в частных 
производных см. стр. 490. 

* Случай обращения определителя в нуль встречается весьма редко 
и требует дополнительного исследования.
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Габлица изображений функции по Карсону-Хэвисайду 

CO 

w(t) (¢ >0)* 1(р) = p PF (cya 

0 

с + 
гии р" 

—at р 26° 
° ра 

3, sin kt pe . 3 9 9 
p* +k 

p? 

4. kt 9 9 
cos a 

—at pk 
5.е sin kt рае 

—at p(p+a) 6. е ~ cos Rt poe te 

р 2kp2 
7. t sin kt (p24 Е) 

p(p? — Е?) 8. tcos kt ip? Lhe 

ое a р 
| й (pay?! 

(24) p 10. —- (пл — целое, >0} 
{3-5 ...(2n-1 Vx?) рп 

at 
1 ari ~ayp 

i. ор Ире °V ® (a>) 
Vint 

a2 
a = - 

12. Е At е ayp 

2У хз р 
а _ 

13. 1-Ф| — | а>0)** 2 ayp (7a) 
14. 70 (2) ** р 

УТ +p? 

15. Jo (и! *** Bp 

со p?—| 
е—х 

16. \ — ax, In(i+p) 

t 

ae 

При ¢<0 всегда ф (¢) = 0. 
Определение Ф (x) см. стр. 563, 

есселевых функциях J (x) и J (xe) ем. стр. 464—465. 
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7. Линейные уравнения 2-20 порядка 

Общие методы. Уравнение у”’--р(х) у’-+-9 4х} у=Р(х). Общее 
решение однородного уравнения [F (x) == 6]: 

у == Crys + Coys, 
где у; м yo—ero два линейно независимых частных решения (см. стр. 451). 
Если известно одно частное решение yy, то второе может быть опреде- 
лено по формуле 

( — | рах 

‘уз = Ау! J ee dx, где А произвольно. (x) 

У 

являющейся следствием формулы Лиувилля (см. стр. 4521. Частное ре- 
шение неоднородного уравиевия в етом случае может быть получено 
по формуле 

1 С [2 8) 
yaz\ Fie 

dé 

A (vo (9) ул (EY — 94 (х) Уз (E)) 4, 

№9 

где У; A Yo — указанные выше частные решения однородного уравнения 
< той же левой частью. 

Для нахождения частного решения неоднородного уравнения может 
быть применен также метод вариации произвольных постоянных 
(см. стр. 452}, 

Если в уравнении $ (x) у” + p(x) у +9 (x) y= F(X) функции $ (x), 
p(x), 9 (х)} и F(x) являются многочленами или разлагаются в сходящие- 
ся ряды по степеням х — ху в некоторой области, и $ (Xo) FO, то реше- 
вия этого уравнения также разлагаются в ряды по степеням X — хц, 
сходяшиеся в той же области. Эти решения могут быть найдены 
методом неопределенных коэффициентов: искомое решение в виде ряда 
¥=Ayg + ау (х - хо! + аз (х- Xo)? +... подставляется в данное уравнение, 
приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях Х — Xo, получим 
уравнения для определения Ao, а1, Qo, ... 

Пример: у’-+-ху=0. Подставляя y=ao+ayx+agx?+a,x3+.,., 
у’ = ay + 2аэх + Зазх? +..., у’ = Заз + 6азх +..., получим: 2a9= 0, 
баз +a) =—0,..., n(n —1) ата, =0,... 

. ao a4 
Решая эти уравнения, получим: аз=0, аз= — 3 = Fags 

а; =0, ..., откуда 

x3 x5 х4 7 

y = a9 (1 231 23.5.6 7 и.) +a(2— аут - ee): 

Уравнение х?у’ + хр (x) y’ + (x} y —0. Если функциир (x) и gl) 
разлагаются в сходящиеся ряды NO степеням X, то методом неопределен- 
ных коэффициентов могут быть найдены решения вида: 

У = x! (Ag + a,x + ах? +...). 

Значения показателя 7 находятся из определяющего уравнения 

r(r—l) +p O)r+q (0) =0. 

Если корни этого уравнения различны и их разность не равиа це- 
лому числу, мы получим два независимых рещения нашего уравнения. 
В противном случае метод неопределенных коэффициентов даст только 
одно решение.
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Данная на стр. 463 формула (3%) может быть использована или для 
непосредственного нахождения второго решения, или для определения 
вида, в котором может быть найдено это решение по методу неопреде- 
ленных коэффициентов. 

Пример: Для уравнения Бесселя (см. ниже) при п целом методом 
неопределенных коэффициентов может быть получено только одно реше- 

со 

ние вида Jy; = > а xnrek (40 #0), совпадающее с J (4) с точно- 

k=0 — Гр ах 
стью до NocTosHHOrTO множителя. Tak как здесь е = 
зторым решением по формуле (Х) будет: 

со 
QR 

>in со 
а k=O ¢ 

yo= AY on ы 3h = Ау! | и dx=By,inx+x-n ya 
x x "(Zap x'%)2 х = 

Получение последовательно коэффициентов Cpl ap NO A, затруднительно, 

HO последнее выражение может быть использовано для нахождения ре- 
шения методом неопределенных коэффициентов (очевидно, такой вид 
имеет разложение в ряд функции Yn (х), см. ниже). 

Уравнение Бесселя х?у’’ -- ху’ + (x2 — п?) у=0. Определя- 
ющее уравнение: х (7 — 1) |-х — п? ==? — n? =0, откуда Л = + п. Подстав- 
Aaa y= x" (0 + а1х- ...) в уравнение, мы получим, приравнивая нулю 

коэффициент при хп"; р (2n + k) ap +p 9 0; при k=1 получим 

(2n + 1) a, =0. Давая k значения 2, 3, ..., получим ат =0 (т =1,2, ...); 
0 ao Ag == — a So ‚ .; ао произвольно. 2 291-29)’ “2.4. (п 2) On +4) Go ТР 

Бесселевы функции. Полученный ряд при ag = —————— * опреде- 

| 
— , то 
х 

2" Tin +1) 
ляет бесселеву (или цилиндрическую) функцию п-го порядка 1-го рода 

x? x4 ) 

J = | — 
— eee —з 

n\*) Fea ( 29) 1 3:4. On ED On 4 

co k{ <x nt+2k (—1) (=) 
2 

= ‚ИГП-ЕНИ 

В =0 
Графики функций Jo и Jy изображены на рис. 357. 
Общее решение уравнения Бесселя при п, не равном целому числу, 

имеет вид: у = Ci, (x) + СУ п (x), где п (x) определяется рядом, по- 

лучающимся из приведенного выше ряда для J, (x) заменой п на —п. 
При л целом /_„ (x) = (— 1) J, (х}. В обшем решении в этом случае 
J _ (x) должна быть заменена бесселевой функцией 2-rd рода У (х) 

(функцией Вебера), определяемой равенством 
Ут {x) cos mn — Ут (x) „. 

У (x) = lim : 
п т» п sin mn 

Графики функций Уд и У; изображены на рис. 358. 

* О функции Г см. стр. 162. . 
** Разложение функции Yn (х) в ряд см. Рыжик и Градштейн, стр. 585 

справочника. Иногда эта функция обозначается Мн (.¥7,
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В некоторых приложениях встречаются бесселевы Функции Чистое 
мнимого аргумента: при этом обычно рассматриваются произведения 

iP six, которые обозначают [п (x): 
(5) x \П+2 x \ + 

2 (2) (2) 
гео т пти та Кг = ot 

Эти функции являются решением дифференциального уравнения 
x2y" + ху’ — (x2 -- п?) у =0. 

В качестве второго решения этого уравнения обычно беруг фуяхк- 
цию Макдональда 

.— т : 
1. (x)= Jn (ix) = 

Ll (x) -1 _ = =n п (Х) 
Ки = 2 sin nt 

Это выражение стремится к определенному пределу, когда п стре- 
мится к целому числу *. 

у у 

i} 5 928 
1 \ = сми 1 ` 
2 oN ye 0O-+- x a5) Ante 

! м we 1 
tf | - _ 4 

0 АИ № ^^ 
1 2\3 6,7 В МЮ\ИР,Ви в > \ 4 7 

AGS NOKE —10 - 

- 05. 
Рис. 357. 

/ —9 4 

/ р 
Fi —4 т — ZF 
1 о 1 , 

Рис. 359. Рис. 369. 

Графики функций /0 и 1/1 изображены на рис. 359, а функций Ko 
и К; — на рис. 360. Таблицы функций Ло (x), Л (х), Yo (0), И (>), Ly (Х), 
И (%), Ko (x), Ky (%х) см. стр. 16—77. 

* Разложение К) (Х) в ррядсм. Рыжик и Градштейн, стр. 585 
справочника.
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Основные Формулы Оля бесселевых функций: 

2n 
J “1 (x) + J (Х) = x Jn (x); 

n 
n n+ Ел А, 9 1 

(Эти же формулы справедливы и для функций Y (J; 

2nl_ (x) dl_ (x) 
. __ ft . п п , 

1 Я - fh (x) = —— ; a nos (¥) — ls (X); 

2nK_ (x) ак. (x) 
= — te ° to =— — — п Ки (х) — Ки: (x) = x ; in Ки_1 *) > Ка (x). 

пк/2 

Для п целого: Jy, (x) -2 \ cos (x sin $) cos np 4$; 

0 

9 t/2 

Janet (x) == — — { sin (x sin 9) sin (2n + 1) p dp 

0 

или в комплексной форме 
п 

J (— iy” . 

nt) >= et X COS P cos по dp. 
0 

Int, (x) выражаются через элементарные фупкции, в частностя 

V 2 V 2 
луз = ar sin x; J_ Vy (*) = = C08 х, 

Отсюда выражения для In t/o (x) при любом целом п могут быть 

лолучены последовательным применением приведенных выше рекур- 
рентных формул. 

При 6 больших значениях Хх имеют место следующие асимптотические 
формулы: 

10 -VE [n(x #4) +0 

y= и пох i Ки (х) = az е +0 (-+)|, 

где О (=) обозначает бесконечно малую величину того же порядка, 

что и > (см. стр. 281). 

Дальнейшие сведения о бесселевых функциях ем, Ватсон, бесселе- 
вы функции.
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Уравнение Лежандра (1 — х2) у” — 2ху' +n(n+il) у=0. 
Для. целого п одним из решений этого уравнения являются полиномы 
Лежандра (шаровые функции}: 

р ta tet = 
п Aa dx" 

Графики P(x} oT п = 1 о n=T см. рис. 361. Таблицы этих функ- 

ций см. стр. 78. Чу 

Po (x) = Е Py (xe) = x: 10 

Py (x) = 5 (3.x2 — 1); 

05 CAB 

Ps (x) == (5x3 — 3x); 75: 
NZ 

00: —х 
Py (x) =z (354 — 302 +. 3): Soy 

| 05 }-—==p- Ps (x) = Е (63%5 — 703 + 15x): 2 

Ре мы = 10 “3 т 

= = 6 — 4 3 — тв (2316 — 3164 + 1052 — 5). ие 361 

Основные свойства полиномов Лежанора 

vid к 

| n 1 dp 
Р (x) = — | (et cose ИТ) dg = — \ 

n Ts * a (xt cose Vxe= 1)” +t 

(знак в обеих формулах любой); 

(n + 1) Pat (x) = (2n + 1) xP (x) —”P,_, (x); 

5 | dP. (х) р 
(x? — Ya EP, ©) - В Л 

+4 +4 
. — 2 АНИ \ Рт (x) Ри (х) ах =0 для msn, о (х}]2 ах от 1 

—1 

Полиномы Лежандра могут быть получены при разложении в ряд по 
степеням г функции 

(1 — 2х2 + 22) 7 1/5 = Po (x) + Py (x) 2 - Ро 4х) 224+... ([21<\). 

Дальнейшие сведения о полиномах Лежандра см. Смирнов. т. ПЬ 
стр. 585 справочника. 

Гипергеометрическое уравнение 

азу ау 
x(l— x) ие tly — МВ D x] = — ау =0, 

где а, Ви 1 — параметры, охватывает большое число важных частных 

случаев. Например, при а = п 1, В = —П, {=]и walt 2, оно пре- 
Bpamaetca в уравнение Лежандра. 2
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Если 7 отлично от нуля или целого отрицательного числа, то част- 
ным решением гипергеометрического уравнения является гицпергеомет- 
рический ряд 

В, aati ee+h ., 
Pa. be x= IP e+ 1-2-4 (y+]) or 

a(asl)...(@+apG+)... G+ nti 

ТТ. Ипа. аа ^ №. 

сходящийся абсолютно при | х| <1*. Если 2 — у отлично от нуля и 
отлично от целого отрицательного числа, то частным решением гипер- 
геометрического уравнения является 

УТ Ра ЕВЕ, 2-7, 3). 
В ряде случаев гипергеометрический ряд сводится к простым эле- 

ментарным функциям, например 

F(—n, 2, 8, ~x=(14+ 41", 

*) arcsin x 
’ eS 

| 2 

Q9' 9 3 x у 

$. Краевые задачи 

Постановка задачи. Во многих случаях, особенно в связи 
с решением уравнений математической физики (см. стр. 478), приходится, 
в отличие от рассматривавшихся выше задач с начальными условиями, 
решать так называемые краевые задачи, в которых искомое решение 
дифференциального уравнения должно удовлетворять некоторым усло- 
виям на концах заданного промежутка изменения независимой перемен- 
ной. Мы ограничимся здесь рассмотрением следующей, наиболее важной 
краевой задачи. 

Найти решение у (x) самосопряженного уравнения 

ру’! — ay -Н^ру =f, (x) 
удовлетворяющее однородным условиям 

Aov (a) + Boy’ (а) =0, Ary {5) + Ви у" (6) =0, 

причем на иптервале а = х= ** функции p(x), р’ (x), g(x), p(x), f(x) 
непрерывны и притом р (х) > ро>>0, p(x) >в, >0. Величина A — постоян- 
ная (параметр уразнения). Полагая f =0, получим однородную краевую 
задачу, соответствующую данной неоднородной. 

Уравнение 2-го порядка Ay” + By’+Cy+ARy=F может быть при- 
В 

a 
ведено к виду (Ж) умножением па :., где р=е ‚ если на рас- 

С 
сматриваемом интервале А 2 0. При этом g = ==, p = PR . 

* Сходимость гипергеометрического ряда (1) при х=!их=-— 1 
зависит от числа 6 = 1 —я — В. При x == 1 ряд (1) абсолютно сходится, 
если 6 > 0, и расходится, если 6 =0. При х= — 1 ряд (1) абсолютно 
сходится, если 6 > 0, услевяо сходится, если —1<6=0, и расходится, 
если 6 = — 1 

** В дальнейшем предполагается, что интервал (а, 6) конечен. В слу- 
чае бесконечного интервала результаты существенно видоизменяются 
(см., например, Тихонов и Самарский, стр. 587 справочника),
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Задача отыскания решения, удовлетворяющего — неоднородным 
условиям Аоу (а) + Bow (a) = Су, Ау (5) + Bry’ (b) = Cy, сводится к 3a- 
даче с однородными условиями, но с другой правой частью f(x) про- 
стой заменой неизвестной функции у =2- ц, где и — любая дважды 
непрерывно дифференцируемая функция, удовлетворяющая неоднород- 
ным краевым условиям, а Z — новая неизвестная функция, удовлетворяю- 
щая, очевидно, соответствующим однородным краевым условиям. 

Задача Штурма-Л иувилля. При фиксированном значении 
параметра A справедливо следующее: либо неоднородная задача имеет 
решение при любых f (x), и тогда это решение единственнос, а соответ- 
ствующая однородная задача имеет лишь тривиальное (тождественно 
равное нулю) решение, либо соответствующая однородная задача имеет 
нетривиальные (отличные от нуля) решения, и тогда неоднородная задача 
разрешима не для всех правых частей, а в случае существования решения 
OHO не определяется однозначно. Те значения параметра A, при которых 
имеет место второй случай (однородная задача имеет нетривиальное 
решение), называются собственными значениями данной краевой за- 
дачи, а соответствующие нетривиальные решения называются соб- 
ственными функциями, отвечающими данному собственному значению. 
Задача отыскания собственных значений и собственных функций для 
уравнения (%) носит вазвание задачи И/турма-Лиувилля. 

сновные свойства собственных функций и 
собственных значений. 

1. Собственные значения краевой задачи образуют последователь- 
ность действительных чисел 

№ SAY <^<...<^,<..., 

стремящуюся к бесконечности. Собственная функция, соответствующая 
собственному значению A_, имеет ровно п нулей в интервалеа < x <. 

2. сли y (x) иг (x) — собственные функции, отвечающие данному 

собственному значению A; то у (x) = cz (x), где с — постоянная. 

3. Вели yy (Хх) и yo (x) — собственные функции, соответствующие 
различным собственным значениям Ay и Av, то 

b 

\ (¥) Yo (X) p (x) ах =0 

a 

(свойство ортогональности с весом р (х)}. 
4. Если в уравнении (Х} коэффициенты р (x) и Q(x) Заменить Ha 

Cad t ~ 

p(x) =p (x) и g (x)= qix), то собственные числа не уменьшатся, 

т. е. ^ > A где Ая и А — п-е собственные значения измененного и 

исходного уравнений. Всли заменить коэффициент р (x) на p(x) = p (x), 

то собственные числа не возрастут, т. е. ^,, = Lae При этом a-e соб- 

ственное значение непрерывно зависит от коэффициентов уравнения, т. е. 
достаточно малым изменениям коэффициентов соответствуют сколь 
угодно малые изменения л-го собственного значения. 

5. При уменьшении отрезка [а, 6] собственные значения не убывают. 
Разложение по собственным функциям. Выберем 

для каждого A, Такую собственную функцию Фи (*), чтобы 

b 

\ (?,, (x)}? р (x) 4х == 1 ‘такая собственная функция называется Hopmupo- 

a 
вакной)
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С каждой функцией g(x), заданной в промежутке fa, Ol. можно 
связать ее ‹ряд Фурье» по собственным функциям данной краевой 
задачи 

©O b 

gixi~ » сет (th 6, = \ 8 (Xe, (x) в (x) ах, 

n=Q a 

если только выписанные интегралы имеют смысл. 
Если функция g (x) имеет непрерывную производную и удовлетво- 

ряет краевым условиям рассматриваемой задачи, то ряд Фурье функции 
g (x) по собственным функциям краевой задачи абсолютно и равномерно 
сходится к g (xX) (теорема о разложении). 

Примеры собственных функций и разложепий по ним см. 
стр. 482—-486. 

Равенство Парсеваля 

4) roe) 

(te (a)? pixlax= SY) cp 
a n=0 

имеет место всегда, если интеграл в левой части имеет смысл. В этом 
случае ряд Фурье функции g(x) по собственным функциям краевой 
задачи сходится к g (¥) в среднем, т. е. 

b N 2 

im \ 2 (х]- У, Ont, bX) | р Cx) dx =0. 

a n= 0 

Особые случаи. При применении метода Фурье в решенин 
задач математической физики часто возникают краевые задачи рас- 
смотренного выше типа с тем, однако, отличием, что в концевых 
точках промежутка |а, 6| могут иметь место особенности дифферен- 
циального уравнения, например обрашение в нуль функции p(x). В та- 
ких особых точках накладываются некоторые ограничения Ha иповеде- 
ние решения, как, например, непрерывность или конечность решения 
или обращение его в бесконечность не выше заданного порядка. Эти ус- 
ловия играют роль однородного краевого условия (см. стр, 481, при- 
мер 2). Кроме того, в некоторых краевых задачах приходится рассмат- 
ривать однородные краевые условия, связывающие значения функции 
и ее производной на разных концах промежутка. Наиболее важными 
из таких условий являются условия 

У (a) = y (0), p (a) у’ (a) = p (d) у’ (6. 
которые в случае р (a2) = p (60) можно рассматривать как условия перио- 
ДИЧНОСТИ, Для граничной задачи с такими условиями справедливо все 

изложенное выше, кроме утверждения 2 (см. стр. 469). Подробнее см. 
Курант-Гильберт, т. I. стр. 587 справочника. 

Б. Уравнения в частных производных 

9. Уравнения 1-го порядка 

Линейные уравнения. Линейным уравнением © частными 
производными 1-го порядка называется уравнение 

Oz Oz Oz 
Хх — + ХХ —+...+Х = (1) 1 Ox, + 2 дхо + + , п ох 

в 

где 2 — неизвестная функция независимых переменных wy, ... №.
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ал,, ..., А, У — заданные функции от х1,..., xn Еслив (1) функции 

Х|. ..., Xn У зависят также и OT 2, то уравнение называется квази- 

линейным. Если У= 0: 

Oz Oz 
д Po tA —— = 0, (la) 

nox, 

то уравнение называется однородным. 
Задача интегрирования линейного однородного уравнения равно- 

сильна задаче интегрирования так называемой характеристической 
системы 

Oz 
Atay, Г Xe 

ax, ахо ax, 

Хх Xn _ 1 2 Xn 

Оказывается, что всякий первый интеграл системы (2) является реше- 
нием однородного линейного уравнения (la) и, обратно, всякое решение 
уравнения (la) является первым интегралом системы (2) (см. стр. 450). 
ри этом если м — | первых интегралов 

*. (2) 

ф; (1, ree, Я) =0 (i = 1, 2, coe 2 — |) 

независимы (см. стр. 451), To 

z= Ф ($1, eee, Pn) 

где Ф — произвольная функция от (п — 1)-го аргумента, является 
общим решением линейного однородного уравнения (1а). 

Решение = линейного неоднородного и квазилинейного уравнения 
(1} ищется в неявном виде И(х1...., xy) z) =C. При этом функция V 

оказывается решением однородного линейного уравнения с п-|-1 не- 
Завнсимой переменной 

ду OV OV ди 
Xi ogy Ха К Ап, Ро: =0, 

Характеристическая система которого 

ах! ax, _ _ Чт _ dz of 
№ ТТ Х, У (2") 

называется характеристической системой исходного уравнения (1) 
Геометрическое изображение. В случае уравнения с двумя неза- 

висимыми переменными х| = хи хз = у, 

Oz Oz 
Р (>, У, г) Ox + Q (х, У, 2) oy R (x, J, =), (11) 

решение z= f(x, у) изображается поверхностью в простравстве xyz, 
которая называется интегральной поверхностью этого уравнения, 

* При решении системы такого вида за независимую переменнук 
можно принять любую из Xp, для которой X, = 0 (система при- 

ах Xx; . 
нимает вид —/ = —/ , 1=1,..., М). Однако удобнее, сохрани 

ax, Xp 

симметрию, ввести новую независимую переменную — параметр ¢, no 
ах. ах 
У = : У — ложив х; df или т, x,
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Уравнение (11} означает, что в каждой точке интегральной поверхности 
2 92 

z= f(x, у) вектор нормали dx? 9’ - ] { ортогонален заданному в 

этой точке вектору {Р. (<, Ю}. Система (2’) принимает при этом вид 

ах dy _ 42 (2) 

P(x, yz) Q(x, y, 2) R(x, у, 2)’ 1 

откуда следует (см. стр. 534), что интегральные кривые этой 
системы, так называемые характеристики, касательны к векторам 
{ Р, 9, R}. Поэтому характеристика, имеющая с интегральной поверх- 
ностью Z = f (xX, >) общую точку, целиком лежит на этой поверхности. 
Через каждую точку пространства проходит интегральная кривая ха- 
рактеристической системы (при условии выполнения теоремы на стр. 449), 
ни интегральные поверхности составляются из характеристик. 

Задача Кош и. Пусть задано п функций от (п — И независи- 
мых переменных fy, fo, .... : 

n-1 

Xy = хи (fy, №6, ..., tp Хо = Xo (11, fo, .... )y see y } Ge 
het n-t 

„= Ut 9, +: ty) 

Задачей Коши для уравнения (1} называется задача отыскания такого 
его решения 

Zz = ne ees ‚ Ф (x1, Хх», ха) 

которое ири подстановке (}) обращается в заданную функцию 
$ (11, fa, нь Иа: 

$ (xy (¢;, ly, veel) Xo (21, ро, ees ), eee у “я (#1, to, хер t= 

= (t, tor... ,¢, 4). 

Для случая двух независимых переменных эта задача сводится 
к отысканию интегральной поверхности, проходящей через заданную 
кривую. Если заданная кривая имеет непрерывно врашающуюся каса- 
тельную и HM в одной точке пе касается характеристики, то в некоторой 
окрестности этой кривой задача Коши всегда имеет решение и притом 
единственное. Интегральная новерхность образуется из совокупности 
нсех характеристик, пересекающих задазную кривую. Более точную 
формулировку теоремы существования решения задачи Коши см. 
Понтрягин, Обыкновенные дифференциальные уравнения, стр. 587 спра- 
вочника. 

l 
wz—1 

Примеры: 1) (mz — пу} сих lz) 5 = ly — mx (l, т, п— посто- 

ах _ ау dz Un 
z—ny nx—lz ly=— mx 

тегралы этой системы: Lx -- ту - nz == Cy, «7+ y2-+22=—Cy. Характеристи- 
ки — окружности с центрами, расположенными па прямой. которая 
проходит через начало координат и направляющие косинусы которой 
пропорциональны 7, т, п. Интегральными поверхностями будут слу- 
жить поверхности врашения, имеющие эту прямую осью вращения. 

. & , 02 
2) Найти интегральную поверхность уравнения Ox +. ду = г, ipo 

ходящую через кривую х=0. 2 =$('). Уравнения характеристик: 

dx dy az 
-— =-= = — . Характеристики, проходящие через точку (Хо, Yo. Zo): 

= 

янные). Уравнения характеристик: 

у=х — м 1%, 2= 20е* №0: Полагая xo=0, z=? (io), найдем 
у=х- yo, 2 = 2*¢ (19) — параметрическое представление искомой инте- 

. х 
гральной поверхности, Исключая yo. получим Zs e7 p(y -- Xx)
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Нелинейные уравнения. Общий вид уравнения с част- 
ными производными 1-го порядка 

Oz Oz 
F(t, oo Sg tegen Ge) =O. (3) 

a 

Решение уравнения (3) 

2=$ (1, 1 Ха; A ey, аи), 

зависящее от п параметров aj, ..., @,, для которого якобиан (см. 
? ’ 

0 (Py. oe ey Px ) 

стр. 290) отличен от нуля для рассматриваемых зна- 
[9] (ат, ... , а) 

чений My, ..., хп. г. называется полным интегралом уравнения (3). 

Интегрирование уравнения (3) сводится к интегрированию так на- 
зываемой характеристической системы дифференциальных уравнений 

dxy On dz i Tn gy 
P,P py Pi. Р.Р, Хы °° X Fp, 
где 

OF OF Oz oF, 

= д ая Pim oe) Pi Gp, SAE т 
Решения характеристической системы (4), удовлетворяющие дополни- 
тельному условию F(x, ..., п, 2, Ply о Ри) = 0, называются ха- 

рактеристическими плоскостями. 
Канонические системы. Часто удобнее рассматривать 

уравнение, не содержащее явно неизвестную функцию =. Переход к та- 
кому уравнению достигается введением дополнительной независимой 
переменной Хи; = 2 W такой неизвестной функции И (^1,..., Xn May) 

для которой уравнением И (xq, ..., хп, 2) — С определяется z как не- 

Oz ; 
явная функция OT x1, ..., ¥,. При этом вместо Ox, в (3) подетавля- 

i 
OV OV 

вм — — / [== |l,..., 2). Ecau, кроме того, разрешить диффе- 
дх, OX nay 

ренциальное уравнение относительно частной производной функции И 
по какой-либо независимой переменной, обозначив ee через x и соот- 
ветственно изменив нумерацию остальных независимых переменных, 
то уравнение (3) примет вид: 

Р+Н (м, ..., хп, Х, Ра, ++, p,) =9, 

ду ov, (3’) 
=, РЕ = Ox, (=1,..., 7). 

Система характеристических дифференциальных уравнений переходит 
в следующую систему: 

a4; 0H 9% OH 
dx ~ др,' dx Ox; G@=1,...,%) в 

аи OH OH dp OH 
ах Pt ap, bot Pn др, — dx ox’ 6) 

Уравнения (5) сами по себе образуют определенную систему из 2n 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Такая система, соответ-
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ствующая любой функции H (x), ..., Хи Хх. Diy ees, D,) от 2n-+1 пе- 

ременных, называется канонической системой дифференциальных 
уравнений. К системам такого вида приводят многие задачи механики 
и теоретической физики. Знание полного интеграла 

У=ф (%1,.... Хх, % а, ..., a {а 

уравнения (3” дает возможность найти общее решение кановической 
oP ф 

ак к авнен —— =0. — . = ... системы (5), т ак уравнения да, b., dx, = Pi (i=l, 2, ‚ м) 

с 2n произвольными параметрами а; и 6, определяют 2п-параметриче- 

ское решение канонической системы (5). 
Уравнение Клеро. Задача отыскания полного интеграла 

оказывается особенно простой в случае, если уравнение имеет вид 

Е = хр: + Хр г... ХР, ЛЬ D2. +++, Pads 

92 |. . 
р; = x, (i=1, ..., ”) (уравнение Клеро). 

Полным интегралом такого уравнения будет 
г = A,X + ах +... ах, + f (ay, а?...., а„), 

где а1, аз ..., а, — произвольные параметры. п 
Пример: Задача о двух телах. Движение двух материаль- 

ных точек, взаимно притягивающихся по закону Ньютона, происходит 
постоянно в одной плоскости. Поэтому, выбрав положение одной из 
точек за начало координат, можно уравнения движения записать в 
следующем виде: 

dx OV, dy _oV у № 
4? ox’ dt 0’ ув 

Эта система после введения функции Гамильтона 

| 4 о к? 
= (+97) Vea 

переходит в систему канонических дифференциальных уравнений: 

ах OH dy OH ар 0Н 44 oH 
dh др? 4 > 09’ at ox a ~~ 5 (3) 

для величив 
ах ау 

ИР, I= GaP: 
Соответствующим уравнением в частных производных будет 

Oz | дг \? Os \2 2? 

x +2 (Ge) +(5) | -узея-“ \ x2 + ye 

После перехода к полярным координатам р, P нетрудно обнаружить, 
что это уравнение имеет полный интеграл: 

р | / 222 6? 
z= —at—ve+ce— \ a + —- = ar, 

Po 
. . 02 

зависящий от параметров а, 0, С. Поэтому из уравнений ia = — to, 

<- =: — Фо Получаем общее решение системы (X).
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Случай двух независимых переменных (x, =х, 
хз == у, ру ==р, Рз == 9). В этом случае характеристическую полоску 
можно геометрически истолковать как кривую,. в каждой точке (x, у, 2) 
которой задана плоскость р (Е — х) 9 (1 — У) = — 2, касательная 
к кривой, Отыскание интегральной поверхности уравнения 

Oz Oz 
F(x, У, 2, ox? y= 

проходящей через заданную кривую ‚ (задача Коши), сводится 
к проведению через точки начальной кривой тех характеристи- 
ческих полосок, соответствующая плоскость которых касательна к этой 
кривой. Значения р и 4 в точках начальной кривой определяются при 
этом из соотношений F(x, у, 2, р. 9) =0 и рах-- 9 dy == 42, кото- 
рые в случае нелинейного уравнения нмеют, вообще говоря, несколько 
решений. Поэтому при постановке задачи Коши для получения опре- 
деленного решения следует вдоль начальной кривой выделить пару 
непрерывных функций р, 49, удовлетворяющих двум указанпым COOTHO- 
шениям. 

Более точно о существовании решения задачи Коши см. Понтрягин, 
Обыкновениые дифференциальные уравнения, стр. 587 справочника. 

Пример: Для уравнения pg = 1 и начальной кривой у = x3, 2 = 2х? 

можно вдоль кривой задать p= x, I= >: Характеристическая си- 

стема имеет вид 

ax dy 42 ар aq 
> == —_— = —~ == 2 — = —-=— VW, 
ФТ gg Pp PD а 1 ap 7° 

Характеристическая полоска с начальными условиями Xy, Yo, 20, Po: Go 

при #==0 будет: х = хо + Gof, и = Yo + Pot, = = 2pognt + го, р == py, 
4 = 90. В случае py = Xo, Go = x, Кривая, принадлежашая характери- 

0 
стической полоске, проходящей через точку (Xp), Yo, 20) начальной 
кривой, будет: 

t 
= Kot oy У= 5 + 10. 2 == at -- 2х2. 

Исключая параметры Xo, {, находим 2? = 4ху. Если вдоль начальной 
кривой задлть другие допустимые значения для р и (, положив, напри- 

мер, р == 3x, = 3х, 10 в результате получим другое решение. 

Поверхность, огибающая однопараметрическое семейство инте- 
гральных поверхностей, является также интегральной поверхностью. 
Исиользуя это обстоятельство, можно решить задачу Коши при по- 
мощи полного интеграла, выделяя однопараметрическое семейство ре- 
шений, которые касаются в точках начальной кривой заданных пло- 
скостей и находя огибающую этого семейства. 

Пример: Пусть для уравнения z— px — 4у-- ра =0 (уравнение 
Клеро) требуется найти интегральную поверхность, проходящую через 
кривую y= x, z= х?. Рассматриваемое уравнение имеет полный инте- 
грал z=ax-+ by — аб. Так как вдоль начальной кривой следует поло- 
жить р=9=х, то условие а = 6 выделяет нужное одпопараметриче- 

ское семейство. Находя огибающую, получаем z = 7 (х + у)? 

Уравнения в полных диф ференциалах. Уравнение 
в полных дифференциалах имеет вид 

4г = ах, + /2 4х +... + Л Чх,, (7)
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где fi, fo, -.., fh — заданные функции MEPEMCHIbIX x1, хз, ..., Хил, 2. 

Уравнение (7) называется вполне интегрируемым, если существует 
единственное соотношение между ху, х2,..., Х,, 2, содержащее про- 

? п’ 

извольную постоянную, следствием которого является уравнение (7). 
В этом случае существует единственное решение 2 == (х1,..., x.) 

уравнения (7), принимающее заданное значение 20 при начальных зна- 
0 

чениях xt. ..., Хля Независимых переменных. [aan = 2, x, = x, Хэ = у, 

это означает, что через каждую точку пространства проходит одна и 
только одна интегральная поверхность. Уравнение (7) вполне интегри- 
руемо тогда и только тогда, когда оказываются выполненными то- 

nin -—1 
ждественно по всем переменным х1, хо, ..., Хх,» 2 следующие и 

соотношений: 

of; 97; Of p 07, 

ix, + 92 дк, the нп). 
Если уравнение (7) задано в симметричной форме f,dx, +... ЛЧ хи, ==0 

то условиями полной интегрируемости будут тождества 

1 (Ee = 2b 4p (2S) a (Ze 2h) a 
i Ox, Ox, Г\9х, Ox; R\Ox, 0х, 

для всех комбинаций индексов i, J, Rk. 
В случае полной интегрируемости нахождение решения уравнения 

(7) приводится к интегрированию одного обыкновенного уравнения 
с (п — |) параметрами * 

10. Линейные уравнения 2-го порядка 

Общий вид линейного уравнения 2-го порядка в случае двух 
независимых переменных х, у и неизвестной функции и: 

Ou . , O2u 02и ди ди 
А оз РВ оду to ae tea Коду св =, (1) 

где коэффициенты А, В, С, a, 6, с и свободный член } — заданные функ- 
ции от хи у. 

Классификация. Характер решений этого уравнения во мно- 
гом определяется знаком дискриминанта 6 = АС — В?. Уравнение (1) 
называется уравнением гиперболического тила в некоторой области, 
если в ней 0 < 0, уравнением параболического типа, если в рассма- 
триваемой области тождественно 6 =0, уравнением эллиптического 
типа, если в рассматриваемой областн 5>0. Если 8 меняет знак в 
рассматриваемой области, то уравнение (1} называется уравнением 
смешанного типа. Знак дискриминанта 6 остается неизменным при 
любом преобразовании независимых переменных (введение новой систе- 
мы координат на плоскости Оху). Поэтому тип уравнения инвариантен 
относительно выбора независимых переменных. 

Характеристиками уравнения (1) называются интегральные кри- 
вые дифференциального уравнения 

ау +Y—s 
Ady? —2Bdxdy+Cdx*=0 или ig 

Уравнение гиперболического типа имеет два семейства действительных 
характеристик, уравнение параболического типа имеет одно семейство 

* Подробнее cm. Гурса, Курс математического анализа, т, И,
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действительных характеристик, уравнение эллиптического типа не 
имеет действительных характеристик. Уравнение, получающееся из 
уравнения (1), если в последнем ввести новые независимые переменные, 
имеет те же характеристики, что и уравнение (1). Если семейство ха- 
рактеристик совпадает с одним из семейств координатных линий, то в 
уравнении (1) отсутствует член, содержаший вторую производную не- 
известной функции по соответствующей независимой переменной. 
В параболическом случае при этом также будет отсутствовать член, 
содержащий смешанную производную. 

Каноническая форма. Путем введения новых независимых 
переменных Ё=$(х, у), п=ф(х, У) уравнение (1) может быть приве- 
дено к одной из трех канонических форм: 

2 2 
os — oat +...=0 (6<0, гиперболический тип), (a) 

би « 
one +...=0 (5 =0, параболический тип), (6) 

2 2 
a a +,..=0 (8>0, эллиптический тип), (в) 

где точки обозначают члены, не содержащие частных производных 
второго порядка неизвестной функции. 

Если в гиперболическом случае выбрать два семейства характе- 
ристик в качестве семейств координатных линий новой системы коор- 
динат, т. е. положить &1==$ (x, У), N= (x, №), где ф(х, У) = соп8, 
ф (х, У) = const — уравнения семейств характеристик, то уравненне (1) 
примет вид 

93и 
—— +... =0. 
SE, on, 

Эту форму также называют канонической формой уравнения гипербо- 
лического типа. От нее с помощью замены & =€;-+ 1, 1=1—11 можно 
перейти к канонической форме (а). Для приведения уравнения параболи- 
ческого типа к канонической форме (6) достаточно выбрать в качестве 
семейства Ё == const единственное в этом случае семейство характери- 
стик, взяв за 7 любую независимую от & функцию OT x и у. Если 
коэффициенты A (x, у), B(x, у}, С (x, У) — аналитические функции (см. 
стр. 505), то уравнение характеристик в эллиптическом случае опреде- 
ляет два комплексно-сопряженных семейства кривых ф(х, у) = const, 
ф (x, У) = const. Уравнение приводится к канонической форме (в), если 
положить & =Ф--ф, na i(p— yp. 

Все высказанное выше относительно классификации и приведения 
к канонической форме применимо к уравнениям несколько более общего 
вида; 

92 02 02и би Ou 
А, У) x3 + 2B x, Seay to У) дз НЕ (x, Уи, ох, sa) = 0. 

Число независимых переменных больше двух. 
Линейное дифференциальное уравнение в частных производных 2-го 
порядка с числом независимых переменных, большим двух, имеет вид 

02п 

Уре Sean, t=O 0 
ik В



478 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

где а;, — заданные функции независимых переменных, а точки означают 

члены, не содержащие производных второго порядка неизвестной 
функции. 

Уравнение (2) вообще уже невозможно привести с помощью преоб- 
разований независимых переменных к простым нормальным формам. 
Однако и для него может быть дана имеющая важное значение класси- 
фикация, подобная приведенной выще *. 

Уравнения с постоянцыми коэффициентами. 
Если коэффициенты а;ь в уравнении (2) постоянны, то его можно при- 

вести при помощи линейной однородной замены независимых перемен- 
ных к следующей нормальной форме: 

On 

Danae t= 2’) 
1 

где все коэффициенты х; равны 1 или 0. 

Если все коэффициенты х; отличны от нуля и имеют один и тот же 

знак, то уравнение называется элливптическим. Если все коэффициенты 
х; отличны от нуля, а знак одного из них отличен от знака остальных, 

то уравнение называется гиперболическим **. Если один из коэффициен- 
тов х‚, равен нулю, а остальные отличны от нуля и имеют одинаковые 

знаки, то уравнение называется параболическим. 
Всли в линейном уравнении постоянны не только коэффициенты 

при старших производных, но ий коэффициенты при первых про- 
изводных неизвестной функции, то с помощью замены неизвестной 
функции в уравнении можно избавиться от членов с первыми произ- 
водными по тем переменным, для которых х; 56 0. Для этого доста- 

ТУ "hy ди 
точно положить и= ve 2 x К. где by коэффициент при on в 

(2'’), а суммирование распространено по всем х, 0. Таким образом, 

все дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами в эл- 
липтическом случае приводятся к виду Дэ -- Хэ = 2, ав гиперболиче- 

v 
ском случае — к виду oT До -|- Аз —= 2, где A — оператор Лапласа: 

Ou 02% 02% 

Su Seat one t+ д 
1 $ п 

Постановка задач. Рассмотрение различных физических 
явлений в непрерывных средах (механических, электрических, тепловых 

и пр.) приводит к дифференциальным уравнениям в частных про- 
изводных, которые поэтому и называются уравнениями математиче- 
ской физики. При этом наиболее важными и чаше всего встречающи- 
мися оказываются линейные уравнения 2-го порядка. Для решения фи- 
зической задачи, приводящейся к дифференциальным уравнениям в 

частных производных, требуется обычно отыскание такого решения 

дифференциального уравнения, которое удовлетворяет каким-то допол- 

нительным, так называемым граничным и начальным условиям. Сово- 
купность этих условий должна определять решение уравнения одно- 

значно. Кроме того, и это не менее важно, решение должно быть 

* См. Тихонов и Самарский, стр. 587 справочника, 
“= Если имеется не меньше двух коэффициентов каждого Знака, то, 

уравнение называется ультрагиперболическим,
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устойчивым относительно малых изменений начальвых и граничвых ус- 
ловий, т. е. изменяться сколь угодно мало, если достаточно мало изме- 
нены условия. В этом случае говорят, что задача поставлена корректно. 
Только при выполнении этого условия математическая задача решения- 
дифференциального уравиения может считаться применимой для опи- 
сания реальных явлений. При этом оказывается, что для уравненив- 
гиперболического типа, к которым, в частности, приводит изучение ко- 
лебаний непрерывных сред, корректной является «задача Коши» — зада- 
ние на начальном «многообразии» (кривой, поверхности} значений иско- 
мой функции и ее производной по некасательному направлению (в част- 
ности, по нормали), в то время как для уравнений эллиптического типа, 
к которым приводит изучение стационарных процессов и равновесия 
непрерывных сред, корректной является «краевая задача» — задание 
значений неизвестной функции {или ее вормальной производной} Ha 
границе рассматриваемой области независимых переменных, причем 
если рассматриваемая область неограничена, то обычно накладывается- 
некоторое требование на поведение искомой функции «в бесконечности», 
т. е. Ha поведение функции при неограниченном возрастании аргументов. 

Неоднородные условия и неоднородные урав- 
нения. Решение линейного уравнения (однородного или неоднород- 
ного) при пеодн oP одных начальных или граничных условиях 
(см. стр. 468) может быть сведено к решению уравнения, отличающе- 
гося от данного только свободным (от неизвестной функции) членом, 
но уже при однородных условиях. Для этого достаточно заме- 
нить искомую функцию разностью между ней и произвольной (дважды- 
непрерывно дифференцируемой}; функцией удовлетворяющей заданным 
условиям. 

Решение линейного неоднородного уравнения при данных- 
неоднородных начальных или граничных условиях является суммой ре- 
шения этого же уравнения при нулевых условиях и решения соответ- 
ствующего однородного уравнения при данных условиях. 

Наконец, решение линейного неоднородного уравнения 

02 
oe —L{u} = g(x, t)* 

п 94 
— ‚ — 

t=0 Ot \t —=0 
AWTCa следующим образом к решению задачи Коши дли соответствую- 
щего однородного уравиения: 

при однородных начальных условиях и —0 cBo- 

t 

и = \¢ (x, 6 %) dt, 

0 

coe pix, & tT) — решение уравнения 

02 

ди 
ори условиях 4 == 0, ЭГ = (х, *). 

[ =х Olt et 

* Здесь х — символ п пространственных переменных ху, хз, en, xn 
? 

aL (uj — линейное дифференциальное выражение, содержашее, быть мо- 
4 

жет, производную je» HO че содержашее высших производных по ft,
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Наиболее часто встречающиеся уравнения. 
1) Волновое уравнение — уравнение распространения колебаний 

в однородной среде: 
дц 2A 
of — а-АИ = Q (x, t). 

где Q(x, ¢) — правая часть (х — символ пространственных переменных 
X1, +++, Хл). равназ нулю при отсутствии возмущающих сил. Для одно- 

родного уравнения (Q(x, {}=0) решение, удовлетворяющее начальным 

условиям и р А я р о (x), дается следующими формулами: 

при п =3 

| ‚аз, а д | аз, а; 
U(x, Х>, Хз, = aa (ii = В а2, &з) ds 

t ! 

Sat $ 
at 

где интегрирование ведется по сфере (a1 —¥1)2-+-(a2 — хо - (аз хз) а 

(формула Кирхгофа); 

при п =2 

и (х1, x9, O = — | \ ф (a1, аз) da, Aas + 

2ка Yair — (ay — х1)2 — (ay — хо)? 

| 
at 

4. oO \ \ ф (а1, Gy) da; dag 
of 4 Vatt? - (a, — x1)? ~ (ag — хо) ; 

at 

где интегрирование ведется по кругу (<, — х1)? + («о — х9)2 = atts 
(формула Пуассона); 

при м =1 

x1 + at 

ф (a) da. 

x; — at 

_ 1 их, д = еее: at) +5 

формула Далаембера). 
Всли исходное уравнение неоднородно, то к правым частям зтих 

формул необходимо соответственно добавить; | 
при п =3 — так называемый запаздывающий потенциал 

И 
Ana? \} 

yal 

г) dt, dk, ag, 
о (Ев, & #- — ( 

г 

где л = У (1 — м1)? + (59 — 22 + (Eg — хз", 

при п == 2 

Qi, be, 2) 4 4&а ds 

Yair — ty? - (by хо — ey — д, 
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где А — область пространства Ey, & <, 
Oxt<t, (Fy — ¥1)® 66 — 2) Sa? (t — 

при п =1 

определенная неравенствамя 
2. 

» 

2> 

(¢ — t) 

i AY sz \\ О (Е, =} ЧЕ at, 

Г 

где Г — треугольник 0 ==, |E— xy | Sal t—tI. 
Из приведенных формул следует, что а есть скорость распростра- 

нения возмущения. 
2) Уравнение распространгния тепла в однородной среде: 

ди 
— — abu = О (x, &) *. 

Здесь Q (x, 2) — правая часть, разная нулю при отсутствии источни- 
ков и поглотителей тепла. Для этого уравнення обычно ставится сле- 
дующая задача Коши: кайти ограниченное при ¢>0 решение, если 
и | о. fF (*). Условие ограниченности обеспечивает единственнссть 

решения. Для однородного уравнения имеем: 

“u(x, у Xa j= 

| +00 -- о _ (41-21)? f(¥,, #1 

= 4a°t = ву \ ... \ flat, 0, @,)e аа... Ча, 

—©ю -ф < 

При О (х, 2) 520 к правой части этого равенства надо прибавить 

TF О, нар) иль ны 
{| \ ... \ Пе Ча! day... da, dt. 

[2aVx G—1)|” t 
-o —o 

Задача отыскания w(x, f) для 2<0, еслц заданы значения #(х, 0}, окз- 
зывается поставленной некорректно. 

3) Уравнения теорий потенциала 

Ац=—4 тр *, 

где р — заданная функция точки (уравнение Пуассона}. Если р =0, noe 
лучаем уравнение Лапласа Au=0 (см. стр. 547—548). 

Методы интегрирования. Разделение переменных. Для 
многих дифференциальных уравнений математической физики ножно 
получить с помошью специальных подстановок если He всю сово- 
купность решений, то все же семейство решений, зависящее OT про- 
извольных гпграметров. У линейных дифференциальных уравнений, 
в особенности 2-го порядка, часто можно применить подстановку 
и (х1, --., хп) =; (Х1} Pg (Хз) ... Pn (хп). Для определения каждой из этиз 

функций Pp (Xp), при условии разделения переменных после подста- 

новки такого произведения в исходное уравнение (см. примеры), по- 
лучают обыкновенное линейное дифФеревкиальное уравнение. При 
этом, для того чтобы решение исходного уравнения удовлетворяло 
требуемым однородным граничным условиям, может оказаться доста- 
тозным, чтобы часть функций Gy (х1), Po (Koa), on, Фи (%,) Удовлетворала 

некоторым краевым условиям. 

* А — оператор Лапласа для п переменных ху, Xo, ..., хи (см. стр. 478).
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Из полученных решений с помощью процессов суммирования, 
дифференцирования и иитегрирования можно получать новые реше- 
ния. При этом параметры следует выбрать так, чтобы оказались вы- 
полненными оставшиеся граничные и начальные условия (см. примеры). 
Следует помпить, что полученное по этому способу рещение в виде 
ряда или несобственного интеграла является лишь «формальным 
решением», и после его получения необходимо проверить, имеет ли 
OHO смысл (т. е. сходится ли ряд и т. п.) и удовлетворяет ли оно 
данному уравнению и граничным условиям (т. е. допустимо ли 
почленно его дифференцировать, переходить к пределу при подходе 
к границе ит. п.). 

Во всех следующих примерах ряды и несобственные интегралы 
сходятся, если на функции, которыми задаются начальные условия, на- 
ложить соответствующие ограпичения (например, непрерывность вто- 
рой производной в примерах | и 2). 

. 92 о 0?и 
Примеры: 1) Найти решение уравнения зв =F ов,  УДов- 

д 
летворяющшее начальным условиям I = f(x), 57 = (х) и крае- 

= t=0 

Вым условиям и | =0=0, и [х=1=0 {колебания закрепленной струны). 

Ищем решение в виде и =Х (x) T(t). Подставляя в уравнение, полу- 

чим oF == (переменные разделены). Так как левая часть не зави- 

сит от х, а правая — от ¢, то каждая из них есть величина постоянная. 
Обозначая ее через —^? *, получим X'’+A2X=0, Г’’-- а? Т==0. Кроме то- 
го, из краевых условий имеем Х (0)=Х (1)=0. Таким образом, X(x) оказы- 
вается собственной функцией краевой задачи Штурма-Лиувилля, а А? — 
собственным значением этой задачи (см. стр. 469). Из уравнения для Х 
H краевых условий найдем Х (x)=CsinAx, причем эт № =0, т, е. 

rat (n=1, 2, ...). Интегрируя теперь уравнение Г’’ +-d2a2T =0, полу- 

чим частное решение исходного уравнения в виде 

пап ‚ пас . Пт 
и, = (a, cos ——- f+ 5 $11 weet) sin x. 

со со 

Потребовав, чтобы и = У Ил обращалось при { =Ов/(х), а о У a, 

n=\ =! 
— вф(х), получим, используя формулы разложения в ряд Фурье по 
сизусам (см. стр. 549): 

1 l 
2 . р 2 

а = 7 \ Лой sin — Ve ix sin ax, d в = 
n [ бп nan 

0 

2) Рассмотрение продольных колебаний стержня, один из концов 
которого свободен, а к другому приложена в начальный момент по- 
стоянная сила р, приводит к рассмотренному в примере | дифферен- 

* Из дальнейшего видно, что при положительных значениях этой 
постоянной не удается удовлетворить краевым условиям.
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циальному уравнению 

с начальными условиями ZL == f (x) о | = ф (Хх), HO с неод 
=0 | 9 1—0 

Ou ° 
нородными краевыми условиями: — = 0 (свободный  ко- 

Ox | —0 Xx 

Hell), 5 = Ар. Эти условия можно заменить одпородными 
x=l 

Oz д: 
— = = 0 |, вводя вместо и новую пеизвестную функцию 
9х1 5—0 0%1:—1 

э 
Хх“ 

&=и— >: ‚ но тогда дифференциальное уравнение станет пеодпород 

02 Pz , atk 
ным: 57 = a" i. Решение ero будем искать в виде z=—v-+-w 

где V удовлетворяет однородному дифференциальному уравнению, крае- 
вым и начальным условиям для 2, т. е. 

— kpx? 02 __ 
о f(y - 2. Ио? 

а W удовлетворяет неоднородному дифференциальному уравнению 
и пулевым начальным и краевым условиям. Легко видеть, 4d 

вар? 
= ap Полагая v= X (x) Г(А и подставляя в уравиение, получим, 

xX" TT" 

как и выше, XY “pro: Иитегрируя уравнение для Х с краевы- 

ми условиями X’ (0) = X’ (4) =0, найдем собственные функции дан 
„ пкх 

ной задачи Хп == COS 7 

(п=0, 1,2, ..,). Действуя дальше, как в предыдущем при“ 

и соответствующие собственные значения 

о nen? 
An = —— 

12 
мере, получим окончательно: 

ka” pt? we. x a OP EE + ay bot + 
со 

а апт, ба. mat _nnx 
+ 2 (a, cos — = Sins cos —_—. 

п=1 

rea, ub, (n=0, 1, 2, ...) — коэффициенты разложения в ряд Фурье 

по косинусам на интервале (0, 2) фупкций ] (x) — Арх. и и (x) (см. 

стр. 549). 
3) Задача о колебании круглой закрепленной на краю мембраны. 

Уравнение 

0х? ' ду? a2 д? 

или в поларных координатах (см. стр. 315) 

0?и i да 1 02и 1 д2ц 

Or? 5 Op Г га д — ata
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при условиях 

On 
и = f(r, $), = =Fir, $), и = 0. 

t=0 Of #—0 r7==R 

Пусть и= U(r) ® (9) T(f). Подставляя в уравнение, получим 

Еее. 0 7” 4 а2^2Т =0 О ОНИ ; _ 

L РИ Г po aT тсюда, как и выше, +a и 

efyr yt ” 
г U an бы или ao" +- y2 — 0. 

Из условий Ф (0) =Ф (2x), Ф’ (0) = ©’ (2m) находим 

Ф ($) = a, cos np + bh sinnp, %2=-n? (п =0, 1,2, ...). 

ne 
Для определения Ow A имеем: [rU'} —= И =-- АРУ при условии 

О (К) ==0. Присоединяя естественное условие ограниченности U(r) пра 
г = 0Он сделав подстановку Аг == <, найдем 

ype #1. (29. из — __ — Г. 2’ 20’ -| (2 п?) = 0, т. е, И (г) = J, (2) 1, (» в) 

V4 — бесселевы функции, CM. стр. 464), где A = 5 И Ja (p) == 0, 

Пусть pp #-й положительный нуль Функции Уп (2). Система функ- 

> / Г o ® 

ЦИИ Оль ()=J, (One Е) (Е =1,2, ...) является полной системой всех 

собственных функций самосопряженной задачи типа Штурма-Лиувилля, 
ортогональных с весом 7 (см. стр. 469). 

Решение нашей задачи ишем в виде двойного ряда: 

со 
; Qype 

U= У, | nk cos np -+ о, sin ng) cos Be + 
k= 

| ap it 
+. (Cap 60$ пФ +d, sin 20) sin ae | Jn (ae 2) 

Из начальных условий при # = 0 получаем: 

co © 
& ; 

Тат, $) = У У (Чар cosnp +b), sin ng) Л, (Mag R) 

n=0k=1 

co © ay 

7 . nk . ye r 
Fir, 9) = У, R (Cap COS пФ + dnb sin пФ) Jn (Ong =). 

n=0 21 

откула 
2 2= Я 

а cus np r 
nk = 5 \ ав fir, $) . J (+ в) тат 

Onk КЛ —1 (Hyp) об sinng “2 \"RkR 

при п == 0 стоящая в числителе двойка должна быть заменена Ha 1. 
формулы, определяющие коэффициенты а, и dap получаются из-
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формул для а, "о, заменой f(7, $) на Fir, 9) и умножением 

на , 
“ль 

4) Задача Дирихле (см. стр. 547) для прямоугольника Оха, 
Oxy<b (рис. 362). Найти функцию u(x, у), удовлетворяющую урав- 
нению Лапласа Аи==0 и условиям 

и (0, У) ==Ф1 (У), и(а, У) = фа (У), u(x, 0) == фу: (х), u(x, b) == Yq (x). 

Решим задачу прежде всего для случая 10 ¥) = фз (у) ==0. Подстав- 
! и 

ляя ц=Х(х)Г(у) в уравнение, получаем Хм Так 

как Х(0)==Х(а)==0, то X=Csind x, = (n==1,2,...). Записав общее 

" nan? решение уравнения Yl! — = У=0 в виде 9 

пк ne 
Y=a,sh —— (0—y) +0, 8h —- » 6 

получим частное решение уравнения A4u=0, удо- 
влетворяющее условию 1(0, у) = и(а, у) = 0, 
в виде б a 2 

nt nt nn 
a= Е sh — (В — у) + 6, sh — »| sin 7 x. Puc. 362. 

Полагая теперь и = У u,, 43 условий при у=0 и у=б находим, что 

fore) 
aT At ‚ An 

й = > [сы Zz Oy) + O,sh "а у) а a 

n=] 

где 

а a 

2 nt 2 nr 
a. Ta 2b ф1 (х) sin a х.ах, 5, = = ЛАБ фз (х) sin za 

ash ash a 

Решив аналогично задачу для случая ф:(х)==$э(х)==0, найдем реше- 
ние общей задачи, взяв сумму двух найденных решений. 

5) Распространение тепла в однородном стержне, один конец кото- 

рого удален в бесконечность, а на другом поддерживается постоянная 

температура. Требуется найти ограниченное решение уравнения 

ц 24 
эр = 4" x3 (Oxx<t-+oo, ¢>0) при условиях и [ро ц |о=0 

(постоянную на конце стержня температуру принимаем равной нулю). 

Подставляя и-=Х (х) T(t) в уравнение, получим 747 = у (=— 43). Ot 
1272 

сюда T(t) = Che ^а+ Из условия ограниченности решения сле- 

дует, что ^?>0. Tax как Х(0)=0, то Х (x)=Csinrx. Итак, 
—\2а2 

a= Cie Ma sin dx, Здевь \)— любое действительное чысло, поэтому
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можно рассмотреть рещения вида 

со 

a(x, 2) = \ C ме Аа a x ах 

0 

Мз условия и СО) sin Ax dd. 

со 

#0 = f(x) находим f (x) = \ Последнее 

0 

равеяство будет выполнено, если положить С (A) 

(ae) 

== \ f(s) sin As ds, 

Q 
(см. стр. 549). Подставляя С (A) в uw (x, В, получим 

со со 
2 | 

и, 9=- \ f(s) ( \ е Aa"? sin ds sin Ax an) ds. 
0 0 

или, заменяя произведение синусов полуразностью косинусов (cM, 
стр. 184) и используя формулу 5) На стр. 407: 

oO i _ м5 (e+ | 
u(x, 2) = \ (5) [e Аа --е 4q2 4$ 

7 : f 2a V at 

Метод Pumasta решения задачи Коши для уравнения гипер- 
больческого типа; 

02ц ди 
dx oy 7% Ge TP бу TOUS F 

Находим «Фумкцию Римана» Vix &, 1) (Е, 7 рассматриваются как пз- 
раметры), удовлетворяющую сопряженному * однородному уравнению 

020 д (av) _0 eo 

OxOy Ox revs 
и условиям 

x J 

бе», 7} 45 ав $) ds 

w(x, 1; Е, 1) =o (Е, У; Е, 1) = e” 

* Сопряженным клинейному уравнению a ip oe, OF, a, + ha ide, — + 

02 (a 3 0 (bv 
МИНИ 7.2094 4+-си=/ называется уравнение = 0, 

я 0%, OX, i 9%, ~ 2a 
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Функция п (E, 1), удовлетворяющая исходному уравнению и принимаю- 
щая на заданной кривой Г (puc. 363; гладкая кривая Г не должна иметь 
касательных, параллельных осям координат, т. е. не должна касаться 
характеристик} вместе со своей производной по нормали к этой 
кривой (см. стр. 235) заданные значения, находится по формуле 

. ц (Е, 7 =э (4¥) p+ (#9 -— \ [шо (0 Se — 15 | ах — 

QP 

1 / ou Ov — | awe +5 (oF a) dy + \\ Fu dx dy. 

Криволинейный интеграл в этой формуле может быть вычислен, так 
как по значениям на дуге функции и ее производной (по некасатель- 
ному направлению) можно найти значения обеих частных производных. 
Часто при постановке задачи Коши вместо производной по направле- 
нию нормали задают на кривой значения одной из частных производ- 
ных искомой функции. В этом случае удобнее y 
воспользоваться другим видом формулы Римана: - р 

и (5, 1) = (пэ)р-— \ (о — и on) dx— г 

QP 

Ou’ ay 4 Fu dxd — | аъ ду У \\ э ах ау M(E.2) -2 
PMQ Oo 

Ou Puc. 363. 
если на Г заданы значения бу 

Пример: Уравнение распространения электрического тока по про- 
водам (телеграфное уравнение) имеет вид 

92 02и ди 
a Fat 2b си =, 

где а > 0, 6, с — постоянные. 

Заменой неизвестной функции и = ze (0/a) # оно приводится к виду 

0; „ 022 1 2 — ас 
== + + 2 2 = — 2 == Й 

912 Ox? me т a’ п а? ) 

. п п 
и заменой независимых переменных & = я (méi-+ x), п= mn (mt —- x) K 

виду 

Функция Римана v (Ё, 7; 0, No) должна удовлетворять этому уравнению 
и обращаться в единицу при & = & и при 1 = чо. Если искать v в виде 
v= f (w), где & = (Е — 60) (71—10), то f(W) оказывается решением урав- 

} 
—— — — f =0 с начальным условием } (0) = 1, Заменой нения w 

aw aw 4
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wa это уравнение сводится к уравнению Бесселя нулевого порядка 
ad? f df — 
a3 a dat (см. стр. 464) и, следовательно, V= Ty [V (1-5) (7—7No)]- 

Если требуется найти решение исходного уравнения, удовлетворяющее 
г 

начальным условиям 2 | 0=/(%), OF |+ 0=& (x), то, подставляя 

в формулу Римана найденное значение UV и возвращаясь к старым пе- 
ременным, получим: 

2%, N= SU (mh ES (x то] + 
x mt р 

Го (+ У me 7— ($ —x)2 

Ta & (5) = 

п 
ntly (Lymer —(s— =) 

—-- f (5) ds. 

И — ($ — x)2 

Метод Грина решения красвых задач для уравнений эллин- 
тического типа во многом сходен с методом Римана решения задач 
Коши для уравнений гиперболического типа. Beau требуется найти 
функцию w(x, У), удовлетворяющую в некоторой области уравнению 

ди  0?и On On 
ce + a et bo ten =f 
9х? oy? Ox Oy 

и принимающую Ha границе этой области заданные значения, то 
прежде всего находим «функцию Грина» G (x, у; &, 1), удовлетворяю- 
щую следующим условиям (Ё, 71 рассматриваются как параметры): 
1) G(x, у; & 1) везде, кроме точки х==, =, удовлетворяет однород- 
ному сопряженному * уравиеснию 

026 , 2G 0(20) 09(60) 
Ox? ду? 9х ду 

+cG=0. 

1 . 
2) Функция С имеет вид От + У, где Чи Ир— пепрерывные во всей 

области вместе со своими производными до 2-го порядка включи- 
тельно функции, причем U принимает значение | в точке x==6, Y=, 

ал= У (х —2)2+(y — 1)". 3) На границе рассматриваемой облаети 
G(x, у; &, 1) обращается в нуль. 

С помощью функции Грина решение краевой задачи определяется 
по формуле 

1 [6 | Е — = . ; ЗЕ, Tae , US, 1) = с, Sh G(x, УЕ, ds— 5 Niece @ (х, 455, пах dy 

У 

где ДО — рассматриваемая область, $— ее граница, на которой фунеция и 

* См. примечание на стр. 486.
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0 
по условию задана, On означает производпую NO паправлению внут- 

ренней нормали к границе области. 
Условие 3) зависит от характера поставленной задачи. Так, напри- 

мер, если на границе области заданы значения не самой искомой 
Функции, а ее производной по направлению нормали к границе, то 
в условии 3) необходимо потребовать Ha гранище обращения в нуль 
выражения 

0G 
— — 5 G, an (а cosa-+ bcos f) G 

где a, В — углы виутренней нормали к границе области с осями коорди- 
нат. Решение в этом случае определяется формулой 

~~ { 2 1 ие =— 5s se Gds—5—-\\ ха ах dy. 
5 D 

Метод Грипа применим также к тем линейным ypaBHelluaN с тремя 
независимыми переменными, которые имеют вид 

Для отыскания решения этого уравнения принимающего заданные 
значения на границе рассматриваемой области, строится, Tak же как 
выше, функция Грина (с теми изменениями, что теперь она зависит 
от трех параметров &, 7, &); сопряженное уравнение, которому удов- 
летворяет функция Грина, имеет вид 

_ 9 (20) _9(56) _0(сб) 
9% ду Oz 

AG +. eG =0, 

и в условии 2) требуется, чтобы G имела вид U + + VY, где 

r= V(x —§)2+(y—7)2+(z—C)% Pemenwe задачи дается при этом 
формулой 

ит, =z |) aS as | so axay az, 
5 р 

Как в методе Римана, так и в методе Грина требуется сначала 
найти некоторое специальное решение дифференциального уравнения, 
с помощью которого потом может быть получено решение при лю- 
бых начальных (граничных) условиях. Существенное отличие функции 
Грина от функции Гимана заключается в том, что тогда как послед- 
няя зависит только от вида левой части самого дифференциального 
уравнения, функция Грина зависит и от рассматриваемой области. На- 
хождение функции Грина, даже тогда, когда известно ее сушествование, 
практически является чрезвычайно трудной задачей, в связи с чем 
метод Грина применяется преимущественно в теоретических исследова- 
ниях. 

Примеры: 1) Для уравнения Лапласа Ац ==0, если рассматриваемая 
область является кругом, функция Грина для задачи Дирихле может
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быть легко построена. Всли радиус окружности равен Ю и точка My 
симметрична относительно окружности с точкой М ($, 1), т, е. Ми 
М; лежат на одном раднусе и OM-OM,=R3, то функция Грина 

выражается формулой 

. те Pra G(x, yi Е, 1) In —+In К, 

где г= МР, р=ОМ и г! = М(Р (рис. 364). 
Приведенная выше формула для решения 

задачи Дирихле в данном случае даст после 
подстановки нормальной производной от 
функции Грина и некоторых преобразований 
так называемый интеграл Пуассона: 

Qn 
_ 1 R2— p23 

ut. 035 | Epes “4 
Puc. 364. 0 

(обозначения те же, что и выше, E=pcosh, n=epsing, и(Ф) —заданная 
на окружности функция определяющая граничные значения искомой 
функции п). 

2) Аналогично строится функция Грина для задачи Дирихле урав“ 
нения Лапласа Ay=O0 в пространстве, если рассматриваемая область — 
шар радиуса R. На этот раз функция Грина будет иметь вид 

1 
@ (х, у, 2; 7, 7, ©) = ЁР_ x 

где р == У -- 13-2 - расстояние от точки (т, ©) до центра шара, 
г — расстояние от точки (x, у, 2) до точки (с, 4, ©), г1 — расстояние от точ- 

ки (x, у, #) до симметричной к точке (&, 7, ©) точки Re ‚ Aq ‚ Re . 
р р 

Интеграл Пуассона принимает при этом вид (в тех же обозначениях): 

| 8 — 03 
ui, n, 9 = Te ( При ds. 

5 

Операторный метод. Так же, как для обыкновенных диф- 
ференциальных уравнений, при решении уравнений в частных произ- 
водвых может быть с успехом применен операторный метод основан- 
ный ва переходе от искомой функции к ее изображению (см. стр. 458). 
При этом искомую функцию считают функцией одной из независимых 
переменвых, рассматривая остальные как параметры. Для изобра- 
жения искомой функции получают. таким образом, дифферевциальное 
уравнение (вспомогательное уравнение), содержащее на одну незави- 
симую переменную меньше, чем исходное уравнение. В частности, если 
исходное уравнение содержало две независимых переменных, для изоб- 
ражевия искомой функции получаем обыкновенное дифференциальное 
уравнение. Всли из полученного ураввения можно найти изображение 
искомой функции. то сама функция находится либо по таблице изоб- 
ражений. либо по формуле обращевия. 

Примеры: 1) Рассмотрим распространение тепла в твёрдом теле, 
ограниченном с одной стороны ‹х>0), температура на границе которо- 
ro (х==0) изменяется по закону ц=Ас05%: при #>0, 4 начальная тем- 
пература тела равна вулю.
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Задача сводится к решению уравнения 

ди 03 и —- =@? —— 0 57 Оха, в области х>0, #>0, 

при условиях: и ==0, и =skcoswt. Вспомогательное 

t=0, х>0 х=0, #(>0 
уравнение имеет вид 

2 = 
а B=, x>0 

~ Кр 
с условием п — ро при х=0. Решение вспомогательного уравне- 

ния, остающееся ограниченвым при х-+» со, будет 

_* 
й _ kp? a Pp 

— ра | 
Используя формулу (12) на стр. 462 и теорему Бореля (см. стр, 459) 

для перехода от изображения к функции, получаем: 

t 
x3 

~ Fad (f—+) 
a(x, i= —“_ CO8 WT 

2аУ* . (¢—+1)°/s 

2) Стержень длины [ находится в состоянии покоя, и его конец 
Х==0 закреплен. В момент времени {==0 к свободному концу стержня 
приложена сила $ (на единицу площади). 

Задача исследования колебаний такого стержня сводится к реше- 
нию уравнения 

0% _ OU 
08 —@ дж’ 

в области O<x<l, #>0, при начальных условиях 

ди 

#110 7° “ot | 1-0 7° 
для O<x<l, и граничных условиях 

р —0, 9% =5 
=0 ’ Ox X==l E 

(В— модуль Юнга). Вспомогательное уравнение имеет вид 

03 = pt = 

oxi 1—0 
_ du 

с условиями и 9 = dx | х=1=" Е‘ 

sh px 

- Sa a 
Решением будет функция usm — ————, 

Ep ch pl 
a



492 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

С помощью разложения изображения и ва простейшие дроби * или 
формулы обрашения отсюда можно получить: 

{© ©) 

$х 851 (— 1)" . (Qn+ i) rx (2n + 1) nat 
ПЕ Е Qn 1°" 2 Cos 5 

n=0 

Приближенные методы. При решении конкретных задач, 
связанных с интегрированием уравнений в частвых производных, ши- 
роко применяются различные приближенные методы как аналитические, 
позволяющие получить приближенное аналитическое выражение для 
искомой функции, так и численные, при помоши которых могут быть 
получены непосредственно приближенные значения искомой функции 
для некоторых определенных значений аргументов. 

Основа численных методов заключается в замене производных от- 
ношениями конечных прирашений, в результате чего дифференциальное 
уравнение переходит в систему алгебраических уравнений, которая 
в случае линейного исходного уравнения оказывается линейной систе- 
мой. Кроме того, большое распространение имеет метод моделирова- 
ния. основанный на том, что одно и то же дифференциальное уравне- 
ние описывает различные физические явления. Для решения данного 
уравнения строится модель, в которрй протекает один из процессов, 
описываемых рассматриваемым уравнением, и значения искомой функ- 
ции получают непосредственпыми измерениями на модели. Обычно мо- 
дель содержит элементы, которые могут меняться в определенных пре- 
делах, и поэтому на модели оказывается возможным решать задачи Wig 
целого класса дифферевциальных уравнений. 

Более подробно о приближенных методах см. КантороБич в Крылов, 
стр. 587 сиравочника. 

* См. Смирнов, т. Ш, стр. 585 справочника. 



ОТДЕЛ ПЯТЫЙ 

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ГЛАВЫ АНАЛИЗА 

I. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА | 
И ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

[. Основные понятия 

М нимая единица. Формально определяют мнимую единицу # 
как число, дающее в квадрате «— i>. Введение мнимой единицы приво- 
дит к обобщению понятия о числе — к комплексным числам, которые 
играют большую роль в алгебре и анализе и допускают конкретные 
интерпретации в некоторых геометрических и физических вопросах. 

Комплексные числа. Общая форма комплексного числа 
а = -- $i; придавая а и 8 всевозможные действительные значения, по- 
лучаем всевозможные комплексные числа а. Число a называется дей- 
ствительной частью комплексного числа а; Bi — его мнимой частью; 
8 -- коэффициентом при мнимой части. Обозначения: 

& = В (а), B=1 (a) **. 

Если В =0, то а == (действительные числа — частный случай ком- 
плексных чисел), если а =0, 10 а = Pi («чисто мнимые» числа). 

Геометрическая интерпретация. Подобно тому как 
действительные числа могут быть изображены точками числовой пря- 
мой, комплексные числа изображают точками плоскости: число а==а-Р ВЕ 
изображается точкой с абсцис- 
сой а и ординатой В (рис. 355). 
Действительные числа изобра- 
жаются точками оси абснисс 
(действительная OCb), чисто 
мнимые — точками оси орди- 
нат (мнимая ось). Так как каж- Oo —_ 

дая точка плоскости вполнз действительная ось 0 | A oct 
определяется радиусом-вектс- 
ром этой точки (см. стр. 520}, Рис. 365. Рис. 366. 
то какдсму комплексному чи- 
слу соответствует  опреде- 
ленный вектор, лежащий в плоскости и идущий из полюса в точку, 
соответствующую ксмплексному числу (рис. 566). Таким образом, ком- 
плекспые числа могут изображаться как точками, Tak и векторами. 

| 

a=c+-fl a 
e 

HH
. 

06
6 

©! 
MA
LM
OA
 
OC
S 

*i—or франц. imaginaire — мнимый. В электрогехнике вместо i 
употребляют букву] (чтобы не спутать с обозначением # для силы 
TOKE). 

+: В — от франц. réel (действительвый), | — imaginaire.
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Равенство комплексных чисел. По определению, 
два комплексных числа считаются равными, если равны отдельно их 
действительные части и коэффициенты при мнимых частях. Геометри- 
чески комплексные числа равны, если равпы изображающие их векторы. 
В противном случае числа не равны; понятий «больше» и «меньше» для 
комплексных чисел не существует. 

Тригонометрическая форма комплексного 
числа. Выражение комплексного числа а =a-+-fi называется алгеб- 
раической формой его записи; если ввести вместо декартовых коор- 
динат точки, изображающей комплексиое число, ее полярные коорди- 

наты (стр. 199), то получаем тригонометрическую 
форму записи комплексного числа (рис. 367): © a 

& A oo: , 
> oy =p (coso-+ isin $); 
х р.” 18 

9) Е р — длина радиуса-вектора соответствующей точки — 
ed ———\— цазывается модулем или абсолютной величиной 

0 a 4.06& комплексного числа (обозначается | а |}, угол 9 (в pa- 
дианах) — аргументом комплексного числа (обозна- 

Рис. 367. чается arg а): 
р =| а}, p=arga. 

Связь между р, фиа, В та же, что и между декартовыми и полярными 
координатами точки (см, стр. 200}: 

а = рсозф, В =p sin 9; 

р = V a2 + 62, p= Arete =; 

при этом 0 = р <0, аф может иметь любое значение: —0O << 9 <-+00; 
для данного комплексного числа аргумент ф имеет бесконечное 
множество значений, отличающихся друг от друга на 2#т (К — целое). 
Главное значение аргумента заключено в промежутке — т <ф=- т. 

Число нуль (0 --01) имеет модуль, равный нулю; arg 0 — величина 
неопределенная. 

Показательная форма. Часто применяется следующая 
форма записи комплексного числа а с модулем р и аргументом ф: 

а = ре?" (показательная форма) *. 

Так, например, число 1 -- У 32 может быть Записано так: 

алгебраическая форма I+ Y 3i= 
us ... Tt 

тригонометрическая форма = 2 (cos 5 яп 5) = 

Tr e 

= 
показательная форма —=2е° , 

а также, если не ограпичиваться главным значением аргумента: 

14V3i=2 [cos (3 + 2kn + isin (3 +24=) = „(3 ы 21) , 

¢ Подробнее об этом см. ниже, стр, 499,
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Сопряженные комплексные числа. Два комплексных 

числа называются B3QAUMHO сопряженными (обозначаются аи а}, если 

их действительные части равны, а мнимые отличаются только знаком, 

R (a2) = R (а), I (а) = — I (а). В геометрической интерпретации точки, 
изображающие сспряженные числа, расположены симметрично OTHO- 
сительно действительной оси. Модули сопряженных чисел равны, аргу- 
менты отличаются знаком: 

а=а-- 1 ==р (cos¢ + #51 $) = per’, 

а — ВЕ =p (cosy — isin фу = ое 9". RI
 | 

2. Алгебраические действия 

Сложение и вычитание двух или нескольких комплекс- 
ных чисел определяется формулой 

(а -- Вий -- (29+ Вэй — (23 4-Bgé) +... == (а + ag—23 Н.В —Вз-НиЕ 

В геометрической интерпретации для получения вектора, изобра- 
жающего сумму или разность двух или нескольких чисел, следует сло- 
жить или вычесть векторы, изображающие эти числа, по правилу 
действий над векторами (стр. 520\ (рис. 368). 

g 
= а 

8 

ES a 

aie” ^^. 
`а 

0. О До 

Рис. 368. Рис. 369. Рис. 370. 

Умножение двух комплексных чисел определяется формулой 

(ay + ВАЙ. (ag + Bob) == (192 — B1By) - (0182 + Влаь) &. 

Если числа даны в тригонометрической форме, To 

(р: (cos 91 + ésin ф1) Др2 (cos фз + {$11 $5)] =р1бе [cos (фу +9) + Е (1-2) ], 

т. е. модуль произведения равен произведению модулей, аргумент про- 
изведения равен сумме аргументов сомножителей. В геометрической 
интерпретации вектор, изображающий произведение а на 6, получается 
поворотом вектора а против часовой стрелки на угол, равный агр 5, и 
растяжением его в |6| раз. Произведение аб можно также получить 
построением подобного треугольника (рис. 369). В частности, при умно- 
жении числа а на i, вектор, изображающий а, поворачивается па 2/2, 
не изменяя своей длины (рис. 370), ‘



495 КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

Деление двух комплексных чисел определяется как действие, 
обратное умпожению. В алгебраической форме: 

&1-- 81# _ а1аз -- В1Вз | 9281 — а! i 

et Pel aS + BS аз + 85 

В тригонометрической форме: 

[ps (cos py + isin ф1)] [62 (cos pg-+ isin в} [cos (фт — p2)-+ isin (ф1 — $2)], 
т. е. модуль частного равен частному модулей делимого и яелителя, 
аргумент частного равен разности их аргументов. 

геометрической интерпретации вектор, изображающий частное 

5 получается поворотом вектора, изображающего число а, по часо- 

вой стрелке на угол arg db и сжатием его в |6| раз. 
Деление на куль невозможно. 
Общее правило для четырех арифметических 

действий. Формально вычисления над комплексными числами а + BE 
производятся так же, как и над обыкновенными двучленами, пола- 
гая i2==— |, При делении одного комплексного числа на другое ‹уни- 
чтожают миимость в знаменателе» (аналогично уничтожению ир- 
рациональности в знаменателе, см. стр. 132): умножают числитель и зна- 
менатель на число, сопряженное знаменател!ю, пользуясь равенством 
(a + Ва (a — Bi) == a2-+ В? (действительное число). 

Пример преобразования: 

(3— 41) (— 1-5 52 + Ю-|- 71 __ 
1-3: 5i — 

_ (8 — 4%) (1— 102 — 25) 4 MOTH Et _ 
_ 1+ 3i Ried 

„228—409 02-258 7—10% _ 

— 1+ 3 5 о 

— 2 (56 — 33i) (1 — 34) , 7— 107 _ 

(1+ 34 Аа — зд 5 

—_=2(- 43—20 , 7-108 _ 
16 5 

| 

5 
— 
= (50 + 1912) = 10- 38,27. 

Возведение в л-ю степень комплексного числа произво- 
дится по формуле Муавра: 

[р (cos p+ ésin i ==р” (cos np + isin ng) 

— модуль возводится в п-ю степень, а аргумент умножается Ha п. 
Формула Муавра применима при любом значении п: целом, дробном, 
положительном, отрицательном. При дробком п необходимо учитывать 
многозначность результата (см. ииже). hk 

® e ° e AM e 

В частности имеем: i?==— 1, =~ i, it =-+-1 0, далее, i =i".
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Извлечение корня п-й степени как действие, обратное воз- 
ведению в степень, производится по формуле Муавра для дробного по 
казателя: если а ==р (cosp+ ising), то 

| Qk . 2k 
У а = о (cos =" + i sin etm). 

Сложение, вычитание, умножение, деление и возведение в целую 

степень — действия однозначные; извлечение 

же корня л-й степени дает всегда п различных @ 
значений. | | 

Если давать arga значения 9, 9-2, <. 
п — 

ф-- 4х, ....ф--2 (п — 1} т, то значенияагя y 2 в |. \а 
Va --- ` 

Qn м `. 
будут отличаться друг от друга на =; ‚ ‘5,94 

! > 

при дальнейших значениях А они будут пов- — Pr- 5: : 
торяться. В геометрической интерпретации ба 0 | ove 

n ` р 
` р 

точки, изображающие Уз, являются вер- `.. 1 49 

шинами правильного л-угольника с центром ome 
в полюсе (Ha рис. 37! изображено 6 зна- a 

. в 
чений а). Рис. 371. 

Алгебраические функции 
комплексной переменной. Если 
величина 2 является комплексной переменной (величиной, принимающей 
любое комплексное значение 2 = х-{ Vi), то результат проведения над 
= (и, может быть, некоторыми постоянными) определенных алгебраи- 
ческих действий является алгебранческой функцией этой переменпой 
w = f(z) *. Таковы, например, функции 

3. Элементарные трансцендентные функции 

Ряды с комплексными членами. Бесконечная после- 
довательность ксмилексных чисел 21, 29, ..., 2.,... Имеет пре- 
дел 2(2= lim 2„), если, начиная с некоторого п, |2 — zn | < с (любого 

n-+00 
малого положительного числа), т. е. начиная с некоторого 27, все 
точки, изображающие числа Z,, 2,,},..., попадают в круг радиуса = 

с центром в 2. 

*В более общем смысле алгебраическая функция w может быть 
задана в неявном виде уравнением 

e ile п 

аа и! + ayzMewt2 +... + а,2 kw Е=0, 

которое далеко не всегда может быть разрешено явно (в радикалах) 
относительно Ww,
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п п 
Пример: lim {у at = 1] при любом а (здесь под {у а пони- 

п» CO 

мается то значение корня, которое имеет наименьший аргумент, см. 
рис. 372). 

Бесконечный ряд с комплексными членами 

аа... +a,+ eee 

сходится к числу $ (сумме ряда), если S= Пт (аа +... +а.). 
пью п 

В случае сходимости ряда конец ломаной, соединяющей точки, изобра- 
жающие числа $, =а, Тао... --а,„. неограниченно приближается 
к точке $. п п 

\ 
218 а 

° 

= . 8) 
‘ (+ 5! 

Г] Г. | 

¢ 

é 

‚ 2 Hoel 
р / 6 tober 1246 

р » УЗ 
7) ra 

‘ „7“ J 

/ Pa =" 
Ра oo” А 
„7 

/ ect 22234 
4272 CEE f \ _ 

0 \’ Д.05 О\Дось 

Рис. 372. Рис. 373. 

., i 
Примеры: 1) itat ЗРЯ и? 

., & 5. 
Vit y+at eee (рис. 373). 

Рял сходится абсолютно, если сходится ряд его модулей 

Га таз + Таз1+..., 
A условно, если ряд модулей расходится. В примере 1) ряд сходится 
условно, в примере 2) — абсолютно. 

Ряд c переменными членами 

Л (а... ЛМ... 

определяет некоторую функцию от Z для тех значений 2, при которых 
он сходится. 

Степенной ряд 

{а. — комплексные постоянные) сходится абсолютно или для всех зна- 

чений 2 (па всей плоскости), или же для значений, лежащих внутри 
некоторого круга сходимости © цеитром в начале; вне этого круга 
OAL расходится; радиус этого круга называется радиусом сходимости 
ряда *. Например: для ряда |1 -- 2-2? -|-... радиус сходимости К = 1. 

® Сходимость ряда в точках, лежащих на самой окружно- 
сти круга сходимости, нуждается в дополнительном исслеловании в 
каждом отдельном случае.
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Простая показательная функция. По определению 

z,2 23 
=1+ п ++ + .. 

Этот ряд сходится на всей плоскости. Для чисто мнимого показа- 

теля yi: e+ =cosy+isiny (фор мула Эйлера), например: é™! == — 1. 
В общем случае 

х+у it > e e 

e* =e = ee)! a e* (cos y+isin у), 

В (e*) ==e* cos у, I (e*) == e* пу, Те =”, arg e” ==. 

Отсюда вытекает показательная форма комплексного числа: 

а ‚Е bi = pevé, Функция e* — не ‚риодическая с периодом 2ni; 
Ах ef = е? +" пдапример: еб == е®Ё = 1, e! НЙ |, 

Формулы Эйлера для комплексных чисел: 

e*' =cosz+isinz, 

e “1 = с05 2 — {$11 2 

(о тригонометрических функциях комплексного аргумента см. ниже). 
Натуральный логарифм. По определению 

w=Lnz, если z=e™. 

Если z= ре? 1, то р п2= т Р- Ц 2х), т.е. R( Luz) = ар, Г (Ёп =) = 
—=ф--2Ат (Ё=0, 1,2, ...}. Lo z— функцяя многозначная. Ограни- 
чиваясь главным значением ф (стр. 494), получаем главное значение ло- 
гарифма (обозначается In 2): 

ша=шр--+ё (- п<Ф= т). 

Ln = существует для всех комплексных чисел 2, кроме нуля. 
Общая показательная функция. По определению 

а? —= ей КПА (a +0). а? — функция многозначная. Ее главное значение; 
et Ша, 

Тригонометрические и типерболические hy ik 
ции. 

По определению 

. zs 25 ей ей ) 
sin Z = 2—5 Bp о т 

9 4 zi —<sl 

cosz=1—F4 7. 2 te, 

| | Ряды сходятся на 
м 23 25 е* ев * всей плоскости. 

$ gee РА tee == 

22, 24 ее ® 
СВ 2 = 1-5. д ...= 5 .
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Функции sin z и cos = — периодические с периодом 2n, фувкции sh Zz 
и ch 5 — периодические с периодом 21, 

Выражения функций от чисто мнимого аргумента: 

sin yi==ish у, cos yi=ch у, sh уф = 1 у, ch уф == cos у. 

Формулы, имеющие место для тригонометрических и гиперболиче- 
ских функций действительного аргумента (стр. 182—184 и 195), справед- 
ливы и для функций комплексного аргумента. В частности, вычисле- 
ние sin z, cos Zz, зП ах, сВ 2 при & = х-- yi производится по формулам 
sin (a+ 0), cos (a-+ 0), sh (a -+- 8), ch (a + 5). Например: 

cos (¥ + yi) == cos x cos yi — sin x sin yi = cos x ch y — isin x shy 

и, следовательно: 
R (cos 2) == cos К (2) ch I (2), 

I (cos z) = — sin В (z) sh I (2). 

Функции tg 2, сх, Шаг, cthz определяются формуламн 

sin z cos z 
te z=—=——_ , Чех = ——, 

cos Zz sin & 

sh z ch z 
=—_ ane h —=——. 

Ш 2 chz’ cth 2 sh z 

Обратные тригонометрические и гиперболи- 
ческие функция Arcsinzg, Агссоз 2, Arctgz, Arcctgz, Arsh z, 
Arch z, Arth z, Arcth z определяются так же, как и для действительного 
переменного *, Например: = Arcsin 2, если 2 == sin w. 

Эти функции имеют бесконечное множество значений и выражаются 
через логарифмы посредством формул: 

Arcsin 2 = — #1 (12-- УТ — 22), Arshz=Ln(z+ У - 1), 

Агссоз z= — Ил (2+ У 22-1), Archz=Ln(z+Vz?— 1), 

1, 1-2 _ 1 1-2 
Arctg 2 == 55 М, Arth z = 3 Lat) 

i l 
Arcetg z= — x bn ЕТ, Arcth 2 = Ln т. 

Главные значения обратных тригонометрических и гиперболическних 
функций выражаются такими же формулами через функцию In (глав- 
ное значение логарифма): 

arcsin g==—iin (iz + V1 — 2%), arsh 2 =1а (2+ И 22-1, 

arccos 2 = — ila (2 + ¥ 2—1), arch 2 == 11 (2 У z? - 1), 

1 1 + iz 1 1 +2 
ао 2—= ат ПЕ, аи In Е, 

] 2-1 1 z+! 
arcetge =— pin 2, arcthe = 4 In 2, 

$ Crp. 188 196.
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В нижеследующей таблице приведены выражения действительной и 
мнимой частей, модуля и аргумента от тригонометрических и гипер- 
болических функций комплексной переменной #==лх + ly. 

Выражения КВ (№) и I (@) 

Функция Действительная часть: Мнимая часть: 
==] (х +1) В (w) 1 (w) 

sin (+ + ly) sin x chy + cos x shy 

cos (x + iy) cos x ch y ЧЕ sin x shy 

sin 2х sh 2y 

Ей cos 2х -- св 2y + cos 2х -+ ch 2у 

sh (xt iy) sh x cos у + ch x sin y 

ch (xtiy) ch x cos y + she siny 

sh 2x sin 2y 
th = 

(e+ by) ch 2x-+ cos 2у + ch 2x + cos2y 

Выражения | № | и arg w 

Ф 
w= (xt 1) Модуль: | w | Аргумент: arg w 

sin (x ly) И sin? x-+ sh? y + arctg (ctg x th y) 

cos (xtiy) У cos? x-+ shiy *¢ arctg (tg x Шу) 

sh (х + iy) У sh2 x + sin? y + arctg (cth x tg y) 

eh (x + iy) Узи х-- cost y + aretg (th x tg y) 

4. Уравнения кривых в комплексной форме 

Комплексная функция от действительной пе- 
ременной. Функция #=](Г, где Е=х-|- У, а Ё — действительная 
переменная, изображается точками 2, образующими при изменении # 
некоторую кривую. Параметрические уравнения этой кривой: x= x (f), 
у== у (И; уравнение в комплексной форме: 2==} (|. 

На стр. 502—503 приведены примеры некоторых кривых, представ- 
демных в комплексной форме и изображенных на рис. 374.



КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

5 
«
8
 

3 
=
 

2
 

- 
+
o
 

е
к
э
и
ь
 

э
ч
н
о
х
э
к
ц
и
о
х
я
 

э
а
н
н
э
ж
ь
9
н
о
>
 

— 
2и 

2 
O
I
 

6 
=
—
 

3-99 
+ 

122==2 
=
 

Hifi 
gh 

сх 

(2 
(9 

14$ 
9
2
-
2
 

Yo 
D
=
2
 

a
A
d
o
®
 
н
о
х
э
э
ь
и
н
о
н
в
х
 

я 
(и 

г 
9 

о
г
о
о
а
а
и
п
]
 

°® 

0 
Tz 

эяьот 
я 

i
 

у 
o
f
t
 
t
e
e
 

W
O
d
L
H
o
N
 

э 
= 

eBokuved 
(1 

ч
е
н
и
и
д
о
о
я
 

эиеь 
1
3
9
4
?
 

-ЕН 
Я 
И
О
С
Т
Н
Э
П
 

2 
v 

e
d
A
H
Y
e
d
 

(a 

A 
A 

Q
W
U
I
O
H
I
C
A
A
G
A
O
C
 

‘7 

© 
(р 

52 
и 

Tz 
HWhOL 

c
~
 

9 
т
 

5 
7. 

(
f
z
 

— 
5
2
)
1
-
-
1
2
=
2
 

sar 
sedah 

вешкгоходи 
(9 

XQ 
©1920 

9 
ф 

ro1h 
spermoiAkeedgo 

И 
2 

ly 
g
a
t
 
Т
2
=
2
 

tz 
AnnOL 

5э4эь 
вешвьгохо4и 

(в 

г 
1 

1 
жиниху 

кожьа[] 
“| 

6 
Г. 

RoLdap, 
э
н
н
э
н
я
е
д
 
д 

s
e
a
n
d
 yy 

502 

a
n
x
n
d
o
d
 

н
о
н
э
з
х
э
к
п
и
о
м
х
а
 

x
N
G
u
d
H
Y
 
х
ч
д
о
т
о
х
э
н
 

a
d
a
n
u
d
y
y
 



503 УРАВНЕНИЯ КРИВЫХ В КОМПЛЕКСНОЙ ФОРМЕ 

“PLE 
“OH 

iS 

& 

РИЗИВ 
Э
ч
Н
о
х
э
г
и
 

“WON 
э
ч
н
а
г
о
я
$
н
о
д
и
 

— 
д 

и 
2 

эи1 

‘
a
v
 

=
 

2 
74 

иээо 
L
o
d
o
s
o
u
 

и 
A
H
H
Y
Y
 

a
i
n
 

-
o
u
v
a
v
a
d
u
o
 

“виэиь 
aiqHoNerL 

-WON 
э
ч
н
а
г
о
з
в
и
о
д
и
 

— 
р
и
 

2 
э
п
 

12 
== 

13-9P 
22 

++ 
12 

=2 

егоин 
э
ч
н
а
г
э
л
 

-ИЯ1онэй 
э
ч
н
а
к
г
о
я
5
и
о
д
и
 

*3 
‘1 

._в 
=
p
 

‘ 
C= 

9 
ars 

Q
—
D
 

+
2
 

‘1—2Р 
+ 

1129 
=
2
 

ИКИ 
1и1$ 

91 
+ 
1
5
0
3
 

9 
=
2
 

г
р
а
н
и
?
 
5
о
н
э
ь
п
и
ф
п
д
о
г
о
[
 

°C 

(vosA 
и
ч
а
о
л
о
х
я
э
н
 

ва 
1
9
1
А
н
@
э
н
о
ц
 

и2о 
12 

эхьол 
a 

Члнэп) 
avHa 

w
a
m
g
o
 

а 
(x 

3
n
d
o
 

и
о
х
э
з
ъ
ь
и
н
о
н
е
я
 

а 
(3 

з
и
п
у
у
е
 

°у 



504 КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

5. Функции комплексной переменной 

Отображение плоскости. Функция w=f(z), где 2== х-Нуё 
и w=u+tvi, определена, если известны две YUKU] от двух действи- 
тельных перемевных: 

ц=и (x, У), V= U(X, 5). 

Функция комплексной переменной производит отображение плоско- 
сти & в плоскость &*: каждая точка 21 переходит в соответствующую 
точку #1, геометрические образы (кривые, области) плоскости 2 при 
переходе к плоскости w преобразуются в другие, Кривая х = x (f), 
У== (1) переходит в кривую и==и[х (0, у (61, эз= 9х0, у (0 
(Е — параметр). 

Координатные линии у ==с переходят в ц==и (х, с), ч==% (х, с), где 
x — параметр; координатные линии Х==с: переходят в и==и (cy, У), 
9 = 9 (51, 5), где у — параметр. 

ата ” 
oC oy oS о one wy. Oy 620 

LT c=) 27 

т o=0 $2 

а)Пл:2 _ 4 0, Пл. w 

Рис. 375. 

Пример отображения: и==2х-- у, v= «+ ду (рис. 315). Линии y—e 
u 

переходят в и=2х-|-с, 9=х- 20, т. е. в прямые Y= > 5 с; ана- 

логично, линии х = Cy переходят в прямые 9 =24 —3с1; заштрихованная 
область переходит в заштрихованную. 

Предел, непрерывность, производная. Понятия 
предела, непрерывности и производной функции комплексной перемен- 
HOW 1% == f(z) определяются формально так же, как п для функции дей- 
ствительной переменной (см. стр. 276, 281 и 302). 

Комплексное число А называется пределом фуипкции f(z) при &, 
стремяшемся к а: , 

A= lim f(z), (%) 
Za 

если для любого как угодно малого действительного положительного: 
числа = можно указать такое действительное положительное число 7, 
что для любого комплексного числа & (кроме, может быть, самого 

п 
* Если функция w= f(z) — многозначная (капример, У 2, Гп д, 

Arcsin z, Arth z и др.), то область значений 1 является совокупностью 
нескольких плоскостей, наложенных друг на друга; каждое значение 
функции изображается точкой, лежащей на одной из плоскостей. Эти 
плоскости скреплены между собой вдоль некоторых линий и образуют 
так называемую иноголистную, или риманову, поверхность. Сы. o6 
этом Смирнов, т. Ш, Лаврентьев и Шабат, стр. 588 справочника.
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числа а), удовлетворяющего условию | а—2 | «т, будет выполняться 
словие | A—f(z)| < =. Геометрический смысл (рис. 376): любой точке Z 

[роме, может быть, точки а), лежащей внутри круга радиуса HC 
центром а, соответствует в ото- 
бражении, определяемом функ- 9 о 
цией w—f(z), точка 1, лежащая A 
внутри круга радиуса = с цент- 
ром А. 

Если функция =] (2) имеет 
предел при ха и при этом 

lim 7 (2)=7 (а) (5) 
#+а 

б то у 
(т. е. предел функции равен зна- [1$ Пл w 
чению функции от предела незави- 
симой переменной), то функция w Рис. 376. 
называется непрерывной в точке а. 
Равносильное определение непрерывности: функция = (2) непрерыв- 
на в точке 2, если из условия | 4% | > 0 следует условие 

| А |=|7 (¢+Az)—f(z)| +0 или lim А =0 
А 0 

(бесконечно малому приращению аргумента соответствует бесконечно 
малое приращение функции). 

Пройзводной и’ = !' (2) от заданной функции w=—f(z) называется 
функция, определяемая при заданном значении 2 равенством 

10? = = lim | f (2+ Az) уе). (% HH) 
— Az 

Функция, для которой существует в данной точке предел (KH 36), Hae 
зывается дифференцпруемой, а также моногенной или голоморфной 
в этой точке. Геометрический смысл модуля и аргумента производной 
функции комплексной переменной см. ниже (стр. 508). 

Аналитические функции. Если функция № =] (2) диф- 
ференцируема во всех точках некоторого круга с центром Zp (хотя бы 
произвольно малого радиуса), то она называется аналитической в 
точке Zo; функция называется аналитической в связной области (см. 
стр. 287), если она аналитическая во всех точках этой области. Необ- 
ходимые и достаточные * условия того, чтобы функция и-{- 91 =] (x-+ yl) 
была аналитической: 

ди Ov ди _ Ov 
ox ду’ oy Ox 

Например, функция #=—2? (u=x?— у*, v= 2QXxy) аналитическая всюду; 
функция = и- 91, определяемая равенствами и=2х-+у, о=х--2у, 
не аналитическая нигде. В случае аналитической функции w = и 
функции и и 9 являются гармоническиий функциями действительных 
переменных х и у, т. е. удовлетворяют уравнению Лапласа (см. стр. 547). 
Зная гармоническую функцию и, можно с точностью до постоянного 
слагаемого определить сопряженную с ней гармоническую функцию 
Vv из условий Коши-Римана: 

_ (91 dp _ Ou , O ( x 
= | 5 ау--$ (>), где — = Cars az 4 )- 

(ycaosax Коши-Римана). 

ах 

Аналогично можно по 9 определить п. 
a 

* Для достаточности нужно еще, чтобы частные производные, 
входящие в условия Коши-Римана, были непрерывны в рассматривае- 
мой области.
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Точки, в которых функция является аналитической, называются 
правильными. Если функция является аналитической в некоторой обла- 
сти за исключением некоторых ее точек, то такие точки называются 
особыми. Примеры и классификация особых точек см. стр. 508. Эле- 
ментарные функции (алгебраические и трансцендентные, см. стр. 272) 
являютея аналитическими во всей плоскости, за исключением некото- 
рых изолированных особых точек. 

Аналитические функции имеют во всех правильных точках произ- 
водные любого порядка. Производные элементарных функций комплекс- 
ной переменной вычисляются по тем же правилам, что и производные 
от тех же функций действительной переменной. 

Модуль аналитической функции. В различных воп- 
росах теории и приложений функций комплексной переменной суще- 
ственное значение имеет абсолютная величина (модуль) функции 

Jwl= |1 (2) [ = (a, УР + lv (x, УР = ¢ (>, У). 

Поверхность |%|==$(х, У), где |%| — аппликата, восставленная в 
точке 2 =х -|- yi, называется рельефом функции. Например, для функ- 
ции sin 2 = ча xch у-- icos xshy 

[sin 2| = Уз? «+ sh? у. 

На рис. 377, а изображен рельеф этой функции; на рис. 377, 6 — рельеф 
функции 

*- 

w— e/z*. 

Так как модуль функции — величина неотрицательная, TO ее рельеф 
находится всегда над плоскостью 2, за исключением точек, для 
которых | f(z)| == 0 и, следовательно, f (2) = 0. Такие значения z (корни 
уравнения f (2) =0) называются нулями функции f (2). 

Функция называется ограниченной в данной области, если суще- 
ствует такое постоянное положительное число М, что | } (2)| < № для 
любой точки 2 в этой области, и неограниченной, если такого числа № 
не существует. 

сновные теоремы о модуле аналитических функций: 
1. Всли w= f(z) — функция, аналитическая в замкнутой области, 

то максимум ее модуля достигается на границе этой области. 
2. Если w = } (2) аналитическая во всей плоскости и ограниченная, 

то эта функция — постоянная: } (2) = const (теорема Лиувилля). 
Особые точки. Если функция w— }(2) аналитическая в окре- 

CTHOCTH ТОЧКИ Z = а ** и ограничена в этой окрестности, то могут быть 
два случая: 

1) f(a) =lim f(z). В этом случае функция } (2) является анали- 
2a 

тической и в самой точке а. 

* Рельефы многих важных функций приведены в книге Янке и Эм- 
де (стр. 585 справочника). 

** То есть внутри как угодно малого круга с центром в точке а, 
за исключением, может быть, самой этой точки,
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бет * yZ)h 

uy 
Хх 

а}. | Чех + УЙ|. 

lem 19) 

Puc, 377. 

an ee, 
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2) f(a) имеет другое значение или функция не спределена в точке а. 
Такая точка а является особой и называется устрачимой особой точ- 
х0ой, потому что, заменив в ней значение f (а) числом lim f(z) мы сде- 

2—4 
лаем функиню аналитической и в точке а *. 

Если же функция № ==}(2), аналитическая в окрестности точки 
2 = а, не ограничена в этой окрестности. то точка а является особой: 
при этом могут быть два случая: 

1) | f (z)[ + co при приближении = к точке а по любому пути. Та- 
кая точка а называется полюсом. В этом случае вводят обозначение 
f (а) = со. О порядке полюса см. стр. 516. 

2) | f(z)| при приближении к точке а не стремится ни к какому 
чиелу: последовательности f (24), Г (2°),.... /(2п),... имеют различные 
пределы в зависимости от выбора точек 27, приближающихся к а. Ta- 
кая точка а называется существенно особой точкой ** 

| 
Примеры: Для функции w = точка а — полюс; для функции 

= 1/2 точка 0 — существенно особая (см. рис. 377, 5). 

Конформные отображения. Преобразование плоскости, 
осуществляемое аналитической функцией, обладает следующим важным 
свойством в окрестности точки =, для которой w’ 0, Бесконечио малые 
векторы всех направлений, выходящие из этой точки: |) увеличиваются 
(или уменьшаются) по своей Ante в одно и то же число раз, равное 
\w’ | (с точностью до бесконечно малых высшего порядка), и 2) IfoBo- 
рачиваются на один и тот же угол, равный arg w’. Таким образом, 
фигуры в бесконечно малой области преобразуются в себе подобные — 
сохраняют форму (рис. 378}. Такое преобразование называется конформ- 
ным отображением. Фигуры конечных размеров искажаются, но углы 
между двумя кривыми сохраняются (консерватизм углов, рис. 379). В 
частности, координатные линии Хх = соп$Ё и у = с0п$( в конформном 
отображении преобразуются в два семейства взаимно ортогональных 
кривых. 

Таким образом, с помощью аналитических функций можно получить 
множество прямоугольных систем криволинейных координат. 

Обратно, для любого конформного отображения существует неко- 
торая ортогональная сетка кривых, которая преобразуется в прямо- 
угольную декартову сетку. В примере: п = 2х у, э=х + 2у (стр. 504) 
ортогочальность нарушалась; в примере w = 2? она сохраняется; коор- 
линатные линии переходят в два семейства софокусных парзбол (рис. 380). 
Б точке 2 =0 имеем w’==0 — конформность парушается. Первый ко- 
ординатный квадрант переходит в верхнюю полуплоскость. 

Конформные отображения применяются в электротехнике, гидро- 
и аэродинамике и других прикладных вопросах ***. Ниже рассматрива- 
ются наиболее употребительные конформные отображения, причем 
дается чертеж той ортогональчой сетки кривых (изотермическая сет 
ха), которая преобразуется в декартову поямоугольную сетку. Шгрихов- 
кой отмечены контуры области, переходящей в верхнюю полуплоскость. 
Черным отмечена область. переходяшая в квадрат с вершинами (0, 0}. 
1), а, 0), И, 1) (рис. 381). 

* Этот случай аналогичен устранимому разрыву функции дей- 
ствительной неременной (см. стр. 283) 

** В этом случае можно указать такой способ приближения & к 
точке а, что f(z) будет приближаться к какому угодно ком- 
плексному числу. 

*** См. Смирнов, т. ИГ Лаврентьев w Шабат, стр. 588 справоч- 
ника.
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6. Простейшие конформные отображения 

. Ортогональная сетка, пере- 
Функции и их свойства ходящая в прямоугольную 

декартову сеть 

а) Линейная функция: $ 

= а2 + В (а = per), 
ко 

Преобразование может быть раз- ох 
of CSS ОХ ложено на три: 2 = е?? 2 — поворот serene я хх 

плоскости на угол ф, $= pf — подоб- о хх 
ное растяжение в р раз, w=S-+)0— КОКОКО 

. COA RISA 
параллельный сдвиг Ha вектор 6. ОКО 

: a x В результате фигуры в плоскости 2 
преобразуются в себе подобные, до- 
полнительно поворачиваясь и сдви- 

ranch. Точки 21 = И 2p == 0O 
l—a 

переходят сами в себя. 

6) Инверсия: w= > 

Точка = с радиусом-вектором ри 
полярным углом ф преобразуется в 

точку с радиусом-вектором — и 

углом — 9, Преобразование состоит 
из инверсии относительно едипич- 
ного круга * и зеркального отраже- 
ния относительно оси Ох. Круги 
переходят в круги (считая прямую 
частным случаем круга с радиусом 
со\. Точка О переходит BOO, точки 
1 и —| не сдвигаются с места. Коп- 
формность нарушается при 2 ==0. 

в) Дробно-линейная функция: 

аг--о 
cz-+-d° 

Преобразование может быть раз- 
ложено на три: Ё == с2 -Е 4 (линей- 

ная функция), 5 = > (инверсия), 

Ct) =: 

а, bc—ad » 
w= — +—— $ (линейная функ- 

ция). В результате дробно-линей- 
ная функция переводит круг в круг 
(считая прямую частным случаем 
круга); две точки, удовлетво- 

а2-- 65 
яющие авцению & = ——- 

р УР ced’ 
He сдвигаются с места. 

* Инверсией относительно данного круга радиуса Ю называется 
преобразование точек плоскости, при котором точка Mj, находящаяся 
на расстоянии dy от центра круга, переходит в точку №, находящуюся
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Ортогопальная сетка, пере- 
Функции и их свойства ходящая в прямоугольную 

декартсву сеть 

Y 
| 

г) Нвадратичная функция W=z2", 

Вся плоскость = переходит в двой- 2 
ную плоскость 1. Изотермическая 
сетка плоскости 2 состоит из двух 
семейств гипербол и=х? — \? и 
us 2xy. Конформность парушается 
при = =0. Не сдвигаются точки On |, т 

д) Квадратный корень w=V2z, 

Функция двузначная; вся  пПло- 
скость переходит; |!) в верхнюю по- 
луплоскость, 2) в нижнюю полупло- 
скость. Изотермическая сетка пло- 
скости = состоит из двух семейств 
софокусных парабол с фокусом в 
начале и с осями, направленными 
по положительному и отрицательному 
направлениям оси Ох. Конформность 
нарушается при 2 =0. Не сдвигаются 
точки би + 1. 

e) Логарифм: ш = Ёп г. 

и= р, э=ф--2Ал;  изогерми- 
ческая сетка состоит из окружно- 
стей Inp=const и лучей ф == const, 
т е. является полярной сеткой. 
Функция имеет бесконечное множе- 
ство значений; для главного значе- 
ния логарифма вся плоскость пере- 
ходит в полосу, ограниченную прямы- 
ми U=—7% и = {< (Включая эту 
последнюю). 

Е) 

Рис. 352. 

на Том же радиусе OM, (или его продолжении). но на расстоянии 

ОМ. = dg = Я; При этом точка My переходит в My, Точки, лежащие 
1 

вне круга, переходят внутрь его, и обратно.
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7’. Интегралы в комплексной области 

Определение. Интегралом функции комплексной переменной 

& =} (2) по дуге АВ кривой в плоскости Z («путь интегрирования») 
называется комплексное число, получаемое следующим образом (рис. 383); 

1) дуга АВ разбивается на п отрезков произвольными промежуточ- 
ными точками: 

М! (21), Me (22), -.., М (= }* 
И О 

(полагаем А = Mo (zp), B= M, (23); 
—Й 

2) внутри (или на границе) каждого отрезка М; М; выбирается 

произвольная точка Л", (4 pi 

3) значения функции f (Z) вычисляются в точках С; и умножаются 

на соответствующие разности 2; — 2;_, (приращения аргумента}; 
4) полученные п произведений } (62-(2; — Z;_1) складываются; 

п 

6) находится предел суммы > 7 (62-2; — 2;_,), Когда каждое при- 

==} 
ращение аргумента стремится к нулю. Если этот предел существует 
и не зависит ни от выбора точек М, ни от выбора точек Nj, то он 

называется интегралом функции f(z) по дуге АВ и обозначается 

у 
= 8=M,(2,) \ f (z) dz. (%) 

`.. №) . AB 
М. 7: 

M (2,) М2) Свойства. — Интеграл 
МЕС (%) обладает теми же свойст- 

A=My(Z,) вами, что и коиволинейный 
интеграл второго типа (cM. 

—т стр. 417): при перемене направ- 
0 ления пути интегрирования 

Puc, 383. интеграл меняет знак; если 
разбить путь интегрирования 
на несколько частей, то вели- 

чина интеграла равна сумме интегралов по отдельным его частям. 

Оценка интеграла. Ecan длина пути АВ равна $ и для Z на этом 
пути абсолютная величина f (Zz) не превышает положительного числа М 
(| f (2) | = М. то 

\ $ (2) аг | = М5, 

АВ 

Вычисление интеграла. Если подинтегральная функция 
f(z) имеет вид a(x, у) + iv (x, У), путь интегрирования АВ определен 
паранетрическим заданием x= x (f), y= y (¢) и значения ¢ для начала 
А в конца В пути интегрирования равны д и fp, TO интеграл 
(\) выражается через криволинейные интегралы от функций 

* Комплексное число, стоящее в скобках после названия точки, 
равно значению комплексной переменной, изображаемому этой точкой,
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денствительных переменных 

\ Л (2) 42 = \= (x, у) ах — v(x, у) ау 1 \ U(x, у} ах-Ни (x, у) ау, 

АВ АВ АВ 
которые вычисляются по правилам, указанным на стр. 416—417. 

Независимость интеграла от пути. Для того чтобы 
интеграл (Х) от функции комплексной переменной, определенной в не- 
которой односвязной * области, не зависел от пути, соединяющего две 
фиксированные точки А (z4) и Bizp), необходимо и достаточно, что- 

бы функция была аналитической в этой области, т. е. чтобы для нее 
удовлетворялись условия Коши-Римана (см. стр. 505). Если при 
соблюдении этих условий фиксировать пачальную точку Ag (20} и сделать 
переменной конечную точку М (2) пути интегрирования, то 

\ f(z) dz = Е {2}. 

— 
АМ 

причем А” (2) = } (2); функция F(z) называется первообразной OT ана- 
литической функции f(z). Первообразная функция зависит от выбора 
начальной точки Ао; общий вид всевозможных первообразных функ- 
ций от f (2): 

Fiz) + С = \ f(z) dz (неопределенный интеграл}. 

Неопределенные интегралы от элементарных функций комплексной 
переменной вычисляются по тем же формулам, что и ицтегралы 
от тех же функций действительнсй переменной. 

Основная формула интеграль- у 
ного исчисления. Интеграл (ХЖ) от ана- | 
литической функции f(z) равен приращению р 
первообразной функции при переходе от началь- 
ной точки пути в конечную; 

Vac) dz Е(2в} — Flza). с 
АВ ях 

Интеграл позамкнутому путиС 384 
от функции f(z), аналитической во всей одно- Рис. . 
связной области, ограниченной этим путем, 
равен нулю (теорема Коши); если же эта область содержит особые 
точки, то величина интеграла вычисляется по теореме вычетов (см. 

стр. 516). В частности, для функции } (=) = у, имеющей единст- 

венную особую точку 2 == а, интеграл по замкнутому пути, окружаю- 
щему эту точку и проходимому в направлении против часовой стрелки 
(рис. 384}, равен 

\ az . 
= Pri, 

Формулы Коши. Если функция f(z) — аналитическая в неко- 
торой односвязной области, то ее значение в любой точке Z этой об- 
ласти, а также значения ее производных любого порядка выража- 

* Об односвязной области см. стр. 287, В случае многосвязной об- 
ласти условие может не выполняться.
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ются через значения этой функции на замкнутом контуре С, окружаю- 
щем эту точку (рис. 385), следующими формулами Коши: 

f(a == у 
и 

1 (2) = 

2 

Qni 

С 

1%) tomy \ (9 ) aa \ Ра Р-р) ere 

г с. , (5) 

f (0) in) al \ f(b) 
tt дз dat, eos у ] (z) . Hic ah — И at, 

С 

где & — переменная интеграции; интегралы берутся по пути С в направ- 

J 
A 

лении против часовой 
стрелки. 

Если же функция f (2) 
YY, 274222 аналитическая во всей ча- 

7 сти плоскости, находящей- 
ся вне контура С, то зна- 
чение f (2) и ее производ- 
ных в любой точке & этой 
области (рис. 386) выра- 
жается такими же форму- 

a лами (Х), но интегралы 

< 

Рис. 385. 

берутся в направлении пу- 

Рис. 386. ти по часовой стрелке С. 
Формулы Коши позво- 

зяют находить значение некоторых определенных интегралов. 

Пример. Полагая } (2) = e* (функция, аналитическая BO всей плоско- 

сти) и в качестве пути С — круг с центром 2 и радиусом г (его урав- 

нение Gee 2 -|- ret? см. стр. 502), получаем по последней из формул (5х): 

ф= an pete el? 
2 п! \ 

Oni Ya 

С 

откуда 

Qn 

е = п! \ 

($ — 274 ani peti ор (nti) 

2пг 

ire’? dp = 

Qn 

= \ ef cose + ir singe — пФ) dy = 

0 

n 

п! 

Qt 

= \ ef COS ® [с05 (7 sing — лф)] dp +i \ e7 COS [sin (7 sing —п$)] dp. 

0 0
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Так как мнимая часть равна нулю, получаем значение интеграда: 

2t 

\ е” 60$ $ cos (у sing — np) de = 

0 

dart 

п! 

8. Разложение аналитических функций 
в степенные ряды 

Ряд Тейлора. Всякая функция f(z), аналитическая внутри 
некоторого круга с центром а, может быть во всех точках внутри этого 
круга единственным образом представлена в виде степенного ряда 

(oe) 

У } п 
7 (=) = с, (2-а), 

п =0 

где коэффициенты разложения C, — комплексные числа, определяемые 

формулой 
(п) 

с = (а) 
п п | 

Таким образом: 

р’ (а) 
12) = fat фа 4 fi tai 

2! 

(ny 
(2 — a)? +. th е-а” +.. 

ряд Гэйлора 

Разложение функций eZ, sinz, cos 2, sh г, ch z в степенные ряды — 

см. стр. 498—499. 
Ряд Лорана. Всякая функция /(2), аналитическая внутри не- 

которого кольца между двумя концентрическими кругами с центром а*, 
может быть единственным способом представлена в виде степенного 
ряда 

+ 00 Cote eG) fe n(2—al2-+...F¢ (2—a)" +... 

1 (2) = У С„ (2 — а)" = С (е-а Но е-а) * +... 

mee be pea МЧ... (x) 

(ряд Лорана), где коэффициенты разложения с — комплексные числа, 

определяемые формулами 

] 
Сс = ват \@ ay fiat (n=0, +1, +2, ...) 

la 

С 

(С — некоторый замкнутый контур, взятый внутри кольца и обходящий 
против часовой стрелки точку а). 

* Радиус внутреннего круга может быть равен нулю, и тогда 
кольцо обратится в круг, из которого изьята однз точка — его центр.
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Особые точки. Если функция f(z) — аналитическая в окре- 
стности точки а*, то характер точки а определяется по виду разло- 
жения функции в ряд Лорана (XX) в окрестности этой точки следующим 
образом: 

1) Если ряд (Хх) не содержит членов с отрицательными степенями 
z—-al(c, = 0 при n< 0), то ряд Лорана обращается в ряд Тейлора **; 

функция f (=) — аналитическая и в самой точке, если { (а) = со или а 
является устранимой особой. точкой. 

2) Если ряд (Х) содержит конечное число членов с отрицательными 
степенями г —а (Ст 50 и все с, =0 при п<т < 0). то точка а яв- 

ляется полюсом (см. стр. 508) функции } (2) (лолюсом т-го порядка). 
3) Если ряд (5) содержит бесконечное число членов с отрицатель- 

ными степенями = — а, то точка а является существенно особой точ- 
хой (см. стр. 508). 

В случаях 2) и 3) коэффициент c_, при (2 — a в ряде Лорана 

называется вычетом функции f(z) в точке Z =a: 

1 
Выч. f(z = sai \ Q) a. 1 а ani (6) (хх) 

С 

Теорема вычетов. Из определения (ХХ) вытекает следую- 
щая теорема, дающая возможность вычислить интеграл по замкнутому 

Рис. 381. 

контуру, охватывающему особые точки (стр. 513): интеграл, взятый 
в направлении против часовой стрелки по замкнутому контуру 

| (2) a2, 

С 

от функции f(z), аналитической во всей односвязной области внутри. 
контура. кроме конечного числа точек а1, аз,..., а, (рис. 387), равен 

* См. сноску ** на стр. 506. 
** Его коэффициенты в этом случае на основании формул Коши 

(стр. 514) равны 
1 -n-1 д” (a) 

Ca tai \ a) а 

‘a 
С
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произведению 2х; на сумму вычетов во всех этих особых точках: 

\ f(z) dz == Qni [Выч. / (2). — a, + Bois. 7 (Аааа. НВыч. Ла) га. 
/- 
С 

Вычет в полюсе т-го порядка может быть вычислен по формуле 

| qm} и 

Ban, аа а ПГ Gym Ae a Права (1) 

Если f (2) = 3 a 

точке & =а, и а является простым корнем (см. стр. 140) уравнения 
ф (2) =0 [т. е. ф (а) =0, $’ (а) 0], то точка 2 ==а является полюсом 
(1-го порядка) функции 1 (2) и формула (1) дает 

где © (2) и (zZ) — функции, аналитические в 

ф (2) ф (а) , (ee =, 2 
Выч E oP =а W' (a) al 

Если а является т-кратным корнем уравнения (z)==0 т. е. 

ф (а) =$' (a) =... = 9!" (4) =0, o'™ (a) £0], то точка 2 =а яв- 
ляется полюсом т-го порядка функции / (2). 

Применение в вычислению определенных He 
тегралов. Теорема вычетов позволяет находить некоторые опре- 
деленные интегралы от функций действительной переменной, Всли 

у 

a VL Ldn L 

Рис. 388. 

f(z) — функция, аналитическая во всей верхней полуплоскости, включая 
и действительную ось, за исключением конечного числа особых точек 
а1, ао, .... а,,..., лежащих сверху от действительной оси (рис. 388), п 

и число «нуль» является кратным корнем уравнения Ff (+)=9 крат- 

ности т => 2*, то 

+ 00 n 

\ f lx) ах = 21: У But. f (2), а; x) 
—o i=] 

* См. стр. 140.
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+c 

Пример. Вычислить интеграл \ 4х _ 

— © 

Уравнение f 1 ! __** == 0) а 
равне (5 = T\3 — (eps = имеет шестикратны 

1 +35 

м | 
корень х = 0. В верхней полуплоскости функция WwW = имеет 

единственную особую точку z= i, являющуюся полюсом 3-го порядка *, 
По формуле (1) 

Выч __! т. [ед 
"(+ 223. —-; 2 dz? | (1 272)3 zi 

d2f/z—-i\s 4d т =— -3 = iy-5 Вычисляя Sa (ar) Я (z+ i) 12 (z+ i)-5, получаем 

| .—5 6 3 
выч. рав Oe 2 aa ie 

и согласно формуле (+) 

со 

к 1 (x) ах = 21 2; _3 (Хх) ах = i( 16 ==" 

— © 

Другие применения теории вычетов см. Смирнов, т. IIT (стр. 585 спра- 
вочника). 

* Уравнение (1 + 22)8 == 0 имеет два трехкратных корня: фи — 6 
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A. Векторная алгебра и вектор-функции скаляра 

[. Основные понятия 

Скалярныеёи векторные величины. Величины, зна- 
чения которых могут быть изображены положительными или отрица- 
тельными числами («скалярами»}, называются скалярними (масса, тем- 
пература, работа и т. п.); величины же, значения которых определяются 
как размерами, так и направлением в пространстве, называются век- 
торными (сила, скорость, ускорение, напряженность 
электрического и магнитного поля и т. п.) и могут 8 
быть изображены векторами. 

Вектор — отрезок (рис. 389), имеющий опреде- а 
ленную длину и направление (обозначается АВ, 

a,b,c, ..., иногда a, 6, с или а, Ъ, с, ...). А — начало, A 
В — конец вектора; длина вектора а (модуль или 
абсолютная величина} обозначается а или |а |. Нуль- Рис. 389. 
вектор (0) — вектор, начало и конец которого совпа- 
дают; его модуль равен 0, а направление неопреде- 
ленное. Два вектора а и Ъ считаются равными, если равны их модули 
и совпадают их направления (т, е. векторы параллельны и ориентиро- 
ваны в одну стороцу *). 

Коллинеарные векторы — параллельные одной и той же прямой, 
хомпланарные — параллельные одной и той же плоскости. Взаимно 
противоположные векторы — равные по длине и противоположные по- 

направлению: АВ =а и ЗА = —а. Единичные векторы — модуль кото- 
рых равен 1; единичный вектор, направление которого совпадает с на- 
правлением вектора а, обозначается аб и называется ортом этого на- 
правления. Вектор а можно представить в виде: а = аа0, где а — модуль 
вектора а. Орты, имеющие направление прямоугольных координатных 

* Согласно этому определению вектор не изменится, если его пе- 
ренести параллельно самому себе так, что его начало попадет в лю- 
бую точку пространства. Такие векторы образуют систему с800600- 
ных векторов. В некоторых вопросах механики рассматривают векторы, 
начало которых закреплено в определенной точке пространства (си- 
стема связанных векторов) или может быть перенесено только в точки, 
лежащие на прямой вдоль направления вектора (система скользящих 
векторов).
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осей Ох, Ov, Oz (в сторопу возрастания координаты) * обозначаются 
i, j, k (puc. 390). 

Раднус-вектор точки. Вектор ОМ, начало которого сов- 
падает с иачалом координат, а конец находится в точке М (см. рис. 390), 
вполне определяет эту точку и пазывается радиусом-вектором точки 
М (обозначается г}. Начало О называется в этом случае полюсом. 

а} 

Рис 390. Рис. 391. 

Линейные комбинации векторов. Сунма пескольких 

векторов а, b, с. ...,е есть вектор f = AF, представляющий замыкающую 
ломаной АВСРЕЕ, составлепиой из слагаемых векторов (рис. 391, а); 

сумма двух векторов АВ == аи АД -=-Ь (рис. 391,0) — вектор AC==¢, являю- 
WHICH диагональю параллелог pamma ABCD. Основные свойства суммы: 

а-- b==b-+-a, (а --Ь)  с--а-- b+ с), |а-- 6 | =|а] +61. 
Разностью а — 6 называется сумма векторов а и —b (диагональ DB 

на рис. 391, 5); а — b=a-+ (— b) = @: свойства разности: а — а == 0 (нуль- 
вектор}, [а -- b( =: lal — [6 |. 

Произведением скаляра и вектора (ха или aa) называется вектор, 
коллинеарный с вектором а; длина его равна |а | а, а направление совпа- 
даст с направлением а при atu противоположно ему при а < 0; свой- 
ства этога произведения: 

ха = ал, ава =: аа, (e+ В) а == са -- Ва, сх ца -- bi == са -- ab. 

Линейная комбинация вокторова, Б, „.., dc коэффициентами, В, ..., д 
(скалярными) есть вектор 

= аа +ЗЬ--... - 84. (Хх) 

Любой вектор а может быть единственным образом разложен на 

8 

aa wA 
Рис. 392. 

сумму трех векторов, параллельных трем дапиым (некомпланарным) 
некторам ц, у, W (рис. 392, a): 

а = ви -{ Ву - yw: хх) 

* В этой главе принята правая система координат (см. стр. 216). 
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слагаемые au, Ву, YW пазываются компонентами, а скалярпые множи- 
тели a, 3, 1 — коэффициентами этого разложения. Векторы, параллель- 
ные одной плоскости, могут быть представлены в виде а =au-+ Ву, 
где циу — два данных неколлинеарных вектора (рис. 392, 0). 

Координаты вектора. Прямоугольные декартовя коор- 

динаты. Согласно формуле (№Х) каждый вектор АВ =a в простграи- 
стве может быть единственным образом разложен на сумму векто- 
ров, параллельных ортам i, }, К (см. стр. 520): 

= i Н к; а ада, та, (1) 

скаляры а„, @., A, называются прямоугольными декартовыми коорди- 

натами вектора а в системе i, j, К; это обозначается так: 

а {2х а, a,\; (2) 

запись (2) равносильна записи (1). Прямоугольные декартовы коорди- 
наты вектора являются проекциями этого вектора па координатные 
оси Ox, Oy, Oz (рис. 393). 

При параллельном переносе вектора его координаты ие меняются. 
Координаты линейной комбинации нескольких векторов равны та- 

ким же линейным комбинациям координат 
этих же векторов: из векторного равен- 2 
ства (Х) вытекают три скалярных: h 

№. = ва. 6b --... 68а. x x x es) рой 
^ ad BOY ... +54, (3) 

в”. ва’, |- Во, +... + bd,, а 

В частности, для координат суммы 
или разности векторов с == а + b: Os 

— - — A Сао, са, 6, (4) к а, 

| 

=a, b С 
x № 

1 
Декартовм прямоугольные координа- a y 

ты радиуса-вектора г точки AI (x, у, 2) 4 
равны соответствующим — координатам 
этой точки: Рис. 393. 
Py Г, ==; r= Xi-} yj -+ ck. 

Аффинные координаты. Обобщением прямоугольных декартовых 
координат вектора являются его аффииные координаты в системе 
е!, е›. ез — коэффициенты at, a?, а3 разложения вектора а по Ha- 
правлениям трех заданных некомиланарных векторов @;, е и ез: 

а == ale, -|- а*е. + ase; (1’) 

или в равпосильпой записи 

а {а!, а>, аз }*. (2’) 

Формулы (1’) и (2’) переходят в (1) и (2) при ey =1, ез =], е = К. 
Аналогично, для координат линейной комбинации векторов (Х) и суммы 
или разности векторов (+) имеют место формулы: 

КТ = аа! -- ВЕН... + 041, 
hk? = ва? -- Во... -- 642, | (3’) 
КЗ =aa3+ $6b3 +... + 643; 

cl—=aqal+o0!, c2=a?-+ 92, 63 =a3 + 63. (4’) 

* Верхние индексы не следует смешивать с показателями степе- 
ни. Такое обозначение коэффициентов удобно тем, что скаляры a!, а?, а3 
являются контравариантными координатами вектора а (см. стр. 526).
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2, Умножение векторов 

Скалярное умножение векторов. Скалярным про- 
изведением векторов а и Ъ (обозначается ab) называется скаляр, опре- 
деляемый равенством аб = аб cos ф, где ф — угол между векторами а и В, 

приведенными к общему Ha- 
} чалу (рис. 394). 

Векторное умно- 
ь с жение векторов. Век- 

№ торным произведением.векто- 
а о ров а и b (обозначается а Xb 

-— : или fab]) называется вектор с, 
С длина которого равна аб sine 

= (т. е. равна площади паралле- 
Рис, 391. Рис. 395. лограма, построенного на век- 

торах а и Ь как на сторонах) и 
который направлен перпендикулярно а и Ь в такую сторону, чтобы три 

вектора а, Би с образовали правую тройку (т. е. чтобы после совме- 
щения начал векторов а, Би с кратчайший поворот от а к b казался 
наблюдателю, смотрящему с коица вектора с, идущим против часовой 
стрелки, см, рис. 395}. 

Свойства произведений векторов, 

ab = Ба (свойство переместительности), HO ax b=—b Xa (при пере- 
становке множителей векторное произведение изменяет свое направ- 

ление на обратное); 
а (ab) = (са) b u a (а ЖЬ) = (жа) Xb (свойство сочетательпости по от- 

ношению к скалярному множителю а); 
а (bc) -2 (а5) сиах (ЬХ с) ==(аХЬ) Хс (в этих случаях свойство со- 

четательности не имеет места); 
а (b+c)=ab-+ac иах (6 --с) =ажЬь--аЖс (свойство распредели- 

тельности); 
ab = 0, если а | b (условие перпендикулярности векторов}; 
аХЬ-==0, если а |Ъ (условие коллинеарности векторов}; 
аа = а? = 02, ноа Ха = 0. 

Линейные. комбинации векторов можно перемножать как скалярные 
многочлены, с тем отличием, что для векторного умножения при пе- 
рестановке мпожителей (например, при приведении подобных членов) 

необходимо изменять знак. 

Примеры: 1) 3a+5b—2c) (а —2b —4с) =3a2 4+-5ba — 2ca—Gab—10b? -|- 
+. 4eb—12ac — 20be -|- 8c? == За? — 10b? + 8c? — ab — 14ас — 16Ъс. 

9) (3a --5b — 2c) X (a — 2b — 4c) = 3a Ka +5b Ха — 2c Xa — ба X D— 
— 10b X b+ 4c X b — 12a X c —20b X c+ 8с X с=0—5ажь--2аЖе—бажь-- 
+0—4bxc—I2a%c—20b X c+ 0= — Пажь-— 10а Xe —24b Же= ИБХа-- 
-- 10с Ха-- 24 X b. 

Последовательные перемножения векторов. 
Двойное векторное произведение a XK (b K с} — вектор, компланарный 
$ и с, может быть вычислен по формуле 

a xX (b Х с) = b (ас) — с (ab). 

Смешанное произведение (a <b) с — число, равное объему парал 
лелепипеда, построенного на векторах а, b, с, взятому со знаком <--» 

если а, b, с образуют правую тройку, и <—», если левую (см. выше)” 
Скобки и знак в смешанном произведении обычно опускают: (axXb)c=abe- 

абс = bea = cab = — acb= — Бас —= — cba (перестановка двух множи- 
телей мепяет знак смешанного произведения; круговая перестановка 
всех трех — не меняет).
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Формулы для «сложных произведений» 

(а Х b) (СХ d) = (ac) (bd) — (bc) (ad) (тождество Лагранжа}; 

ae af ag 

abc - е = | be bf bg]. 
ce cf cg 

Выражение произведений в прямоугольных 
декартовых координатах. Если векторы а, b, с заданы де- 
картовыми прямоугольными координатами 

[ара а}, {6,66}. © {Our Cys Cah, 
то произведения векторов вычисляются по следующим формулам: 

Скалярное произведение; аЪ == а 6 «ау, a,b, (1) 

Векторное произведение: 
ij к 

axb=(a,0,—a,0 5) i+-(a,0,—a,,) Наб ay x) К =| @,. ay @,|. (2) 

5, by b, 

ay ау а, 

Смешанное произведение: ас = | 6, 6,6, |. (3) 
Cy Су с, 

Выражения произведений в аффинных коорди- 
натах. Метрические коэффициенты и взаимные векторы. Если 
известны аффинные координаты двух векторов а и b в системе 
е!, eo, ез. 

а = а1е, + а?ез + aes, b= ble; + b2eo + b3ez, 

то для вычисления скалярного произведения 

ab = alble,e; + а?63еъе. + а3Ь3езез + 

+ (a1b2 -|- a2b!) eye, + (4203 4- а36?) eges -- (2361 -|- 4163) ese, (А) 

или векторного произведения 

аХЬ== (2263—2352) еЖез-|-(а851—@153) езХе!-|- (416? — a@2b1) ey Же» (Б) 

(так как €1 Хе, =е K €2 = Gg X Cg == 0) 

необходимо знать значения попарных произведений координатных век- 
торов, т. е. для скалярного произведения — шесть чисел (метрические 
хоэффициенты,: 

811 = €1€1, Loo = Cgeo, 833 == езез, 

812 = #1@2 = @е5е|, 823 = е-ез = Cgee, #31 == ge, = е1е, 

а для векторного произведения — три вектора (взаимные векторы по 
отношению к е,, ез, ез): 

el = 2 (е2 X ey), е? = 2 (eg KX ex), e8 = (е, X e2), 
где коэффициент &, равный обратной величине смешанного произведе- 
ния координатных векторов 

1 

~ @ 1езез ' 

вводится для упрошения дальнейших формул.
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«Таблицы умножения» координатных векторов. 
Скалярное Векторное 
умножение: умножение: 

Множители 

е; | @g } &3 е! е2 €3 

е1 | 11 | £19] 813 Фе! 0 e3/2 |—e?/2 
a 

= 
C2 | &21 | S22 Loz Zp ез ]-—е3/%| 0 el/2 

Е 
Qs | 331 | 232| 233 = ез ] е2/$ |-е1/®| 0 

(8 pi = Bip) 
В прямоугольных декартовых координатах (е1 =i, ey == j, ез = k) 

метрические коэффициенты: 
__ __ 1 Скалярное Векторное 

811 = 823 = £33 = №, умножение: умножение: 
219 = 223 = 231 = 0, Множители 

1 1 e 

© — =|]: i к i jik 
ijk , 

взаимные векторы ij | 0| 0 ey iy Oy |) 

I = 2 = 3 = 
= 5 

ее =] ee =k [оао sf a] Kl о || 
совпадают с координатны- о 
ми, и таблипы умножения k () 0 | = k j АГ 0 
имеют вид: 

Скалярное произведение в координатах. Согласно формуле (A) 

3 3 

ab = У, У mnt a = Bag a *. (1”’) 

m=\ln= 1} 

Для прямоугольных декартовых координат формула ({1'’) переходит 
в (1) на стр. 523. 

Векторное произведение в координатах. Согласно формуле (Б} 

| el е? ез 
aX b = ——— ja! а? а3 | = 

€1E2€3 b! Ь? в 

= Seen (а263 — asp?) el + (a3b! — @ip3) e? + (4162 — a2b1)e8}. (2”) 

1€2€3 
Для прямоугольных декартовых координат формула (2'’) переходит 

в (2) на стр. 523. 

* Последняя часть равенства (1’’) есть сокращенная запись суммы, 
принятая в тензорном исчислении: вместо всей суммы выписан Только 
один типичный ее член, причем подразумевается, что индекс, встре- 
чающийся в этом члене дважды (один раз наверху, а другой — внизу) 
и обозначенный греческой буквой («индекс суммирования») пробегает 
все значения от | до 3. Таким образом, 

gaa = е11а1 1 + 5124162 + 21за163 + вола? 1 + ваза? + воза?ьз + ars 
+ &:1а8651 + gx008b? + g3303h3.
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Смешанное произведение в координатах: 

al а? a8 

abc = | 9! 02 58) | (3"') 
cl c2 68 

Для прямоугольных декартовых координат формула (3!') переходит в (3) на 
стр. 523. 

Векторные уравнения 

х — неизвестный вектор, а, b, с, d — известные векторы, 
x, у, 2 — неизвестные скаляры, а, В, 1 — известные скаляры, 

Уравнение Решение 

1) х{- а=6 Х=р —& 

2) Ха == & x = a 
а 

3) Xa =a Уравнение неопределенное; если 
все векторы х, удовлетворяющие 
этому уравнению, свести нача- 
лами в одну точку, то их концы 
будут лежать в плоскости, перпен- 
дикулярной вектору а. Уравнение 
3) называется векторным уравне- 

нием этой плоскости 

4) xxXa=b (b | а) Уравнение неопределенное; если 
векторы X, удовлетворяющие 
этому уравнению, свести нача- 
лами в одну точку, то их концы 
будут лежать на прямой, парал- 
лельной вектору а. Уравнение 
4) называется векторным уравне- 
нием этой прямой 

5 ха =а ye WAXD 

| хХа=Ь (ba) аз 

ха ==а x ae TD XC) +R (CX Aa) +т(ажь) _ 
6) | =} . абс . 

xC= 7} =aa+fb+ye, где a, b, c — век- 
горы, взаимные по отношению к 

а. Б. с (см. стр. 6523) 

_ dbe __ adc abd 
7) 4= ха + yb+z¢ * — абс' У” abc’ abc 

8) d=x«(bxc)+ da db dc 

+ усха) + 2(ахь) "= абс’ У abc’ *~ абс 
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3. Ковариантные и контраварпантные координаты 
вектора 

Определения. Аффинные координаты а!, a*, a3 вектора a 
B системе @1, ео, ез определяемые формулой 

a 
а = а1е, + a2e9 + ae3 =a ef 

называются также контравариантными координатами этого вектора, 
в отличие от его ковариантных координат, являющихся коэффициен- 
тами разложения вектора No трем векторам е!, е?, e3, взаимным по 
отношению K @1, ео, ез (см. стр. 523) **. Ковариантные координаты 
вектора а обозначаются через аз, Av, a3: 

а == 7ye! + age? + азез = ae. 

В системе прямоугольных декартовых координат ковариантные 
координаты вектора совпадают с коптравариантными. 

Выражения координат через скалярные про- 
изведения. Ковариантная координата вектора а равна скалярному 
произведению этого вектора нз соответствующий координатный 
вектор: 

а1 = ae}, а2 = aCe, 13 = аез. (а) 

Контраварнантная координата вектора а равна скалярному произведе- 
нию этого вектора на соответствующий взаимный вектор: 

а1 = ае!, а? = ае?, a3 = аез. (6) 

Для прямоугольных декартовых координат формулы (а) и (6) совпа- 
дают: 

а, = а, а, = aj. а, = ak. 

Выражение скалярного произведения через 
координаты. Формула (1’’) на стр. 524 давала выражение скаляр- 
ного произведения двух векторов через их контравариантные коорди- 
наты. В ковариантных координатах ей соответствует формула 

a 
ab = g Pa а, 

i? 

где gm — ее" _ метрические коэффициенты в системе взаимных век- 
торов; они связаны с коэффициентами ил соотношениями 

тп _ (— ий”. дтл 

= [ри вое" 
821 823 823 

£31 &32 &33. 

где АТ" — минор определителя, стоящего в знаменателе, полученный 
после вычеркивания строки и столбца, содержащих элемент g_ 

Всли вектор а задан контравариантными координатами, а b — кова- 
риантными, то их скалярное произведение равно 

ab = @16, + а?Б. + a3d3 = an 
и аналогично 

a 
аб =а 6. 

а 

* См. сноску на стр. 524. 
** О значении ковариантных и контравариантных координат см. 

в курсах тензорного исчисления. например. Н. Е. Кочин, стр. 588 ‚спра- 
вочника.
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5. Векторная функция скалярной переменной 

Определение. Переменный вектор а называется векторной 
фунхцией (вектор-функцией) скалярной переменной 2, если каж- 
дому значению 2 соответствует определенное значение вектора а. 

Обозначение: 

Координатное задание век- 
тор-функцин 

а = а 1 k а! -- а, + a, 

состоит в задании трех ска- 
лирных фуикций от одной не- 
зависимой переменной: 

а, =, (oh а, = ty (t), 

Puc. 396 Рис. 397. a,=f, (0. 

Если представить пере- 
менный вектор в виде ради- 

уса-вектора Г = Г ({} точки М, то при изменении ¢ точка М опишет 
кривую в пространстве (рис. 396) — годограф векторной функции; его 
координатное задание осуществляется тремя равенствами: 

х=х (0, y=y(t), z2z=2(t); r= xi + yj + ак. 

Производная векторной функции ax f (1): 

Afy — da fie tad) — tn 
dt 4-0 At 

представляет новую векторную функиию от ¢. Геомстрическое значе- 
~ r 

ние производной OT радиуса-вектора: ae CCTb вектор, касатель- 

ный к тодографу в соответствующей точке (рис. 397); длина Ст 

зависит от выбора параметра &. Если Е — время, то функция rf) onpe- 

деляет движение точки Al в пространстве, а = по величине и по Ha- 

правлению — скорость этого движения. Если ¢ — длина дуги годографа 
г | =] (от некоторой точки его до М), то al 

Правила диф ференцирования векторов: 

а _ da , ab, ас 
ОС =a try tat: 

a (pa) = a+ 9 Sg — скалярная функция от 4). 

a da db 
dt (ab}= 7 Над, 

a da db 
ae (ах b) = at <xb+axX at (множители нельзя переставлять ме- 

стами, см. стр. 522). 

ds. da dy 
— | \) = — о 

de 2 = д. "ар!
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, . Аг 
Если вектор г единичный, TO т = 0 (касательная перпен- 

ликулярна к радиусу-вектору, годограф — сферическая кривая). 
Ряд Тейлора для векторных функций: 

da _ h? d’a An dna 
a t h — а t h rw" an” JO ee rer ‚ое 

Сходимость этого ряда (и любого ряда с векторными членами 
определяется так же, как и сходимость ряда с комплексными членами 
(см. стр. 498). О разложении векторной функции в ряд Тейлора имеет 
смысл говорить только тогда, когда этот ряд сходится. 

Дифференциал функции а (f) определяется равенством 

Б. Теория поля 

6. Скалярное поле 

Функции точки. Скалярная величина (/, которая принимает 
определенные значения в каждой точке М пространства. называется 
скалярной функцией точки или скалярным полем U = U(M) (например, 
поле температуры, потенциала, плотности в неоднородной среде ит. и.). 
Поле может быть определено посредством скалярной функции вектор- 
ного аргумента г (радиуса-вектора точки М при выбранном полюсе О. 
см. стр. 520): 

U= U(r). (1) 

Поле, определенное только для точек некоторой плоскости, назы- 
вается плоским *. 

Центральное и осевое поле. Если функция принимает 
равные значения для всех точек, находящихся на равных расстояниях 
от некоторого центра С (ri), то поле называется центральным или сфе- 
рическим, U зависит только от расстояния СМ =r, например: И == т 

c 
(расстояние точки от полюса}, => (поле, выражающее освещенность 

в каждой точке при центральном источнике света), вообще 

U == f(r). (2) 

Если функция принимает равные значения для всех точек. находящихся 
на равных расстояниях от некоторой прямой (оси поля). то поле назы- 
вается осевым или цилиндрическим. 

Координатное задание поля. Определяя точку М ее 
координатами ‘декартовыми х, у, 2, цилиндрическими р, $. Z или сфе- 
рическими г. 0. ф **), получаем выражение скалярного поля (1) в виде 
функции трех переменных: 

И =Ф (х, у, 2) И= (о, $. 2) или О=х, 0 9), (ta) 

* Иногда плоским полем называют поле, определенное для точек 
пространства и обладающее тем свойством, что для всех точек любой 
прямой, параллельной некоторому постоянному направлению, функ- 
ция U имеет одно и то же значение, Такое поле правильнее называть 
плоско-параллельным; его изучение сводится к изучению поля в пло- 
скости, перпендикулярной к этому направлению. 

#* См. стр. 211.
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а для плоского поля — в виде функции двух переменных (в декартовых 
или полярных координатах): 

И=Ф (хх, y) или ОИ= Ч (р, 9) (16) 

(функции U в (а) и (16} предполагаются однозначными и непрерыв-- 
ными всюду, за исключением отдельных точек, линий и поверхностей 
разрыва). Выражение центрального поля в координатах: 

U= UV ха + y2? 22 } = UiVp? 22) = Ur), (2a} 
осевого: 

U= U(V x? - у?) = U (p) = Ur sin 9), (3) 

для изучения центральных полей наиболее удобны сферические, для 
осевых — цилиндрические координаты. 

Поверхности и линии уровня. Точки для которых 
функция (Ll) принимает одно и то же значение 

U = const (4) 

образуют в пространстве ловерхность уровня, ypaBHeHHe которой в 
координатах: 
U = ® (x, у, 2) = сопз, И = W (р, 9, 2) = const, U = X (г. 9, ¢)=const. (4a) 

При различных const = Uy, Uy, Ue, ... получаются различные поверх- 
ности; через каждую точку поля проходит одна такая поверхность (за 
исключением точек, в которых функция U не определена однозначно). 

Примеры: 1) Для поля =cr=C x + Cyd + €,2 поверхности 

уровня — параллельные плоскости. 2) Для поля U = x2 + 2у? + 422 по- 
верхности уровня — подобные и подобно расположенные эллипсоиды. 

Поверхности уровня центрального поля — концентрические сферы, 
поверхности уровня осевого поля — цилиндры с общей осью. 

Для плоского поля уравнение U = const изображает линии уровня: 

U (x, у) = сопй, U(p, $) = const. (46) 

На чертежах линии уровня условно проводятся через определенный 
одинаковый интервал значений U, и на каждой из них надписывается 

(= 
CDs 

Puc. 398, 

соответствующее числовое значение U (рис. 398); например: изобары 
на синоптических, или горизонтали (линии одинаковой высоты) на топо- 
графических картах. В отдельных случаях линии уровня могут выро- 
диться в изолированные точки, а поверхности уровня — в точки и линии.
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J 
Примеры: (рис. 399): а) U= xy, 6) И = 5 ‚ в) U=r?, г) U=— 

$ 
94 4 7 4 | pe 7 

а) 23-4 

Рис. 399. 

’. Векторное поле 

Вектор -функции точки. Векторная величина У, которая 
принимает определенное значение в каждой точке М пространства, 
называется вектор-функцией точки или векторным полем V =У (M) 
(например, поле скоростей частиц движущейся жидкости, силовое 
поле, поле электрической или магнитной напряженности и т. п.). 
Поле может быть определено посредством векторной функции вектор- 
ного аргумента г: V = Vir). (1) 

Векторное поле — плоское, если все значения как г, так и У лежат в 
одной плоскости *. 

* Ср. сноску * на стр. 529. Аналогичное положение имеет место в 
для векторного поля.
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Часто встречающиеся типы векторных полей. 
a) Центральное векторное поле (рис. 400. а). в котором все век- 

торы V лежат на прямых, проходящих через одну определенную точку 
(центр). Если поместить полюс в центре, то такое поле определяется 
формулой У =f (г) . г; все векторы У имеют направление радиуса-век- 

тора г. Это поле удобнее выразить формулой 

r 
— 7, r : V = 9 (r) — 

r 
ф (Г) — длина вектора V, = — его орт. 

а) 6) 

Puc. 400. 

6) Сферическое векторное поле (рис. 400, 0): Veer) 2, важный 

частный случай центрального поля, в котором длина вектора \У зави- 
сит только от расстояния |r|, например, поле притяжения Ньютона 
(Кулона): с cr 

(для плоского поля этот случай называется круговым полем). 
в} /[илиндрическое векторное поле (рис. 400, в),`в котором все век- 

торы V 1) лежат на прямых, проходящих через определенную прямую 
(ось) перпендикулярно к ней, 2) для точек, находящихся на одинаковых 
расстояниях OT OCH, равны по абсолютной величине и направлены все 
либо от оси, либо к ней. Если поместить полюс на оси поля, определя- 

емой ортом с, то такое поле определяется формулой У = ¢ (р) т ‚ где 

: — вектор, являющийся проекцией г на плоскость, перпендикулярную 
к оси: y=eXi(rXc). В сечении этого поля плоскостями, перпендикуляр- 
ными К оси, получаем олинаковые круговые поля. 

Координатное задание поля. Векторное поле (1) мож- 
но определить посредством трех скалярных полей У! (г), У? (г) и V8 (г), 
являющихся коэффициентами разложения V по трем каким-либо неком- 
планарным векторам ет, €2, ез: 

У = Vie, + V2eq + Vex. (2) 

Если за эти векторы приняты координатные орты 1, j, К, a коэф- 
фициенты Vi, V2, V3 выражены через декартовы координаты Х. у. 2, TO 

У = Ve ix, у, z)i+ Vy (ху 2] НИ, (x. у, z) К, 12a) 

т. е. векторное поле определено посредством трех скалярных функций 
от трех переменных (задание поля в декартовых координатах). В цилин- 

дрических и сферических координатах орты — векторы е„, en, e(=k)
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(рис. 401) и e. (= =) , eo» ев (PHC. 402) являются касательными к коор- 

динатным линиям в каждой точке, а коэффициенты выражены через 
соответствующие координаты: 

У= У, % де, + У, р, % Зе, У, (P, % Ре, (26) 

У- И, (^, +, 8) е, Ve (г, $, 8) ey + V(r. +, 9) ep: (2B) 

В этих случаях орты изменяют свое направление при переходе от одной 

точки к другой, оставаясь взаимно перпендикулярными. 

Рис. 401. Рис. 402. 

Формулы перехода от одной системы к дру- 
гой. 

а) Выражение декартовых координат через цилиндрические: 

У. =И созф — V, sine, у = у sine + Ир 608 т, Vi=V,. 
p 

6) Выражение цилиндрических координат через декартовы: 

= i = - i — Vo у cos ф -- Vy sin 9, Vo И sin e+ Vy cos », , у. 

в) Выражение декартовых координат через сферические: 

V = И, п  созФ — и. sin’? + И, cos 9 cos 9, 

у= V sin 8 sin p -- Vo cos $ + Vp sin cos 9, 

v= Vv, cos § — Ур sin 9. 

г) Выражение сферических координат через декартовы: 

И. = И, т § созф + V sim § sin ¢ +V, cos 0, 

Г =— V sing + Vy cos ?, 
ф 

И, = V,.cos 6 созф + И, cos @ sing — V, sin 6.
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Выражение сферического векторного поля через декартовы коор- 
динаты: 

V = (Ух? + У? + 22) (xi + у} + zk); 

выражение цилиндрического ПОЛЯ через декартовы координаты: 

У=ф (У x? + y2) (xi + У]. 

Наиболее удобны для изучения сферических полей сферические 
координаты (У = У(л)е rhs a для цилиндрических — цилиндрические 

(V = V(p) en) В случае плоского поля: 

У = V(x, Wit Vy (Х, У) j= у (уе, + Vo (x, У) e, (PHC. 403), 

для кругового поля: 

У=е (Их - 2) (xd + yf) = (р) ep" 
Линии тока. Кривая Г, такая, что в каждой ее точке М (г) 

вектор V(r) касается Г, называется линией тока векторного поля 
У (г) (рис. 404). Через каждую точку поля проходит одна линия 

5-
7 

>
 

w
e
y
 

Рис. 403. Рис. 404. 

тока; линии тока между собой не пересекаются (за исключением точек, 
в которых функция У не определена или У =O). 

Примеры: Линии тока центрального поля — прямые, соединяющие 
центр с точкой поля; линии тока поля У = cXr— окружности, лежащие 
в плоскостях, перпендикулярных к вектору с и имеющие центры на 
оси, параллельной с. 

Дифференциальные уравнения линий тока поля, выражевного в де- 
картовых координатах: 

ах dy dz. ах dy, т=у=т; для плоского поля у =у *. 
х у Е. x J 

8. Градиент 

Производной скалярного поля U=U(r) в данной 
точке г по вектору с называется предел отношения: 

ou = jim Zetec) —U ir) (puc, 405). 
oc e— 0 & 

* О решении этих дифференциальных ypasucnu cm. стр. 439 и 449.
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Производной поля И =0(г) в данной точке г в направлении орта с0 

называется производная — . Производные по вектору ¢ и ero opty с0 
oc? 

в данной точке связаны соотношением 

oU с | oU 

oc — co” 
9и 
эсб Указывает скорость возрастания функ- 

ции U в направлении с0 в каждой точке; из 
всех производных в данной точке по раз- 

личным ортам наибольшей является произ- 
Рис. 405. 0 

водная -— в направлении нормали n (ий — opr 

пормали) к поверхности уровня в этой 
точке (в сторону возрастания фупкции U); производная по орту в лю- 
бом другом направлении выражается формулой 

90 aU ou 
— == —— cos (с0, n) = -— cos, 
oc® on ( } on ` 

Градиент поля U(r) цобозначается; grad UV или у0 *) — век- 
тор, определенный в каждой точке поля, имеющии направление нор- 
мали к поверхности уровня (в сторону возрастания И) и длину, pape 

ную -—. 
on aU 

Производная сб Равна проекции grad U на направление с0; 

9 
cae = 7d x00 = С grad О. 

Координаты градиента: 
в декартовои системе 

ou. , 90 0U 
grad = rit sito 

в системе цилиндрических координат 

ou 100 OU 
grad 0 = oo бр Го de &e Кд: fe 

в системе сферических координат 

и 1 00 1 oU 
grad U = 55; е; + cin d be fot FO Pe 

В тех точках поля, где линии уровня, проведенные согласно условию 
на стр. 530, оказываются начерченными более густо, абсолютная вели- 
чина градиента больше; в точках максимума и мииимума поля [в них 
поверхности (линии) уровия вырождаются в точку] grad U = 0. 

Дифференциал скалярного поля — полный диффе- 
реициал функции U (см. стр. 305): 

{101 OU 9и 
dU = grad U dr = 9х Ч + oy 4 +o; 42. 

* О символе у (набла) см. стр. 543,
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Правила вычисления градиента *: 

gradc =0, grad (U; + Uy) = grad Uy + grad Ug, grad (cU) = с grad U, 
d 

grad (U,U2) = U, grad Ug + (5 grad U;, grado (Ц) = fa grad U, 

grad (V,Vo) = (Vy grad) Ve + (У. grad) Vy + Vy X rot V2+VexXrotV, **. 

В частности, grad(rc) = с. 

Градиент центрального поля: grad U(r) =U’ (г) - (сферическое 

г 
поле); в частности, grad 7 == — (поле единичных векторов). 

Градиент как объемная производная. Объемная 
производная скалярного поля (см. стр. 541} есть вектор, являющийся 
градиентом этого поля; это свойство можно принять за определение 
градиента: 

ф (4$ 
3 

grad U= lim ———. 
U— У 

9. Криволинейный интеграл и потенциал 
в векторном поле *** 

Определение, Криволинейным (линейным) интегралом век- 
тор-фуикции У (г), взятым 

АТ. - Е > 

ий по. пути АВ (обозиачаетея 
AM 

Г nf / | У (г) dr), пазывают скаляр Р, 

АВ 
получаемый следующим 00- 
разом: 

1) Пусть АВ (рис. 406) раз- 
бивается промежуточными 
точками 

А; (г:), Ae (fo), Фо А’ (Г, _1) 

Рис. 406. (А=А,, BS A,) 

на п малых отрезков, приближенно изображаемыми векторами 

.— Г. -= Ar. . 
РРР ist 

2) Впутри (или на границе) каждой элементарной дуги A А; вы- 
1—1 

5прается одна произвольная точка М,, имеющая радиус-вектор TF. 

3) Значения фуикции У (г) в этих выбраниых точках скалярно 

умпожаются на Аг, |. 

4) Все полученные л произведений складываются. 

* Здесь и дальше с и с — постоянные. 
** () выражениях (V grad) Wu rot V см. стр. 544 и 542. 

**" Этот параграф является векторным изложением теории криво- 
линейного интеграла второго типа общего вида (см. стр. 416).
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nr 

e ~w 

5) Вычисляется предел полученной суммы > V (rj) Аг; |, Когда 

i=] 
длина каждого элементарного вектора Аг, стремитея к нулю 
(и, следовательно, п -+ с5). t1 

Если этот предел существует и не зависит от выбора точек А; и 

М,, то он пазывается криволинейным интегралом 
р 

}ушаг 1 im Sv Gay, —1* 

АВ и р t=| 

Ecan функция V(r) непрерывна *, а дуга АВ непрерывна и имеет 
непрерывно врашающуюся касательную, то криволинейный интеграл 

\ V ir) dr существует. 

AB 
Механическое значение интеграла. Если поле У 

силовое, то Р == Sv (г) 4г равно работе, которую сила У произведет 

АВ 
при переносе материальной точки no пути АВ. 

Свойства криволинейного инте- 
грала: ; 

a) \ У (г) аг = \ У (г) dr + \ У (r) ar: 

ABC AB BC g 

6) \ У (г) dr = — \ У (г) аг (рис. 407); A 

AB BA Рис. 407, 

в \ [У (г + W(r)]d r= У (г) аг-- \ W (r) ar, 

AB AB AB 

| cVindr=ce| V ir) dr. 

AB AB 
Вычисление криволинейного интеграла, задан- 

ного в декартовых координатах. сводится к вычислению криволиней- 
ного интеграла второго типа общего вида (см. стр. 416-—417): 

\ Vn) аг = \ (Иа + Vydy + ,а2). 

AB AB 
Циркуляцией векторного поля называется криволинейный 

интеграл этого поля, взятый по замкнутому контуру (обозначается 

У ar, где С — замкиутая кривая). 

С 

* Для непрерывности вектор-функции У (г) необходима непрерыв- 
ность всех трех скалярных функций, являющихся коэффициентами в 
разложении V по векторам е;, ео, е;.
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Консервативное (иначе потенциальное) поле — векторное 

поле, в котором криволинейный интеграл \ У dr не зависит от пути, 

АВ 
соединяющего А и В, а зависит только от положения самих точек 

и В. Циркуляция в консервативном поле всегда равна нулю. Кон- 
сервативное поле всегда безвихревое: 

rot У =0 (1) 
(cm, стр. 546); это равенство есть необходимое и достаточное условие 
при непрерывности частных производных от координат поля для кон- 
сервативности поля. В декартовых координатах: 

OV, OV V * Ove _ | y 9 2 ov, ОИ, 

oy Ox ' 02 ду '’ Ox Oz 
[для плоского поля — только одно первое равенство (1а)]. 

Потенциал консервативного поля. Если в консер- 
вативном поле фиксировать начальную точку A (го) и изменять конеч- 

г 

(la) 

ную В (г), то интеграл \ У (г) dr (обозначается \ У (г) ar) является 

АВ Го 
r 

скалярной функцией г; \ V (г) dr = (г), и скалярное поле ф (г) назы- 

Го 
2 вается потенциальной функцией или потен- 

циалом поля V (г) **. Потенциал поля определев 
) с точностью до произвольного постоянного сла- 

Gir) raecmoro, зависящего от нижнего предела го; 
разность потенциалов: 

Air, го 

e (г) ф го = } У ае. 
0 Г! 
| Связь градиента, криволиней- 

ного интеграла и потенциала. Если 
, У (г) = grad U(r), то U(r) есть потенциал поля 
Рис. 408. У (Г) *** и обратно. 

Вычисление потенциала U кон- 
сервативного поля У = У 1 -- И} -- VK, задан- 

ного в декартовых координатах, равносильно задаче вычисления 
функции U по ее полному дифференциалу: AU = у „ах -- У ЧУ -- V dz 

LV, Vi, V, должиы удовлетворять условию (1а)]; И определяется из 

системы уравнений: . 
OU _ ви _ у 

Ox *' oy y’ Oz =’ 

* Это условие интегрируемости (cp. стр. 315). 
** Это первообразная функция (ср. стр. 418). В физике потенциа- 

лом Ф\(Г) в точке г называют иногда величину, противоположную по 
г 

знаку: «— \ У (г) dr». 

ro 
*** Или <минус потенциал поля V (г)> (см. предыдущую сноску).
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Практически потенциал вычисляется интегрированием по ломаной 
(рис. 408), составленной из отрезков, параллельных осям координат 
(см. вычисление первообразной функции на стр. 419): 

г х 

U= \ V dr = U (Xo, У, Zo) + \ у, (x, Yo, 20) ах + 

Yo xo 
y z 

+ \ Vy (x, У, 20) dy + \ У, (х, У, 2) ая. 

Yo 20 

10. Поверхностные интегралы * 

Вектором плоской площадки 3, ограниченной конту- 
ром С. вдоль которого установлено положительное направление, 

Лицевая = 
сторона 

а) 
Рис. 409. 

называется вектор $ (рис. 409, а), модуль которого равен величине $ 
площади Я, а направление выбрано перпендикулярно к ® так, чтобы 
от его конца положительный обход пло- 
щадки казался идущим против часовой 
стрелки. Таким образом, выбор положи- 
тельного направления на контуре пло- 
щадки связан с выбором лицевой сто- 
роны площадки (т. е. стороны, от которой 
отходит вектор $); эта связь переносится 
на любую кривую поверхность, ограничен- 
ную некоторым контуром (рис. 409, би в). 

Три вида интегралов по 
поверхности » (ограниченной не- 
которым контуром или замкнутой поверх- 
ностью). Поверхностными интегралами 
в скалярном или векторном поле назы- 
ваются величины, образуемые следую- Рис. 419. 
щим образом: 1!) поверхность 3, на кото- 
рой выбрана лицевая сторона (рис. 410), разбивается произвольным об- 
разом на п малых (‹элементарных>) площадок 45, каждая из которых 
приближенно принимается за плоскую, и соответствующий вектор пло- 
щадки обозначается as, (при этом в случае замкнутой поверхности 

положительное направление обхода площадок выбирается так, что- 
бы лицевая сторона, от которой отходит вектор as, была внешней}; 

* Этот параграф является векторным изложением теории поверх- 
ностного интеграла второго типа общего вида (см. стр. 434).



540 ВЕКТОРНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

2} внутри (или на границе) каждой площадки выбирается произвольная 
точка Г;; 3) составляется произведение: в случае скалярного поля 

U (r;) dS, а в случае векторного поля У (г;) as; или У (г; X 4$; 

4} произведения, составленные для каждой площадки, складываются; 
5) совершается переход к пределу при л -+ © и 4$ -»+0*; 

А. Поток скалярного поля 

1 № 

Б. Скалярный поток векторного поля 

Q= lim У (r:) dS. = \ \ (г, dS. 
sity Da t 1 

В. Векторный поток векторного поля 

R= lim Vir) X a8, =| Vin x as = 

Вычисление интегралов по поверхности в декартовых координатах 
сводится к вычислению поверхностных интегралов второго типа (см. 
стр. 432) и производится по следующим формулам: 

z A) \ vas =\\ vayazi+ 
уг у a 

0 +} \ Udzdxj+\\ (ах ук. 

тех ху 
0 

alee ee cae 
x x 

x у ye 

ху аи, +f V dz ax+\\ Vdx dy. 

бах ху 

B) \ ух аз = | \ (УД — Vyk) dy dz + \\ (Vk — И de ах + 
р и 3 

+ \\ (Vyi — ИЛ ах dy. 

Bey 
- 

Каждый двойной интеграл распространяется на площадь — проек- 
цию 3 на координатные плоскости *** (рис. 411), причем в выражениях, 
стоящих под знаком интеграла, следует одну из переменных (Хх, у 
или 2) выразить через две другие из уравнения поверхности $. 

* Площадка стремится к нулю в смысле, указанном в сноске *** 
на стр. 420. 

** Для каждого из этих интегралов имеет место теорема существо- 
вания, аналогичная приведенной на стр. 433 (точную формулировку 
се мы опускаем). 

+99 Проекция берется зо знаком «-|-> или «—» (см. стр. 432).
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Примеры: A) Р = \ хуг 4$ по части плоскости «+ y+ z=, за- 

+ 

ключенной между тремя координатными плоскостями (лицевая сторона 
верхняя). Имеем: 

p=\\a-y-azyeayazi+\ fu —~x—z)xzdzaxjt+ 

yz zx 

+{{ (1 — х — у) xy dx аук: 

х J 
2 Li — 

| Ца -у- 2 2 дуг = \ | (l—y— 2) yz dydz= 75 } 
y2 0 0 

остальные два интеграла вычисляются аналогично, результат: 

1 . 
Р = G tJ +k) 

B) Q=\ras = \\xayaz+\\ yazax+\\zaxay по той же 
уг 2х ху 

11 — х 
1 

поверхности. \\ zaxay— \ \ U—x— ydvdx=e,; осталь- 

о 0 ху 
| | | | 

ные два интеграла вычисляются аналогично; Q = 5 + т + 5 =2. 

В) ® = }гха$ = ем ty) + 2ю x (ay dz it dz ах + ах dy ky 

by = 

по той же поверхности. Аналогичные вычисления дают В == 0, 
Интегралы по замкнутой NOBEPXHOCTH обозна- 

чаются: ф U as ф У aS, ф V x ds. 

$ t $ 

11. Объемное дифференцирование 

Определение. Обьемными (ипаче пространственными) про- 
изводными скалярного или векторного поля в точке. г называются 
величины трех видов, получаемые следующим образом: [) точка г 
поля U(r) или Vir) окружается замкнутой оболочкой 1; 2} вычи- 

сляется интеграл по поверхности £ ($ U ds, $ V 4$ или ф Vx as ) 

x у Хх 
9) находится предел отношения этого интеграла к объему и, заклю- 
ченному внутри этой поверхности $, если этот объем и стремится к 
нулю (в смысле, указанном в сноске на стр. 421). 

Объемная производная скалярного поля является его градиев 
том (см. стр. 536), а объемные производные векторного поля приводят 
к понятиям дивергенции и ротацин,
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12. Дивергенция векторного поля 

Определение. Дивергенцией или расхождением поля У 
обозначается div У или yV *) называется скаляр, определенный в каж- 
дой точке поля и являющийся объемной производной этого поля: 

\ vas 

div V = fim — 
v—+0 v 

Формулы для вычисления дивергенции: 
д OV OV 

div = >: + > + 5 (в декартовых координатах); 

УЕ 9 ру) 19 OMe в цилинд ических ко натах): div =F Op Рир 5 OP Oz р ординатах}; 

, ‚ OV } (в сфери- 
div V = 1 E {72 и,) | + Sin 6 _? + and | 5p csin "| ческих ко- 

г? | дг г 5118 0 r sin ординатах) 

Правила вычисления дивергенции: 

dive =0, div(V,; + Vz) = div У, + div Vo, div (СУ) =c div V, 

div (UV) = U div V + У grad U Е частности, div ге = | , 

div (У, Х Vo) = У. rot V; — У; rot \.. 
Дивергенция центрального поля; divr =3, div 9 (Г) г = 389 (г) - гф' (7). 

13. Ротация векторного поля 

Определения. Ротация (иначе ротор или вихрь) поля У (0бо- 
Значается: rot V, сиг! У или ух V *) есть вектор, определенный в каж- 

дой точке поля и являющийся 
объемной производной этого поля, 
взятой с обратным знаком: 

гор У = — lim < уха$) +. 
yx) \Э 

$ 

Другое определение: рота- 
цией поля \У называется вектор, 
образуемый следующим образом: 
1) через данную точку г проводят 
небольшую площадку 5 (рис. 412); 

2) вычисляют циркуляцию ф У аг 

С 
(см. стр. 537} вдоль контура, огра- 

ничивающего эту плошадку; 3) рассматривают отношение эгой цир- 
куляции к площади $, когда $ стремится к нулю, стягиваясь к точке г, 
причем положение илоскости плошадки остается неизменным; 4} изме- 
няя направление этой площадки, устанавливают направление, при 

Рис. 412. 

* О символе т (набла) см. стр. 543. 
** Знак «минус» можно устранить, @сли поставить множители под 

Энаком интеграла в обрагном Порядке; \ dS & V (см. стр. 922),
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котором полученный предел достигает максимума; 5) в точке г опре- 
деляется вектор гоЁг, модуль которого равен полученному максимуму, 
а направление совпадает с направлением вектора площадки $ тах: 

\ У dr \v ат 

(Cmax) проекция rot V 
гор V\== lim — ~——; на нормаль к | lim 

S—+0 Smax площадке 5 $0 5 

Ротация потенциального поля равна нулю 
(следует из теоремы Стокса, стр. 545). 

Координаты ротации: 

OV ду OV OV 
ra V = (52-2)! (2 - 2) (5-5 к 

ду Oz Oz Ox Ox ду 

(в декартовых координатах), 

y 19 2 OV ОУ, ov, 

rol = (+= - wt) e+ (5 - 52) eet 
l O(pV_) 1 ОТ, 

+ (5 ——fk — — ~ | e_ (в цилиндрических координатах), 
p бр р op} = 

БУ = 9. (sin OV ) 9 
го = | ть (2 a 2-5) е,+ 

1 O(r Vp) | У, 

тя | ++ 
1 OV 1/д 

+ |; Sind Oe 77 (5; (r У ) ер (в сферических координатах). 

Правила вычисления ротации: 

rot (V; + М.) = го V; + rot Vo, rot (cV)=c rot У, 

rot (UV) = Urot У + grad UX V, 

rot (У, x Vo) = (Vo grad) У! — (У, grad) Vo +- У, div у, _ Vo div У, $. 

Вихревыми линиями поля У называются линии тока поля 
rot V (стр. 534). 

14. Операторы У (Гамильтона), (aV) и А (Лапласа) 

Оператор Гамильтона у (Habla) — символический вектор, 
заменяющий символы градиента, дивергенции и ротации: 

УИ = ягад 0, УУ = ЧУ yx V=rotV: 

введение его упрощает вычисления в векторном анализе. Выражение 
оператора Гамильтона в декартовых координатах: 

д д 0 
v= ay tay it ak 

Формально перемножая этот вектор Ha скаляр U или на вектор V (ска- 
лярно или векторно), выраженные в декартовых координатах, полу- 
чаем формулы для градиента (стр. 535), дивергенции (стр. 542) и рота- 
ции (стр. 543) в декартовых координатах. 

* О выражении У grad см. стр. 544.
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Правила вычисления с оператором у. а) Если у стоит пе- 

ред линейной комбинацией Уз:хь где а, — постоянные, а Х, — функции 

точки (безразлично— скалярные или векторные}, то у (Ma, X)=Ma;0X;. 

6) Если у стоит перед произведением функций точки Х, У, 2 
(скалярных или векторных), то он применяется поочередно к каждой из 
этих функций (над нею в этом случае ставится знак |) и результаты 
складываются 

| } } 
х (XYZ) = у (XYZ) + я (XYZ) + у (XYZ); 

затем полученные произведения преобразуются по правилам векторной 
алгебры так, чтобы 3a оператором у стоял только множитель, снаб- 
женный знаком |} этот знак после вычисления можно не писать. 

| 1. } 
Примеры: 1} div (UV) = 9 (UV) = y (UV) + 9 (UV) =У,т0--0-уУ= ем ум, у ( )+ (UV) № 

2) div (Vi X Vz) = у (У Х Ve) = у (V1 X Vo) + 9 (VX Ve) = Vi Vet 

+ 9ViVe=VorVi — VivV2= У (ух Vi) — VilvXV2)=Verot У, — Уго! Ve. 
dvi) Оператор (ay). При вычислениях может 

получиться  операторное выражение (ay) = 

ад На, бу a 5k. Вектор (ау) V = 

= (а grad) У называется градиентом векторно- 
го поля V по вектору а; Ol равен производной 
вектора V по вектору а; y Шу 

(ау) V = (а grad) У =[а|. fim, (rea — (г) 

2 -+ 

(рис. 413). 

} 
Пример: grad (У1У>] = у (У У) = у (М: У2) + у (V1 Ve). 
По формуле b (ac) == (ab)e+aX (bX с} (см. стр. 522) получаем: 

grad (М1 Уз) = (Vay) М1 -- Va Х (я Х Vi) + (Viv) Ve + У Х ця & Ve) = 
== (Vo grad) Vi + Vo X rot Vy -- (У, grad) Уз + Vy X rot Va. 

Выражение (ау) У может быть преобразовано по формуле: 

Qiay) У =го У X al + grad(aV) а У —Vdiva —axXrot V — Ух гда. 

Двукратные применения у; одератор A. 

уч X V) = div rol У =0, 

2) ух (yU) == то! yrad U =0 для всякого поля, 

3) (УИ) = у огаа U= AU 

Рис. 413. 

А (иначе yy, V2) — оператор Лапласа: его координатное выражение: 

0920 090 90 
QU = 98 ду: + 92 (декартовы координаты), 

sU= { oa >) 1 0°И ru ) 
= 5 56 p Op 53 Op? 922 цилиндрические координаты). 

020 200 | eu 100 1 ou 
ло — sets or + нае Ром Ня 5 

(сферические координаты).
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4) у (vV)=graddivV и 5) УХ (9 ХУ) = го rot У связаны между 
собой формулой: v(vV) УХ (9 ХУ) = AV. Здесь AV = (уу) У — опера- 
тор Лапласа, примененный к вектору V: 

(2s av. ди Ay 
aV=aV it avi +avk=\se + oe Xo spe Jit 

92У 02У Or V ди O2V 02V У ==) (“2 5 2 5 а) 
(Se + ду? + i+ Ox? > + Oy? + 022 к 

15. Интегральные тгоремы * 

Теорема Остроградского-Гаусса: 

G vas = \ div V ae, 
я UV 

— скалярный поток поля У через замкнутую поверхность 3 равен 
интегралу от дивергенции У распространенному на объем о заклю- 
ченный внутри » 

В декартовых координатах: 

\\ Yayde+ Vy dz dx + V, dx dy) = 
v 

(5= ий. oz ) 

=} Ox + ду т 5 dx dy d2 
U 

(Vy. у. у, — функции трех переменных: x, уи 2). 

“rt eopema Стокса: 

QV de =} 48 

— циркуляция поля по кривой С равна потоку ротации через любую 
поверхность Х, ограниченную контуром С ** 

В декартовых координатах: 

| (Vi det Vydy+ V, a2) = 
С 

OV. oV OV’. oV ди OV 
= —2% _ wy 2 У__х | ( 5 — 5; ) dydz +(52 -52) агах-+ (55 ) ax dy. 

Для плоского контура (формула Грина): 

бан Vy ay) = \ (52 ~ 3) dx dy 

(V,. и у— функции двух Переменных хи у). 

* Ср. стр. 435—436. 
** Точнее см. стр. 435.



546 ВЕКТОРНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

Теоремы Грина: 

1) \ Uy grad Из dS = \ (И1А Ц» + grad U; grad Us) do, 
у @ 

2) \ (И: grad Оз — Ug grad Uy) dS = \ (U,; AUg — ЦАО!) do 

х Uv 

(Оти И. — скалярные поля, 2 — поверхность, ограничивающая объем 9). 
В частности (при И; =1: 

3) \ grad О 4$ = \ AU dv. 

у v 

В декартовых координатах теорема 3) принимает следующий вид: 

и ou eu 92и 0 1) о dy dz + у dedx+S dx dy=\ (5 Sor t ger) a? 
% 

16. Безвихревые и соленоидальные векторные поля 

Безвихревым полем У называется поле, ротация которого 
всюду равна 0. Если rot У ==0, то V = grad И; функция О {потенциал V) * 
в любой точке М может быть выражена формулой 

i ¢ div V dv 
U=— |. (1) 

к г 

где г — расстояние dv от М; интеграл распространяется на все про- 
странство **. 

Соленойдальным полем V называется поле, дивергенция 
которого всюду равна 0. Если div У = 0, то существует такое соленоин- 
дальное поле \ (векторный потенциал V), что У =rot W и 

М = — 
г 

к 

1 jes ; 2) 

г имеет TO же значение, что и в формуле (1); интеграл распространяется 
на все пространство ***. 

Любое векторное поле У, достаточно быстро убывающее при уда- 
лении в бесконечность, может быть единственным образом разложено 
на сумму безвихревого поля У\У1 и соленоидального поля Ve (V = Vi -- Va), 
которые определяются формулами: 

rot Vado 
r 

‘div Уа» 

\- = 
1 

Vi == — дл grad ; У = cot 

* Или «минус потенциал Vy», см. сноску ** на стр. 538. 
** Формула {1} справедлива, если дивергенция поля У дифференци- 

руема м достаточко быстро убывает при удалении в бесконечность. 
*** Формула (2) справедлива, если ротация поля У дифференциру- 

ема в достаточно быстро убывает пра удалении в бесконечность.
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Поле с точечными источниками. /Лоле Ньютона 
е 

(Кулона) Е = г безвихревое всюду и соленоидальное всюду за исклю- 

е 
чением полюса О (источника поля). Его потенциал U = -- *, Скаляр- 

пый поток ф Е dS равен нулю, если поверхность S не заключает внутри 

5 
себя источника, и равен 4пе, если источник расположен внутри; вёли- 
чина е называется обильностью (или интенсивностью} источника. 

Ньютоново поле с источником в точке Py; 

ej 

Tron (r — r1); 

с несколькими источниками ги, га, Tg, ..., обильность которых соответ- 
ственно равна 61, ез, ез, ...2 

Diet = » ——*, ( —F,). 
{r—r,|8 t 

Поток феаз равен нулю, если поверхность S не заклюжает внутри 

себя источников, и равен 4 у е, если источники расположены внутри 

(У распространяется нз источники, заключенные внутри $}. 

17. Уравнения Лапласа и Пуассона 

Уравнение Лапласа. Разыскание скалярного поля U, для 
которого 4U == 0 (div grad U = 0), приводит к уравнению Лапласа — диф- 
ференциальному уравнению в частных производных: 

OCU , 020, AU _ 0 

ox? ‘ dy? ¢° dz* 
или, На плоскости, 

UU 
0х? ‘ ду? у 

Функции, удовлетворяющие этому уравнению (непрерывные и имею- 
щие непрерывные частные производные 1-го и 2-го порядков), назы- 
ваются функциями Лапласа или гармоническими функциями. Если 
известны значения гармонической функции в точках замкнутой поверх- 
ности 2, то этим вполне определяются значения этой функции во всех 
точках внутри этой поверхности; нахождение их представляет задачу 
Дирихле (см. Смирнов, т. If, Гольдфайн, стр. 585, 588 справочника). Если 
на некоторой замкнутой поверхности известны значения гармонической 

„ 90 . 
фузкции U и ее производной on 8 направлении нормали (внешней) 

* Или -- 

|
 
о 

; см. сноску ** на стр. 538,
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к этой поверхности, то значения Ил в точке М внутри поверхности 

находятся по формуле 
| 9— 

j { dU | r 

x У 

где г — расстояние dS от точки М. 
Уравнение Пуассона. Разыскание скалярного поля U по 

данной дивергенции p(x, у, 2) его градиента приводит к уравнению 
Пуассона 

АИ = р (x, у, 2) 

920, 020 , 9?0 
Gxt + gy Г бе =P 3, 2). 

HAW 

Если р — непрерывная функция и известно, что при г -+ со (т. е. при 
удалении точки в бесконечность) функция И стремится к нулю и 
притом достаточно быстро, то решением уравнения Пуассона является 
ноютонов потенциал функции р, определяемый формулой 

1 срао 
Um=— ae р, 

где 7 — расстояние элемента объема dv oT точки М; интеграл распро- 
странен по всему пространству (подробнее см. Гольдфайн, стр. 588 
справочника). 



Ш. РЯДЫ ФУРЬЕ (ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ) 

I, Общие сведения 

Основные понятия. В целом ряде Задач (дифференциаль- 
ные уравнения, теория колебаний) бывает нужно заменить данную пе- 
риодическую функцию f(x) с периодом Т точно или приближенно три- 
гонометрической суммой 

a 
51 (%) = > “+ а1 COS wx + 42 Cos 2wx +... На, COs лох + 

+b, sin wx + 55 sin 2х +... + о sin Лох, 

Qn 
где © = 1 (если T= 2%, то w = 1). Приближение S, (4) к f (x) является 

 аилучшии (в смысле, указанном ниже, см, стр. 550), если за коэффи- 
циенты a, 4 0, (k= 0, , 2, es) Выбраны коэффициенты Фурье даннои 

функции: 

Т хо Г 
в=Т| f (x) cos Кох dx = 5 \ Ех) coskwx dx = 

0 Xy 

T/2 

=> \ Lf (x3 +f (~ х)] созкох dx, 

0 

T №9 + Г 

= 2= 7) f (x) sin hoxdx == \ f (x) sin Вох dx = 

0 хо 

T/2 
2 

=F \ (f (x) — f(— х)] sin kwx dx 

0 
(формулы Эйлера). 

Если, для некоторой совокупности значений %, S$, (x) при + со стрё- 
мится к определенному пределу $ (х).то для этих хмы имеем сходящийся.
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ряд Фурье данной функции fF (x): 

$ (x) = + A; COS OX -+ а5 COS 2W¥ + «ee + a, cos пох -- ... -Ь 

+. 61 sin wx +- bg sin 2wx +... b, sin пох +... 

Ряд Фурье может быть также записан в виде: 

$ (x) = ~ + A, sin (Фх--Ф1)-Е Аз sin (2mx-+-¢99)+.. +A, sin (NnWx+9 )+- soe, 

5 а 
где Ау == й a+ bp u tg = . В комплексной форме ряд Фурье 

k 
может быть записан так: 

+00 
ino 

S (x) = > се" * 
n 

— oo 
где 

1 Г : ох 5 (a, 7 iby) при rt > 0, 
a= FN У (хе ах == 

0 5 (п +1b_,) при n<0. 

Нахождение ряда Фурье данной функции f (x) составляет задачу гар- 
монического анализа. 

Основные свойства рядов Фурье. 
1. При приближенной замене функции f (x) тригонометрической 

‹уммой 
п п 

Sy (xsy= = -{- SM. cos kax + S18, sin kaw 

1 | 

средняя квадратическая ошибка (см. стр. 572) 

Г 
a | о B= \ Uf (x) ~ 5, (ay)? dx 

0 

будет наименьшей, если за коэффициенты ad, и Bp взять коэффициенты 
Фурье данной функции. 

2. Для всякой ограниченной и кусочно-непрерывной на интервале 
0< x< 7 (см. стр. 282) функции ряд Фурье сходится в среднем к 
данной функции, т. е. 

Г 

\ (f (x) —Ss, (=) dx — 0 при ПВ -+ со. 

0 

Из сходимости в среднем следует, что 

T 
2 2% * 9 т\ [f (х)}* dx = 5 + У, (а, + 0%) (равенство Парсеваля). 

0 k=l
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3. Если функция f(x) удовлетворяет услобиям Дирихле, т. е.: 
а) интервал, на котором функция определена, может быть раз- 
бит на конечное число интервалов, в каждом из которых f (x) 
непрерывна и монотонна, H 6) во вся- 
кой точке разрыва f(x) существуют tr) 
f(x +0) uf (х — 0) (cm. стр. 282), то ряд 
Фурье для этой функции сходится, и | 

| 
сумма его равна f (+) в точках непрерыв- 
ности f (x), а в точках разрыва она равна р 

f(x —9) + f(x +9) i 
9 . ! — 97“ : — 

А. Если периодическая функция f (x) 0 3 т 
непрерывна со своими производными до 
Ё-го порядка включительно, то @ n® +0 Puc. 414. 

n 

и b ne 0 при пл —> ©. 

Симметрия. Если f(x) — функция четная, т. е. f(— x) == fF (x) 
(симметрия | рода, рис. 4), то 

Т/2 о 
4 ax 

а, = > \ f (x) cos # a dx и р, =0 (№ =0, 1,2, ...). 

0 

Если f(x) — функция мечетная, т. е, f(— x)= —f (x) (сниметрия 
Il рода, рис. 415), то 

4 ve 2 . TX 
a, =0 и jb, =F \ f (*) sin k —— ах (Е =0, 12, ...). 

0 

f(x} 

ЛАЯ — 2 

Рис. 415. Рис. 416. 

Если f (x + =) = — f(x) (симметрия Ш рода, рис. 416), то 

Т/2 , ) 

ар = \ f (x) cos (2k + 1) sad dx, а, =0, 

и > (k =0, 1,2, ...). 

о => \ f (x) sia (22 + 1) "ах, 5, =0 

0 
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Если функция нечетная и, Кроме того, обладает симметрией ПТ рода 
(Симметрия рода 1Уа, рис. 417, a), то 

1/4 
8 , Qn a, =by,=00 by, == \ f (x) sin (2k + 1) 7 ах (R=0, 1, 2, ooo) 

Puc. 417. 

Если функция четная и, кроме того, обладает симметрией III рода 
(симметрия рода 1\6, рис. 417, 6), то 

8 т 2 Tx 
b, = Ay» =0и а = 7 \ 1х) cos (2k +4- 1) т dx (k =0, 1, 2, ...), 

0 

Разложение в ряд Фурье непериодической 
функции. Всякая функция f (x), удовлетворяющая на промежутке 
0 = х= 1! условиям Дирихле (см. стр. 551), может быть разложена на 
этом промежутке в сходящиеся ряды видов; 

2 
l) ft (x)= B+ ay cos + ay cos 2X 4. ta, cos SF eect 

о, sin “= 4 dy sin? 7... В, sin п... 

или 

2) fo (x= 2 + ay оз И аз с08 2+... a, cosn tise 

или 

3) fg (x) = dy sin=* 4 ба миа И... 5, sinn* +... 

Фупкция fy (x) является периодической с периодом Т==[, совпада- 
ющей с }{(>х)* на промежутке V<x<l (рис. 418). Коэффициенты 

. 2n 
разложения находятся по формулам Эйлера (см. стр. 549) при w =т. 

Функция fo (х] является периодической с периодом Г == 21, обладает 

*В точках разрыва считаем f (x) == 5 (f (« — 0) + f (x + 0).
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симметрией 1 рода и на промежутке 0 = x = { совпадает с f(x) (рис. 419). 
Коэффициенты разложения fy (х) находятся по формулам для случая сим- 
метрии | рода, при Т==2/. Функция f3 (x) является периодической 
с периодом Т==2/, обладает симметрией И рода и на промежутке 
0<х< / совпадает с f (x) (рис. 420). Коэффициенты разложения fz (x) 
находятся по формулам для случая симметрии И рода при Г = 4. 

f(x) f(x) 
4 fix) Их) 

| Lif fa, ИМ, Г pf М А 
fiz) ро \ 

bad
 `
ъ
 

. 

Рис. 418. Рис. 419. 

f(x) fix) 

nN Дм i iat, 
о т 

LiL) 4 

Puc, 420, 

Интеграл Фурье. Если функция f(x) ua любом конечном 
интервале удовлетворяет условиям Дирихле (см. стр. 551), и. кроме 

-- со 

того, интеграл \ (f(x) [4х сходится (см. стр. 398), то имеет 

— oo 
место формула * (интеграл Фурье): 

+ со ++ со со = ++ 00 

f(x= 5: \ ешх dy \ (6) ег йи dt =— \ du \ f(t) cosu(#—x) dt 

— < — с 0 _ © 

(в точках разрыва принимается f(x) = olf (x —0) + f (x + 01]. Эта фор- 

мула может быть рассматриваема как предельная для формулы 
разложения в тригонометрический ряд непериодической функции 
1(х!} на интервале {—1, +1) при [1-+ о, В то время как ряд Фу- 
рье дает представление периодической функции (с периодом Г} в виде 

ow rie 

суммы гармонических колебаний с частотами un = =1, 2,...) и 

амплитудами Ап, интеграл Фурье представляет функцию f (x) как бы 

в виде суммы бесконечно большого числа колебаний с непрерывно 

* Менее жесткие условия, при которых справедлива формула ин- 
теграла Фурье, cm, Фихтенгольц, т. Ш, стр, 587 справочника,
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меняющейся частотой и; говорят, что интеграл Фурье дает разложения 
функции в непрерывный спектр, причем частоте и соответствует плот- 
ность спектра 

-- со 

__1 —iut g (4) = | уме dt. 
—oo 

Интеграл Фурье принимает более простой вид, если f(x} четная: 

ioe) oo 

f(x) = = \ cos ux du \ 1 (f) cos at at, 

и если f(x) нечетная: 

® 

(oe) со 

f(y = 2 \ sin ax ап \ f (t) sin at dt. 

0 0 

Пример: Для четвой функции f (x) == в— | Хх! получим, что плотность 
спектра равна 

92 9° 
~t 2 | = x | ол au. 

g w= — | е cos ul dt == — в!’ т.е. е я) Rol 

0 

2. Таблица некоторых разложений в ряд Фурье 

Ниже даны разложения в тригонометрический ряд некоторых про- 
стейших функций, заданных на определенном интервале и далее продол- 
женных периодически. Рядом с разложением дан соответствующий 
график. Многие простейшие периодические функции могут быть при- 

ведены к данному в таблице виду 
g изменением масштаба как по оси 
| Ox, так и по оси Oy, а также 

переносом координатных осей. 
— TT —— Например, | функция с периодом Г 

t _ 2, (ot ie (рис. 421), заданная условиями 
Oo т г т T 

4 2 y x= 2 (0 <х< +) 

Рис. 421 Т Г 

= ч<7<5) 
}(— Хх) = == f(x), сводится к виду 5 (@= 1, см. таблицу) введенисм пере- 

менных Y == y — 1, cr +5. Tak Kak sin (а +) (= +) = 

== (— 1)” cos (2n + 1) ae ‚ то, выполняя замену переменных в ряде (), 

получим для нашей функции 

27x | 2х 1 2x 
= | Ще 3— — 5 — y + — с (cos = 5 2033 та + У cos 9 т ...). 
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lLy=x для OS ¥ < Qe 
у узи -2 (91% + nde + 

и sin Зх | Ly ++...) 

2. у=х для Ох =т 

y Tt 4 cos 3x | оу (ся + 

ИЛИ МИ, cos Sx 
0 mt 2éadn 4n an in 52 + ) 

3. у=жх для —п<х<® 

i 
sin x sin 2x —2 _ 

7 ( 1 z+ 
Ia ox 

Li ' Li i 
+ sin _ ...) 

й "ИР лу heyy 
—_ 

4. уз x ДлЯ 25 =я<5 

у 
_ 4. sin 3x 

Уу== sin x — 33 + 

| 
sin 5x SWAN AA +t...) “NYP INR SINUS 

5. у=а для О<х<в 

sia 3x 4a 
yo (sia ep + 

—^ ик ё—— Lome | —— 
‘ t Ts 
1 |] ‘ t ‘ ‘ 1 | sin 5 г ++...) 

t 

| 

1 -П О п 2n Эл 4п Уп 1 
e ' 

6. у==0 для OS eae идя п - ах к, 

у=а для «зЗххк-а 

*
—
 

“
h
w
 4a : 

I= cOs asin х + 

marae T 4 п 4 ы 1 
By at ne an od и + cos За sin 3x + 

tT? т т ae >. 

10 Л пи on 7 {1 

4 = cosSa.sindx +...) 
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— ow, 

ax . . т. yo дла Os х=а, y= (sina sine + 

=a Л =х= — 1. ; J nie mom ey + 53 sin За sin 3x + 
ya ms R—-a4SrHSR Я 

+5 sin da sin ох + „.) 

g 

дп |f\ $a т \ la ИА, 
РАНИТЕ "И \! 

к 
В частности, пря a= at 

6V3a/. |. 1. +. 
у= —5 (sin x — gy sin 5x + 75 sin Tw — Fp sin Их...) 

8, y= x2 для ках 

y (cos ¥ cos 2х 
y= 3 ИИС 

cos 38x 
39’ 

x 

9, ух xX) для OS KS 

y __ 7? cos 2х cos 4x 
| 7—5 ( НТ + 

cos 6x 
+- +...) 

-п GO, п Zit IT 

10. y= x(r- x) для OS xa 

у _8 sin x 1 103 y= = n Е 33 sin х-- 

lo, 5 
+ 55 818 х+...) И И. 

А п fer \ 
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11. y=sinx для OS He St _ 2 _ 4 (cos 2« 

J == т 1.3 

, cosdx , cos 6х 

AAR tors ter to) 
оО 2 on an * 

12. у = созх для OS e¥<t (ее 

y oR 1.3 

4 $1п 4х 6 sin 6x 

| oe tpt) 
—7 ie NSW NQ2n 

—/ 

Ns 
<= XL 
п 

13. y=sinx для OS x = т, 1 ана 
у=0 дя т=х= у== У ах — 

у 2 /со52х cos 4% 

| 

= ( 1, 3 Т.5 + 

/ o™ и ‚ cos 6x 
п 0 п on в ^^ тт...) 

14. y=cosux для —п=х=® 

2и sin un 1 cos x cos 2х cos 3x yo loa tod et zt 212 и? ~— | 12 —4 uz?—9Y 

(i — произвольное, нецелое число) 

15. y=sinux для —п<х<т 

__ 2 911 ия / sin x 2sin2x | 3sin3x 

— п | — 12 4 — 12 9 — nt 

{a — произвольное, нецелое число) 

16. у= хсозх для —nrox<r 
1. 4 sin 2x 6 sin 3x 8 sin 4x 

t= — -— sini - — — _... gy SIX FT 3.5 Г В.1 

x 
п. y= —In(2sin >) для OSX St 

м = COS X + у COS 2K + 3 cOsdx +... 

2 
1 

у = сов x — y 008 2х5 cos Зх — wo. 

18. y = In (2 cos т) для OS KE 

19, yoy inctg = для OS x<t 

y = cos ¥-+ 4 08 Bx + + cos Bx + ... 
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Большое число формул разложения функций в тригонометрические 
ряды может быть получено из степенных рядов для функций комплекс- 
ной переменной. Например, из разложения 

== а 2+... 121 <1 

следует, если положить == ack? 

и отделить действительную и мнимую части: 

1--асозо-- а? cos2o+-...--a" cosnoe-+ i... = 
1 — 4 с03ф 

1 — 2а созф-- a?’ 
[а} <1. 

asin 

2a cos Ф4-а? ° 
asing -+- a%singe +... ап не... = = 

3. Приближенный гармонический анализ 

Формулы Бесселя. Приближенное вычисление коэффициен- 
тов рядов Фурье базируется на замене интегралов в формулах Эйлера 
(см. стр. 549) суммами по одной из формул приближенного интегрир - 
вания. Наиболее удобной является здесь формула трапеций (см. стр. 390}. 
При помощи нее могут быть получены следующие формулы Бесселя 
для приближенного гармонического анализа. Пусть период Г разделен 

на 22 равных частей (рис. 422), абсциссы точек деления Хр, орди- 

наты в точках деления f (х,,} = Vp (k=0, 1,..., 2n). Тогда приближенно 
2n — | 

nag = ) | У» 

Рис. 422. . тк 
nb, = У, y,sin—— y 

т =1,2,..., п 
(при этом всегда vn == 0). 

Вели составить тригонометрическую сумму 
r r 

ao 20x У Qnx 
= — с ——-!. — 5, (x) as > а, os № a b, sink 7 77 <N, 

TO эта сумма даст наилучшее приближение в смысле метода наи- 
меньших квадратов (см. стр. 573) к функции, заданной ординатами Уь 

(Е =1,2,..., 27), если ее коэффициенты будут вычислены по форму- 
лам Бесселя. В случае г = п тригонометрическая сумма 

_ ao nx 9х a 2х 
Sn = 5 а! Cos ar “fb Oe cos 2 “PF bess b-2 cosa T 

2nx 2ax 22H



ПРИБЛИЖЕННЫЙ ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 559 

коэффициенты KOTOPCH вычислены по формулам Бесселя, принимает 
при X= х, заданные значения у, и, следовательно. решает задачу три- 

гонометрической интерполяции для периодической функции (см. 
стр. 573). 

Шаблоны и приборы. Для вычислений по формулам Бес- 
селя применяют специальные вычислительные схемы и шаблоны. 
Ниже даны схемы для гармонического анализа при делении периода 
на 12 и 24 части. 

Если функция f (Хх) задана графически, то для приближенного гар- 
монического анализа, кроме применения формул Бесселя, могут быть 
использованы специальные приборы. называемые гармоническими ана- 
лизаторами. После обвода графика заданной функции штифтом анали- 
затора специальные счетчики прибора дают приближенные значения 
коэффициентов Фурье. 

Схемы для приближенного 
гармонического анализа 

Схема !. Период Т разделен на 12 равных частей. Ординаты 
точек деления: Yo. У1,.--. Miz. Находятся суммы и разности по следую- 
щей схеме: 

+7 У У Ys м Vs » | So $1 Sa *f а: 42 13 

У11 Yin Уз Уз yr 56 55 54 ds dy 

Суммы Sy Sy Sg Sg 54 Ss Se Sg 9; SQ 63 51 бо 853 

Разности ay as a3 as ds T т To Yt Ye 

Дальнейшие вычисления производятся по следующей схеме: 

Члены се косинусами Члены с синусами 

sy io, | | 
| { : To So } Sy | To!tof Sg $: 83 

со: ag : : 

{ — 0,134 ; 
{== 0,866) : | tt | : 21 11: 1 : 

0,5 Ty —Tgii Gy | 61 | : 

Суммы ..... и|+: И зи | bit ee re 

Суммы 1--1, 2 .| 6ag* | bay баз — 65, 66. _ 

Разности 1—1. .] 6ag* | баз 6a, Gag} 6d, 6D, 663 

* Следует иметь в виду, что в формулу интерпсляционного триго- 

вометрического многочлена (см. стр. 558) входят не а, за, HO > ao и 

| 
Zen,
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Прн вычислениях по этой схеме вместо св, т, &6 и 1 должны быть 
помещены соответствующие величины, умноженные на стоящие 
в той же строке слева множители (вместо 0,866 написано 1—0,134, так 
как, употребляя счетную линейку, па 0,133 можно умножить точнее, 
чем на 0.866). 

Схема Ul. Период T разделен на 24 части. Ординаты точек де- 
ления Yo, Vi, Yo, .--, Узз записывают следующим образом: 

Jo Yo У Yo $8 У У12 

Yoo Узо Yig У18 714 

¥3 № 57 3 У Уз 415 

У! Уз Yor У19 У1!7 

Для каждой группы ординат отдельно ведутся вычисления по данной 
выше схеме для 12 ординат. Обозначим коэффициенты, полученные от 

es 7. , ‘ 

первой группы ординат, через А, и B,,, а от второй — через Ар и Bp. 

Вычислив Ay и В, по формулам: 

— — | , — 1 ; , 

Ay Ay А (4,8), A= 8B, Maze (43 + Ва), 
Де Де Е (4% — В.) 

Ве (a, 4 8) B= A, B= (А! г у И! th) В» = А» a= у (Ay - В) 

— — | й ' — 
4 = — Ba Bs = ~ оз (As + Ba) Bg se — Ас 

(фактически нужно вычислять не А, и By, а их значевия, умноженные 

на 6, см. ниже), находят суммы и разности даюшше искомые коэффи- 
циенты: , 

6Ao 6A, 6A9 6A3 6A, 6A, GAg 

6Ag GA; 6Ag 643 6A, ~~ 64; 

Суммы 12а0* 12а; 12аз 12. 12а 13а5 1246 
Разности 12а12* 12911 12а1о 12а9 lag l2a7 

6B; 6B, 685 6B, 6B, 68 
6B, 68, 6B, 6B, 6B;, 

Суммы 120, 1262 1263 12b, 1265 1268 
Разности 120.4 12010 1269 12608 1267 

Синтез. Под синтезом понимают обычно вычисление значений 
периодической функции f (*), заданной своим рядом Фурье. Если в пре- 
делах допустимой степени точности можно ограничиться в ряде Фурье 
первыми шестью гармониками (т. е. считать а, = Op =0 при k>6), то 

* См, сноску на предыдущей странице.
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вычисление значений Ув = f (x,) в точках хо, Х|, Хз,..., Vit, делящих 

период на 12 равных частей, может быть проведено © помощью данной 
выше схемы | (стр. 559). Для этого необходимо поставить на место 
So, $1..... Sg Заданные коэффициенты Ap. а1...., Ag, а на место dy, 4», ... 

.. ds— коэффициенты by, ..., 65 (коэффициент 655 отбрасывается, так 
как легко видеть, что соответствуюший член ряда никак не влияет на 
значения функции в рассматриваемых точках} и произвести вычисления 
согласно схеме до конца. Получающишеся в последних двух строчках 
таблицы стр. 559 числа (вместо ба, ба!...., бав, 661..... 605) обозначим 
через ao, “1, ..., в, В1,...,В5. Гогда для получения искомых значений 
функции остается только произвести сложения и вычитания по схеме: 

40 Of & 53 Ge 045 46 

Bi Bo Bs Ba Bs 

Суммы Yo У 2 3 54 55 $ 

Разности У11 Yio ¥o Ys У7 



ОТДЕЛ ШЕСТОЙ 

ОБРАБОТКА НАБЛЮДЕНИИ 

I. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
И ТЕОРИИ ОШИБОК 

1. Теория вероятностей 

Случайные события. Ёсли некоторое событие при задан- 
ных условиях может произойти или не произойти, то оно называется 
случайным. Количественной оценкой возможности появления данного 
случайного события является его вероятность. 

Определение вероятности. Если при некоторых усло- 
виях должно произойти одно из п несовместимых случайных событий, 
причем нет никаких оснований ожидать, что OANO из них предпочти- 
тельнее других, то говорят, что эти события имеют одинаковую 

вероятность, равную р = —. 

Всли некоторое случайное событие А появляется как следствие како- 
го-либо из mM событий при общем числе п возможных событий (несовме- 
стимых и равновероятных}. то вгроятностью события А называют 

т 
число р = —. Невозможному событию соответствует вероятность 0, а 

достоверному — вероятность 1. Вероятность любого события заключается 
между би I. 

Сложение и умножение вероятностей. Вероят- 
ность появления какого-либо одпого (безразлично какого) из нескольких 
несовместимых событий равиа сумме вероятностей этих событий. 
Вероятность совместного появления нескольких событий равиа произ- 
ведению вероятностей этих событий, причем если события совер- 
шаются последовательно, при вычислении вероятности каждого собы- 
тия должно учитываться возможное влияние всех наступивших ранее 
событий. Например, в ящике находятся 5 черных, 3 белых и 2 красных 
шара. Вероятность вынуть наудачу белый шар равна 0,3: вероятность 
выпуть красный шар равна 0,2; вероятность вынуть белый или красный 
шар равна 0,3 -- 0,2 =0,5. Вероятность вынуть последовательно белый 
и красный шар равна: 0,3 - 0,2 = 0,06, если первый вынутый шар кладется 

обратно, и 0,3 . ry == 0,067, если вынутый шар не возвращается. 

Повторные испытания. Если производится mm независи- 
мых испытаний и при каждом из них вероятность события А равна р, 
то вероятность того, что событие Д появится т раз, равна 

п-т 
Рт, п = Ст р" 1 — р) (1)
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Эта вероятность будет наибольшей при пр-+-р-—-1=м < пр + р. 
При больших т и п можно получить приближенное значение Рт, п 

при помощи формулы Стирлинга (см. стр. 161) 

—х2 

т 
гле o = пр (1 —р), x=. 

При малых значениях р более точное значение дает формула 
Пуассона: 

т 
РТ е У, где у==пр*. (3) 

. т 
С возрастанием числа испытаний п наивероятнейшая частота = 

события A будет приближаться к вероятности р этого события. При 
этом вероятность того, что частота события А будет лежать между 

as as 
— -— й - — Р-- Pr, 

будет приближаться к пределу, paBiony 

а 
2 “2/9 Ф (a) = е 2dx (теорема Лапласа). 

Функция Ф (a) = 2 
-~y? 

| Х"/з ах называется интегралом вероятно- 
и 

0 
сти ** Гаусса (таблицы Ф (x) см. стр. 81—82). 

Примеры 1) Какова вероятность того, что при 400 бросаннях монеты 
частота появления герба будет отличаться от вероятности р ==1/. меньше 
чем на 1/о5, т. е. что число появлений герба будет заключено между 

1 1 as} 400 
216 и 184? Так как 2=И 40-1. 1=0 и ==; ‚то a= 0.55 = 1,6. 

Искомая вероятность по тесреме Лапласа = Ф (1,6) = 0,8904, 
2) Пусть вероятность получить бракованное изделие равна 0,01. 

Какова вероятность наличия ие более трех бракованных изделий в партии 
из 100 штук? Искомая вероятность равна P=Po, 100--Ра, 100-+P2, 100 +P3, 100- 

По формуле Нуассона (у==1) получим р = = P+1+ 5 + 5) == 0,9810. 

Применение интеграла Гаусса в даниом примере дает слишком грубый 
результат (р == 0,928). Немногим лучший результат (р == 0,938) полу- 
чается с помощью формулы (2). Точное значение р == 0,9816. 

* При р, близких к единице, также применяется формула Пуассона 
путем рассмотрения события, противоположного А («не 4»), имеющего 
малую вероятность G= 1 — р. 

** Часто интегралом вероятности называют функцию 

2 —{2 
ее dt = (ХУ).
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Закон больших чисел. Следствие теоремы Лапласа: С ве- 
роятностью, сколь угодно близкой к |, можно ожидать, что при доста- 
точно большом числе испытаний частота события А будет сколь угодно 
мало отличаться от его вероятности {закон больших чисел — теорема 
Бернулли). 

Случайные величины. Случайной величиной называется 
переменная величина, значения которой зависят от случая. Примеры 
случайных величин: число попаданий в мишень при данном числе 
выстрелов, число очков, выпадающее при бросании игральной кости, 
скорость молекулы газа. 

Для характеристики случайной величины ипужно знать совокуп- 
ность возможных значений этой величины, а также вероятности, 
с которыми эти значения могут появляться. Эти данпые образуют 
закон распределения случайной величины. Вели случайная mepe- 
мепиая величина А может принимать любые значения, находящиеся 
в некотором интервале (а, 6) (такая случайная величина пазывается 
непрерывной), то вероятность того, что величина А примет какое-либо 
определенное значение x, равпа нулю, так как число возможных случаев 
бесконечно. Считая, что для каждого малого участка, находящегося на 
интервале (а, 5) допустимых значений переменной A, вероятность попа- 
дания А на этот участок пропорциональна его длиие, можно охаракте- 
ризовать случайную величину A, указав вероятность $ (x) 4х того, что 
х<А-<х-Е ах. Функция $ (x) называется плотностью распределения 
вероятности случайной величины А. Из теоремы о сложении вероят- 
ностей следует, что вероятность попадания A в интервал OT Хо до xy 

x1 

равна \ ф (x) dx. Так как случайная переменная величина всегда при- 

хо 
+00 

нимает какое-либо значение, TO \ ф (х) dx = 1. 

— со 
Среднее значение случайной величины. Если случайная 

величина х может принимать значения хи, Хэ, ..., хя с вероятностями 
соответственно ру, рэ, ..., Ри, то средним значением величины х (ее 

математическим ожиданием) называется 

it 

x= У pix La Pi* is 
{== 

Для непрерывной случанной величины у с плотностью распределения 
вероятности $ (y) математическое ожидание равно 

-l-co 

y= } м0 ay. 
— со 

Примеры: 1) В лотерее из 1000 билетов имеется один выигрыш 
в 1000 руб., 10 выигрышей по 100 руб. и 100 выигрышей по 20 руб. 
Закон распределения случайной величины а выигрыша по одному билету 
(в рублях) дается таблицей: 

a; 1000 100 2 0 
р; 0,001 0,01 0,1 0,889 

Математическое ожидание @ равно а == 1000. 0,001 -- 100.0,01 --20, 0,1 = 
ax 4 рубля.
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2) Закон распределения Максвелла (в кинетической теории газов}: 

28-4 
9} = 4 -— gre kU * вероятность того, что скорость молекулы Pp ! 

® 

однородного газа, находящегося в тепловом равновесии, заключена 
между чи ч-|- 49, равна $ (5) 4э, (k— положительная постоянная). Сред- 

со 

нее значение скорости равно v = \ = 9) dU = (см. стр. 401. 

0 
Дисперсия. Ancnepcueit случайной величины пазывается сред- 

нее значение квадрата отклонения случайной величины от ее среднего 
значения. 

Пример: Для данного выше закона распределения Максвелла дис- 
персия равна 

wv 

со 00 
= — > _ 3 4 0,227 

(у — Uy? = \e — v)? ф (v) dv = (eq (v) du — (3) = 9 RR 

0 0 

Полученное в данном Hpumepe равенство (v—v)2 =v2 — 11) является 
тождеством и обычно используется при вычисленин дисперсии. 

2. Теория ошибок 

Случайные ошибки. Полученные из опыта величины не- 
избежно содержат погрешности, обусловленные самыми разнообраз- 
ными причинами. Средн них следует различать погрешности система- 
тические и случайные. Систематические ошибки обусловливаются 
причинами, действующими вполне определенным образом, и могут быть 
всегда устрапены или достаточно точно учтены (например: ошибки, 
вносимые неправильно проградуированными приборами, вносимые 
внешними условиями опыта ит. п.). Случайные ошибки вызываются, 
как правило, весьма большим числом отдельных причин, действующих 
в каждом отдельном измерении различным образом. Исключить совер- 
шенно эти ошибки невозможно; учесть же их можно только в среднем, 
для чего необходимо знать законы, которым подчиняются случайные 
ошибки. Будем обозначать измеряемую величину через А, а случайную 
ошибку при измерении через x. Так как ошибка х может принимать 
любые значения, то она является непрерывной случайной величиной, 
которая вполне характеризуется своим законом распределения 
(см. стр. 564). Плотность распределения вероятности $ (x) случайной 
ошибки в подавляющем большинстве случаев, как показывает опыт, 
должна обладать следующими свойствами: |) $ (x) — функция четная: 
~(— xX) =ф(х), т. е. ошибки развого знака равновероятны. 2) $ (x) для 
х >> 0 является монотонно убывающей функцией, т. е. ошибки, бдль- 
шие по абсолютной величипе, менее вероятны. 3) Математическое 

со 

ожидание абсолютной величины ошибки, т.е. 2 \ (x) ах, есть 

0 
величина конечная. Определенные законы распределения можно полу- 
чить, добавляя еше какие-либо условия. 

Нормальный закон распределения. Мера 
точности. Наиболее простым и по большей части достаточно 
точно отображаюшим действительность является так называемый
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нормальный Закон распределения ошибок: 

в—Х/ая 2. ф (x) = 
су Qn 

Этот закон распределения может быть получен из различных теорети- 
ческих предпосылок, в частности, из требования, чтобы наиболее ве- 
роятным значением неизвестной величины, для которой непосредствен- 
ным измерением получен ряд значений с одинаковой степенью точности, 
являлось среднеё арифметическое этих значений. Величина о“ является 
параметром нормального закона: она может иметь любые значения. Так 

-- оо 09 

как x= \ xP (x) dx == 0 и xt == \ x29 (x) dx == 08, To 08 == x2 — (х] 

является дисперсией ошибки x. С увеличением в? уменьшается максимум 

y (x), соответствующий x ==0 и равный ———. Так как при этом пло- 
су 2* 

Pix} 

Рис. 428. 

\цадь под графиком ¢ (x) (puc. 423) остается неизменной (sal, ем. 
стр. 564), то, следовательно, увеличению дисперсии соответствует уве- 
личение вероятности больших ошибок. Вероятность того, что ошибка х 
по абсолютной величине не превышает а, в случае нормального закона, 
равна 

a/s 
—t2/o 

o (2) — 2 \ edt. 
м У * | 

Величина Х=А,х1 + Аохо +... + Ах, являющаяся линейной комбн- 

нацией случайных величин Хх, Xg, .... Х„, C Нормальным законом распре- 
8 

деления и дисперсиями соответственно a2, 53, .... бп, Подчиняется нор. 

мальному закону с дисперсией 7: 

9 

<? a= 76? + do, Si Anon: 

Кроме дисперсии <, для характеристики нормального закона pac- 
пределения применяются следующие величины:
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1) Простая средняя ошибка 1, представляющая собой матёмати- 
ческое ожидание абсолютной величины ошибки: 

со 
— 

п = [х =2 \ хе el dx, 

0 

2) Средняя квадратическая ошибка, или стандарт с, равная 
корню квадратному из дисперсии. 

3) Вероятная ошибка г— такая величина, что вероятность ошибки, 
не превосходящей х по абсолютной величине, равна 1/9: 

+r 
r | 

\ Ф (x) ==% (7-5. 

4) Мера точности: В =-—-. Все эти величины связаны между 
26 

собой следующими соотношениями *: 

1 2 г 

У «п x eV VIA A ve р’ 

pot =p VO op Vay, й — 
V rn == 

9 

(+= И 0562, V2 == 0,7979 = a 
Va 1.4142 = . [5533 

1 | __ У? = 5 = — Уп = + = 7 Te0q © = 0,4763, РУ 2 = 0,674 = тур, PV т == 0,5454 ria) 
Определение дисперсии по опытным дапным. 

Если для какой-либо величины А непосредственным измерением получено 72 
значений @; с одинаковой степенью точности и если ошибки величины A 

подчинены пормальному закону распределения, то наиболее вероятным 
значением А будет среднее арифметическое 

п 

{iw 
ax а.. 

п 1 

i=] 

Обозначим через =; отклонение наблюдаемого значения а, (для каждого 

ваблюдения) ВЕЛИЧИНЫ А от среднего арифметического a: =; =а, — a. 

Для определения дисперсии нормального закона распределения оши- 
бок в этом случае пользуются формулой 

* Величина © определяется из уравнения Ф (5.У 2 =. 

** В теории вероятностей и математической статистике для обозна- 
чения суммирования часто пользуются обозначениями Гаусса: [eel 

вместо > ef. {ab} вместо > a,b; ит. п.
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или определяют с по простой средней ошибке, которая находится по 
формуле 

R= = 

n(n — 1) n— > 

Если значения с, полученные двумя способами, будут значительно от- 
личаться друг от друга, то это будет показывать неприменимость в дан- 
ном случае нормального закона распределения. 

Если отдельные значения а; величины А получены с различной 

степенью точности, характеризуемой средней квадратической ошиб- 
кой o,, то наиболее вероятным значением величнны А является среднее 

нное взвешенн ила: + Wedg+...+ Wa, 

и и... | 
где веса м; — некоторые числа, обратно пропорциональные кКвадратам 

соответствующих средних квадратических ошибок. Средняя квадрати- 
ческая ошибка отдельного значения а; с весом W,; равна 

п 

2.2 yi 
i= | 

(n— 1) w; , 

где е, — отклонение а, от среднего взвешенного. В соответствии с фор- 

мулой для дисперсии линейной комбинации средние квадратические 
ошибки среднего арифметического и среднего взвешенного опреде- 
ляются по формулам: 

п 
2 

>, wet 

n 
2 yi 

i=] i= | 
ИС = 

Пример: Непосредственным измерением были по пять раз опреде» 
лены размеры внутреннего (4} и внешнего (D) диаметров полого цилин- 
дрического сосуда. Результаты измерения даны в следующей таблице, 

a= 

= 

$ — 

№ 5 9 
наблюдения а р а Ed, ED. ED, 

(i) i i i 

1 171,3 22.7 0,06 0.0036 —0 0$ 0.0064 

2 17,0 22.8 —0,24 0,0576 0.02 0.0004 

3 17,3 23,0 006 | 0.0036 0,22 0.0184 

4 174 22,8 0,16 00256 0,02 0 0004 

5 17,2 22,6 —0 04 | 0.0016 —0,18 () 0324 

NV 
id 86,2 1139 | 056* | 00920 052 * 0,0880 

i 

* В этом столбцу вычислена сумма абсолютных величин. 
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Найдя средние арифметические d=17,24 и О=22,/18, подсчитываем от- 
клонения у. ИЕр.. По данным выше формулам находим для отдель- 

1 i 
ного измерения @: 

20 0 
в = 0,0920 = 0,152 или 1 — 0,56 = 0,125 {что Дает © = 0,157}; 

4 У20 

для отдельного измерения D: 

V 088) 0,52 
в = is = 0,148 или 1 == = 0,116 (что дает о = 0,146), 

Совпадение полученных двумя способами значений с вполне удов- 
летворительно. Для средних арифметических: 

0,152 0,148 
(om = —_ = 0,068, |] = Вии 

а у5 D V5 
] 

Для толщины стенок сосуда m= (D —d)=2,77 средняя квадра- 

= 0,066. 

| 94 1 о 
тическая ошибка: бт = V + са + др = 0,047. 

Метод наименьших квадратов. Всли из опыта опре- 
деляются значения f; некоторых функций 

$: (1, Xo,-++, ¥,) (i= 1, 2,..., m) 

неизвестных величин х|,..., “п. то для определения этих величин не- 

обходимо решить систему условных уравнений 
Pi (1, Ха,..., XI Л, =0 (2=1, 2,..., M). 

Эта система, вообще говоря, несовместна (при т >> пл), и для неизвест- 
ных величин ищутся наиболее вероятные значения. Если ошибки величин 
Л, ..., т имеют пормальный закон распределения (что обычно и до- 

пускают), TO для наиболее вероятной системы значений пеизвестных 
сумма квадратов отклонений =; Л; будет наименьшей. Если услов- 

ные уравнения линейны: 

а1хь + Oyxg +... Их, = fi, 

азхт + Ogx9 т... lex, = fa, 

Am *1 + mre tere tlt, = Sip 

то требование минимума (см. стр. 321) суммы квадратов отклонений 
приводит к системе линейных нормальных уравнений *: 

{aa} x1 + [ab] xo +... fal] x, = а, 
[ba] xy + [0b] жа +... + LOL x, = 16, 

[а] x 4 ох... + [ll] x, = МЛ. 

Для получения А-го нормального уравнения необходимо каждое 
условное уравнение умножить на коэффициент при х и все уравнения 

сложить. 

® В обозначениях Гаусса, см. сноску на стр. 567,
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В случае нелинейных зависимостей обычно находят грубо прибли- 

женно значения x9, ..., xn искомых величин х1,..., х, и разлагают 

P(X, ..., А) В ряд по степеням =: —^0,..., Хи — Хи: От- 

брасывая члены выше первого порядка, получают линейные условные 
уравнения, при помощи которых спределяют наиболее вероятные зна- 
чения поправок Е,. 

Указанный метод годится для случая, когда все значения имеют 
одинаковую точность. В противном случае каждое условное уравнение 

должно, быть предварительно умножено на вес, обратно пропорцио- 
иальный средней квадратической погрешности соответствующего зна- 
чения Г; 

Пример: Измерения электрического сопротивления АЮ медного 
стержня при разной температуре (f° по Цельсию) дали результаты, 
помещенные в следующей таблице (первые два столбца): 

9 

г R у tR Квычисл. 

19.1 76,30 364,8 1457 3 76,26 
25.0 77'80 625'0 1945.0 77.96 
301 79.75 906'0 24005 79.43 
36.0 80.80 1296.0 2508.8 81,13 
40.0 82.35 16000 3294.0 89.28 
45 1 $3.90 234.0 3783.9 83.76 
500 8510 2510.0 4255.0 85 16 

У 245.3 566.00 9325 8 90044,5 

Если искать зависимость А огЁв виде R=a- Ot, то для определения 
постоянных а и $ получим семь условных уравнений вида 

К =a + Ot; 

где f; и К; — соответствующие значения [и К. 

Нормальные уравнения будут: 

7a + Шо =[К}, [t]a + |2] 6 = [tk] 

m 7a + 245,36 == 566,0, 245,8a + 9325,86 == 20 0445. 

Решая их, получим а == 70,76 un b = 0,288. Значения К, вычисленные 
по формуле R == 70,76 + 0,288 ¢, даны в последнем столбце таблицы. 
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1. Приближенное изображение 
функциональной зависимости 

Постановка задачи. Во многих случаях бывает необходимо 
подобрать для функции, заданной только таблицей или графиком, ана- 
литическое выражение, приближенно изображающее эту функцию. По- 
добная задача может возникать и для функции, заданной формулой, 
если эта формула оказывается слишком сложной или неподходящей 
для требуемых Целей (например, функция должна быть проинтегриро- 
вана, а интеграл от нее не выражается через элементарные функции}. 
Формулы, изображающие функциональную зависимость, полученную из 
опыта в виде таблицы или графика, называются эмпирическими 9ор- 
мулами. Обычно для приближенного изображения заданной функции 
f(x) выбирают аппрохсимирующую {триближающую) функцию ф (x) 
из функций определенного вида, например, 
ишут 9 (х} в виде многочлена у N 

9 (x) = Ap -ayx+.. +a,x" 

или в виде 

ф (x) = Ae’* 4- BeS* +. ит. п, 

требуя, чтобы функция P(x) наиболее близко М 
приближалась к f(x) на некотором опреде- у 
ленном интервале (а = xX =H). В зависимости 7) 

} 
} 

a 
от того способа, которым оценивается бли- 
зость функций f (x) и $ (х), будет получаться Oo 
то или другое наилучшее приближение. 

Равномерное приближение. Рис. 434. 
Теоретически целесообразно требовать для 
наилучшего приближения, чтобы максимум 
величины | f (x) — p(x) | на том интервале а=х=6, Ha котором нам 
нужно получить приближенное изображение f(x), был бы наименьшим 
(по сравнению с другим выбором ф (х}}. Однако не существует методов 
эффективного получения таких равномерных приближений, кроме от- 
дельных частных случаев. Так, например, если на интервале а < х<ё 

у фуркции f(x) существует вторзя производная, ксторая сохраняЕт 
знак, линейная Функция наилучшего равномерного поиближения на 
этом интервале находится следующим образом (рис. 424). На графике 
функции y= f(x). находится точка Р, касательная в которой параллель- 
на хорде MN. Прямая, соединяющая середины хорд МР и PN, являетса 
графиком искомой линейной функции. 
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Равномерные приближения применяются Тлавным образом в теорети- 
ческих рассмотрениях. Теория Таких приближений была в значитель- 
ной степени разработана П. Л. Чебышевым. 

Приближение по методу наименьших квадра- 
тов. Наиболее употребительным является такое приближение ф (+), 
для которого наименьшее значение имеет величина 

a 

м (x) — 9 (x) ах. 
a 

Потребовав обращения в нуль частных производных or М по парамет- 
рам, определяющим функцию $ (х} (см. стр. 321), получают уравнения, 
позволяющие найти наилучшие (в указанном смысле) значения этих 

параметрон. Величина $ =У М: (5 —а) называется в этом случае средней 
квадратической погрешностью. 

Если функция © (x) ищется в виде линейной комбинации некоторых 
заданных функций 

ф (x) = Ay Pa я + диф: (х) + „аи (<) 

(например, ф (x) — многочлен, если фу = 1, PL %, ..., P= x или три- 

гонометрический многочлен, если Фо =1, 9, ==505 Х, фа == SINK, os, 
1 = COS их, Po, = SIN NK), то для определения ад, а1, „., A, полу- 2n- . 

чается система линейных уравнений 
n 6 b 

10M = . 

‘10 а * 
(Е = 0, Г. 2, #99 $ п). 

Эта система принимает особенно простой вид, если функции 9; (x) 
обладают свойством ортогональности на интервале (а, 0), т. е. 

b 

(9; (4) 4 (x) dx =0 при ithe 
a 

В этом случае 

b b 

ay \ (9, (x)? ах = / (x) Фь (*) ах (Е =0, 1, w., В) 

а а 

(ср. формулы Эйлера, стр. 549). В связи с этим упрощением, если тре- 
буется найти аппроксимирующий полином бон бх fu fb х”, удоб- 

нее преобразовать заданный интервал (а, 5} в (—1, +1) подстановкой 
а--о —a 

х = + + Ёи искать этот полином в виде: 
2 2 

$ (x) = aoPp РааР, t+ +a,P, 

где P, (f) — полиномы Лежандра. 

* Два примера ортогональных систем функций: 
1) 1, с0$х, с052х, ..., cosnax,..; Мах, .., sin лх, „. на интер- 

вале (0, 2м). 
2) Полиномы Лежандра Р; (x) на интервале (—1, +1) (см. стр. 467).
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Пример: Найти наилучшее приближение для у = &тх в виде много- 
члена 2-й степени на интервале 0=х=л. Заменяя независимую пере- 

менную х =5 (¢-+-1), переводим интервал (0, п) в (—1, +1). Ищем 

приближение в виде 

ф = Ao -- а1Р: (И - азР> (1. 
Тогда (см. стр. 366): 

+1 + | 

sin = (¢ +- lat=—., ay — 2 \ [п ~ (#--1) 4#==6 
2, 2 т 2 2, 2 , 

5h 3 1 10 12 
I= — — 2 1 — i x =_—_ _— a= 5 J (3 x) sin x (E+ 1) de = (1 =) 

8 | 
к
>
|
 — 

—
 

, 2 10 12 3 1 к \2 [1-9 — м —_ — singe о (1 =) (5 t >) = 0,980 0,418 (х =) 

Приближение в отдельных точках. Во многих слу- 
чаях, в особенности если функция f (x) задана графиком или таблицей, 
для оценки степени приближения рассматривают разности ‘f (x) — © (x) 
не для всех точек интервала (а, 5), на котором требуется приближенно 
изобразить функцию f (x), но только для отдельных, заранее выбран- 
ных точек №, X1, „>, Ху. Функция ф (x) считается наилучшим прибли- 

жением к f(x) (по методу наименьших квадратов), если для нее 
п 

$ = У (x) -—¢% (ХИ имеет наименьшее значение в сравнении с дру- 

i=0 
гими функциями, из числа которых выбирается искомое приближение *. 
Если Ф(х) вполне определяется параметрами АХ, [, т, ..., то наилучшие 
(в указанном смысле) значения этих параметров найдутся решением 
системы уравнений 

50 5 8 _ 
ОЕ '’ a” ' Om — 

Вели число параметров, определяющих функцию ф(х), равно числу 
выбранных точек (п --1), то, вообще говоря, возможно подобрать ¢ (x) 
так, чтобы ф (x;) = f (*;) (i= 0, 1,2, ..., п), решая эту систему n+ | 

уравнений с п-- 1 неизвестными. Тогда функция ф (x) называется интер- 
полирующей функцией, а процесс нахождения и вычисления значений 
ф (х) — интерполяцией. 

Наиболее распространенной является параболическая интерполя- 
ция, когда в качестве интерполирующей функции берется многочлен 

g(x) = в а1х-+...а„х”. Для периодических функций применяется 
тригонометрическая интерполяция — см. стр. 559. 

Приближение по методу средних-— см. стр. 518. 

0, 60e 

* Kak и выше, можно определить также наилучшее приближение 
как такое, для которого максимум | f (¥;) — % (¥;) | будет наименьшим; 

однако нахождение приближения по этому способу практически за- 
труднительно.
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2. Параболическая интерполяция 
Общий случай. Какова бы ни была заданная функция f (x) 

и как бы ни были выбраны узлы интерполяции Xo, хи, „.., Xn, 

всегда существует единственный многочлен л-й степени Фи (*), прини- 

мающий в этих точках те же значения, что и f(x}: © (х = f (x;) 

{(i=0, 1, 2, ..., п). Для нахождения интерполяционного многочлена мо- 
жет служить формула Лагранжа: 

Pn (м) = Lo (¥) fo Я fy we + Ly (x) Tat 

где 
(х— Xo) os (хх; (x — Xray) oe (х — хп) 

Л; == } (хр. 

Если требуется вычислить значение Pn {x) при каком-либо опреде- 

ленном х, может быть использована следующая схема («крест на крест>), 
особенно удобная при применении счетной машины: 

xy—-%* fo 
м-х fi (fo. fi) 
wa—-x fo (fo, fe) (fo, Л, fod 

2-х In (forty) Cor fir Fy) (fo, fis oer Fy) 

Каждый символ (fo, ft, vee Ль) обозначает значение в точке х интер- 

поляционного многочлена, построенного по узлам Xo, %1, w+, Lp. Эти 

числа вычисляются, столбец за столбцом, следующим образом. Числа 
столбца (fo, Л, получаются по формуле 

(x9 — ¥) f, —(х, — x) fo 
(fo. ty) = fe 

{Хо — Хх) — (¥, — *) 

Каждый следующий столбец получается из предыдущего по такой же 
схеме, например: 

(41 ~ ¥) (fo, fp) ~ (%_ - ©) (Foo Л) 

Порядок расположения узлов может быть выбран произвольно, 
Пример: Требуется вычислить sin 50°, используя пятизначные зна- 

чения синусов 0°, 30°, 45°, 60°, 90°. Схема «крест на крест» будет 
в этом случае выглядеть следующим образом; 

—50 0,00000 
—20 0,50000 0,83333 
— 5 0,7071 0,78568 0,7 6980 

10 0.86603 0,72169 0,7 5890 66 17 
40 1.00000 0,55556 0,7 4074 6657 04 

Если первые цифры в каком-либо столбце оказываются одинако- 
выми (в приведенном примере они отделены], их можно не вводить в 
дальнейщие вычисления. Tak, например, в последнем столбце получают- 
ся последние цифры результата: 

10-57 — 40.17 

10 — 40 
Окончательно, з1ш 50° = 0,76604. 

ит. д. 

— 04.
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Равноотстоящие узлы. Таблицы разностей. 
Очень часто встречается случай, когда интерполяционные узлы 
находятся на равном расстоянии. Постоянная величина В = x, — x; 

в этом случае называется шагом заданной таблицы значений fF (x); 
Xp == хо - ЛА. (Это обозначение сохраняется и при k < 0.}] 

Первые разности функции по отношению данному шагу A опре 
деляются формулами: 

Af (x) = fe +A) — f(x), AF = Fi -У, 
Разности первых разностей образуют разности 2-го порядка (или вто- 
рые разности): 

АЗ (me) = Af (x +h) — Af (x); А), = Af, —Af;. 
Так же определяются и разности более высоких порядков. Разности 
могут быть выражены через заданные значения функции: 

R k(k — 1) =f, — — —... oi 

(Символически: ake, = (Е — бл, если обозначить Б“/о = fj}. Для целей 
интерполяции по заданным значениям функции составляется таблица 
разностей по следующей схеме: 

x | fic | Afi) Atta) А tx) IN f(x) 

a | ДЕ М 

2 2 3| 3. 
Af, 2 ALS 4 

х [Я Af АЕ 
ОА 52| AF 
и ties 0 0 rea | 13 7215 

Ар АЕ: ZY) Oo 

1 { о 3 

Af, 2 В 4 

т | f At | 3, | S64, 
Af | 2 | OF м x) | 114 

В этой таблице всякое Число (кроме находящихся в первых двух 
столбцах) является разностью двух чисел предыдущего столбца 
стоящих на полстроки ниже и на полстроки выше рассматриваемого * 
При составлении таблицы разностей следует иметь в виду, что нали- 
чие в первом столбце ошибок, не превышающих е по абсолютной Be- 
личине, может привести к ошибкам, доходящим до 2е во втором, 4e 

в Третьем, 27 1: в 1-м столбце. Поэтому даже незначительные погреш- 
ности (например, погрешности округления} в значениях функции могут 
сильно повлиять на разности высших порядков. Вычисления разностей 
следует прекращать, если все числа некоторого столбца оказываются 
почти равными между собой («разности постоянны»). Разности 1-го 
порядка будут постоянными для многочлена т-й степени. Поэтому прк- 
близительное их постоянство показывает, что данная функция может 
быть с достаточной точностью изображена многочленом 1-й степени. 
(Для таблицы на стр. 577 m= 3; четвертые разности излишни.) 

* Пример такой схемы см. стр. 577.
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Разностиниые интерполяционные формулы. При 
помощи разностей интерполяционный многочлен может быть найден по 

® ( Pa Хх — Ход 

одной из следующих формул | введено обозначение и = —_} 

u({u—1) о u(w—i)...(u—n+1) Ny (x) = fot ид + ARF аа. Шиа, 
a(u+l) u(atl...(utn—l) мис = fot ass_,- 229 487 ote. t + = a ant _п 

(формулы Ньютона), 

А Af_ ur, и (1? —1) A&f_o-+ A3f_ S (x) = fo tu ЗА дар RUE А 
и? (и? — 1) 12 (1? —1)...(u2 —(n — 1) ,2n 
т А-а т... (2n)! А 1-я 

(формула Стирлинга), 

В (x) == Ло - #4 + 
и (и — 1) Ау - A®fy 

2 2 + 

~1) (a —0 и —2) AT fig + arf pe He 0) И u(u ie ) f at far +... 

2 2 
{и — 0,5) ии ~—1)...[uo—in — 1)2] (a —п) ons 

т (Qn + И ом 
(формула Бесселя). 

Формулы Ньютона дают интерполяционный многочлен, если хо является 
соответственно первым или последним из интерполяционных узлов, 
тогда как для формул Бесселя и Стирлинга хо является средним или 
одним из средних интерполяционных узлов, Разности, используемые 
при вычислениях по той или иной формуле, отмечены на схеме, поме- 
щенной на стр. 575. Интерполяционные формулы применяются главным 
образом для вычисления промежуточных значений функции, заданной 
таблицей. Надлежащим выбором хо можно всегда сделать |u| < 1. При 
11| = 0,25 наиболее целесообразно применять формулу Стирлинга, при 
0.25 = и = 0,75 — формулу Бесселя. Формулы Ньютона употребляются 
при невозможности использования формул $ или В, т. е. когда х лежит 
вблизи начала или конца таблицы. 

Пример: Вычислить для x = 22 значение функции f (x), заданной 
таблицей на стр. 577 *. 

Как уже было замечено, здесь следует ограничиться третьими раз- 

ностями. Если взять хо = 20, то ий = =_= 0,4. 

По формуле Бесселя: 

f (22) = 25,34 0.4.9.82 — ра 1,72 + 199 + of eet 0,27 == 29,05. 

Но формуле Стирлинга: 

#02) = 25,34 048102 9,82 + 9,82 “te 172— 24 me _ 0,34 Oe = 29,04, 
По первой формуле Ньютона: 

f (22) = 25,34 + 0,4-9,82 — wee 1,99 +. aston 0,32 == 29,05. 

Всли бы мы ограничились вторыми разностями, то получили бы 
по формуле В 29,05. по формуле S 29.06 и по формуле М 29,03. 

* В таблице разностей обычно не ставят знака дробности, выражая 
разности в единицах разряда последней значащей цифры.
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лы м | aap | 
aa 

о | с | 
487 

5 4,87 78 
565 29 

10 1052 107 2 
672 31 

15 17,24 138 3 
810 34 

20 25,34 172 —7 
982 27 

25 35,16 199 5 
118) 32 

30 46,97 23] | 
{412 33 

35 61,09 264 
1676 

40 77,85 

Погрешность интерполяции. Если f (¥) задана анали- 
тически и имеет в рассматриваемом интервале достаточное число пе 
прерывных производных, то погрешность, получающаяся от замены f (x) 
интерполяционным многочленом по формуле Лагранжа, равна 

(n+1) 6) 

fix) — 9, (x) = Tat (x — xy) фм — ¥,), 

где & есть пекоторое промежуточное зиачение между наибольшим 
наименьщим из чисел х, ху. ху, .... va Для разностных формул: 

pitt | 
о МО = ПИ FD) aa — Ye... Ш я, 

АП И 
fal Mu) = ИИ fe) ata +. +a, 

ont 
f(x) — $ (9 = В" (§) <a (u2 - №... (ut — 0), 

pine? , 
f(x) — В (х) = ве peente) (и (и? = 1)... (42 — п?) (4 —n ~1), 

fe 

(Число членов в Ny (x), Ny (x), S (х) и В (x) предполагается то же, что 

и на стр. 576; & — некоторое промежуточное значение между интерполя 
ционными узлами, разное в различных формулах; $ зависит от х.) 

Приложения интерполяционных формул. Фор- 
мулы питерполирования могуг быть использованы для приближен- 
ного интегрирования и дифференцирования. Для этой цели заданную 
функцию f (x) заменяют интерполяционным многочленом ф (х} и выпол 
няют над ним соответствующие операции. Tak, например, применяя ич- 
терполяционную формулу Стирлийга, можно получить следующую 
формулу для приближенного значения производной от f (x) при x = ха 

ka _1 | Ofo taf, 1 АЗ 1 + АЗ о 1 Adf-2+45f_3 
dx\x=xy h 2 6 2 30 2 “ 

Наиболее удобные формулы интегрирования, получающиеся WI ин- 
терполяционных формул, даны на стр. 391, 
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3. Подбор эмпирических формул 

Сравнение графиков. Процесс подбора эмпирической 
формулы для установленной из опыта функциональной зависимости 
у = f (х) распадается на две части: свазала выбирается BUX формулы и 
уже после этого определяются численные значения параметров, для 
которых приближение к данной функции оказывается наилучим. Если 
нет каких-либо теоретических соображений для подбора вида формулы, 
обычно выбирают функциснальную зависимость из числа наиболее про- 
стых, сравнивая их графики с графиком заданной функции. Так как 
сходство графиков, определяемое грубо на-глаз, может оказаться обман- 
чивым. следует, выбрав какую-либо формулу, прежде чем определять 
значения параметров, проверить возможность ее применения по ме- 
тоду выравнивания. 

Метод выравнивания заключается в следующем: в пред- 
положении, что между у и х существует зависимость определенного 
вида, находятся некоторые величины Х = 9 (x, у) и У=ф (x, у), которые 

при сделанном предположении связаны линейной зависимостью напри- 

мер, если V = —~ то берут X=x, Y= > yan xa, у . Вы- 
a+ ox } у Xx y 

числяя для заданных значений х и у соответственные зпачения X u Y 
и нзображая их графически, легко сразу увидеть, близка ли зависимость 
между Хи Ук линейной (ложатся ли соответствующие точки прибли- 
зительно на прямую линию) и, следовательно, подходит ли выбранная 
формула или нет. 

Указания относительно выравнивания некоторых простейших фор- 
мул даны ниже с указаниями на соответствующие графики — см. стр. 
519—583. Пример — см. стр. 583. 

Определение параметров. Наиболее точным методом 
определения параметров является метод наименьших квадратов (см. стр. 
569 и 573). Однако в большинстве случаев могут быть успешно приме- 
нены более простые методы, в частности, метод средних. Если полу- 
ченная по этому методу формула окажется недостаточно точной, для 
дальнейшего ее уточнения уже может быть использован метод наи- 
меньших квадратов, причем знание приближенных значений параметров 
позволит сделать вычисления менее громоздкими (см. стр. 570). По ме- 
тоду средних сначала определяется линейная зависимость между «вы- 
равненными» переменными Х ин 7: У=аХ-- 5. Для этого условные урав- 
нения У; = aX; +06 для имеющихся пар значений Х;и У; делятся на 

две равные (или почти равные) группы в порядке возрастания перемен- 
ной Х; или У;. Складывая уравнения каждой группы, получим два урав- 
нения, M3 которых и определяются а и 6. Выражая Х и 7 через перво- 
начальные переменные, получим искомую зависимость между х и у. 
Если при этом еще не все параметры будут определены, то следует 
применить вновь тот же метод, выравнивая уже другие величины Хи Y 
(см., например, формулу ХШ — стр, 583). Пример — см. стр. 583. 

аиболее употребительные эмпирические 
формулы. Ниже даны некоторые простейшие формулы с соответ- 
ствующими графиками, На каждом чертеже приведено несколько кри- 
вых для различных значений входящих в формулы параметров (иссле- 
дование влияния изменения параметров на форму кризых см. в главе 
«Графики»—стр. 83—101). При рассмотрении графиков следует всегда 
иметь в виду, что при пользовании эмпирическими формулами исполь- 
зуется лишь часть кривой, соответствующая некоторому интервалу 
изменения независимой переменной. Поэтому, например, не следует 
думать, что формула y= ax?-+-bx-++c (см. ниже) удобна только при на-> 
личии у заданной кривой максимума или минимума.
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у 

|. у—ахб. Графнк — см. рис. 6, 12, 
15 и 16 H пояснения к ним, стр. 85, 
89 н 91. Выравниваются Х = Шх и 
У = Шу: 

Y= lga+ 0X. 

8 

М. у = ae, График — см. рис. 11 
и пояснения к нему, стр. 92. Вы- 
равниваются хи У == 18 У: 

Y=lga+t Olg é-x. 

b 11, у=ах +c. Графики те же, 
что и для формулы 1, смещенные в на- 
правлении оси Оу. Если 6b задано, 

выравнивают Х эх иу 

у=ах +e. 

Если & неизвестно, выравнивают 
Х = шхи У= (у — 5), 

У = те + OX, 

определив сначала ¢, Для этого нахо- 
дят на графике заданной функции д 
тон точки с абсциссами x4, Xz и / 

хз = Ухих» и ординатами, соответст- oe 
венно, у1, Vo, Уз (41 H х2 выбирают про- => х 

У1У2 — V3, 

ЯУз- 23 

—
 

с
 

извольно) и принимают с = 

* После определения а и 6 можно заново выбрать с равным среднему 
значению и - ах?.
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$ iV. y= ae’ 4+ с. Графики те же, 
И что и для формулы Ц, смещенные 

— в направлении оси Оу. Выравнивают 
Y= ig(y—c) их: 

Yelga+4o ige- x, 

определив сначала с. Для этого на- 
ходят на графике заданной функции 
три точки ¢ абсциссами xy, № A 
ХЗ == 1/з (Xy +e) (Хи и хз произвольны) 
и ординатамм соответственно, у, Yg 

Vive - V3" ys и уз и принимают с == . 
-х Уз и "р Yi + Уз —2Уз 

V. у= ах? +6х +- с. График — см. 
4 рис. 3 и нояснение к нему стр. 83. 
A Если выбрать ва графике заданной 

, функции какую-либо точку (xy, У1), 

TO Выравниваются хи Г = STL. 
X— X 

У = (0 + ами) + ах. 

Если Заданные значения х образуют 
арифметическую прогрессию с раз- 
ностью A, то выравниваются Г = Ay 
их 

У == (0h + ah?) + 2ahx 

В обоих случаях после определевия 
aL а и 0 находят с из уравнения 

Фу=аж +5 х + пс, 
где п — число заданных значений x, по 
которым производится суммирование. 

У. у = ax + 0 . График — cm. рис. 8 и пояснение к чему, стр. 86. 

На графике заданной функции выбирают какую-либо точку (x4. у) в 
X— xX, . 

выравнивают = Уи их 

У-д + Вх, 

определением А в В здесь и ограничиваются, переписывая полученвую 

формулу в виде 
+ X—Xy 

Y= AL Bx 

Иногда можно огравичиться формулами вида 

х \ 
=——— мли Y= ——— 

7 =сх ра """ У= сх фа‘ 
1 | х 

Тогда выравниваютсе» X = — И у —-у или хи У = у в первом случае 

4 
нхи У = — — во втором 

* После определения а и 6 можно заново выбрать с равным сред- 

нему значению и — ae”.
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УП. у2 = ах? | 6х + с. График — 
см. рис. 14 и пояснение к нему, 
стр. 91. Если ввести новую пере- 

менную y= У, то дальше можно 
вести вычисления, как для формулы У. 

МИ. y= аеб Х-СХ? или igy=Iiga+ 
+1!ge-bx+\ge-cx2, График - см. 
рис. 21 и пояснение к нему. стр. 94. 

Введением новой переменной у = Ig y 
этот случай сводится к формуле V 

1 
IX. y= . ~ Х. у ая хе График 

см рис. 10 и пояснение к нему, cTp. 87. 

Введением новой переменной y= — 

этот случай сводится К формуле \. 

t 
—
 

(©
 

з
в
»
 ©
 

8 

w
e
e
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———p 7, 

д] >< 

x 
Х. yam ax? bee’ График — см. 

рис. Il и пояснение к нему, стр. 88. 
. = x 

Введением новой переменной y = ~~ 

этот случай сводится к формуле У. 

b с 
Xl. у=а-— . График — сим. у=а+- + ль. Граф 

рис. 9 и пояснение к нему стр. 87. 

Введением новой переменной x = т 

этот случай сводитёея к формуле У. 

ХИ. у= ах? еХ. График — си. 
ис. 22 и пояснение к нему. стр. 94—95. 
ECM заданные значения x образуют 
арифметическую прогрессию с раз- 
ностью A, то выравниваются Г’=А ру 
и X =A lg x: 

Y = he lp e+ bX. 

Если же данные значения X образу- 
ют геометрическую прогрессию со 
знаменателем 9, то выравниваются 
Y = Ay lg yu xX 

Yeblgg+c(g—idlige-x 

(4, |2 у — разность двух  последова- 
тельных значений ly у). После опреде- 
ления бис, прологарифмировав дан- 
ное уравнение, находят |g @ занало- 
гично тому, Kak для формулы! V uae 
ходилось С.
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хШ. у= ае себ. График—см. 
рис. 20 и поясиения к нему, стр. 93. 
Если значения х образуют арифмети- 
ческую прогрессию с разностью A 
и у, ¥1 и Yo — какие-либо три последо- 
вательные значения данной функции, 

2 и Х= 34; 
У 

y = (e2 4 41) x — oh, „ай. 

TO выравниваются У == 

После определения 6 и 4 из этого 

уравнения выравнивают Y= ye “^ 

У = ах + с. 

583 

у 
| 

б = 

Более подробно о подборе эмпирических формул см. Гутер и Овчин- 
ский, стр. 588 справочника. 

Пример: Требуется найти эмпирическую формулу для зависимости 

¥ 

Puc. 425, 

верки пригодности формулы ХПИ 

ОТ 47 0203 040506070809! lil? 

между хи у, заданной табли- 
цей, которая помещена на сле- 
дующей странице (первые два 
столбца). 

Построив график (рис. 425) 
и сравнивая его с графиками, 
помещенными на стр. 579—583, 
убедимся, что для данного 
случая могут подойти форму- 
лы Х или ХИ. Для формулы 
X должны выравниваться 

x 
4 -— и х, однако вычисления 

что зави- 

x a— 

явно показывают, 

симость между х и 

далека ог линейной. Для про- 
строим график зависимости между 

415 хил у (для А = 0,1; рис. 426), а также между A; lgy их (для 9=2; 

Рис. 426. 

4/4 

45- 

2 04 06 А №. 

Рис. 427. 

рис. 427). В обоих случаях можно считать совпадение с прямой линией 
достаточно удовлетворительным и, следовательно, принять у —ахёесх
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Для определения констант а, би с ищем линейную зависимость 
между x w 4, lg_y по методу средних. Складывая условные уравчения 

Ay ву=б 2 сх ще 

по группам (кажлая из трех уравнений}, получим 

— 0,292 =0,903 & + 0,2606 с, 
— 3,392 = 0,903 6 -- 0,6514 с, 

откуда b = 1,966 и с == — 7,932. Для определения а складываем все ураз- 
нения вида \ у = Iga+oligx+elge-x, что дает 

— 2,670 =12 ва — 6,529 — 26,81, 

откуда а = 2,561, а == 364. Значения у, вычисленные по формуле 

у == 364 х!,966 e° 982 x даны в последнем столбце помешеиной ниже 
таблицы. 

х у = a= lg x |2 Ах | Ау [4,5 yt увыч 

78 ] 0,056} 0,007; ~—1,000} 0,250 | 0,301 0,252 0,252 
3,18 | 0,063} 0,031) —0,699 0,502 | 0,176 | +0,002 | —0,097 
3,19 | 0.094; 0,063; —0,523 0,504; 0,125 | —0,099 | —0,447 
2,64 {| 0,157] 0,123) —0,398 0,405 | 0,097 | —0,157 | —0,803 
1 
| 
0 

77 | 0.282| 0,244} —0,301 0,248) 0,079 | —0,191 | —1,134 
14 | 0,526) 0,488) —0,222 0,057} 0.067 | —0,218 | —1,455 
69 { 1,014, 0,986] —0.155 | —6,161 | 0,058 | —0.237 ~ 
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1) Смирнов В. ie Курс высшей математики, т. \ — \, ФМ 4 
2) Березин Н. С. и Жидков Н. П.. Методы вычислений, т, 1 wu If 

изд. 2, ФМ, 1962. 
г ‘Милн В. Э., Численный анализ, ИЛ **, 1951, 
В книгах 2) и 3} освещены вопросы, связанные с численными ме- 

тодами и приближенными вычислениями в различных отделах MaTe— 
матики. 

2 Сп равочники. 

4; Градштейн И. С.и Рыжик И. М.,' Таблицы интегралов, сумм, 
рядов и произведений, изд. 4, ФМ, 1962. Очень подробный спра- 
вочник по интегралам, элементарным и специальным функциям. 

5) Двайт Г. B., Табли ы интегралов и другие математические 
формулы, «Лань», 2005. Содержит много формул, относящихся 
к элементарным и некоторым специальным функциям, а также 
таблицы числовых значений. 

6) Маделунг Э., Математический аппарат физики (Справочное 
руководство), перев. с 6-го нем. изд, ФМ, 1961. Содержит много 
теоретических сведений и формул по различным отделам  матема- 
тики и физики. 

7) «Справочная математическая библиотека» (СМБ). Серия cupa- 
вочников По различным отделам математики под общей редакцией 

‚ A, Люстерника и А. Р. Янпольского, ФМ. Вышли следующие 
выпуски: 1—3 — «Математический анализ» (1—Функции пределы 
ряды, цепные дроби, 1961; 2— Вычисление элементарных  фуикций 
1963; 3 — Дифференциальное и интегральное — исчисление, 1961}; 4~ 
Ва алгебра» (линейная алгебра, многочлены, общая алгебра, 
1962); 5 — «Интегральные преобразования и операционное исчисле- 
ние» (1961); 6 — «Метод статистических испытаний» (Монте-Карло, 
1961); 7 — «Про! раммирование» (1963): 8 -— «Элементы теории функ- 
ций» (функции действительного переменного, приближение функ- 
ций, Почти-периодические функции, 1963}. Издание продолжается. 

6. ЛИТЕРАТУРА К ОТДЕЛЬНЫМ ГЛАВАМ 

Отдел \{ Таблицы м графики 

8) Янке Е., Эмде Ф.. Лёш Ф., Специальные oye кции (формулы 
таблицы, графики]. перев. с 6-го нем. перераб. изд. «Нлука» 4. 

* ФМ — Государственное издательство физико математической 
литературы («Физматгиз»), Москва. 

** ИЛ - издательство «Иностранная литература» Москва,
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Содержит много таблиц и графиков элементарных и специальных 
функций в действительной и комплексной области. 

Таблицы 

9) Таблицы Барлоу — квадратов, кубов, корней квадратных, кор- 
ней кубических и обратных величин целых чисел от | до 000, 
изд. 3, «Мир». 1964. 

10) Сегал Б. И. и Семендяев К. A., Пятизначные математические 
таблицы, изд. 3, ФМ, 1962. Содержит влементарные и специальные 
функции (интеграл вероятностей, гамма-функцию — эллиптические 
интегралы, бесселевы функции и др.). 

11) Милн-ТГомсоя Л. М. и`Комри Л. Дж., Четырехзначные  мате- 
матические таблицы, перев. с англ.. ФМ, 1961 (элементарные функ- 
ции и их логарифмы). 

12) Хренов Л. C., Пятизначиые таблицы  тригонометрических 
функций, изд. 4, ФМ, 1962. 

13) Хренов al С.. Шестизначные таблицы — тригонометрических 
функций, ФМ, 196 

14) Бремикер к, Логарифмо-тригонометрические таблицы с шестью 
десятичными знаками, ФМ, 1962, 

Графики 

15) Савелов А. A,, Плоские кривые (систематика, свойства, при- 
менения), Справочное рукополство ФМ. 1960. 

См. также Выгодский [16]. 

Отдел 2. Элементарная математика 

16) Выгодский М. Я., Справочник по элементарной математике 
(таблицы, арифметика, алгебра, геометрия, тригонометрия, функции 
и графики}, изд. 15, ФМ, 1963. 

Приближенные вычисления 

17) Хаусхолдер А. C., Основы численного анализа, ИЛ, 1956. 
18) Панов J. Ю.., Счетная линейка, изд. 16, 1962 
19) Румшиский Л. 3., Счетная линейка, ФМ, 93, 
20) Семенодяев К. A., 'Счетная линейка, изд. il, ФМ, 1950. 
См. также Березин и Жидков [2], т. 1, СМБ [7], Ne 2 

Алгебра 

21) Фадеев 2 К. и Соминский И. С., Алсебра (для самообра- 
зования), ФМ, 
омский И. С., Алгебра (дополнительный курс), ФМ, 1962. 
23) Курои: А. Г.., Высшая алгебра, изд. 8, ФМ, 1953. 
24) ) Гельфанд И. М.. Лекции’ по линейной алгебре, изд. 2, 

ФМ, 1951. 
25) Фаддеев A. К. и Фадоеева В. И., Вычислительные методы 

линейной алгебры, ФМ, 1960. 
См. также Смирнов [1], т. |, Березин и Жидков [2], т. И, Милн 13}, 

Маделунг |6]. 

Триговометрия 

om 26) обермант А. Ф. и Люстерник Л. А., Тригонометрия, изд. 3, 
М 
у) Янпольский А. Р., Гиперболические функции, ФМ, 1960.
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Отдел 3. Аналитическая a дифференциальная геометрия 

Аналитическая геометрия 

28) Привалов И. И., Аналитическая геометрия, «Лань», 2008. 
29) Eunos, и. В. Краткий курс аналитической геометрии 

изд. 6, ФМ, 
30) Edusoe Н. В., Квадратичные формы и матрицы. ФМ, 1963. 
31} Выгодский М. Я. Аналитическая геометрия. ФМ. 1963. 

Дифференциальная геометрия 

32) Рашевский П. К.. Курс дифференциальной геометрия, изд. 4. 
ФМ, 1956. 

См. также Смирнов [1]. т. 1—П. Маделуяг (6). разд. 8. 

Отдел 4. Основы математического анализа 

33) Бермант А. Ф.. Краткий курс математического анализа 
«Лань», 2008 

34) Толстов Г. П.. Куре математического анализа, т. {, И, 
изд. 2, ФМ, 1957. 

35) Фихтенгольц Т. М., Куре дифференциального и ивтеграль 
ного исчисления, т. 1, П, ИТ, . 

36) Натансон И. Н.. Краткий курсе высшей — математики. 
«Лань», 2007. 

37) ’Мышкис А. A, Лекции по высшей математике. «Наука», 1964. 
См. также СМБ (71, № 1—3, 5. 

И ятегральное actacnenue 

38) Смолянский М, Л., Таблицы неопределенных интегралов 
изд. 2, ФМ, 1962. 

См. также Градштейн и Рыжик [3], Двайт [5], Хаусхолдер (11|. 

Дифференциальвые уравнения 

39) Гутер Р. С. и ЯнпольскиЯ А. Р., Дифференциальные ypas- 
нения, ФМ, 1962, 
om 40.6 Степанов В, B., Курс дифференциальных уравнений, изд. 8 

41) Toumprcue Л. С.. Обыкновенные дифференциальные уравне 
HHA 

42) Петоовскиа И. oh Лекции об уравнениях с частными произ- 
водными, изд. 3, ФМ, 

43) Гихонов А. Н. и Camapexcut А. А... Уравнения  математиче- 
ской физики, изд. 2, ФМ. 1953 

44) Канторович Л. В. и “рылове 8. И., Приближенные методы 
высшего знализа, изд. 5, ‚ФМ, 2. 

45) Араманович И. Г. и Левин В. И.. Уравнения математической 
физики, «Наука». 1964. 

46) Камке 9Э.. Справочник по дифференциальным — уравневиям. 
«Лань», 2003. 

47) Рихтмайер Р. A, Разностные методы решения краевых 
задач, ИЛ, 1960. 

См. также Смирнов {i}, т. И-М. Березин и Жидков (3), т. Il.
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Отдел 5. Дополнительные главы анализа 

48) Романовский П. H,, Ряды Фурье; теория поля; аналитические 
и специальные функции; преобразование Лапласа, изд, 8, ФМ. 196. 

Комплексные чи аи функция ком плексноей 
п еменной 

49) Фукс Б. А. ни Шабат Б. В., Функции комплексного пере- 
менного и некоторые их приложения, изд. 2, ФМ, 1959. 

50) Лаврентьев М. А. и Шабат Б. В., Методы теорий функций 
комплексного переменного, «Лань», 2002. 

См. также Смирнов 1], т. t, UU. 

Векторное исчисление 

ФМ 51) Меркин J. P., Алгебра свободных и скользящих векторов, 
‚ 1962. 
52) Гольдфайн И. А., Векторный анализ и теория поля ФМ, 1962. 
См. также Маделунг [6]. 

Ряды Фурье 

53) Толстов Г. П., Ряды Фурье, изд. 2, ФМ, 1960. 
См, также Смирнов [1], т. П. 

О тдел 6. Обработка наблюдений 

Основы теории вероятностей и теории ощибок 

54) Вентцель Е. С., Теория вероятностей, изд. 2, ФМ, 1962. 
55) Смирнов М. В. и Дунин-Барковский И. В., Краткий курс ма- 

тематической статистики для технических приложений, ФМ, 1959. 
56) Гутер Р. С. и Овчинскиа Б. В., Элементы численного анализа 

и математической обработки результатов опыта, ФМ. 1962 

Эмпирические формулы 
и интерполяция 

См. Березин и Жидков [2]. Милн 13]. Хаусхолдер (11. 
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Гипотенуза 166 
Гипотрохонда 110 
Гипоциклонда 109, удлиненная и 
укороченная 110 

Главная нормаль 251, уравнение 
5 

Главное значение аргумента (ком- 
плексного числа) 494 

— — логарифма 499 
— — несобствекного 

399, 402 
— — обратной тригонометрической 
функции 188 

Главные пормальные сечения 261 
— радиусы кривизны 26] 
Годограф 528 
Голоморфная функция 505 
Градиент скалярного поля 535, век- 
торного поля 544 

Градусы, перевох в радианы 179, 
таблица 7 

Граничные условия 437, 478 
Графики 83—114, см. также назва- 

ния функций 
—, построение 247 
Графический метод оценки корней 
уравнения 144 

Графическое дифференцирование 
312 

интеграла 

— интегрирование 392, дифферен- 
циальных уравнений 448 

Греческий алфавит 14 
Грина метод решения дифферен- 
циальных уравнений 4 

— теоремы 546 
— формула 436, 545 
— функция 488 
Группировки способ 

на множители) 1: 
Гурвица теорема 454 
Гюльдена теоремы 397 —39$ 

A 

(разложение 

Давление 396 
Даламбера признак сходимости 294 
— формула 480 
Движок (счетной линейки) 120—121 
Двойная точка 244 
Двойное векторное произведение 

522 
Двойной интеграл 420, вычисление 

422, приложения 423 . . 
Двоякой кривизны линии 250-256 
Двугранный угол 119
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Двукратный интеграл см. Двойной 
интеграл 

Двуполостный гиперболоид 228 
Двусвязная область 287 
Двуугольник сферический 131 
Действительная ось гиперболы 208 
~ — комплексиой плоскости 493 
— часть комплексного числа 493 
Действительные числа 266 
Декарта правило 142 
Декартов лист 102 
Дскартовы координаты 198, 216 
— — вектора 521 
Декремент логарифмический зату- 

хания 96 
Деление в крайнем и сре нем от- 
ношении 161 

- отрезка в данном 
200, 219 

— сокращенное, формулы 128 
Делитель общий наибольший 129 
Дельта-функция 459 
Десятичные логарифмы 134, табли- 

ца 44—45 
Детерминанты (определители) 146 
Диаграмма векторная 185 
Диаметр площадки 420, тела 421 
— эллипса 206, гиперболы 210, па- 
раболы 211 

Дивергенция 542 
Директрисы, директориальное 

свойство: эллипса 206, гиперболы 
209, параболы 211, кривой вто- 
рого порядка 213 

Дирихле задача 485, 547 
— условия 551 
Дискриминант крадратного уравне- 

ния 138, кубического уравнения 
138, дифференциального уравне- 
ния 2-го порядка 476 

Дисперсия 565 
Дифференцизл 304, частный 304, 
полный 305, второй и высших 
порядков 306 

— биномный, интегрирование 341 
- векторной функции 529 
— дуги 235, на поверхности 259 
— полный: интегрируемость 418, 
уравнение в полных дифферен- 
циалах 439, 475 

-скалярного поля 535 
Дифференциальная геометрия 234— 

64 

отношении 

Дифференциальнсе исчисление 
302 —329 

Дифференциальные выражения (3a- 
мена переменных) 31 

— уравнения 305, 437—492, см. 
также название типа дифферен- 
циального уравнения 
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Днфференцирование 305, техника 
306 осповные правила 308, неяв- 
ной функции 310, параметрически 
заданной функцин 312 

— векторов 528 
— графическое 312 
— интеграла по параметру 405 
— объемное 541 
Лифференцируемая функция 304, 

50 

Длина вектора 527 
— волны синусоиды 184 
— дуги 260, 394, см. Также назва- 
ние линин 

Додекаэдр 174 
Долгота 217, на сфере 257 
Дроби, преобразование дробных 
выражений 129—132 

— элементарные (простые), разло- 
жение алгебраической дроби 130, 
некоторые случаи 354 

Дробно-линейная функция 272, гра- 
фик 86, комплексной переменной 
510 

Дробные рациональные выражения, 
преобразования 127, 129— 132 

— — функции 272, графики 85—89, 
интегрирование 334, таблица ин- 
тегралов 346 —354 

Дробь правильная, 
(в алгебре) 129—130 

Дуги дифференциал 
верхности 259 

— длина 260, 394, см. также назва- 
ние линии 

— центр тяжести 397 

неправильная 

235, на по- 

Е 

cé>, осиование натуральных лога- 
рифмоз 273, таблицы величин. 
связанных се, 16, 52—58 

Евклида алгоритм 129 
Единица мнимая 493 
Единичные векторы 519 

Ж 

«2> (Же), ускорение силы тяжести, 
таблица величин связанных ©. 

} g, 15 

3 

Зависимые функции 289 
Задача, см. соотв. название 
Sakon больших чисел 564 
— распределения нормальный 565 
Замена переменных 313—315 
Замкнутый интервал, замкнутый 

конец интервала 270
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Заострения точка 24} 
Запаздывания теорема 459 
Запаздывающий потенциал 480 
Затухания логарифмический де- 
кремент 96 

Затухающее колебание 95 
Знакочередующийся ряд 296 
Знаменатель, уничтожение ирра- 
циональности 132, обращение 
в нуль 137 

Значащие цифры 115 
Золотое сечение 161 

И 

Избыток сферический 191 
Изгибание поверхности 260 
Излома точки 2 
Измерения на поверхности 260 
Изображение функций (в опера- 
торном методе) 458, 490, таблица 

Изолированная точка: кривой 244, 
дифференциального уравнения 
444 

Изотермическая сетка 508 
Икосаэдр 174 
Импульсивная функция 459 
Инвариантность — дифференциала 

304, 305 
Инвариантные свойства 234 
Инварианты кривой 2-го порядка 

3 
— поверхности 2-го порядка 232 
Инверсия (беспорядок) 147 
— (преобразование) 510 
Инволюта 248 
Индекс суммирования 524 
Инерции момент 396, 428, 429 
Интеграл, интеграла знак 331 
— в комплексной области 512 
— вероятности (Гаусса) 563, таб- 

лица 51—82 
— двойной (двукратный; 420, вы- 
числение 422, приложения 428 

— дифференциального уравнения 
437, общий, частный, особый 438 

— зависящий от параметра 404 
— кратный 420—432 
— криволинейный (линейный): пер- 

вого ‘тина (по отрезку кривой) 
412, второго типа (по проекции) 
415, в теории поля 536 

— неопределенный 331, 
346 —383, см. также 
таблицы 

— отаналитической функции 513 
— несобственный 398, 401, главное 
значение 399, 402 

— — абсолютно сходяшийся 400 

таблицы 
Интегралов 

Интеграл определенный 383, вы- 
числение 387, приложения 393, 
таблицы 407—412 

— особый 438 
— от разоывной функции 401 
— первый 450 
— поверхностный: первого типа 

(по поверхности) 430, второго 
типа (по проекции) 432, в теории 
поля 539 

— полный 473 
— псевдоэллиптический 342 
— Пуассона 490 
—c бесконечными пределами 

398 
— Стильтьеса 398 
— тройной (трехкратный) 421, вы- 
числение 425, приложения 429 

— Фурье 553 
—Эйлера 162, 405 
— эллиптический 342, таблицы 
79—80 

Интегралов таблицы: 
— — основных 333 
— — от рациональных функций: 

содержащих ах +. 6 346—349 
» ax? ох с 349—359 
> a? + x2 351—352 
» a3 + x3 352—353 
» at + x4 353—354 

— — от иррациональных функций: 

содержащих У x 354 —355 

» Vax+t6 35-356 
и VaxtbuVfxtg 357 

» Va? — x? 358—359 
» Ух? + а* 359—361 
» Ух? — а? 361 —363 

› Уах? хе 363—365 
> другие иррациснальные 

выражения 369 —366 

— — OT тригонометрических функ- 
ций: 

содержащих синуе 366 — 369 
» косинус 369 —372 
» синус и косинус 

372 — у 
> тангенс 376 
» котангенс 376 

— — от других трансцендентных 
функций: 

гиперболических 371—378 
показательных 378—379 
логарифмических 379—381 
обратных тригонометриче- 

ских 381— 383 
обратных гиперболических 

383
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Интегральная кривая 438, особая 
443 

— поверхность 471 
— показательная функция 378 
Интегралы см. Интеграл, Интегра- 

лов таблицы 
Интегральное исчисление 330—436, 
основная теорема (Формула) 386, 
513 

Интегральные 
поля) 545 

Интегральный косинус 369 
— логарифм 332, 380 
— признак сходимости 294 
— синус 274, 367 
Интеграф 392 
Интеграции переменная 384 
Интегрирование 331, правила 332, 

см. также Интегралов  табли- 
цы 
биномных дифференциалов 341 
гиперболических функций 346 
графическое 392 
дифференциальных уравнений 
437, графическое 448, численное 
448 

теоремы (теории 

иррациональных функций 340 
показательных функций 345 
по частям 332, 388 
под знаком интеграла 406 
подстановкой 332 
приближенное 390 
рациональных функций 334 
трансцендентных функций 
345—346 

— тригонометрических 
344 

p
r
y
 

ur
 
r
g
d
 

функций 

Интегрирования область 421 
— постоянная 331 
— путь 412 
Интегрируемая функция 334, абсо- 
лютно 400, 

Интегрируемое вполне уравнение 
476 

Интегрируемости условия 415, 
538 

Интегрирующий множитель 440 
Интервал числовой (открытый, 
замкнутый, полуоткрытый} 270 

Интерполирующая функция 573 
Интерполяционная поправка 15 
Интерполяционные формулы 576 
Интерполяция 15, 573 
— квадратичная 15, таблица 74 
— линейная 15, 14 
— параболическая 573, 574 
— тригопометрическая 559, 573 
Иррациональная функция 273, гра- 
фики 90—91, интегрирование 340, 
таблица интегралов 354—366 

Иррациональное выражение 127, 
132—133 

— уравнение 137 
— число 266 
Иррациональность алгебраическая 

— B знаменателе (уничтожение) 
32 

Искусственная форма логарифма 
(отрицательного) 135 

Источники поля 547 
Исчисление векторное 519—548 
— дифференциальное 302—329 
— интегральное 330—436, основная 
теорема (формула) 386, 513 

Итераций метод 145, 447 

К 

Каноническая система дифферен- 
циальных уравнений 474 

— — линейных уравневий 149 
— форма алгебраического уравне- 

ния 136 
— — дифференциального уравне- 

ния 2-го порядка 477 
Каноническое уравнение: эллипса 

206, гиперболы 208, параболы 
211 

— — поверхностей 2-го порядка 
228 

Карцана формула 139 
Кардиоида 105 
Карсона-Хэвисайда —операторный 

метод 458, таблица изображений 

Касательная к плоской кривой 236, 
построение 312 

— к пространственной кривой 351, 
уравнение 253 

— к эллипсу 207, к гиперболе 209, 
к параболе 212 

— плоскость 257 
Касательной отрезок 237 
Кассини овалы 106 
Катет 166 
Квадрат 166 
Квадратическая 

— погрешность средняя 572 
Квазратическое среднее 16] 
Квадратичная интерполяция 15, 
таблица 74 

— форма первая 260, вторая 262 
— функция 272, график 83, ком- 
плексной переменной 511 

Квадратное уравнение 138 
Кватратный корень: таблица 

13—37, график 90, функция коч- 
плексной переменной 511 

ошибка средняя
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Квадратный трехчлен, график 83 
\вадратов паименьших метод 569 
Квадраты чисел, таблица 18—37, 

целых чисел 38—39 
Квазиличейное уравнение 471 
Кирхгофа формула +80 
Клеро уравиение 443 
Клин 173 
Клотоида 113 
Ковариантные 

тора 526 
Колебание гармоническое 184 
— — затухающее 95 
— мембраны 483 
— стержня 482 
— струны 482 
— функции 285 
Коллинеарные векторы 519 
Кольцо круговое 169 
Комбинация линейная 147, векто- 

роз 520 
Компланарные векторы 519 
Комплексная форма уравнения кри- 

вой 501—503 
Комплексное число 493, форма ал- 
гебраическая, тригонометриче- 
ская, показательная 494, 459 

Комплексной переменной функция 
497, 504—518 

Комплексные числа 493—618, со- 
пряженные 495, действия над 
ними 495—497 

Компоненты вектора 521 
Конечное приращение 
Лагранжа) 317 

Конечные величины 281 
— числовые ряды 160 
Конечный разрыв 282 
Коническая поверхность 176, урав- 

нение 220 
— точка 259 
Конические сечения 213—215 
Консервативное поле 538 
Консерватизм углов 508 
Константа 272, таблица 16 
Коптравариантные координаты 
вектора 526 

Конус, усеченный конус 176, урав- 
нение 230 

координаты век- 

(теорема 

Конформное отображение 508, 
510—511 

Конхоида, конхоида Никомёда 
104 

Координатные линни 199, 27, 
25 

— поверхности 216 
Координаты точки: па плоскости 

198, в пространстве 216 
- вектора 521, ковариантные и 
контравариантные 6526 

Координаты векторного поля 
532 

— тауссовы на поверхности 
5 

— декартовы прямоугольные 198, 
216, преобразование 199, 218 

— криволинейные 199, 217, 257 
— полярные 199, 217 
— сферические 217 
— цилиндрические 217 
Корень квадратный, кубический, 
таблица 18—37 

— многочлена 140 
— уравнения 136, оценка 144 
Корректно поставленная вадача 

479 
Косеканс 179, график 98 
— гиперболический 194 
Косинус 179, таблица 48—49, гра- 

фик 96 
— гиперболический 193, 
52—55, график 100 

— интегральный 369 
Косинусов теорема 186, 193 
Косинусоида 97 
Косинусы напртвляющие 218 
Косоугольный треугольник, фор- 

мулы 186—187 
Котангенс 179, 
график 97 

— гиперболический 194, 
| 

таблица 

таблица 50—51, 

график 

Коши задача 472, 481 
— метод решения дифференциаль- 
ных уравнений 453 

— неравенство 157 
— признак существования предела 

276 
— — сходимости 294, интегральный 

294 
— теорема 284, 318, 438, 513 
— формулы 514 
Коши-Буняковского 

157, его аналог 158 
Коши-Римана условия 505 
Коэффициенты биномиальные 164 
— метрические вектора 523 
— пеопределеиные, метод 131 
— разложения векторов 52] 
— угловые 202 
— Фурье 549 
Краевые задачи 468-—476, 

ча однородная, 
468 

неравенство 

зада- 
неоднородная 

Крайнее и среднее отношение, де- 
ление 161 

Крамера формулы 149 
Кратная точка 244 
Кратные ипгегралы 420—432 
Кратный корень уравнения 140
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Кратчайшее 
прямыми 223 

Кривая, обиее исследование 247 
— алгебраическая 201 
— второго порядка 213—215 
— интегральная 438 
— мпимая 201 
— плоская 234 —250 

пространственная 250—256 
трансцендентная 201 

уравнение 234, 250, в вектор- 
ной форме 528, в комплексной 
фопме 501 

—, см. также названия отдельных 
кривых 

Кривизна кривой 239, 254 
— поверхиости 261, средняя, гаус- 

сова 263 
Кривизны двоякой линия 250 

главные радиусы 261 
— круг 240 
— линии 262 
— постоянной поверхности 263 
— радиус 239, 254 
— центр 240 
Криволинейная трапеция, плошадь 

394 

расстояние между 
И
И
 

Криволинейные координаты 199, 
217, 

Криволинейный интеграл см. Ин- 
теграл криволинейный 

~~ отрезок: длина 394, 414, масса 
414, момент инерции 396, центр 
тяжести 397 

— сектор, площадь 394 
Круг, окружность 168. уравиение 

205 
- большой 176, 190 
— кривизны 240 
— сходимости 498 
Круга площадь 169, таблица 64—65 
Круглые тела 174-— 178 
Круглый прямой копус 176 
— — цилиидр 175 
— цилиндр усеченный 175 
Круговая точка 262 
— частота 184 
Круговое кольцо 169 
Круговое поле 532 
Круговые функции 
фики 98—99 

Кручение, кручения радиус 255 
Куб 172, 174 
Кубическая парабола 814 
Кубические корни, таблица 18—37 
Кубическое уравнение 138 
Кубы чисел, таблица 18—37, целых 

чисел 38 — 39 
Кулона поле 5}7 
Кусочио-непрерывная функция 282 

1838 — 190, гра- 

Л 

Лагранжа meron 
условного максимума и 
MyMa) 322 

— теорема 317 
— тождество 523 
— уравнение 443 
— формула (параболической ин- 
терполяции) 574 

Лапласа — изображение 
459 

— оператор 315. 478, 544 
— теорема 563 
— уравнение 481. 547 
— функция 547 
Латинский алфавит 14 
Левая винтовая линия 255 
— координатная система 216 
Лежандра полиномы 467, 

ца 78 
— уравнение 467 
Лейбница теорема 296 
— формула 310 
Лейбиица-Ньютона теорема, 386 
Лемниската 107 
Линейка счетная 120 126 
Линейная интерполяция 15, 145 
— комбинация 147, векторов 520 
- функция 272. график 83. комп- 
лексной переменной 510 

Линейно независимые решения 
системы линейных уравнений 153 

- — фупкции 451 
Липейное уравнение 

ское 137, система 149 
~ — дифференциальное: 1-го по- 
рялкя 440, 2-го порядка 463, выс- 
ших порядков 451, с постоянны- 
ми коэффициентами 451, 453 —455, 
460, системы 455 —458. 461; в част- 
ных производных: 1-го порялка 
470. 2-го порядка 476- 492 

Линейный интеграл см. Muterpaa 
криволинейный 

— угол 170 
— элемент поверхности 259 
Линейчатая поверхность 263 
Линии вихревые 543 
— геодезические па 

264. на сфере 191 
— координатные 199, 217, 257 
— кривизны 262 
— тока 534 
— уровня 930 
Линия, уравнение линии 201, 

в пространстве 220, см. также: 
Прямая линия, Кривая, а также 
названия отдельзых кривых ли- 
Hull 

(нахождения 
мини- 

функции 

табли- 

алгебраиче- 

поверхности



АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Липшица условие 438, 449 
Лист декартов 102 
Лишние корни уравнения 137 
Лиувилля теорема 506 
— формула 152 
Лвувилля-Штурма задзча 469 
Лобачевского метод решения ал 

гебраических уравнений 142 
Логарифм, определение и свойства, 
системы 134 

Логарифм дасятичный  (бриггов) 
134, таблица mautuce 44—45 
антилогарифмов 46 —47 

— интегральный 332, 380 
— натуральный (неперов, гинер- 
болический) 134, таблица 58—60, 
комплексной переменной 499, 511 
главное значение 499 

Логарифмика, натуральная 
рифмика 92 

Логарифмирование 134, 135 
Логарифмическая (счетчая) линей- 

ка 120—126 
— производная 308 
— спираль 112, уравнение в ком 
плексной форме 503 

— функция 273, график 92 
— шкала 
Логарифмический декремент зату- 

хания 96 
Потарифмическое выражение 128, 

лога 

— уравнение 143 
Локальные свойства 

ских образов 234 
— элементы кривой 235 
Локон Аньези 102 
Лопиталя правило 279 
Лорана ряд 515 

геометриче- 

М 

Мазоранта 299 
Макдональда функция 465 
Маклорена ряд 323. таблица раз- 
ложений 324—329 

Максимум 318, нахождение макси- 
мума и минимума 318—322 

Малая ось эллипса 206 
Мантисса логарифма 134, таблица 

—45 
Масса 414, 428, 429, 432 
Математическое ожидание 564 
Математической физики уравнения 

478 
Матрица, ранг матрицы 150 
Мёбиуса лист 432 
Медиана треугольника 165, 187 
Мембраны колебание 483 
Менье теорема 261 

597 

Мера точности 567 
Меридиан 257 
Метрика поверхности 260 
Метрические коэффициенты векто- 

ра 523 
Минимальные поверхности 263 
Минимум 318, минимума и макси- 

мума нахождение 318—322 
Мипор определителя 147. матрицы 

150 
Мнимая единица 493 
— кривая 201 
— ось гиперболы 303, комплексной 
плоскости 493 

~ поверхность 2-го порядка 233 
— часть комплексного числа 493 
Многогранчики 171—174 
— правильные, таблица элементов 

174 
Многогранный угол 170 
Многозначная функция 269, 285 
Многолистная поверхность 504 
Многомерное пространство 286 
Многосвязная область 287 
Многоугольник 167, плошадь 201 
— правильный 167, таблица эле 
ментов 168 

Многочлен 272, корень 140, разло- 
жение на множители 128, гра- 
фики 83- 85 

Многочлены взаимно простые 
12 

Множество всюду плотное, упоря 
доченное 265 

- непрерывное 266 
Множитель, разложение многочле- 

на на множители 128 
— интегрирующий 440 
— нормирующий 203, 221 
Модуль вектора 519 
— комплексного чиела 494 
~ перевода системы логарифмов 

Момент инерции 396, 428. 429 
Моногенная функция 505 
Монотонная последовательность 

268 
— функция 275, условие 315 
Муавра формула 496 

H 

Набла (оператор y) 543 
Наблюдений обработка 562—584 
Наибольшего сближения точка 

249 
Наибольшее и наименьшее значе- 

ния функции: существование 285, 
292, нахождение 319—320 

Наибольший общий делитель 129.



508 АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТВЛЬ 

Наибольший предел 300 
Наименьших квадратов метод 569 
Наклон касательной 237 
Наложение поверхностей при из- 
гибании 2 

Наложения теорема 452, 457 
Направление в пространстве 2{8 
— на кривой положительное 234 
Направлений поле 438 
Направляющая:  кокической по- 

верхности 176, цилиндрической 
поверхности 174 

Направляющие косинусы 218 
Натуральная логарифмика 92 
— показательная кривая 92 
Натуральные логарифмы 134, таб- 

лица 58—60, комплексной пере- 
мечной 439, 511 

Натуральный ряд 267 
Начало координат 198, 216 
Начальная фаза 96, 134 
Начальное условие 437, 478 
Незозрастающая монотонная ©90- 
следовательность 268 

Независимая переменная 269 
Независимые уравнения 155 
— функции 289, условие независи- 

мости 290 
— — линейно 451—452 
Неизвестное (в уравнении} 136 
Нелинейные уравнения (в частных 
производных} 473 

Неограниченная область 270, 287 
— функция комплексной перемек- 

ной 506 
Неоднородная краерая задача 468 
Неоднородные линейные уравне- 

ния, система 149, дифференци- 
альные уравнения 454, систе- 
Ma дифферезциальпых  уравне- 
ний 457 

Неопределенная система линейных 
уравнений 151 

Неопределенности, раскрытие 279 
Неопределенные интегралы 331, 
таблицы 346—383, см. также 
Интегралов таблицы 

— — от аналитической функции 
3 

Неопределенных 
метод 131 

Непера правило 192 
Неперовь! (гиперболические, нату- 
ральные) логарифмы 134 

Неполная форма логаряфма (отри- 
цательного} 135 

Неполные эллиптические интегра- 
лы 343 

Неправильная дробь (алгебраиче- 
ская) 1 

коэффициентсв 

Непрерывная случайная величина 
5 

— функция 281. 291. 505, равномер- 
но 285, 291 

Непрерывные множества 266 
Непрерывность 281—235. 

мерная 285, 291 
Непрерывный спектр 554 
Неравенства 156—159 
Неравенствсе  Буняковского-Кощи 

157, его аналог 158 
— Коши 15 
— первой, второй степени 159 
— Чебышева 158 
Неравномерно 

298 
Несобственный интеграл 398, 401, 

главное значение 399, 402 
абсолютно сходящийся 400, 

равно- 

сходящийся ряд 

Несовместная система линейных 
уравнений 149 

Несократимая дробь (алгебраиче- 
ская) 130 

Неубывающая монотовная после- 
довательность 268 

Нечетнзя функция 275 
Неэлементарные функции 273 
Незвное згдание функции 271. 289, 
дифференцирование 310 

Никомеда конхоида 104 
Нормаль: к плоской кривой 236, 

ее отрезок 237, к пространствен- 
ной кривой 251, к поверхности 

— главная 251, уравнение 253 
Нормальная плоскость 251, урав- 

нение 253 
— система дифференциальных 
уравнений 455 

Нормальное решение линейного 
уравнения дифференциального 

460 
— сечение главное 26} 
— уравнение (в методе наимень- 
ших крадрэтов) 569 

— — поямой 203, плоскости 22\ 
Нормальный вид иррапиовального 
выражения 132 

— закон распределение 566, кри- 
ваз 92 

Нормированная собственная функ- 
ция 46 

Нормирующий множител 203, 
22 

Нулевое решение системы ланей- 
ных уравнений 153 

Нули функции 500 
Нуль-вектор 519 
Нутации угол 219



АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Ньютона бином 163—164 
— метод приближенного решения 
уравнения 145 

— поле 547 
— потенциал 548 
— формула 163 
— — интерполяционная 576 
Ньютона-Лейбница теорема 386 

о 

Обелиск 173 
Обильность источника поля 547 
Область; одней переменной — связ- 

ная 270, неограниченная, огра- 
ниченная [слева, справа} 270; не- 
скольких переменных — связная 
287, 288, односвязная, двусвяз- 
ная, многосвязная 287 

— задания функции 269, 286 
— интегрирования 421 
— определенности аналитического 
выражения 271, 288 

— существования 271, 288 
— сходимости ряда 298 
Обозначения математические 11 
Обработка наблюдений 562— 

584 
Образующая конической поверх- 

ности 176, цилиндрической по- 
верхности 174 

— прямолинейная поверхности 
2-го порядка 23] 

Обратная пропорциовальность, 
график 85 

— функция 271, существование 283, 
производная 312 

Обратные величины, таблицы 40— 
| 

Обратные гиперболические фуик- 
ции 196, 500, графики 101, инте- 
грирование 346, таблица интегра- 
лов 383 

— тригонометрические фуикции 
188—190, 273, 500, графики 98— 
99, интегрирование 346, таблица 
илтегралов 381—383 

Обрыв функции 282 
Общий интеграл дифференцниаль- 

ного уравнения 438 
— наибольший делитель 129 
Объем тела 355, 425, 429, вращения 

355, см. также названия отдель- 
ных тел 

Объемная производная 541 
Объемное дифференцирсвание 541 
Обыкновеннсе дифференциальное 

уравнение 437 
Овалы Кассини 106 
Огибающая 249 

599 

Ограниченная 
справа 270 

— последовательность 269 
— функция 275, 292, 506 
Однозначная функция 269, 285, 
Однополостный гиперболоид 228 
Однородная краевая задача 468 

область, слева, 

— система линейных уравнений 
149 

— функция 289 
Однородное дифференциальное 

уравнение 439, линейное 453 си- 
стема 457, в частных производ- 
ных 471 

Односвязная область 287 
Ожидание математическое 564 
Округление 116 
Окружность 168, влина 169, табли- 

ца длины 62—63, уравчение 205, 
уравнение в комплексной фор- 
ме 502 

Октаэдр 174 
Омбилическая точка 262 
Оператор Гамильтона «(набла, 9) 

— дифференцирования (D) 453 
— Лапласа {А} 544 
Операторная запись дифференци 

ального уравнения 453 
Оперзторный метод решения диф- 
ференциальных уравнений 458, 
в частных производных 490 

Описавной окружности радиус 

Определенности область (аналити- 
ческого выражения) 271, 288 

Определенная система 
уразнений 149, 151 

Опоеделенный интеграл 383, вы- 
числение 387 приложения 393, 
таблица 407—412 

Определитель (детерминант) 146 
— Вронского 452 
— преобразования 218 
— системы линейных 

149 
Определяющее уравнение 463 
Ордината 198, 21 
Оригинал {в операторном метод®) 

линейць!х 

уравнений 

Ориентированная поверхность 432 
Орт 519 
— нормали к поверхности 257 
Ортогональность (системы функ- 

ций) 463, 572 
Ортоцентр треугольника 166 
Осевое поле 572 
Основачне систёмы логарифмов 134 
Основная теорема алгебры 140 
Особая интегральная кривая 443



ECO 

Особая точка кривой 244, поверх- 
ности 259, дифференциального 
уравнения 444, функции ком- 
плексной переменной 506, 508, 516 

Особый интеграл, особое решение 
дифференциального уравнения 

Остаток, остаточный член ряда 
293, 298 

Остроградского (Гаусса) 
формула 436, 545 

— метод интегрирования 338 
Ось абсцисс, ординат 198, 216, ап- 

пликат 216 
— действительная, мнимая: гипер- 
болы 208, комплексной плоско- 
сти 493 

— поля 529, 532 
— полярная 199 
— эллипса 206, гиперболы 208, па- 

теорема. 

раболы 211 
Открытый интервал, открытый 

конец интервала 270 
Относительная погрешность (пре- 
дельная} 115 

Отношение: деление отрезка в дан- 
Hom отношении 200, 219, деление 
в крайнем и среднем отноше- 
нии 161 

Отображение плоскости 504, кон- 
формное 508, 510—511 

Отрезок: длина 414, масса 414 
—, деление отрезка з данном от- 
ношении 200, 219 

—, уравнение прямой в отрезках 
202, уравнение плоскости в от- 
резках 221 

Отрезок цилиндра 175 
Оценка интеграла 386 
— корней уравнения 141 
— остатка ряда 296 
Ощибка простая средняя, средняя 
хвадратическая, вероятная 567, 
случайная 555, кривая нормаль- 
ного закона распределения оши- 
бок 92 

Ошибок теория 565—574 

П 

Парабол формула (Симисона) 391 
Парабола 211—212, график функ- 

ции 83, 90 
— кубическая 84 
— л-го порядка 85 
— полукубическая 102 
Параболическая интерполяция 573, 

574 
— точка 263 
Параболического типа уравнение 

476 

АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Параболическое уравнение 478 
Параболический цилиндр 232 
Параболоид эллиптический 230, 
врашения 230, гиперболический 

Параллелепнпед 172, объем 
торная формула) 527 

Параллели (на сфере) 257 
Параллелограм 166, площадь (век- 
торная формула} 527 

Параллельные прямые, плоскости 
170, условие параллельности пря- 
мых на плоскости 204, прямых и 
плоскостей в пространстве 227 

Параллельный перенос осей коор- 
динат 199, 218 

Параметр 127, 271, интегралы, за- 
висящие от лараметра 404 ’ 

— нормального закона распределе- 
ния 566 

— фокальный эллипса 206, гипер- 
болы 208, параболы 21 

Параметрическое задание функции 
т 289, ее дифференцирование 

век- 

Парсеваля равенство 550 
Паскаля треугольник 164 
— улитка 105 
Первая квадратичная форма 260 
Первого порядка дифференциаль- 

ные уравнения 438—449, в част- 
ных производных 470—476 

Первообразная функция 339, 513, 538 
Первый интеграл 450 
Перегиба точка 241—243 
Переменная интеграции 384 
— комплексная, функции 504—518 
— независимая 269 
Переменных замена 313—315 
— разделение 439, 481 
Перенос параллельный 
динат 199, 218 

осей коор- 

Пересечение, точка пересечения 
прямых, плоскостей 203, 224—225, 
условие пересечения прямых 
в пространстве 223 

Перестановки 163 
Периметр эллипса 208 
Период 184, 275 
Периодическая функция 275 
Перпендикулярность прямых 204, 
прямых и плоскостей н прост- 
ранстве 227 

п «пи», отношение длины окружно- 
сти к диаметру 169, таблица Bes 
личин, связанчых с т, 

Пикара метод последовательных 
приближений 

Пирамида 172, правильная 172, усе- 
ченная 173



АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 601 

Пифагора теорема 166 
Планиметр 39 
Планиметрия 165—169 
Плоские кривые 234—250 
— фигуры 165—169, плошадь 394. 

418, 438 
Плоское поле скалярное 529, век- 

торное 531 
Плоско-параллельное поле 529 
Плоскостей пучок 222 
Плоскость: уравнение 221, вектор- 

ное уравнение 525 
Toby прямая в пространстве 221— 

— касательная 257 
— комплексная 493 
— нормальная, соприкасающаяся, 
спрямляющая, 251, их уравнения 

5 
Плотное всюду множество 265 
Плотность распределения вероят- 

ностей 56 
— спектра 554 
Площадь плоской фигуры 418, 428, 
поверхности 260, 428, 432 см, так- 
же названия отдельных фигур 

Поверхности 256—26 
— кривизна 261, средняя, сауссова 263 
— линейный элемент 259 
— метрика 260 
— площадь 260, 428, 432 
— уравнение 220, 256 
Поверхностный интеграл см. Ин- 

теграл поверхностный 
Поверхность вращения 220, 395 
— второго порядка 228, 232 

интегральная 471 
коническая 176, 220 
координатная 216 
линейчатая 263 
минимальная 263 
многолистная (риманова} 504 
ориентированная 432 
постоянной кривизны 263 
развертывающаяся 263 
уровня 530 
центральная 228 
цилиндрическая 174, 220 

Поворот осей координат 199, 218 
Повторный предел 29 
Погрешность интерполяции 577 
— предельная абсолютная, отно- 
сительная 115 

— средняя квадратическая 572 
— функции 116 
Подинтегральная 

384 

P
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функция 331, 

Подинтеграл ьнов выражение 331, 
84 

Подкасательная 237, полярная 238 
Поднормаль 237, полярная 238 
Подобные треугольники ни мпого- 
угольники 166 

Подстановки правило (при инте- 
грировании! 332, 387 

— символ 387 
— Эйлера 340 
Подсчет цифр, правила 117 
Показатель степени, обобщение 

понятия 133 
Показательная 
ральная 92 

— интегральная функция 378 
— функция 273, таблицы 52—58 
графики 92—96, интегрирование 
Pa таблица интегралов 378— 

кривая 92, нату- 

— комплексной переменной 498 
Показательное выражение 121 

133 
— уравнение 143 
Поле, теория поля 529—548 
— безвихревое 538, 546 
— векторное 531 
—вионсерв ативное (потенциальное) 

— направлений 438 
— притяжения {Ньютона} 547 
— осевое 529 
— плоское 529, 531, плоско-парал- 
лельное 529 

— Ньютона (Кулона) 547 
— скалярное 529 
— соленоидальное 546 
— сферическое 529, 532 
— центральное 529, 532 
— цилиндрическое 523, 532 
Полином 272 
— Лежандрз 467, таблица 78 
— Чебышева 199 
Полное приращение 304 
Полный дифференциал 305, unre. 
грируемость 418, уравнение в 
полных дифференциалах 439, 475 

— ингеграл 473 
— эллиптический 
таблица 8!) 

Положительнов 
кривой 234 

Положительные корни 
142 

интеграл 343, 

направление на 

уравнения 

Полоска характеристическая 473 
Полукубическая парабола 102 
Полуоткрытый интервал 270 
Полюс 199, 520, функции комплекс- 

ной переменной 508, 516 
Полярная касательная, нормаль, 
подкасательная, поднормаль 238 

- ось 199
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Полярное расстояние 217, 257 
—орравнение кривой 2-го поряяка 

3 
Полярные кбординаты 199, в про- 

странстве 217 
Полярный угол 199 
Понижение порядка дифферезнци- 
ального уравненкя 450 

Поправка интерполяционная 15 
Порядок бесконечно малых 281 
— дифференциального уравнения 

437, понижение 
— кривой 201 
— разности 575 
Последовательность 267, монотон- 

ная 268, ограниченная 269, фун- 
даментальная 269, предел после- 
довательности 267, бесконечный 
268, признак существования пре- 
дела 269 

Последовательных 
метод 447 

Постоянная интегрированкя 331 
— произвольная 437 
— Эйлера 16, 278 
Постоянной кривизны поверхность 

263 
Постоянные 

приближений 

величины, таблица 

—, метод вариации постоянных 452 

Потенциал 418, 538 
— векторный 546 
— запаздывающий 480 
— ньютонов 548 
— ‚уравнения теорин потенциала 

481 
Потенциальная функция $38 
Потенциальное поле 538 
Потенцирование 134 
Поток скалярного, векторного по- 

ля 540 
Правая винтовая линия 255 
— коордннатная система 216 
Правило, см. соотв. название 
Правильная дробь (алгебраическая) 

12 
— лирамида 112 
— призма 17] 
— точка 506 
Правильные многогранники, таб- 
лица элементов 174 

— многоугольники 167 
элементов 168 

Правильный тетраэдр 174 
Предел определенного интеграла 
верхний, нижний 

— последовательности 267, беско- 
нечный 269, признак существова- 
ния 269 

таблица 

УКАЗАТЕЛЬ 

Предел функции 276—280, 290, 
признак существования 276, бес- 
конечный 277, слева и справа 
277, повторный 291, наибольший 
360, комплексной переменной 504 

Предельная погрешность абсолют- 
ная, относительная 115 

Прекращения точка 24 
Преобразование координат 199, 218 
Преобразования тождественные 

Прецессии угол 219 
Приближение в отдельных точках 

— последовательное, метод 447 
— равномерное 571, по методу наи- 
меньших квадратов 572 

Приближенное изображепие функ- 
циональной зависимости 571—573 

-- интегрирование 390 
— решецие уравнений 144, диффе- 
ренциальных 492 

Приближенные вычисления 115— 
126, правила 115—118 

— формулы 118—119 
— числа 116 
Приближенный гармонический ана- 

An3 55 
Призма 171, усеченная 171 
Признаки существования предела 

276 
— сходимости рядов 293—296 
Првращение конечное, теорема Ла- 
гранжа 317 

— полное 304 
Притяжения 
Прогрессия арифметическая 
— геометрическая 160 
Произведения векторов (скалярное, 
векторное, смешанное, двойное 
векторное) 522 

Производная 302, таблица 
водных 307 

— аналитической функции 505 
— векторной функции 528 
— высшего порядка, таблица 309 
— логарифмическая 308 
— неявной функции 310 
— обратной функции 312 
объемная (пространственная) 

поле (Ньютона 547 
59 

произ- 

— параметрически заданной функ- 
ции 312 

— скалярного поля 534 
— слева, справа 303 
— частная 303, второго 

306, смещанная 
Производные пропорции 132 
Произвольные постоянные, 

ции 437 

порядка 

функ-
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Пропорции, преобразование 132 
— производные 132 
Пропорциональное среднее 161 
Пропорциональность обратная, 
график 85 

Пропорциональные части, таблица 
2—73 

Простые взаимно многочлены 129 
— (элементарные) дроби, разложе- 

ние алгебраической дроби 130, 
некоторые частные случаи 354 

— корни алгебраического уравне- 
ния 140 

Пространственная производная 541 
Пространственные кривые 250—256 
Пространство л-мерное 286 
Противоположные векторы 519 
Прямая линия, уравнение и задачи: 

на плоскости 202—204, в прост- 
ранстве 222—227, векторное 
уравнение 525, уравневие в ком- 
плексной форме 502 

— призма 171 
Прямые параллельные, скрещива- 

ю'диеся 170 
Прямых пучок 203 
Прямолинейная тригонометрия 

179—190 
Прямолинейные образующие по- 
верхности 2-го порядка 231 

Прямоугольник 166 
Прямоугольников формула (при- 
ближенного интегрирования) 890 

Прямоугольные декартовы коор- 
динаты 198, 216, 521 

Прямоугольный — параллелепипед 
172 

Прямоугольный треугольник 165, 
формулы 186 

Псевдосфера 263 
Псевдоэллиитические интегралы 

2 
Пуассона интеграл. 499 
— формула 480, 563 
— уравнение 481, 548 
Путь, вычисление 396 
— интегрирования 412 
Пучок плоскостей 222 
— поямых 203 

Р 

Работа 396, 537 
Равенство Парсеваля 550 
Равнобедренный треугольнык 166 
Равнобочная (равьосторонияя) Ги. 
пербола 85, 86, 210 

— трапеция 167 
Равномерная непрерывность 285, 

603 

Равномерная сходимость ряда 298, 

Равномерное приближение 57\ 
Равносильные бесконечно малые 

281 
— неравенства 156 
— уравнения 136 
Равносторонняя (равнобачная) ги- 

пербола 85, 86, 210 
Равносторонний треугольник 166 
Радиан 179, таблица перевода rpa~ 
дусов в радианы] 71 

Радиус вписанной, описанной ок- 
ружности 187 

— кривизны: плоской кривой 239, 
пространственной кривой 254, 
главный 261, эллипса 207, гипер- 
болы 210, параболы 212 

— кручения 255 
— сходимости 300, в комплексной 
области 498 

Радиус-вектор 199, 217, 520 
Развертка окружности 112 
Развертывающая 248 
Развертывающаяся поверхность 

Разделение переменных 439, 481 
Разложение функций в ряд см. 

Ряды 
— дроби ча простые (элементар- 

ные) см. Дроби 
— по собственным функциям 470 
Разложения теорема 452 
— формула (Хэвисайда} 460 
Размешения 163 
Разности функции, таблицы 575 
Разрыв функции 281, бесконечный, 

конечный, устранимый 282—233, 
интегралы от разрывных функ- 
ций 401 

Разрыва точка 281—283 
Ранг матрицы 150 
распалающаяся кривая 92-го поряд- 

ка 
Распределения закон 56% нормаль- 
ный 565, кривая нормального 
закона распределения 92 

Распространение тепла, уравнение 
481, 485 

Расстояние между двумя точками 
200, 219, между параллельными 
плоскостями 332. от точки до 
прямой 203, 223, от точки до 
плоскости 222, кратчайшее меж- 
ду двумя прямыми 223 

— Полярное 
Расходимость несобственнсго мк- 
теграла 398, 401 

Расходящийся ряд 293 
Расхождение (дивергенция) 542
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Рацнональная точка 265 
— функциз (дробная) 272, графики 

85-89, интегрирование 334, таб- 
лица интегралов 346—354 

Рациональное число 265 
Рациональные выражения (целые, 
дробные) 127 

«Regula falsi> (линейная Иинтерпо- 
ляция} 145 

Резольвента 155 
Рельеф функции 506 
Решение уравнения 136, прибли- 
женное 144, системы алгебраиче- 
ских уравнений 136, дифферен- 
циального уравнения 437 

Риккати уравнение 441 
Римана метод решения дифферен- 
циальных уравнений 486 

— теорема 295 
— функция 486 
Римана-Коши условия 505 
Риманова поверхность 504 
Ролля теорема 316 
Ромб 167 
Ротация, ротор 542 
Ряд гармонический 293 
— гипергеометрический 468 
— Лорана 515 
— Маклорена 323, таблица разло- 
жений 324—329 

— натуральный 267 
— Тэйлора 322, 323, 515, 529 
— Фурье 470, 549—561, таблица 
разложений 554—558 

Ряды числовые конечные 160, бес- 
конечные 292, таблица сумм 
296—297, сходимость абсолют- 
ная, условная 295, признаки схо- 
димости 293, знакочередующиеся 
ряды 296, с комплексными чле- 
нами 497, 498 

— функциональные 298, сходящие- 
ся равномерно, неравномерно 298 

— степенные 300, 322, таблица пер- 
вых членов степеней ряда 300, 
таблица разложений функций в 
ряды 324—329, применение к ре- 
шению дифференциальных урав- 
нений 447, разложение аналити- 
ческих функций 515—618 

— тригонометрические 549—561 

С 

С, постоянная Эйлера 16, 278 
Самоприкосновения точка 244 
Самосопряженное уравнение 468 
Саррюса правило 148 
Сближения наибольшего точки 249 
Свободные векторы 5 

Связанные векторы 519 
Связная область 270, 287, 288 
Сегмент круга 169, таблицы 66—70 
— шаровой 177 
Седло (особая точка) 445 
Седлообразная точка 263 
Секанс 179, график 97 
— гипербелический 194 
Сектор криволинейный площадь 

— круга 169 
— шаровой 177 
Секущие 169 
Серре-Френе формулы 256 
Сетка изотермическая 508 
Сечение золотое 161 
Сечения конические 213—215 
— кормальные главные 26] 
Сигнум 274 
Симметрия периодических функ- 

ций |, il, Il, ПУ рода 551—552 
Симпсона формула 391 
Синтез гармонический 560 
Сивус 179, таблица 48—49, график 

— гиперболический 193, таблица 
52—55, график 100 

— интегральный 274, 367 
Синусов теорема 186, 193 
Синусоида 96, общая 96, 184 
Синусоидальные величины 184 
Система координат 198, 216 
— логарифмов 134 
— уравнений алгебраических 136, 
линейных 149 

— — дифференциальных 449 — 453, 
455, каноническая 474, характе- 
ристическая 471, 473 

Скаляр, скалярная величина 519 
Скалярное поле 529 
— произведение 522 
Скалярный поток 540 
Скобки, вынесение за скобки 128 
Скользящие векторы 519 
Скрещивающиеся кривые 170 
Сложная функция 273, дифферен- 
цирование 306, 310 

Слой шаровой 177 
Случайное событие 562 
Случайные величины 564 
— ошибки 565 
Смешанная производная 306 
Смешанного Типа уравнение 476 
Смешанное произведение 522 
Смещения теорема 459 
Собственная функция 469. норми- 

рованная 46 
Собственное значение краевой за- 

дачи 469 
Событие случайное 562
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Соединение 163 
Сокращенного умножения и деле- 

ния формулы 128 
Ссленоидальное поле 546 
Соприкасающаяся плоскость 25}, 
уравнение 253 

Сопровождающий трехгранник 251 
Сопряженные гармонические функ- 

ции 505 
— гиперболы 209 
— диаметры эллииса 207, гипербо. 

лы 210 | 
— комплексные числа 495 
— корни уразиенция 141 
— линейные уравнения 486 
Сочетания 163 
Спектр, нлотносль сиектра 554 
Специальные функции 274, табли- 

цы 75-82 
Спирали 111—113 
Спираль Архимеда 111, гиперболи- 

ческая 11}, логарифмическая 112, 
503 

Сплюшенны, эллипсоид вращения 
8 

Спрямляюща плоскость 251, урав- 
нение 353 

Среднее арифметическое 160 
— взвешенное 
— геометрическое (пропорциональ- 

ное) 16 
— значение, теорема © среднем 
значении 385 

— — случайной величины 564 
— квадратическое 161 
Средних метод 578 
Средняя величина 160 ~ 161 
— квадратическая погрешность 572 
— кривизна поверхности 263 
— линия треугольника 166. трапе- 
ции 

— ошибка простая,  квадратиче- 
ская 567 

Стандарт 567 
Степени, преобразования 133, це- 

лых чисел, таблицы 38—39, 43 
Степенная функция, графики 85, 89, 

90 
Стеиенной ряд 300, таблица пер- 

вых членов 300 
Степенные ряды, разложение функ- 

ций 322, таблица 324—329, в 
комплексной области 498 

Степень однородности 289, уравне- 
ния 

Crepeomerpun 170— 178 
Стержня колебание 482, рас- 
пространение тепла в стержне 

Стильтьеса интеграл 398 

605 

Стирлинга формула 16\, интерпо- 
ляционная 576 

Стокса теорема, формула 435, 545 
Стрелка сегмента круга, таблицы 

Строфоида 103 
Струны колебания 432 
Суммирования индекс 524 
Сумма ряда 292, 298 
Существенно особая точка 508, 516 
Существования область 27|, 288 
— теоремы: первообразной функ- 
ции 331, определенного интегра- 
ла 384, криволинейного интегра- 
ла 413, 415, двойного интеграла 
421, поверхностного интеграла 
430, 433, решения дифферен- 
циального уравнения 438, 449 

Сфера 176, 190-191, 228, 263 
Сферическая тригонометрия 190— 

| 
Сферические координаты 217 
Сферический избыток 19) 
—ареугольник 191, решение 192— 

3 
— эксцесе 191 
Сферическое поле 529, 532. 
Схемы для гармонического анали- 

за 559 
Сходимости круг 498 
— область 29 
— радиус 300, 498 
Сходимость несобслвенного инте- 

грала 398, 401, абсолютная 400, 404 
Сходимость ряда абсолютная, ус- 

ловная 295 
Сходяшийся ряд 292, равномерно, 

неравномерно 298, признаки 293 
Счетная линейка 120 - 126 

т 

Таблица с двумя входами 288 
Таблицы: элементарных функций 

16—74, специальных функций 
15—82, см. также соотв, названия 

Тангенс 179, таблица 50—51, гра- 
фик 97 

— гиперболический 
52—55, график 100 

Тангенсов теорема 186 
Тангенсоида 97 
Телеграфное уравнение 487 
Телесный угол 171 
Тело: задача о двух телах 474, 

объем 395, 428, 429, объем тела 
вращения 395 

Теорема, см. соотв. название 
Теорих, см. соотв. название 
Тепло, уравнение распространения 

81, 4 

193, таблица



606 

Тетраэдр 173, празильный 174 
Тождественное неравенство 156 
Тождественные преобразования 

127—135 
Тождество 127, 136 
Тока линии 534 
Тор 178 
Точечные источники поля 547 
Точка  п-мерпого пространства 

286 
— наибольшего сближения 249 

— особая кривой: асимптотиче- 
ская, возврата (заострения), 

излома, изолированная, крат- 
ная (двойная, тройная), прекра- 
шения, самопересечения, узло- 
вая 244 

— — дифференциального уравне- 
ния: изолированная, узел, седло, 
фокус, центр 444—446 

— -— функции комплексной пере- 
менной; устранимая, полюс, су- 
щественно особая 506—508, 516 

— перегиба 241 
— пересечения прямых 203, пря- 
мых и плоскостей 224—225 

— поверхности: эллиптическая, 
гиперболическая, параболиче- 
ская, круговая (омбилическая) 
262, 263, коническая 259 

— правильная 506 
— разрыва 281—283 
— рациональная 265 
— характеристическая 249 
Точки функция 286, 529 
Точности мера 567 
Трактриса 114 
Трансцендентные кривые 201 
— уравнения 143 —146 
— функции 272, влементарные 

273, интегрирование 345, таблица 
интегралов 377 

Травсцендентные числа 266 
Трапеций формула (приближенного 

интегрирования) 390 
Трапеция 167, равпобочная 167 
криволинейная (плошадь) 394 

Треугольник 165—166, площадь 
(в аналитической  геометрни) 
“ot. решение {3 тригонометрки) 
18 

› 

— Паскаля 164 
— сферический 131, 192—193 
'трехгранник сопровождающий 251 
'трехгранный угол 17] 
'Грехкратный ивтеграл см. Трой- 

ной интеграл 
Трехчлен квадратный, график 83 
Тригонометрическая интерполяциз 

559, 573 

АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Тригономегрические уравиения 143 
— функции 179, 273, таблицы 48 — 

59, графики 96—98, интегрирова- 
ние 345, таблица интегралов 366 — 
377, комплексной переменной 499 

— — обратные 188—190, 273, гра- 
фики 93 —99, интегрирование 346, 
таблица интегралов 381-383 
комплексной переменной 500. 

Тригонометрия 119—197, прямоли- 
нейная 179—190, сферическая 

’ 

lone гиперболическая 193— 

Тройная точка 244 
Тройной (трехкратный) интеграл 

421, вычисление 425, приложения 
429 

Трохоиды 108 
Труба цилиндрическая 175 
Тэйлора ряд 322, 323, для функции 
комплексной переменной 515, для 
векторной функции 529 

Тэйлора теорема, формула 322, 323 
Тяжести центр 200, 219, 397, 428, 

429 

У 

Убываюшая монотонная последо- 
вательность 268 

— прогрессия:арифметическая 159, 
геометрическая 150 

Угловой коэффициент 202 
Углы, радианное и градусное из- 
мерение 179 

— Эйлера 219 
Угол (в геометрии): между скре- 

шизваюшимися прямыми 1770, впи- 
санный 168, двугранный 170, ли- 
нейный 170, многогранный 170, 
трехгранный 171, телеспый 171 

— между прямыми 204, прямыми 
и плоскостями 226-227, кривыми 
238, кривыми на поверхности 260, 
векторами 527 

— нутации 219 
— полярный 199 
— прецессии 219 
Удлиненная циклоида 108, гино- 
циклоида 110, эпициклоида 110 

Узел (особаз точка дифференци- 
ального уравнения} 444 

Узловая точка 244 
Укороченная циклоида 108, гипо- 
циклоида 110, эпициклоида 110 

Улитка Паскаля 105 
Ультрагиперболическое урзанение 

1 
Умножение сокращенное, формулы 

128 
Упорядоченное множество 265
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Уравнение 127, 135—155, см. 
также соотв. название 

Уровня поверхности, линии 530 
Усеченная пирамида 173, призма 

171 
Усеченный конус 176, цилиндр 

175 
Условие, см. соотв. название 
Условно сходящийся ряд 295 
Условное уравнение 569 
Условный максимум и минимум 

322 
Устранимая особая точка 508, 

516 
Устранимый разрыв 28а 

Ф 

Фаза начальная 96, 184 
Факториал 161, таблица 42, таб- 

лица обратных величин 42 
Ферма теорема 316 
Фигуры плоские 165—159 
Физики математической урав- 

нения 478 
Фокальное свойство эллипса 206, 

гиперболы 208 параболы 21] 
Фокальный параметр эллипса206 

гиперболы 208, параболы 211 
Фокус, особая точка дифферен- 

циального уравнения 446 
Фокусы эллипса 206, гиперболы 

208, параболы 211, кривой 2-го 
порядка 213 

Форма квадратичная первая 260, 
вторая 262 

Формула, см. соотв. название 
Френе-Серре формулы 256 
Фундаментальная последователь 

ность 269 
— система решений уравнений: 
алгебраических 153, дифферен- 

циальных 451 
Функциональный ряд 298 
Функция 269,285, см. также cor 

название 
Фурье коэффициенты 549 
— ряд 470, 549—561 таблица раз- 
ложений 554—558 

— интеграл 553 

Хх 

Характеристика логагрифма 134 
— семейства кривых 249 
— для уравнений в частных про- 

изводных 472, 476 
Характеристическая точка 249 
— система 471, 473 
Характеристическое уравнение 

444, 453, 455 

607 

Хэвисайда-Карсона операторный 
метод 458, формула разложения 
460, таблица изображений 462 

Ц 

Целая (рациональная) функция 
272, интегрирование 334 

Целочисленного аргумента функ- 
ция 270 

Целые рациональные выражения 
127, 128—129 

Центр, особая точка дифферен- 
циального уравнения 446 

— вписанной, описанной окруж- 
ности 165 

— кривизны 240 
— поверхности 228 
— тяжести 200, 219, 397, 428, 429 
— эллипса 206, гиперболы 208 
Центральная поверхность 228 
Центральное поле скалярное 

529, векторноз 532 
Депная линия 160, 113 
Цепное правило 309 
Циклическая (круговая) частота 

184 
Циклоида 107, удлиненная, укор- 

роченная 108 
Цилиндр 174, круглый 1715, усечен- 

ный 175, эллиптический, ги- 
перболический, параболичес- 
кий 232 

Цилиндра отрезок 175 
Цилиндрическая поверхность 

174, уравнение 220 
— труба 175 
Цилиндрическоеполе 529, вектор- 

ное 532 
Цилиндрические координаты 217 
— функции 464, таблицы 76—11 
Циркуляция 417, 537 
Циссоида 103 
Цифр подсчет, правила 117 
Цифры значащие 115 

Ч 

Частн, интегрирование по частям 
332, 388 

— пропорциональные, таблица 
12—13 

Частичная сумма ряда 292 
Частная производная 303, урав- 

нение с частными производ- 
HbIMH 437, 419—492 

Частное решение дифференциаль- 
ного уравнения 438 

Частный дифференциал 304 
— интеграл 438 
Частота колебания 96, 184, собы- 

тия 563
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Чебышева неравенство 158 
— полином 
— теорема 341 
— теория приближений 572 
Четная функция 275 
Четырехугольник 167 
Чисел больших закон 564 
Числа: рациональные 265, иррацио- 
нальные 266, действительные 
(вещественные) 266, трансцен- 
дентные 266, комплексные 493, 
чисто мнимые 493 

— Бернулли 297 
— приближенные, 
ними 116 

— Эйлера 297 
Численное интегрирование диффе- 
ренциальных уравнений 448 

Числовая последовательность 267 
Числовой интервал 270 

действия над 

— ряд 292, конечные ряды 160, 
бесконечные ряды 296—297 (таб- 
HLL!) 

Чисто мнимые числа 493 
Чистого вращения угол 219 
Член последовательности 267 
— ряда 292, остаточный 293, 298 

Lk 

Шаблоны для гармонического ана- 
лиза 559 

Шаг таблицы 575 
Шар, сфера 176, 190—191, 228, 263 
Шаровой сектор. сегмент, слой 177 
Шаровые функции 467, таблица 73 
Шкала логарифмическая 120 
ПП]калы счетной линейки 120—121 
Штурма теорема, функции 142 
Штурма-Лиувилля задача +469 

3 

Эвольвента 248, окружности 112 
Эволюта 
Эйлера интеграл 162, 405 
— подстановки 340 
— постоянная 16, 278 
—- теорема {о многогранниках) 174 
— углы 219 

Эйлера уравнение 455 
— формула в теории поверхностей 

261, в комплексных числах 499, 
в рядах Фурье 549 

Эквивалентные бесконечно малые 

Экстремум 318 
Эксцентриситет эллипса 
перболы 208, кривой 
порядка 213 

Эксцесс сферический 24 
Элемент линейный поверхности 259 
— определителя 146 
— площади 422 423, 424, объема 

425, 426, 427, поверхности 431 
— поля направлений 433 
Элементарная математика 115—197 
Элементарные (простые} дроби, 
разложение алгебраической дро- 
би 130, некоторые случаи 354 

— функции 272, их непрерывность 
н точки разрыва 283—284, таб- 
лицы 16—74, графики 83 —101 

— — трансцендентные 273 
Эллипс 206—208, площадь 207, пе- 

риметр 208, график иррациональ- 
ной функции 90, уравнение в ком- 
плексной форме 503 

Эллипсоид, эллиисоид 
228 

206, гн- 
второго 

вращения 

Эллиптическая точка 262 
Эллиптические интегралы 342, 343, 
таблицы 79, 80 

Эллиптический параболоид 330 
— цилиндр 232 
Эллинтического типа уравиение 

476 
Эллииптическое уравнение 478 
Эмпирические формулы 571, под- 

бор 578—581 
Эпитрохоида 110 
Эпициклоида 108, удлиненная, уко- 

роченная 110 

Я 

Явное задание функции 274, 289 
Якобиан 290 
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