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Préambule

Les systèmes RADAR sont couramment utilisés pour la surveillance du do-
maine aérien ou pour des missions d’interception car ils sont opération-

nels par tout temps, ils sont insensibles à la luminosité et permettent une
surveillance à grande distance. Dans un souci d’efficacité, on souhaite que la
capacité de détection d’un RADAR soit la plus élevée possible, mais la dé-
tection doit également être la moins sensible possible aux perturbations. Les
émissions électromagnétiques adverses ou alliées peuvent, par exemple, nuire
à la détection, pouvant même rendre inopérant le RADAR. Aussi, il est parti-
culièrement important de pouvoir maîtriser le nombre de fausses alarmes qui
surviennent quand une cible est détectée alors qu’il n’y en a pas. On parle
alors de détection à taux de fausse alarme constant.

Les travaux réalisés dans cette thèse s’inscrivent dans la recherche d’amé-
lioration de la capacité de détection des systèmes RADAR et en particulier
sur une meilleure maîtrise du taux de fausse alarme lors de la détection de
cibles ponctuelles en présence d’échos de sol qui génèrent un fond complexe
inhomogène. Dans le premier chapitre, nous décrirons précisément le sujet
de la thèse et les applications liées aux systèmes RADAR. Nous présenterons
également le type de données traitées et nous expliquerons comment ces don-
nées sont obtenues. Nous établirons ensuite un état de l’art des principales
techniques de détection existantes. Dans le deuxième chapitre, nous étudie-
rons la technique de détection la plus couramment utilisée. Cette technique
suppose que le bruit est homogène autour de la position présumée de la cible.
Cependant, cette hypothèse n’est pas toujours vérifiée et les performances de
cette technique sont alors fortement dégradées. Nous nous attacherons donc
à décrire précisément les raisons de cette dégradation. Les trois derniers cha-
pitres sont consacrés à la présentation des techniques de détection proposées.
Les différentes solutions développées sont caractérisées et comparées par des
simulations numériques. Finalement nous conclurons ce manuscrit et nous
présenterons quelques perspectives.

1





1Introduction

Sommaire
1.1 Présentation de la problématique . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Présentation des RADAR aéroportés . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.1 Historique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.2 Les différents types de RADAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.3 Principes de fonctionnement d’un RADAR . . . . . . . . . . . 7

1.3 Présentation des données traitées . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3.1 Formation d’une carte distance/vitesse . . . . . . . . . . . . . 13

1.3.2 Modèle considéré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.4 Détection à taux de fausse alarme constant . . . . . . . . . . 24

1.4.1 Choix d’un test de détection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.4.2 Principales techniques de détection . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.5 Plan du manuscrit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

Ce chapitre introductif a pour but de présenter la problématique étudiée
dans ce mémoire de thèse qui concerne la détection de cibles ponc-

tuelles dans des données acquises par des RADAR aéroportés (carte dis-
tance/vitesse). Nous présenterons les principes de l’imagerie RADAR dans
notre cadre applicatif. Nous verrons comment les données traitées sont obte-
nues, ce qui nous permettra d’expliquer le modèle d’étude qui a été envisagé.
Nous effectuerons un état de l’art des techniques de détection existantes. En-
fin nous dresserons un plan de ce manuscrit.

1.1 Présentation de la problématique

Les travaux qui sont présentés dans ce manuscrit sont liés à la problématique
de la détection. Dans le dictionnaire Le Petit Robert la détection est définie
comme l’action de déceler l’existence d’un corps ou d’un phénomène caché.
On peut vouloir détecter des gaz toxiques, des mines de guerre, des nappes
de pétrole ou encore mille autres choses.

3
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Nous nous intéresserons à la détection à distance (télédétection) de cibles
à l’aide d’un système RADAR aéroporté. Plus particulièrement, nous envi-
sagerons le cas de cibles qui se déplacent à proximité du sol et qui peuvent
potentiellement représenter une menace importante. Ces cibles sont difficiles
à détecter car elles doivent être distinguées du sol.

On peut imaginer que la cible à détecter est un missile de croisière, un
objet volant à faible altitude, un drône, etc. L’espace entre le sol et le plancher
RADAR1 est très utilisé pour approcher un adversaire au plus près sans être
détecté par ses dispositifs de surveillance.

On comprend aisément l’intérêt de détecter de telles menaces. Cependant,
les signaux que nous traiterons seront très bruités et il sera particulièrement
difficile de distinguer les cibles du bruit. Nous devrons à la fois obtenir un
pouvoir de détection élevé mais également assurer que l’information de dé-
tection que nous fournissons est pertinente. L’opérateur RADAR (qui peut
également être le pilote) de l’avion doit pouvoir disposer d’une information
fiable afin de mener à bien sa mission.

Pour mieux comprendre les tenants et les aboutissants de notre problème,
la figure Fig.1.1 schématise la chaîne qui va de l’acquisition des données par
le RADAR jusqu’à l’affichage des informations dans le cockpit de l’avion. Le

Acquisition
(RADAR)

Traitements ValidationDétection Opérateur
RADAR

Fig. 1.1 – Transmission des informations collectées par le RADAR à l’opérateur RADAR.

RADAR effectue une mesure, les signaux récoltés sont exploités par l’étape
"Traitements" qui fournit en sortie une image que l’on appelle carte dis-
tance/vitesse. Le principe du RADAR, les différents traitements réalisés ainsi
que les cartes distance/vitesse seront présentés par la suite. L’étape de dé-
tection est l’objet des travaux, elle désigne un certain nombre de cibles po-
tentielles à partir d’une unique mesure RADAR. L’étape de validation a pour
but d’indiquer les cibles potentielles qui ont une forte probabilité de corres-
pondre à une cible réelle afin de délivrer une information fiable à l’opérateur
RADAR ou à d’autres systèmes électroniques. À cette fin, l’étape de valida-
tion utilise essentiellement les différentes informations fournies par l’étape
de détection au cours du temps.

Ce qu’il est important de souligner, c’est la contrainte temps réel liée à
notre application. L’information fournie doit être continuellement mise à jour
et un blocage du système est inacceptable. Cependant la puissance de cal-
cul que l’on peut embarquer sur un porteur est limitée. L’étape de validation
qui est particulièrement gourmande en puissance de calcul doit donc être
utilisée à bon escient. Il convient que l’information fournie par l’étape de dé-
tection soit pertinente, c’est-à-dire qu’elle ne désigne pas un nombre excessif
de cibles potentielles.

1Le plancher RADAR est l’altitude à laquelle un appareil peut être détecté par les RADAR
de surveillance.
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Pour contrôler le nombre de cibles potentielles, on souhaite définir un
nombre de fausses alarmes à respecter. Une fausse alarme correspond à la
détection d’une cible alors qu’il n’y a pas de cible. Nous nous attacherons
donc à proposer des techniques de détection qui permettent de contrôler le
nombre de fausses alarmes tout en assurant un fort pouvoir de détection.
Pour cela nous devrons prendre en compte les propriétés des signaux trai-
tés, qui sont étroitement liés aux phénomènes physiques mis en jeu lors de
l’acquisition des signaux. La prochaine section a pour but de présenter le
principe d’acquisition de données par un système RADAR.

1.2 Présentation des RADAR aéroportés

1.2.1 Historique
À la fin du XIXe siècle, Heinrich Hertz découvre les ondes électromagné-
tiques et montre qu’elles possèdent les mêmes propriétés que la lumière.
Les premières applications de la radio-électricité sont les télécommunications
puis la radio-navigation, mais dès le début du XXe siècle des précurseurs
envisagent la possibilité de détecter la présence d’objets métalliques par l’uti-
lisation d’ondes électromagnétiques. Si le principe du RADAR est énoncé
dans les années 1910, les premières applications n’apparaissent que dans les
années 1930 : elles concernent la détection d’avions et d’icebergs. Puis le déve-
loppement des systèmes RADAR s’accélère avec la seconde guerre mondiale.
Après la guerre, le développement de systèmes militaires et civils se pour-
suit et les premiers RADAR imageurs aéroportés voient le jour. Au début
des années 1950, le principe de la synthèse d’ouverture permet d’améliorer
considérablement la résolution azimutale. Les applications aéroportées dans
le domaine militaire suivent immédiatement. Depuis, les systèmes RADAR
ne cessent de se perfectionner, tant au plan technologique, que par la variété
des techniques mises en jeu pour exploiter les signaux RADAR.

1.2.2 Les différents types de RADAR
Les applications du RADAR sont très nombreuses, notamment dans les do-
maines suivants : contrôle aérien, atterrissage, trajectographie, mesure des
vitesses, altimétrie, anticollision, météorologie, suivi de terrain, surveillance
de sol, cartographie, navigation, conduite d’armes, guidage des missiles, au-
toguidage, . . .

Pour chacune de ces applications, il existe un type de RADAR plus par-
ticulièrement adapté. La fréquence (porteuse) de l’onde RADAR utilisée est
une caractéristique importante d’un RADAR, car elle détermine en partie la
résolution de ce dernier. Plusieurs bandes de fréquence porteuses existent et
correspondent à des applications RADAR différentes [116].

Nous nous intéresserons particulièrement aux RADAR actifs, c’est-à-dire
les RADAR qui émettent un rayonnement électromagnétique et enregistrent
le rayonnement rétro-diffusé. Les RADAR passifs enregistrent eux le rayon-
nement électromagnétique ambiant sans émettre de signal. Parmi les RA-
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DAR actifs, il existe les RADAR continus, qui émettent continuellement un
rayonnement électromagnétique et les RADAR à impulsions, qui émettent
par intermittence un signal. Les impulsions émises par ces derniers peuvent
l’être de manière cohérente ou non. Dans le cas d’un RADAR à impulsions
cohérentes, la fréquence (de répétition) avec laquelle les impulsions sont ré-
pétées permet une nouvelle dissociation (basse, moyenne ou haute fréquence
de répétition). On parlera de RADAR pulsé Doppler pour des RADAR à im-
pulsions cohérentes qui permettent la détermination de la vitesse de la cible
(grâce à l’effet Doppler).

Les différents types de RADAR se distinguent également suivant la ma-
nière dont ils explorent l’espace à l’aide de leur antenne.

Les RADAR à exploration conique (cf. figure Fig.1.2) utilisent une antenne
circulaire et ils peuvent à la fois effectuer une rotation autour d’un axe ver-
tical mais également changer leur inclinaison. Le faisceau RADAR, de forme
conique, pointe vers une position particulière de l’espace, ce qui permet de
déterminer simultanément les trois paramètres définissant la position d’une
cible (distance, site, azimut).

Antenne RADAR

Faisceau
RADAR

Fig. 1.2 – Exemple d’un RADAR à exploration conique.

Les RADAR aéroportés que nous considérerons sont des RADAR à ex-
ploration conique. Dans les nouvelles générations, le balayage de l’espace
effectué par le RADAR n’est pas assuré pas un mouvement mécanique de
l’antenne, mais il est remplacé par un balayage électronique. Pour cela, on
utilise la technologie des antennes actives, c’est-à-dire une antenne formée
d’un réseau de modules électronique émetteur/récepteur.

Les RADAR aéroportés se distinguent des RADAR au sol par le fait qu’ils
constituent des observatoires élevés, propres à la détection à grande distance
des cibles de surface ou évoluant à très basse altitude. En contrepartie, ils sont
beaucoup plus perturbés par les échos de sol du fait qu’ils regardent vers le
bas et qu’ils sont eux-mêmes mobiles.

Nous nous intéresserons plus particulièrement aux RADAR d’interception
qui sont installés dans la pointe avant des avions de combat (ou intercep-
teurs). Ils sont chargés d’acquérir la ou les cibles désignées par les systèmes
de surveillance, de les poursuivre et de délivrer toutes les informations né-
cessaires à la réalisation de l’interception. Les RADAR d’interception sont
des systèmes très complexes compte tenu des mouvements du porteur et de
l’exiguïté du volume disponible dans le porteur.

Les informations concernant les RADAR d’interception sont rares pour
des raisons de sécurité que l’on peut aisément comprendre. Néanmoins, il
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est possible de présenter plusieurs caractéristiques générales de ce type de
RADAR, que l’on a rassemblées dans le tableau Tab.1.1.

Fréquence de répétition (FR)

Caractéristiques
Basse FR

(BFR)
Haute FR

(HFR)
Moyenne FR (MFR)

Bas MFR Haut MFR
FR (kHz) 1 à 10 10 à 40 40 à 100 100 à 300
Pmoy (kW) 0.1 à 0.5 0.5 à 1.5 0.5 à 2 1 à 5
Pcrête (kW) 50 à 200 20 à 100 10 à 40 3 à 10

Portée (km) 80 à 120

Tab. 1.1 – Caractéristiques types de RADAR d’interception pulsé Doppler (Source : Tech-
niques de l’Ingénieur [26]). La portée est donnée en espace libre pour une SER de 5 m2.

On notera que les RADAR d’interception peuvent être différenciés en
fonction de la fréquence de répétition qu’ils utilisent. On remarquera les
niveaux de puissance considérables atteints pour des systèmes embarqués.
Concernant la fréquence de l’onde RADAR utilisée, les bandes de fréquences
les plus couramment utilisées pour les RADAR d’interception sont les bandes
X (8 − 12 GHz) et Ku (12 − 18 GHz) [116].

Pour mieux comprendre les spécificités des données traitées, décrivons
maintenant les principes de fonctionnement de tels RADAR.

1.2.3 Principes de fonctionnement d’un RADAR
La présentation des principes de fonctionnement d’un RADAR ci-après ré-
sume celle de l’ouvrage de M. Le Chevalier [64]. Nous considérons le cas
d’un RADAR actif, qui émet une onde électromagnétique et enregistre le si-
gnal rétro-diffusé.

La figure Fig.1.3 illustre une scène d’acquisition RADAR. L’avion de
gauche émet une onde électromagnétique dans la direction de visée ~u, cette
onde est interceptée par un des deux avions placés à droite de la figure et est
rétro-diffusée en partie vers le RADAR.

Émission du signal RADAR

Le signal émis est l’addition de deux signaux I(t) et Q(t) modulés en qua-
drature avec une porteuse de pulsation ω0 (cf. figure Fig.1.4) :

I(t)cos(ω0t) + Q(t)sin(ω0 t) . (1.1)

L’intérêt d’utiliser deux signaux va apparaître dans la suite.
Précisons que le signal émis peut être exprimé en utilisant la notation

complexe par :
u(t)ejω0t , (1.2)

où u(t) , I(t) + j Q(t) désigne l’enveloppe complexe du signal émis.
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PSfrag replacements

R

v~u

~u

Fig. 1.3 – Illustration d’une acquisition RADAR : ~u est la direction de visée de l’émission
RADAR, R est la distance entre le RADAR et la cible et v est la vitesse radiale de la cible par
rapport au RADAR.

I

Q

+

x

x
PSfrag replacements

cos (ω0t)

sin (ω0t)

Fig. 1.4 – Schéma présentant le principe de l’émission d’une onde par un RADAR.

Propagation du signal RADAR

Supposons que l’onde émise est en partie rétro-diffusée par une cible ponc-
tuelle qui effectue un mouvement de translation uniforme en direction du
RADAR à la vitesse v. On va alors pouvoir capter l’onde rétro-diffusée par
cette cible et nous noterons s le signal correspondant.

L’onde reçue a effectué l’aller-retour ente le porteur et la cible, ce qui né-
cessite un certain temps de propagation. De plus, la différence de vitesse
entre le porteur et la cible a une incidence sur l’onde reçue à cause de l’effet
Doppler. Dans le cas de vitesses v usuelles, l’effet Doppler se caractérise sim-
plement par une variation de la pulsation de la porteuse de l’onde reçue par
rapport à la pulsation ω0 de la porteuse de l’onde émise.

Dans le cadre d’hypothèses classiques en RADAR, l’expression du signal
reçu est exprimée par la formule suivante [64] :

s(t, τ, Ω) = α ejφ u(t − τ)ejΩ(t−τ)ejω0(t−τ) , (1.3)
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où αejφ est un scalaire complexe inconnu de module α, qui est lié à l’atténua-
tion du signal (pertes).

Le paramètre τ est lié au retard (propagation de l’onde) et sa valeur peut
être déterminée par la relation suivante :

τ ,
2R
c , (1.4)

avec R la distance entre l’émetteur et la cible et c la célérité des ondes électro-
magnétiques dans le milieu considéré (c = 3 · 108ms−1 dans l’air)

Le paramètre Ω est défini comme étant la pulsation Doppler (ou plus
simplement le Doppler) de la cible et son expression est la suivante :

Ω , 2ω0
v
c . (1.5)

Le paramètre Ω traduit le fait que la pulsation de la porteuse est approxima-
tivement décalée d’un facteur 2v/c (effet Doppler). Comme nous le verrons
par la suite, ce phénomène, à peine perceptible sur une impulsion, sera utilisé
pour mesurer la vitesse radiale v de la cible.

Réception du signal RADAR

Le signal reçu peut alors s’exprimer sous la forme suivante :

s(t, τ, Ω) = αu(t − τ)ejΩ(t−τ)+jφejω0(t−τ) . (1.6)
Le déphasage φ étant inconnu, on peut y intégrer le terme de phase in-
connu ejω0τ. On en déduit l’expression du signal physique (la partie réelle
de s(t, τ, Ω)) :

s(t, τ, Ω) = α [I(t − τ) cos (ω0t + Ω(t − τ) + φ)

+Q(t − τ) sin (ω0t + Ω(t − τ) + φ)] . (1.7)

À la réception du signal (cf. figure Fig.1.5), on opère une démodula-
tion du signal selon deux voies différentes : une démodulation en phase
s(t, τ, Ω)cos(ω0t) et une démodulation en quadrature s(t, τ, Ω)sin(ω0t).

x

x

PSfrag replacements

cos (ω0t)

sin (ω0t)

Fig. 1.5 – Schéma présentant le principe de la réception d’une onde par un RADAR.

Après démodulation, on obtient deux signaux Ir(t, τ, Ω) et Qr(t, τ, Ω),
dont l’un est donné par :

Ir(t, τ, Ω) , s(t, τ, Ω) cos(ω0t) =
α

2 [I(t − τ) cos (Ω(t − τ) + φ) +

Q(t − τ) sin (Ω(t − τ) + φ) + termes(2 ω0)] , (1.8)
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et l’autre par :

Qr(t, τ, Ω) , s(t, τ, Ω) sin(ω0t) =
α

2
[

I(t − τ) cos
(

Ω(t − τ) +
π

2 + φ
)

+

Q(t − τ) sin
(

Ω(t − τ) +
π

2 + φ
)

+ termes(2 ω0)
]

, (1.9)

où les termes en 2 ω0 sont supprimés par un filtrage passe-bas. On note alors
IF
r (resp. QF

r ) le signal obtenu après filtrage de Ir (resp. Qr).
L’intérêt d’avoir considéré les deux signaux I(t) et Q(t) apparaît mainte-

nant. En effet, si on avait pris un seul signal, par exemple I(t) et une seule
démodulation cos(ω0t), le signal démodulé pourrait s’annuler à cause du
terme cos (Ω(t − τ) + φ). Ainsi on verrait l’intensité de l’écho de la cible va-
rier au cours du temps, avec pour conséquence que nous serions incapable de
"voir" la cible à certains moments. Le fait d’utiliser les deux signaux I(t) et
Q(t) permet de s’assurer que l’on sera toujours en capacité de "voir" la cible
(encore faut-il que la cible nous ré-émette une quantité suffisante d’énergie).

Les deux signaux ainsi démodulés et filtrés, on crée alors le nombre com-
plexe :

IF
r (t, τ, Ω) − j QF

r (t, τ, Ω) = αejφa(t, τ, Ω) , (1.10)
avec a(t, τ, Ω) , u(t − τ)ejΩ(t−τ).

La phase de ce nombre complexe (cf. équation 1.10) dépend de la pulsation
Doppler Ω liée à la cible et du paramètre φ. Le paramètre φ n’étant pas connu
(et non estimable), on ne peut pas connaître la pulsation Doppler Ω à partir
d’une seule impulsion. On devra donc considérer plusieurs impulsions pour
espérer connaître l’information Ω qui est liée à la vitesse radiale (relative)
de la cible. De plus, on montrera par la suite qu’un nombre suffisamment
grand d’impulsions doit être considéré pour que la pulsation Doppler Ω soit
mesurée avec une précision satisfaisante.

Interactions du signal RADAR avec les cibles

L’atténuation du signal αejφ correspond à une perte d’énergie. Ces pertes
peuvent être dues au phénomène de diffusion dans les milieux traversés par
l’onde (perte d’autant plus grande que la distance RADAR-cible est grande),
ou liées au système d’acquisition (gain d’antenne par exemple). Une autre
cause de l’atténuation du signal est la manière dont la cible interagit avec
l’onde. On parle alors de réflectivité de la cible, que l’on exprime en terme de
SER (Section Efficace Radar).

La SER d’une cible correspond à la surface équivalente d’un réflecteur qui
rétro-diffuserait sans perte et de manière isotrope la même quantité d’énergie
que la cible rétro-diffuse dans la direction du récepteur.

On peut présenter des exemples de valeurs moyennes de SER pour des
avions vus par l’avant ou par l’arrière (Source : Techniques de l’ingénieur
[27]) :

– avion discret : 0.1 à 0.5 m2,
– avion mono-réacteur : 0.5 à 2 m2,
– transport léger : 2 à 20 m2,
– moyen courrier : 20 à 50 m2,
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– long courrier : 50 à 100 m2.
Cependant, il faut savoir que la SER varie considérablement suivant la présen-
tation de la cible. Ainsi tout avion vu de dessous ou en plein travers présente
une SER dépassant 100 m2. Au contraire, un avion furtif peut voir sa SER
descendre en dessous de 0.01 m2.

Si le fait que la SER fluctue en fonction de l’orientation de la cible peut
être facilement admis, il existe une autre source de fluctuation de la SER qui
est moins évidente. Prenons la simulation de SER d’un avion présentée à la
figure Fig.1.6. On remarque de fortes fluctuations de la SER en fonction de

Fig. 1.6 – Exemple de simulation de SER en fonction de l’angle azimutal pour un avion à
une longueur d’onde de 3 cm.

l’angle azimutal avec lequel l’avion est observé. Les fluctuations observées
évoluent très rapidement en fonction de l’angle azimutal et ne peuvent pas
s’expliquer par un changement de présentation de la cible.

Le phénomène observé est intrinsèquement lié à la façon dont les données
sont acquises. En effet, un RADAR actif est un système d’émission temporel-
lement cohérent. Il existe donc une cohérence entre l’onde émise à l’instant
t et la même onde à l’instant t + δt. Cette cohérence rend alors possible le
phénomène d’interférence [99].

Onde émise

Direction de propagation

: point brillant

Onde rétro−diffusée

Fig. 1.7 – Cette figure illustre le phénomène d’interférence. Les ondes rétro-diffusées par les
points brillants qui modélisent la cible interfèrent.
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Ce phénomène peut s’expliquer en considérant la cible comme un en-
semble de points brillants (cf. figure Fig.1.7). Une modélisation satisfaisante
d’une cible de complexité moyenne peut être obtenue en considérant 5 à 10
points brillants principaux. L’onde électromagnétique est ré-émise par chacun
des points brillants avec un retard différent. Ainsi les ondes rétro-diffusées
par l’ensemble des points brillants le sont avec une phase propre à chacune
d’elles et les ondes interfèrent alors entre elles.

L’onde totale rétro-diffusée, qui est captée par le récepteur, est la somme
des différentes ondes rétro-diffusées par chacun des points brillants avec pour
chacune une phase propre. On montre alors, par application du théorème
central-limite, que l’amplitude de l’onde captée par le RADAR suit une dis-
tribution gaussienne. La SER de la cible apparaît alors comme fluctuante en
fonction de la géométrie et des paramètres d’acquisition (ce phénomène d’in-
terférence dépend notamment de la pulsation de la porteuse utilisée). Le pa-
ramètre lié à l’atténuation αejφ que nous avons précédemment introduit peut
alors être vu comme une variable aléatoire gaussienne complexe à l’échelle de
plusieurs répétitions d’impulsions. En effet, à une échelle de temps suffisam-
ment grande, les différents paramètres (orientation de la cible, . . .) changent
de façon suffisante pour obtenir une variation significative de αe jφ.

Bruit lié à la chaîne de réception

Nous avons déjà souligné que l’énergie reçue Er est très faible en comparai-
son de l’énergie émise Ee (typiquement 10−19 < Er/Ee < 10−15). L’équation
RADAR établit la relation entre ces deux grandeurs :

Er = Ee
G
R4 , (1.11)

avec G un coefficient d’atténuation qui englobe la SER de la cible, le gain
d’antenne, etc. Il est important de remarquer que l’énergie reçue varie en
1/R4, elle chute donc rapidement quand la distance R entre la cible et le
RADAR augmente.

Exemple 1.1 L’énergie reçue d’une cible située à 4 km est donc 16 fois plus faible que celle
reçue d’une cible de même réflectivité située à 2 km.

Le signal acquis est donc très faible et va devoir être fortement amplifié
pour être exploité. Outre les problèmes liés à l’amplification d’un signal à de
telles fréquences, la chaîne d’amplification va introduire du bruit qui s’ajoute
au signal acquis. En effet, tout composant électronique résistif génère un bruit
que l’on appelle bruit thermique car il est lié à l’agitation thermique des
électrons. Ce bruit, également appelé bruit de Johnson-Nyquist [59, 86], est
souvent négligeable en électronique. Cependant dans notre cas, comme le
signal est fortement amplifié, le bruit thermique devient significatif et nous
devrons en tenir compte dans nos traitements. Les composants électroniques
actifs produisent également leurs bruits propres, que nous associerons au
bruit thermique.

Le signal reçu r(t) prend alors la forme suivante :

r(t) = αejφa(t, τ, Ω) + n(t) , (1.12)
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avec n(t) le bruit thermique, que nous modéliserons par un bruit indépendant
et identiquement distribué (i.i.d.) gaussien complexe circulaire de moyenne
nulle.

En résumé, on distingue deux contributions de bruit différentes associées
à deux échelles de temps différentes :

– le bruit thermique dû à la chaîne de réception du système RADAR, qui
est différent d’un échantillon à l’autre,

– le bruit lié aux interférences des ondes rétro-diffusées (système actif
cohérent), qui est observé en considérant plusieurs impulsions.

Il faut noter que deux cibles similaires et relativement proches conduirons
à deux coefficients de réflexion αe jφ différents. Comme nous le verrons par la
suite, c’est cette particularité qui donnera lieu au phénomène de Speckle sur
les cartes distance/vitesse.

Une fois le signal acquis, les traitements qui seront effectués sur le signal
reçu viseront à mesurer les paramètres α, τ et Ω. Ces paramètres nous sont
utiles pour obtenir des informations sur la cible observée, notamment : la SER
de la cible, la distance de la cible R et la vitesse de la cible v. Pour représenter
ces informations de manière synthétique, une image (carte distance/vitesse)
va être formée.

1.3 Présentation des données traitées

Nous présenterons dans cette partie les données qui sont traitées et qui cor-
respondent à des cartes distance/vitesse. Puis nous décrirons comment elles
ont été obtenues ainsi que leurs principales caractéristiques.

1.3.1 Formation d’une carte distance/vitesse
Une carte distance/vitesse est une représentation temps/fréquence des si-
gnaux reçus par le RADAR. Concrètement une carte distance/vitesse est une
image pour laquelle les coordonnées d’un point correspondent à une distance
donnée (liée au retard τ) et une vitesse donnée (liée à la pulsation Doppler
Ω), on parle alors de case distance/vitesse. Le niveau de gris correspond lui
à l’intensité du signal reçu (lié à l’atténuation α). Cette représentation est uti-
lisée car elle permet, entre autre, de séparer les objets lents (ex : le sol) des
objets rapides (ex : des cibles) et ainsi d’observer l’écho retourné par les cibles
avec un meilleur rapport signal à bruit (RSB).

Pour estimer les paramètres α, τ et Ω il faut disposer d’un grand nombre
de données afin d’obtenir un rapport signal à bruit suffisant et également
pour assurer une estimation suffisamment précise de ces paramètres. Ainsi,
les RADAR de pointe avant sont des RADAR à impulsions, c’est-à-dire qu’ils
envoient plusieurs impulsions lors d’une acquisition RADAR. Les impulsions
sont envoyées de manière répétitive avec une période de répétition Tr. L’en-
veloppe complexe d’un train de 2n + 1 impulsions est :

u(t) =
1√

2n + 1

n
∑

k=−n
ue(t − kTr) , (1.13)
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où ue est l’enveloppe complexe de l’impulsion élémentaire émise.
Le temps d’acquisition est alors décomposé en deux échelles de temps :

le temps court et le temps long. Le temps long est composé d’un nombre M
de rafales, chaque rafale étant elle-même constituée d’un nombre N d’impul-
sions (Fig.1.8). Le temps court est l’échelle de temps la plus fine et correspond
à la durée d’écoute de plusieurs impulsions. Le temps court correspond à
l’échelle de temps pendant laquelle la cohérence des signaux peut être ex-
ploitée lors des traitements. Le temps long correspond au contraire à une
échelle de temps pour laquelle il n’est pas possible d’utiliser des traitements
cohérents.

Axe temps long

Axe temps court

N impulsions

M rafales

1 rafale

PSfrag replacements
Tr

Fig. 1.8 – Illustration de la phase d’acquisition des données pour la création d’une carte
distance/vitesse

Comme nous l’avons vu précédemment le signal reçu peut s’exprimer
sous la forme suivante :

r(t) = αejφa(t, τ, Ω) + n(t) , (1.14)

avec a(t, τ, Ω) , u(t − τ)ejΩ(t−τ).
Sur plusieurs impulsions (selon l’axe temps court), le terme inconnu αe jφ

peut être considéré comme une constante car l’orientation apparente de la
cible par rapport au RADAR est quasiment la même. De même, le terme
Doppler ejΩ(t−τ) ne varie pas de façon significative sur la durée Te d’une
impulsion. Nous allons alors pouvoir mettre en œuvre des traitements cohé-
rents selon l’axe temps court. À l’échelle d’une impulsion, on effectuera un
filtrage adapté. À l’échelle de plusieurs impulsions, le terme e jΩ(t−τ) n’est pas
constant, mais son évolution est déterministe (et dépend de la vitesse relative
de la cible). Il sera alors réalisé un traitement Doppler.

Selon l’axe temps long, le terme αe jφ est par contre amené à fluctuer, aussi
nous ne pourrons pas utiliser de traitement cohérent.

La première opération réalisée sur les données RADAR consiste à recher-
cher les répliques du signal émis dans le signal reçu.
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Filtrage adapté

On considère que le terme αejφejΩ(t−τ) est constant pendant la durée d’une
impulsion. On envisage alors de réaliser un filtrage adapté (traitement cohé-
rent) du signal reçu pour estimer le paramètre de retard τ.

Le filtrage adapté consiste à appliquer le filtre qui maximise le rapport
signal à bruit quand on souhaite détecter un signal connu ue(t) dans un bruit
de densité spectrale de puissance connue. Dans le cas d’un bruit blanc [94,
125], ce filtrage consiste en une inter-corrélation entre les données reçues r(t)
et le signal de référence émis ue(t) :

z(τ) =
∫

r(t) ue
+(t − τ)dt , (1.15)

où ue+(t − τ) dénote le vecteur transposé conjugué de ue(t − τ). Le filtrage
étant une opération linéaire, la nature gaussienne du bruit n’est pas modifiée
par ce traitement.
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Fig. 1.9 – Exemple de filtrage adapté dans le cas d’un signal réel. En haut, le signal de
référence (à l’émission). Au milieu, le signal bruité (à la réception). En bas, le résultat du
filtrage adapté.

La figure Fig.1.9 présente un exemple de filtrage adapté. Le résultat ob-
tenu après filtrage adapté permet de localiser le signal connu dans le signal
bruité r(t). Le choix de la forme des signaux ue(t) influe sur la précision
de localisation. On fait alors appel à des signaux dont la fonction d’auto-
corrélation se rapproche le plus possible d’une impulsion (dirac) afin d’avoir
la meilleure précision possible. Ce procédé utilisé pour augmenter la résolu-
tion de la mesure de τ est appelé le principe de compression d’impulsions.

Une fois que le filtrage adapté est appliqué, une analyse temps-fréquence
est opérée sur z(τ) afin de distinguer les échos en fonction de leur retard τ et
de leur Doppler Ω.
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Traitement temps-fréquence

Le terme αejφ du signal reçu (terme associé à la réflectivité de la cible) peut
être considéré comme constant pendant plusieurs impulsions (temps court).
On envisage alors d’effectuer un traitement temps-fréquence (traitement co-
hérent) pour estimer le Doppler Ω dans l’échelle de temps associée au temps
court.

Avant d’effectuer le traitement temps-fréquence, le signal z(τ) est ordonné
sous forme de matrice. Pour chaque rafale, on va créer une matrice dont

Nombre d’impulsions

N impulsions

Axe temps court

t

PSfrag replacements
Tr

Fig. 1.10 – Pour chaque rafale, le signal est ordonné sous forme de matrice.

le nombre de colonnes correspond au nombre d’impulsions et les lignes au
temps d’écoute d’une impulsion (Fig.1.10). Avec cette représentation des don-
nées, on peut noter que la ligne de matrice associée au retard τ correspond
au signal z(τ) échantillonné aux instants τ + kTr où k est le numéro de l’im-
pulsion considérée.

Le traitement temps-fréquence consiste alors à remplacer chaque ligne par
sa transformée de Fourier (cf. Fig.1.11).

Ce traitement permet de distinguer les cibles associées à un retard τ en
fonction de leurs vitesses. Pour cette opération, on utilise une fenêtre de pon-
dération afin d’atténuer les effets (ex : phénomène de Gibbs [95]) liés à la
troncature du signal (nombre fini d’impulsions). La transformée de Fourier
est donc appliquée à retard constant τ, chaque ligne correspondant à une
distance observée. L’opération décrite étant linéaire, l’image résultat du trai-
tement temps-fréquence (plan temps-fréquence) est encore perturbée par un
bruit gaussien complexe circulaire [99].

Par ailleurs, la durée Te d’une impulsion est généralement très courte.
Aussi, l’impulsion élémentaire ue(t) est trop brève pour résoudre le Doppler
des différentes cibles, car la phase du signal reçu ne varie pas par effet Dop-
pler de manière significative pendant la durée de l’impulsion élémentaire
ue(t) (cf. figure Fig.1.12). Dans le cadre d’une impulsion élémentaire suffi-
samment brève, on peut alors montrer [66] que les traitements effectués sur
les signaux RADAR, à savoir le filtrage adapté et le calcul de la transformée
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Fig. 1.11 – Le traitement temps-fréquence consiste, pour une même case distance et pour
différentes impulsions, à appliquer une fenêtre de pondération et à calculer la transformée de
Fourier du signal acquis.

de Fourier pour un même retard τ, conduisent au récepteur optimal dans le
cas d’un bruit blanc pour un RADAR à impulsions.

Supposer que le Doppler d’une cible ne peut être résolu à l’aide d’une
seule impulsion correspond à une hypothèse réaliste. En effet, appelons Te la
durée d’une impulsion, cette durée est généralement de l’ordre de 1% à 30%
de la durée de la période de répétition Tr. Le Doppler d’un cible n’est ainsi
généralement pas résolu, car la rotation de la phase n’est pas significative sur
la durée Te d’une impulsion :

ΩTe � 1. (1.16)
En remarquant que Ω = 4 π f0 v/c avec f0 la fréquence de la porteuse, on
obtient que le Doppler n’est pas résolu à partir d’une seule impulsion pour
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PSfrag replacements θΩ(t)

θΩ(t) δθΩ(t)δθΩ(t)

Te

t

Fig. 1.12 – Évolution de la phase θΩ(t) = Ω t liée au Doppler Ω de la cible en fonction du
temps. La durée Te de l’impulsion élémentaire est suffisamment courte pour que le Doppler
de la cible ne soit pas résolue.

toute cible dont la vitesse est inférieure à :

v � c
4 π f0 Te

(1.17)

Exemple 1.2 Supposons que la fréquence de répétition utilisée est égale à fr = 40 kHz (MFR).
En cohérence avec cette fréquence de répétition, on considère une durée d’impulsion
égale à Te = 1 µs. Prenons le cas d’un RADAR en bande X dont la fréquence de la
porteuse est égale à f0 = 10 GHz et c = 3.108 m/s. Alors l’application numérique
nous permet de conclure que la vitesse de la cible doit être très inférieure à 2 400, m/s,
ce qui est une vitesse très grande pour un objet volant (surtout près du sol).

Suite au traitement temps-fréquence, une opération dite de post-
intégration peut être réalisée selon l’axe temps long pour améliorer le
rapport signal à bruit [115]. Les cartes RADAR sont généralement post-
intégrées plusieurs fois lorsque la stationnarité insuffisante de la cible ne
permet pas d’effectuer un traitement cohérent sur la durée totale d’obtention
de chaque carte RADAR. Ainsi, une carte distance/vitesse est la somme du
module au carré de différents plans temps-fréquence. Avec cette dernière
opération, comme on ne conserve que le module des données, l’information
de phase est perdue. Ce choix se justifie car on suppose que les signaux
reçus à différentes rafales sont incohérents entre eux, la connaissance de la
phase n’apporte alors aucune information. Au contraire, la phase pourrait
être nuisible au traitement car cette phase varie au cours du temps (temps
long), l’addition des signaux reçus à différentes rafales pourrait s’annuler et
on pourrait perdre l’information utile. La perte de cohérence est dans ce cas à
mettre en relation avec le caractère aléatoire selon l’axe temps long du terme
αejφ du signal reçu.

De plus, cette opération (addition du module au carré de plusieurs plans
temps-fréquence) a pour effet de changer la nature du bruit. Une carte dis-
tance/vitesse est alors perturbée par un bruit gamma d’ordre L, L étant le
nombre de plans temps-fréquence utilisés pour la création de la carte dis-
tance/vitesse. Dans le cadre de cette thèse, nous nous limiterons à un nombre
de post-intégrations de 4.
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Interprétation physique

La figure Fig.1.13 présente un exemple de carte distance/vitesse.

AC CBC
Fig. 1.13 – Exemple de carte distance/vitesse (en échelle logarithmique), données synthétiques
fournies par Thalès Systèmes Aéroportés. L’axe distance est l’axe vertical et l’axe vitesse est
l’axe horizontal. On distingue trois zones : la zone de bruit thermique (A), la zone de clutter
central (B) et les zones de fouillis (C).

Ce type de données se caractérise par une grande dynamique, une forte
inhomogénéité et la présence d’un bruit multiplicatif. Ces caractéristiques
sont liées à différents phénomènes lors de l’acquisition des données.

Si le RADAR est orienté dans un espace du ciel sans objets volants, la carte
distance/vitesse obtenue serait une image homogène perturbée par un bruit
gamma dû à la chaîne de réception du système RADAR. On parle alors de
zone de bruit thermique, la zone A dans la carte distance/vitesse présentée à
la figure Fig.1.13.

Si maintenant la direction de visée du RADAR est en dessous de l’ho-
rizon, une quantité d’énergie considérable va être rétro-diffusée par le sol
(énergie reçue par le lobe principal d’antenne, cf. figure Fig.1.14). L’utilisa-
tion du traitement temps-fréquence permet d’isoler les échos provenant du
sol en fonction de leur vitesse (vitesse du porteur). Sur l’image Fig.1.13, les
échos de sol correspondent à la barre verticale (zone B), ils sont concentrés
à une même vitesse (la vitesse du porteur) et visibles à toutes les distances.
De plus, l’amplitude des échos du sol fluctue dans cette zone B. Ces fluc-
tuations ont la même origine que celles observées pour les échos de cible,
c’est-à-dire un phénomène d’interférence entre les ondes rétro-diffusées par
l’objet éclairé. On parlera dans ce cas-là de phénomène de Speckle.

Lobes secondaires

Lobe principal

Fig. 1.14 – Échos de sol reçus par un RADAR aéroporté.

Sur l’exemple de carte distance/vitesse, on peut également remarquer la
présence de lignes quasi-horizontales de fortes intensités (zones C). Ces lignes
sont dues à l’énergie captée par les lobes secondaires d’antenne (cf. figure
Fig.1.14). Le diagramme d’une antenne est en effet constitué d’un lobe princi-
pal (direction de visée d’un RADAR) et de lobes secondaires que l’on essaye
de réduire lors de la conception des antennes. Ces lobes secondaires sont
néfastes à double titre : une partie de l’énergie émise l’est en dehors de la
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direction de visée et une partie de l’énergie reçue ne correspond pas à la
direction de visée.

Si maintenant dans la direction de visée se trouve une cible suffisamment
petite (et de vitesse suffisamment faible) pour ne pas être résolue, on pourra
observer un point brillant dans la carte distance/vitesse obtenue. Ce point
brillant sera placé à une case distance/vitesse dont les coordonnées sont des
multiples de la distance de la cible et de sa vitesse. En effet, nous ne l’avons
pas encore introduit, mais un RADAR à impulsions est ambigu en distance
et en vitesse. L’ambiguïté en distance s’explique par le fait qu’un écho reçu

t

t
+ =

tt

PSfrag replacements

émission

réception

fantôme
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2 Da

Fig. 1.15 – Si la cible est située plus loin que la distance d’écoute Da, la distance de la cible
est déterminée de façon ambiguë.

lors du temps d’écoute de l’impulsion n peut être dû à l’impulsion n − m
(m = 1, 2, 3, . . . ). Autrement dit si la cible est située plus loin que la dis-
tance d’écoute, la distance de la cible est déterminée de façon ambiguë (cf.
figure Fig.1.15). De la même façon, la vitesse de la cible est ambiguë. On
peut montrer [65, 114] que cette ambiguïté est liée à des problèmes de sous-
échantillonnage de la phase Doppler Ω t.

La distance ambiguë Da et la vitesse ambiguë Va dépendent de la fré-
quence de répétition et sont exprimées par [65] :

Da =
c
2Tr, Va =

λ

2Tr
. (1.18)

Exemple 1.3 Pour un RADAR avec une porteuse à f0 = 10 GHz (bande X) et une fréquence
de répétition à fr = 15 kHz (MFR), la distance ambiguë est égale à Da = 10 km et la
vitesse ambiguë est égale à Va = 225 m/s. Une cible distante de 15 km du RADAR
et volant à 300 m/s sera donc située à la case distance/vitesse correspondante à une
distance de 5 km et à une vitesse de 75 m/s.

Les ambiguïtés en distance et/ou en vitesse sont donc liées à la fréquence
de répétition fr, on obtient alors le classement suivant :

– pour une haute fréquence de répétition (HFR), la distance est ambiguë
mais pas la vitesse,

– pour une moyenne fréquence de répétition (MFR), la distance et la vi-
tesse sont ambiguës,

– pour une basse fréquence de répétition (BFR), la vitesse est ambiguë
mais pas la distance.

Un moyen simple pour lever ces ambiguïtés consiste à utiliser plusieurs fré-
quences de répétition différentes.

De plus de nombreuses autres perturbations existent en situation réelle :
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– le phénomène de phasing : l’écho d’une cible n’est pas forcément centré
sur une case distance/vitesse mais peut s’étendre sur plusieurs cases
voisines si la vitesse et la distance de la cible ne correspondent pas
exactement avec la distance et la vitesse associées à une case,

– le brouillage : il peut être dû aux émissions électromagnétiques alliés,
aux émissions électromagnétiques adverses ou encore aux émissions
électromagnétiques civiles.

Le développement des technologies civiles (UMTS, GSM, . . .) et de la guerre
électronique (brouillage ou jamming, mesures et contre-mesures, . . .) conduit
le spectre électromagnétique à être de plus en plus fourni. La répercussion
sur les cartes distance/vitesse est la présence de fortes inhomogénéités, qui
nuisent à la détection de cibles en réduisant la « fenêtre de vision » du RA-
DAR, c’est-à-dire la zone de bruit thermique.

La position de la « fenêtre de vision » du RADAR peut être déplacée dans
le plan distance/vitesse en changeant la fréquence de répétition. C’est pour-
quoi il est fréquent d’utiliser plusieurs cartes distance/vitesse acquises avec
des fréquences de répétition différentes.

1.3.2 Modèle considéré
Dans le cadre de cette thèse, nous n’avons pas accès aux signaux RADAR et
nous travaillons directement à partir d’une carte distance/vitesse. Excepté le
nombre L de plans distance/vitesse utilisés pour la création de la carte, nous
ne disposons d’aucune autre information (ni vitesse ou altitude du porteur,
ni fréquence de répétition ou de porteuse, . . .). Les données à traiter se pré-
sentent donc sous la forme d’une image présentant de fortes inhomogénéités
et perturbée par un bruit multiplicatif dans laquelle on souhaite détecter des
cibles ponctuelles en nombre et à des positions inconnus. Par analogie avec
une image, nous désignerons par la suite une case distance/vitesse comme
étant un pixel.

Dans ce mémoire, nous supposerons que l’observation X est le produit
d’une carte de réflectivité moyenne et d’un bruit gamma de moyenne 1
et d’ordre connu L. Même si une carte distance/vitesse est une image (2-
D), pour des raisons de simplicité, nous utiliserons une notation 1-D pour
désigner un pixel. Les pixels seront classés par ordre lexicographique, ce
qui permet de leur affecter un indice unique. Nous considérerons ainsi que
pour chaque pixel p, l’espérance mathématique de la valeur observée Xp est
mp = E[Xp ].

Définition 1.1 Soit {1 . . . N} l’ensemble des pixels qui constituent l’observation X . Nous
appellerons fond l’ensemble des valeurs mp , p ∈ {1 . . . N}.

Nous supposerons que le bruit gamma qui perturbe les observations est
de même ordre quelque soit la position. En effet l’ordre du bruit est lié au
nombre L de plans distance/vitesse utilisés lors de la génération des données.
Nous supposerons également que le bruit n’est pas corrélé en distance et en
Doppler, ce qui nous amène à proposer l’hypothèse suivante :

Hypothèse 1.1 L’observation Xp au pixel p est une variable aléatoire gamma de moyenne mp et
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d’ordre L : Xp ∼ G(mp, L). De plus, ∀k 6= p, Xk est statistiquement indépendante
de Xp.

Dans la littérature, le fouillis est souvent modélisé comme un bruit. La
vision novatrice de ce modèle consiste à différencier ce que nous appelons le
fond du bruit. Le fond est assimilable à une carte de réflectivité moyenne et
modélise différents phénomènes complexes (fouillis de sol, brouillage, . . .). Il
est pour nous un paramètre de nuisance qu’il nous faut estimer afin de pou-
voir détecter les cibles alors que le bruit est un facteur perturbateur inhérent
à toute mesure.

Dans l’observation X, des cibles ponctuelles sont potentiellement pré-
sentes. Pour modéliser ces cibles, il existe de nombreux modèles dans la
littérature. À notre connaissance, le premier modèle de cible a été décrit
par Marcum (1947-1948). Avec le modèle considéré, on suppose que la cible
est non-fluctuante, autrement dit que l’énergie rétro-diffusée par la cible est
constante dans le temps. Ces premiers travaux ont été poursuivis par Swer-
ling [117, 118], qui a par ailleurs donné son nom à plusieurs modèles de cibles.
Ainsi le modèle précédemment décrit est appelé indifféremment un modèle
Swerling O ou Swerling V. Quatre autres modèles (Swerling I, II, III, IV) sont
également proposés, ils correspondent à des cibles fluctuantes. Les modèles
I et II ont été introduits pour modéliser des cibles grandes et complexes (par
rapport à la longueur d’onde), alors que les modèles III et IV sont plus adap-
tés à des petites cibles de forme simple. Par la suite, Swerling étendra les
modèles qu’il avait proposés à d’autres types de cibles [119]. Ainsi, il existe
une grande diversité de modèles de cibles fluctuantes, distribuées suivant des
densités de probabilité différentes [28, 110, 111, 112].

Pour notre application, le modèle le plus réaliste se révèle être le modèle
Swerling I [27]. Il permet en effet de modéliser fidèlement des cibles aériennes
complexes.

Par conséquent, nous considérerons que la cible est fluctuante et qu’elle
peut être modélisée dans le signal RADAR complexe par une variable aléa-
toire gaussienne. Nous supposerons que nous obtenons une réalisation dif-
férente de cette variable aléatoire pour chaque rafale, mais que durant une
rafale cette variable aléatoire ne fluctue pas, ce qui correspond au modèle de
Swerling I. Dans une carte distance/vitesse, la cible fluctue alors comme une
variable aléatoire gamma d’ordre L. Cela nous conduit à prendre la modéli-
sation suivante.

Définition 1.2 Pour le modèle de cible fluctuante (Swerling I), une cible placée au pixel p est
modélisée par une variable aléatoire gamma d’ordre L et de moyenne mp(1 + S), S
étant le contraste entre la cible et le fond.

Pour le modèle Swerling I, on peut définir de manière rigoureuse le rap-
port signal à bruit [27], que nous exprimerons en décibels par :

SNRdB = 10 log10(S) . (1.19)

Cependant nous verrons par la suite que pour comparer des techniques
de détection, il peut être également intéressant de considérer des cibles non-
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fluctuantes (modèle Swerling 0). Aussi nous pourrons utiliser le modèle de
cible non-fluctuante suivant.

Définition 1.3 Pour le modèle de cible non-fluctuante (Swerling 0), on modélise la présence
d’une cible au pixel p par une observation de valeur constante au pixel p et telle que
Xp = mp (1 + S) où S est un paramètre qui définit le contraste entre la cible et le
fond.

Dans le cas du modèle Swerling 0, on ne peut pas fournir une définition
rigoureuse du rapport signal à bruit. Afin de mesurer la difficulté liée à la
détection d’une cible, on utilisera le rapport de Fisher entre l’observation Xp
sans et avec cible et que nous assimilerons à un rapport signal à bruit, avec :

SNRdB = 10 log10(S2 L) . (1.20)

Rappelons que le rapport de Fisher entre deux variables aléatoires de
moyenne ma (resp. mb) et de variance σa2 (resp. σb

2) s’écrit :

F =
(ma − mb)

2

σa2 + σb2 . (1.21)

Afin qu’il n’y ait pas de confusion entre ces deux modèles et leur défi-
nition de RSB associée, nous préciserons à chaque expérience le modèle de
cible utilisé. Les expressions des performances des différents détecteurs se-
ront données par la suite en considérant le modèle de cible fluctuante. Re-
marquons que le modèle de cible utilisé n’a aucune influence sur l’expression
de la probabilité de fausse alarme d’un détecteur et donc sur la capacité d’un
détecteur à réguler le taux de fausse alarme.

Pour les deux modèles envisagés, nous avons choisi de référencer le
contraste des cibles par rapport au fond (le paramètre S), ainsi la difficulté
liée à la détection d’une cible ne varie pas en fonction de la valeur du fond
mais uniquement en fonction de son (in-)homogénéité. Ce choix s’explique
par une volonté de comparer les performances des techniques de détection
sur les zones de fouillis et sur les zones de bruit thermique. Ainsi, le détecteur
idéal (qui connaît le fond) obtient les mêmes performances pour une cible de
RSB donné qu’elle soit placée dans une zone de fouillis ou dans une zone de
bruit thermique.

Dans toutes les techniques de détection employées par la suite, la détection
de cible est réalisée en étudiant la valeur d’un pixel de test n.

Définition 1.4 Dans ce manuscrit, le pixel de test sera noté n.

Pour la suite, nous aurons également besoin d’une région de référence,
c’est-à-dire d’un ensemble de pixels constituant un voisinage du pixel de test
n.

Définition 1.5 Nous noterons ωn la région de référence associée au pixel test n. De plus nous
noterons Nn = card(ωn) le nombre de pixels dans la région de référence, le pixel test
n’étant pas compris dans ωn.
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1.4 Détection à taux de fausse alarme constant

Intéressons nous maintenant aux techniques de détection existantes. Un sys-
tème RADAR doit être capable de déterminer automatiquement les pixels
d’une carte distance/vitesse susceptibles d’être des cibles afin que l’opéra-
teur RADAR en soit informé. L’opération de détection est une tâche élémen-
taire d’un système RADAR, mais son impact sur le fonctionnement global
est déterminant. Si l’opération de détection est défectueuse (pas ou trop de
cibles détectées), le système RADAR est rendu inopérant car les informations
données à l’opérateur sont inexploitables. C’est pourquoi dans la plupart des
systèmes RADAR, l’opération de détection doit se faire en respectant un taux
de fausse alarme constant (TFAC), c’est-à-dire que l’on souhaite maîtriser le
nombre de fois où un pixel est jugé comme étant une cible alors que ce n’est
pas le cas (maîtrise du taux de fausse alarme).

L’opération de détection utilise un test de détection (Définition 1.6), c’est-
à-dire une règle de décision qui permet à partir des données de déterminer
les pixels susceptibles d’être des cibles [90, 124].

Définition 1.6 Soit τ un seuil de détection et T(n, X) une statistique de décision établie au
pixel n dont la valeur dépend des données X tel que :

– T(n, X) > τ : le pixel test n est désigné comme contenant une cible,
– T(n, X) < τ : le pixel test n est désigné comme ne contenant pas une cible.

Le test de détection associée à T(n, X) sera résumé par la notation :

T(n, X)
cible
>
<

pas de cible
τ . (1.22)

On définit alors deux hypothèses.

Définition 1.7 Sous l’hypothèse H0, on considère qu’il n’y a pas de cible au pixel test. Sous
l’hypothèse H1, on suppose qu’une cible est présente au pixel test.

On a alors quatre combinaisons possibles :
– il y a une cible au pixel test (H1) et le test de détection indique que le

pixel test contient une cible,
– il y a une cible au pixel test (H1) et le test de détection n’indique pas

que le pixel test contient une cible,
– il n’y a pas de cible au pixel test (H0) et le test de détection indique que

le pixel test contient une cible,
– il n’y a pas de cible au pixel test (H0) et le test de détection n’indique

pas que le pixel test contient une cible,
De ces quatre combinaisons, on va s’intéresser à la probabilité d’apparition
de deux d’entre elles (les probabilités des deux autres combinaisons sont liées
et peuvent être déduites des précédentes).

Ainsi, pour juger des performances d’un test de détection, on utilise la
probabilité de détection et la probabilité de fausse alarme (Définition 1.8).

Définition 1.8 La probabilité de détection pour un seuil de détection τ est définie comme la
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probabilité de détecter une cible quand le pixel test contient une cible (H1) :

Pd(τ) = P (T(n, X) > τ|H1) . (1.23)

La probabilité de fausse alarme est la probabilité de détecter une cible quand le pixel
test ne contient pas une cible (H0) :

P f a(τ) = P (T(n, X) > τ|H0) . (1.24)

Dans la pratique, l’utilisateur définit la probabilité de fausse alarme qu’il
souhaite obtenir et l’on en déduit la valeur du seuil de détection a utiliser.

1.4.1 Choix d’un test de détection
Le choix d’un test de détection peut répondre à plusieurs critères (Neyman-
Pearson, UMP, . . .) [69].

Citons tout d’abord la méthode de Neyman-Pearson [84, 124]. Cette mé-
thode consiste à trouver le test de détection qui maximise la probabilité de dé-
tection pour une probabilité de fausse alarme donnée. Cette méthode conduit
au test du rapport de vraisemblance des deux hypothèses H1 et H0 (LRT :
Likelihood Ratio Test). Notons que la méthode de Neyman-Pearson est op-
timale au sens de nombreux autres critères utilisés en détection : Bayes, Mi-
nimax, Most Powerful (MP) [5]. Malheureusement cette méthode n’est pas
utilisable pratiquement car elle nécessite de connaître les paramètres du rap-
port des vraisemblances. Une extension naturelle de cette méthode consiste à
estimer les paramètres inconnus au sens du maximum de vraisemblance. Le
test obtenu est alors appelé le test du rapport de vraisemblance généralisé ou
GLRT (Generalized Likelihood Ratio Test).

Une autre notion importante en détection est celle de tests UMP (« Uni-
formly Most Powerful », uniformément les plus puissants) [72, 122]. Puisque
dans la pratique les paramètres des vraisemblances sont inconnus et doivent
être estimés, on va chercher un test de détection qui pour un ensemble de
valeurs des paramètres {θ0, θ1, . . .} nous assure une probabilité de détection
maximale tout en respectant la probabilité de fausse alarme α définie par
l’utilisateur P f a(τ) = α. Le test obtenu sera appelé test UMP.

Notons qu’une autre propriété peut être utilisée pour prouver l’optima-
lité d’un test, c’est la propriété d’invariance de la densité de probabilité du
test vis à vis d’un groupe de transformations. On utilise alors les propriétés
d’invariance du test pour obtenir une expression plus simple de la statistique
de décision et prouver l’optimalité du test [62, 108]. La transformation que
l’on établit à partir des propriétés d’invariance du test peut être interprétée
comme un changement de coordonnées dans l’espace des paramètres [70].

Citons finalement les tests Minimax [71]. Les tests du Minimax sont une
autre façon de résoudre des problèmes de détection quand on ne connaît
pas les probabilités de chaque hypothèse a priori. On étudie alors le cas le
plus défavorable, c’est-à-dire le cas où la valeur des paramètres conduit à
une valeur du risque de Bayes (le risque de prendre une mauvaise décision
de détection) la plus élevée [71]. Un test du Minimax est un test qui a la
meilleure performance de détection dans le cas le plus défavorable.
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Tout ces critères d’optimalité peuvent conduire au choix d’un test de dé-
tection. Dans la pratique, il est fréquent de considérer les tests GLRT car leurs
expressions peuvent être facilement obtenues, même si des contre-exemples
prouvent que les tests GLRT [68] ne sont pas toujours optimaux.

1.4.2 Principales techniques de détection
Les principales techniques de détection utilisées dans les systèmes RADAR
sont fondées sur la même structure. La statistique de décision consiste à faire
le rapport entre la valeur du pixel test Xn et une estimation de la valeur du
fond au pixel test m̂n réalisée à partir de la région de référence ωn. La forme
et la taille de la région de référence ωn sont des paramètres fixés a priori par
l’utilisateur. La valeur de la statistique de décision est alors comparée au seuil
de détection τ :

Xn
m̂n

cible
>
<

pas de cible
τ . (1.25)

Cette structure, bien adaptée à une implantation dans un système réel, est
résumée par la figure Fig.1.16. Le seuil de détection τ est choisi en fonction
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Fig. 1.16 – Schéma général d’un détecteur TFAC.

de la probabilité de fausse alarme α désirée par l’utilisateur.
On assurera une détection à taux de fausse alarme constant (TFAC) si la

valeur du seuil de détection tel que P f a(τ) = α ne dépend que de paramètres
connus. Pour une probabilité de fausse alarme souhaitée, le calcul explicite
du seuil de détection τ nécessite de connaître la densité de probabilité de
la statistique Xn/m̂n. La détermination de cette densité de probabilité peut
apparaître comme une des difficultés de la détection TFAC. En effet, nous
verrons par la suite qu’il faut tenir compte précisément de la nature des fluc-
tuations des données pour choisir la valeur du seuil de détection. Si la déter-
mination de cette densité de probabilité est impossible, on pourra déterminer
la valeur du seuil de détection par simulation numérique.

Si de nombreuses techniques de détection existent [13, 41, 106], elles se
différencient généralement par la manière dont l’estimation de la valeur du
fond au pixel test est réalisée.
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Dans le cas d’un bruit gamma, le détecteur optimal au sens de Neyman-
Pearson [42] (on parle de détecteur idéal) met en œuvre le rapport entre la
valeur du pixel test Xn et la valeur du fond au pixel test mn, ce qui explique
le choix précédent à propos de la structure du détecteur (cf. équation 1.25).
Cependant comme la valeur du fond est une inconnue, on ne peut réaliser
une détection TFAC à l’aide du détecteur idéal.

La technique sans doute la plus connue est la technique « Cell Averaging
Constant False Alarm Rate » (CA-CFAR) introduite par Finn et Johnson en
1968 [38] et analysée par Nitzberg en 1978 [85]. La statistique de détection
utilisée par la technique CA-CFAR est une extension directe du détecteur
optimal au sens de Neyman-Pearson sous l’hypothèse que le fond est homo-
gène. L’estimation de la valeur du fond au pixel test est réalisée en utilisant
la moyenne arithmétique :

m̂CA-CFAR
n =

1
Nn

∑
p∈ωn

Xp . (1.26)

Notons que la moyenne arithmétique correspond à l’estimateur du maximum
de vraisemblance (MV) de la valeur mn du fond au pixel test n dans le cas
d’un fond homogène perturbé par un bruit gamma. Dans [42], Gandhi et
Kassam démontrent que cette technique est optimale (au sens UMP) pour la
détection d’une cible de modèle Swerling I [117] dans un bruit homogène
exponentiel de puissance inconnue. Ce caractère d’optimalité de la technique
CA-CFAR sur des fonds homogènes est notable, ce qui conduit souvent à
utiliser cette technique comme référence pour des comparaisons de perfor-
mances de détection. Malheureusement les performances de la technique
CA-CFAR se dégradent sur des fonds inhomogènes [41, 85], ce qui conduit
à un non-respect du taux de fausse alarme souhaité ou à une chute de la
probabilité de détection.

Afin d’obtenir une meilleure régulation du taux de fausse alarme qu’avec
la technique CA-CFAR sur des fonds inhomogènes, plusieurs solutions ont
été envisagées. Généralement cela est obtenu au prix d’une baisse des perfor-
mances sur fonds homogènes par rapport à la technique CA-CFAR. L’estima-
teur de la valeur du fond au pixel test, la moyenne arithmétique des valeurs
des pixels dans la région de référence pour la technique CA-CFAR, est alors
remplacé par un estimateur robuste.

Citons tout d’abord les techniques GO-CFAR (Greatest Of) et SO-CFAR
(Smallest Of) qui consistent toutes les deux à diviser la région de référence
en deux parties. La moyenne arithmétique est calculée dans chacune des par-
ties, puis la valeur la plus grande (resp. petite) est utilisée dans le test de
détection de la technique GO-CFAR (resp. SO-CFAR) comme estimation de
la valeur du fond au pixel test. L’estimateur utilisé permet alors de majorer
(resp. minorer) la valeur du fond au pixel test. Il a été démontré [53, 130] que
ces techniques permettent une meilleure régulation du taux de fausse alarme
dans des situations données (fond inhomogène ou cibles multiples).

Une autre technique bien connue est la technique OS-CFAR (Ordered
Statistic) introduite en 1983 par Rohling [105] et fondée sur une statistique
d’ordre. Les valeurs des pixels de la région de référence sont classées par
ordre croissant, la kème valeur est utilisée comme estimation de la valeur du
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fond au pixel test. En notant Yl les valeurs des pixels de région de référence
ordonnées par valeurs Xp croissantes, l’estimation de la valeur du fond au
pixel test pour la technique OS-CFAR est :

m̂OS-CFAR
n = Yk . (1.27)

Cette technique présente un comportement intéressant notamment dans le
cas de cibles multiples et elle a été largement étudiée [12, 73, 74, 113, 129].

Dérivée de la technique OS-CFAR, la technique TM-CFAR (Trimmed
Mean) [32, 33, 41, 55, 100, 104] consiste à utiliser une moyenne tronquée pour
estimer m̂n. Une nouvelle fois, les valeurs des pixels de la région de référence
sont classées par ordre croissant, la moyenne des (T1 + 1)ème à (Nn − T2)ème

valeurs correspond à la valeur estimée du fond au pixel test :

m̂TM-CFAR
n =

1
Nn − (T1 + T2 + 1)

Nn−T2

∑
l=T1+1

Yl . (1.28)

La technique TM-CFAR est une technique intermédiaire entre la technique
CA-CFAR (T1 = 0 et T2 = 0) et la technique OS-CFAR (T1 = k − 1 et T2 =
Nn − k).

Nous n’avons cité ici que les principales techniques de détection utilisées
à notre connaissance. De nombreuses autres techniques fondées sur la même
structure ont été proposées [16, 29, 54, 87, 92, 131].

Citons également quelques méthodes de détection originales qui, au lieu
de réaliser une estimation robuste de la valeur du fond au pixel test, opèrent
une sélection de la région de référence à l’aide d’une segmentation en régions
homogènes des données [77, 78, 83].

Notons que la détection de cibles dans des données inhomogènes est une
problématique rencontrée dans de nombreuses applications telles que les sys-
tèmes RADAR et SONAR [8, 10, 11].

1.5 Plan du manuscrit

Après cet état de l’art, nous souhaitons maintenant présenter l’organisation
de ce manuscrit. Dans le chapitre 2, nous proposons d’étudier le compor-
tement du détecteur CA-CFAR afin d’identifier les facteurs qui nuisent à la
détection TFAC sur des fonds inhomogènes. Cette première étape de caracté-
risation de la technique CA-CFAR est principalement un travail théorique qui
nous servira dans la suite pour proposer différentes solutions. Le chapitre 3
sera consacré à la première solution proposée que nous avons appelée : sé-
lection de région de référence. Cette solution consiste en une adaptation de
la technique CA-CFAR à des fonds inhomogènes. Le but étant d’évaluer les
performances que l’on peut obtenir en améliorant les outils de détection exis-
tants. Dans le chapitre 4, nous envisagerons des estimateurs de la valeur du
fond adaptés à des modèles de fond plus complexes que celui utilisé par
la technique CA-CFAR. Nous verrons comment on peut obtenir une détec-
tion TFAC avec ce type d’estimateur. Nous proposerons d’utiliser plusieurs
estimateurs de la valeur du fond différents simultanément, puis de choisir
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automatiquement celui pour lequel le modèle de fond est le plus adapté. Le
chapitre 5 nous permettra d’introduire un algorithme permettant d’estimer
la valeur du fond de manière globale à l’aide d’une surface maillée. Nous
verrons comment utiliser cette surface maillée pour réaliser la tâche de détec-
tion et nous comparerons les méthodes de détection proposées. Enfin nous
présenterons les conclusions des travaux présentés.

Conclusion du chapitre

Ce chapitre introductif nous a permis de présenter le cadre de ces travaux
de thèse : la détection de cibles ponctuelles sur des fonds inhomogènes. Les
travaux menés seront appliqués aux problèmes de détection dans des cartes
distance/vitesse. Ceci nous a conduit à présenter les principes de l’imagerie
RADAR et la façon dont sont générées les cartes distance/vitesse. Ensuite
nous avons introduit le modèle d’étude que nous nous sommes fixé, puis
nous avons présenté un aperçu des techniques de détection existantes.
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Ce chapitre nous permettra de présenter les outils théoriques qui nous seront
utiles afin de développer des techniques de détection à taux de fausse alarme
approximativement constant. Nous étudierons des phénomènes permettant
d’expliquer la dégradation des performances de la technique CA-CFAR sur
des fonds inhomogènes. Dans un premier temps, les performances du dé-
tecteur idéal seront présentées et nous décrirons les performances du dé-
tecteur CA-CFAR quand il est utilisé sur des fonds homogènes. Dans un
second temps, nous proposerons une étude théorique des performances de
la technique CA-CFAR sur des fonds inhomogènes. Nous verrons que l’on
peut obtenir les expressions analytiques des performances de la technique
CA-CFAR sur un fond inhomogène. Les expressions présentées étant diffi-
ciles à interpréter, nous proposerons alors des expressions approchées des
performances de la technique CA-CFAR. Nous verrons que ces expressions
approchées mettent en évidence deux facteurs qui influent sur les perfor-
mances de la technique CA-CFAR : le biais et la variance de l’estimateur de
la valeur du fond.

31



32 Chapitre 2. Détection TFAC sur fonds inhomogènes

2.1 Performances du détecteur idéal

Dans le cas où le fond est supposé connu mais où le contraste entre la cible
et le fond est inconnu, on peut obtenir un détecteur que nous appellerons
le détecteur idéal. Supposons que l’on souhaite savoir si le pixel n contient
une cible ou pas. Nous considérerons le modèle de cible fluctuante, c’est-
à-dire que Xn est supposée être une variable aléatoire gamma de moyenne
mn (1 + S) et d’ordre L sous l’hypothèse H1 alors que Xn est supposée être
une variable aléatoire gamma de moyenne mn et d’ordre L sous l’hypothèse
H0.

En utilisant la méthode de Neyman-Pearson, la statistique de décision est
obtenue par le rapport des vraisemblances soit, en utilisant la modélisation
décrite dans le chapitre précédent :

L1
L0

(Xn|S, mn) = (1 + S)−L exp
[
−L Xn

mn (1 + S)
+ L Xn

mn

]
, (2.1)

avec L0 la vraisemblance associée à l’hypothèse H0 et L1 la vraisemblance
associée à l’hypothèse H1.

Le contraste entre la cible et le fond, défini par le paramètre S, est inconnu
et son estimation (Ŝ) au sens du maximum de vraisemblance conduit à :

1 + Ŝ =
Xn
mn

. (2.2)

En remplaçant le paramètre S par son estimée dans l’équation 2.1, on obtient
l’expression du rapport des vraisemblances généralisé suivante :

L1
L0

(Xn|Ŝ(mn), mn) =

(Xn
mn

)−L
exp

[
−L + L Xn

mn

]
, (2.3)

On pourrait utiliser directement cette expression pour réaliser un détecteur à
taux de fausse alarme constant. Cependant pour calculer le seuil de détection,
il nous faut connaître la loi de probabilité du rapport des vraisemblances
généralisé, ce qui est loin d’être évident avec l’expression précédente.

On peut néanmoins remarquer que l’expression précédente (équation 2.3)
dépend uniquement du rapport Xn/mn. Pour notre application, nous recher-
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Cela conduit donc à nous intéresser aux valeurs de Xn/mn supérieures à 1.
Or la fonction f (u) = u−L exp [−L + L u] est une fonction bijective sur l’inter-
valle [1; ∞[. Ainsi comparer l’expression présentée à l’équation 2.3 à un seuil
λn > 1 est équivalent à comparer le rapport Xn/mn à un seuil τn = f−1(λn).

Pour le détecteur idéal, le test de détection se réduit donc à comparer le
rapport entre la valeur du pixel test Xn et la valeur du fond au pixel test mn
à un seuil de détection τn :

Xn
mn

cible
>
<

pas de cible
τn . (2.4)

Les performances du détecteur idéal sont facilement calculables. En effet,
soit fXn(xn|mn, L) la densité de probabilité de Xn lorsqu’il n’y a pas de cible
au pixel n. Alors la probabilité de fausse alarme s’écrit :

P Idéal
f a (τn|mn, L) =

∫ ∞

mn τn
fXn(xn|mn, L)dxn . (2.5)

De façon similaire, si nous notons fXn(xn|mn, L, S) la densité de probabilité
de Xn lorsqu’une cible est présente au pixel n, l’expression de la probabilité
de détection est :

P Idéal
d (τn|mn, L, S) =

∫ ∞

mn τn
fXn(xn|mn, L, S)dxn . (2.6)

Dans le cas d’une cible fluctuante, la densité de probabilité fXn est une densité
de probabilité gamma pour les deux hypothèses H0 et H1. Les performances
du détecteur idéal s’expriment alors à l’aide de la fonction gamma incomplète
Γ(x, a) (dont l’expression est précisée à la page 191 dans la section « Nota-
tions ») :

P Idéal
f a (τn|mn, L) = Γ (L τn, L) , (2.7)

P Idéal
d (τn|mn, L, S) = Γ

(
L τn
1+S , L

)
. (2.8)

Ces expressions nous serviront de référence par la suite car les perfor-
mances du détecteur idéal sont les performances maximales que l’on peut
espérer atteindre pour la détection d’une cible de type Swerling I sur un fond
perturbé par un bruit gamma.

La figure Fig. 2.2 illustre l’évolution de la probabilité de détection du dé-
tecteur idéal en fonction du contraste S de la cible (modèle de cible fluctuante)
pour différents ordres L de bruit gamma. Comme on pouvait s’y attendre,
la probabilité de détection augmente avec le contraste S. Il est plus simple
de détecter une cible qui a un contraste élevé par rapport au fond, qu’un
contraste faible. On remarque également que plus l’ordre L du bruit gamma
est élevé, plus la Pd est grande. Il est plus facile de détecter une cible quand
les fluctuations des valeurs du fond et de la cible sont faibles que lorsque ces
fluctuations sont fortes.
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Fig. 2.2 – Évolution de la probabilité de détection du détecteur idéal en fonction du contraste
S de la cible (modèle de cible fluctuante) et pour différents ordres L de bruit gamma. Le seuil
de détection a été choisit pour un probabilité de fausse alarme égale à α = 10−4.

2.2 Étude du détecteur CA-CFAR sur des fonds ho-
mogènes

Gandhi et Kassam [42] ont étudié l’optimalité du détecteur CA-CFAR et ont
prouvé que le test de détection utilisé par le CA-CFAR est UMP (« Uniformly
Most Powerful », uniformément le plus puissant) dans le cas d’un fond ho-
mogène perturbé par un bruit gamma d’ordre L = 1. Aussi, les expressions
des performances de détection du détecteur CA-CFAR sur un fond homogène
perturbé par un bruit gamma nous seront utiles dans la suite de notre étude
pour la comparaison des performances de différentes techniques de détec-
tion. De plus, les expressions des performances du CA-CFAR obtenues pour
un fond homogène constituent une première étape vers une étude, présen-
tée dans la section suivante, du comportement de ce détecteur sur des fonds
inhomogènes.

Comme dit précédemment, le détecteur CA-CFAR consiste à comparer le
rapport entre la valeur du pixel test Xn et la valeur estimée du fond au pixel
test m̂CA-CFAR

n à un seuil de détection τn. L’estimation de la valeur du fond au
pixel test est réalisée en utilisant la moyenne arithmétique. Afin d’alléger la
notation, nous noterons Zn la moyenne arithmétique calculée dans la région
de référence associé au pixel test n. Alors le test de détection de la technique
CA-CFAR est le suivant :

Xn
Zn

cible
>
<

pas de cible
τn , (2.9)

où Xn est la valeur du pixel test, Zn = 1
Nn ∑p∈ωn Xp, Nn = card(ωn) et τn le

seuil de détection. On remarque que le détecteur CA-CFAR est directement
dérivé du détecteur idéal quand on considère que le fond est inconnu et
homogène.

Pour connaître l’expression du seuil de détection à utiliser pour une pro-
babilité de fausse alarme α fixée par l’utilisateur, nous devons connaître la
densité de probabilité de la statistique de détection Xn/Zn. Le calcul est cette
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fois moins évident que pour le détecteur idéal car nous devons prendre en
compte le fait que Zn est une variable aléatoire.

Présentons la démarche utilisée dans le cas du calcul de la probabilité de
fausse alarme. Notons Tn = Xn/Zn le rapport entre la valeur du pixel test
et la moyenne arithmétique et précisons que Xn et Zn sont deux variables
aléatoires indépendantes. La probabilité de fausse alarme s’exprime comme :

PCA-CFAR
f a (τn|Nn, L) =

∫ ∞

τn
fTn(tn|Nn, L)dtn , (2.10)

où fTn est la densité de probabilité de Tn. Cette densité de probabilité peut
s’écrire [88] :

PCA-CFAR
f a (τn|Nn, L) =

∫ ∞

τn

∫ ∞

0
zn fXn(tn zn|mn, L)

fZn(zn|mn, Nn, L) dzn dtn , (2.11)

avec fXn la densité de probabilité de Xn quand le pixel test ne contient pas de
cible (hypothèse H0) et fZn la densité de probabilité de Zn.

D’après le modèle de données que nous avons choisi, la densité de pro-
babilité fXn correspond à la densité de probabilité d’une variable aléatoire
gamma. Concernant la densité de probabilité fZn , dans le cas d’un fond ho-
mogène, Zn est une somme de variables aléatoires indépendantes gamma de
moyennes identiques et d’ordre L. On peut en déduire [36] que Zn fluctue
comme une variable aléatoire gamma d’ordre Nn L. Dans l’hypothèse où le
fond est homogène, l’estimation de la valeur du fond au pixel test est non-
biaisée (E[Zn] = mn) et on peut alors déduire l’expression de la probabilité
de fausse alarme à partir de l’équation 2.11.

L’étude du détecteur CA-CFAR sur des fonds homogènes a déjà été traitée
dans la littérature [2, 38, 85]. Les expressions des performances du détecteur
CA-CFAR dans ce cas sont exprimées à l’équation 2.12.

Proposition 2.1 Sous l’hypothèse d’un fond homogène et en modélisant la cible par une variable
aléatoire gamma de moyenne mn (1 + S) et d’ordre L, les performances de détection
du détecteur CA-CFAR sont [2] :

PCA-CFAR
d (τn|Nn, L, S) = 1 − I

( 1
1+S

τn
Nn

1 + 1
(1+S)

τn
Nn

, L, NnL
)

, (2.12)

avec I la fonction Beta régularisée (dont l’expression est présentée à la page 191 dans
la section « Notations »).

Ainsi la P f a du détecteur CA-CFAR sur un fond homogène est :

PCA-CFAR
f a (τn|Nn, L) = PCA-CFAR

d (τn|H0)

= 1 − I
(

τn
Nn

1 + τn
Nn

, L, NnL
)

. (2.13)

En inversant l’expression de la P f a, il est possible de déterminer le
seuil de détection τn(α, Nn, L) qui correspond à une probabilité de fausse
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alarme α choisie par l’utilisateur. Nous remarquons que le seuil de détec-
tion τn(α, Nn, L) dépend uniquement du taux de fausse alarme souhaité, du
nombre Nn de pixels dans la région de référence et de l’ordre L du bruit
gamma qui perturbe le fond. On vérifie ainsi que le détecteur est TFAC car le
seuil de détection dépend uniquement de paramètres connus.

Comme nous l’avons déjà signalé, la probabilité de détection du CA-CFAR
augmente avec le nombre de pixels dans la région de référence Nn sur un fond
homogène.
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Fig. 2.3 – Évolution de la probabilité de détection, en pourcentage par rapport à la probabilité
de détection du détecteur idéal, en fonction du nombre de pixels dans la région de référence
pour différents ordres L de bruit gamma. Le seuil de détection a été choisi pour une probabilité
de fausse alarme égale à α = 10−4.

La figure Fig. 2.3 permet d’apprécier sur un exemple l’évolution de la pro-
babilité de détection du CA-CFAR en fonction de Nn pour différents ordres
L de bruit gamma. Pour une région de référence composée de plus d’une
centaine de pixels, on peut considérer que la probabilité de détection du
CA-CFAR est très proche de celle du détecteur idéal. En outre, on remarque
que la convergence de la probabilité de détection du CA-CFAR vers celle du
détecteur idéal dépend de l’ordre L du bruit gamma. Plus l’ordre du bruit
gamma est élevé, plus la Pd du CA-CFAR converge vers la Pd du détecteur
idéal pour de faibles valeurs de Nn.

2.3 Étude du détecteur CA-CFAR sur des fonds inho-
mogènes : performances exactes

Le comportement du détecteur CA-CFAR sur des fonds inhomogènes a déjà
été largement étudié. Des études ont pu prouver la dégradation des perfor-
mances du détecteur CA-CFAR dans un certain nombre de cas : présence de
cibles interférentes ou fond inhomogène pour lequel la région de référence
peut être divisée en deux zones de valeurs différentes [41, 85]. Nous pro-
posons une étude théorique des performances du détecteur CA-CFAR sur
des fonds inhomogènes et nous déterminerons l’expression exacte des per-
formances de détection du détecteur CA-CFAR sur des fonds inhomogènes.
Les expressions obtenues nous seront utiles par la suite et nous permettront



2.3. Performances exactes sur fonds inhomogènes 37

d’étudier le comportement du détecteur CA-CFAR sur différents types de
fond.

2.3.1 Expressions exactes des performances
Nous proposons d’exhiber les expressions des performances théoriques du
détecteur CA-CFAR pour un fond inhomogène dans le cas d’un bruit gamma
et du modèle de cible fluctuante. Pour cela, nous nous attacherons premiè-
rement à déterminer l’expression de la probabilité de détection. Pour obtenir
l’expression de la probabilité de fausse alarme, il nous suffira alors de consi-
dérer le cas d’une cible de contraste nul (S = 0).

Pour aboutir à ce résultat, nous devons déterminer la densité de probabi-
lité de la statistique Xn/Zn, c’est-à-dire la densité de probabilité du rapport
des deux variables aléatoires Xn et Zn. La densité de probabilité de Xn est liée
au modèle de cible utilisé (hypothèse H1) alors que la densité de probabilité
de Zn correspond à la densité de probabilité d’une somme de variables aléa-
toires gamma indépendantes de moyennes différentes. Afin de déterminer
la densité de probabilité de Zn, nous utilisons les travaux de Moschopoulos
[80] dans lesquels la ddp (densité de probabilité) d’une somme de variables
aléatoires gamma indépendantes est exprimée sous la forme d’une série de
ddp gamma (Théorème 2.1). Nous aurions pu calculer les performances du
CA-CFAR par un calcul numérique, mais la précision des résultats souhaitée
(en particulier sur la P f a) aurait nécessité la mise en œuvre de méthodes de
calcul numérique précises et complexes. Le choix de présenter les expressions
explicites des performances du CA-CFAR permet à la fois de bénéficier des
travaux menés par Moschopoulos (en terme de précision des résultats obte-
nus par calcul numérique) mais également d’obtenir des expressions pour
lesquelles on peut étudier le rôle des différents termes en présence.

Nous présentons les expressions obtenues dans le cas général où Zn
est une somme de variables aléatoires {Xp, p = 1 . . . Nn} d’ordre différent
{Lp, p = 1 . . . Nn}, bien que dans notre application nous considérons que
l’ordre est le même quel que soit le pixel considéré : ∀p = 1 . . . Nn, Lp = L.

Théorème 2.1 Soit {Xp, p = 1, · · · , Nn} un ensemble de variables aléatoires gamma mutuel-
lement indépendantes, de moyenne mp = µpLp et d’ordre Lp tel que la densité de
probabilité de Xp est :

fXp(xp) ,
xLp−1

p

µpLp Γ(Lp)
exp[−xp/µp] pour xp > 0 , (2.14)

et fXp(xp) , 0 pour xp ≤ 0. Alors la ddp de Yn , ∑
Nn
p=1 Xp peut s’exprimer sous la

forme suivante :

gYn(yn) = C
∞

∑
k=0

δk
ynρ+k−1

µmρ+kΓ(ρ + k)
exp[−yn/µm] , (2.15)

où :
µm , min

(
{µp, p = 1 . . . Nn}

)
, (2.16)
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C , ∏
p∈ωn

(µm/µp)
Lp , (2.17)

ρ , ∑
p∈ωn

Lp , (2.18)

δ0 , 1 , (2.19)

δk+1 ,
1

k + 1
k+1
∑
i=1

i γi δk+1−i , k = 0, 1, 2, · · · . (2.20)

γk , ∑
p∈ωn

Lp
(
1 − µm/µp

)k /k , k = 1, 2, · · · , (2.21)

Partant de ce théorème, il est alors possible de déterminer la densité de
probabilité du test de détection et donc d’écrire les expressions des perfor-
mances du détecteur CA-CFAR dans le cas d’un fond inhomogène (Proposi-
tion. 2.2).

Proposition 2.2 Soit Zn = 1
Nn ∑p∈ωn Xp la moyenne arithmétique calculée dans la région

ωn (Nn = card(ωn)), où Xp sont des variables aléatoires gamma mutuellement
indépendantes d’ordre Lp et de moyenne mp , µp Lp. Soit Xn une variable aléatoire
gamma indépendante d’ordre Ln et de moyenne (1 + S) mn , (1 + S) µn Ln avec S
le contraste entre la valeur moyenne de Xn (cible) et la valeur mn du fond. La Pd
associée à la statistique Xn/Zn est :

PCA-CFAR exa.
d (τn|µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn , S) =

C ∑
k≥0

δk

[
1 − I

(
τn

µm
µnNn(1+S)

1 + τn
µm

µn Nn(1+S)

, Ln, ρ + k
)]

, (2.22)

où τn est le seuil de détection.

La démonstration de cette propriété est présentée à l’annexe A.1. L’ex-
pression des performances présentée correspond à un résultat général. Dans
notre cadre applicatif, les échantillons contenus dans la région de réfé-
rence sont modélisés par des variables aléatoires gamma d’ordre identique :
∀p ∈ ωn, L = Ln = Lp. Dans ce cas les performances du détecteur CA-CFAR
sont :

PCA-CFAR exa.
d (τn|µn, {µp}p∈ωn , L, S) =

C ∑
k≥0

δk

[
1 − I

(
τn

mm
mn Nn(1+S)

1 + τn
mm

mn Nn(1+S)

, L, NnL + k
)]

, (2.23)

et :

PCA-CFAR exa.
f a (τn|µn, {µp}p∈ωn , L) =

C ∑
k≥0

δk

[
1 − I

(
τn

mm
mn Nn

1 + τn
mm

mn Nn

, L, NnL + k
)]

. (2.24)
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La complexité de l’expression exacte des performances de détection du
détecteur CA-CFAR dans le cas d’un fond inhomogène rend difficile une in-
terprétation physique simple du comportement du détecteur CA-CFAR sur
fond inhomogène. Nous verrons par la suite comment des performances ap-
prochées du détecteur CA-CFAR permettent une interprétation plus simple.

2.3.2 Comportement de la statistique Xn/Zn sur fond inhomogène
Il est tout d’abord important de vérifier qu’il est possible à partir des ex-
pressions exactes des performances du CA-CFAR sur fond inhomogène de
retrouver les performances du CA-CFAR sur fond homogène. À partir des
expressions obtenues (équation 2.23 et équation 2.24), on peut s’en assurer.
En effet, si le fond est homogène les termes γi pour tout i > 0 sont tous nuls
(∀p ∈ ωn, 1 − µm/µp = 0). Alors seul le terme δk d’indice k = 0 est différent
de zéro et vaut 1. Le terme C est également égal à l’unité et finalement on re-
trouve l’expression des performances du CA-CFAR correspondant à un fond
homogène (cf. équation 2.12 et équation 2.13).

Dans le cas d’un fond inhomogène, les termes γi sont non tous nuls, la
densité de probabilité de la statistique de décision est alors modifiée par
rapport au cas d’un fond homogène. Pour illustrer ce phénomène, étudions
numériquement la densité de probabilité de la statistique Xn/Zn, que nous
noterons PXn

Zn
, dans trois cas. Tout d’abord quand la région de référence est

homogène (a), puis quand la région de référence est homogène mais avec une
valeur de fond pour le pixel test différente de la valeur du fond dans la région
de référence (b) et enfin dans le cas où la région de référence est inhomogène
(c).

Pour réaliser cette étude, commençons par remarquer que la Pd et la P f a
sont invariantes à toute dilatation du fond (dans l’axe des niveaux de gris).
Ainsi multiplier les valeurs du fond mp par un facteur commun n’influe pas
sur les performances de la technique CA-CFAR. Cela est une conséquence du
caractère multiplicatif du bruit et du test de détection qui en découle. Dans
la suite de cette section, nous nous intéresserons ainsi à des inhomogénéités
référencées par rapport à la valeur du fond mn au pixel test n.

Considérons une région de référence de 10 pixels et un bruit gamma
d’ordre 4. Nous nous intéresserons à l’hypothèse H0, c’est-à-dire qu’il n’y
a pas de cible au pixel n.

Pour le cas (a), la valeur du fond est la même pour le pixel test et tous les
pixels de la région de référence. Pour le cas (b), le fond est homogène dans
la région de référence, mais la valeur du fond au pixel test est 1.5 fois plus
grande que la valeur du fond dans la région de référence. Pour le cas (c),
nous avons choisi d’étudier une région de référence inhomogène composée
de deux zones homogènes de 5 pixels : pour l’une des zones la valeur du
fond est égale à 0.5 fois la valeur du fond mn au pixel test et pour l’autre zone
la valeur du fond est égale à 1.5 fois mn.

Une représentation schématique de la forme du fond pour les trois cas est
présentée à la figure Fig. 2.4. Sur cette même figure, on retrouve également
la densité de probabilité du rapport Xn/Zn dans les trois cas. Il faut noter
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Fig. 2.4 – Pour les trois cas étudiés (a,b,c), à gauche une représentation schématique de la
forme du fond, à droite la densité de probabilité du rapport Xn/Zn correspondant.

que la probabilité de fausse alarme correspond à l’intégrale de la densité de
probabilité (l’aire en noir) entre le seuil de détection τn et l’infini.

La densité de probabilité pour le cas (a) est différente de la ddp pour le cas
(b). On observe donc que si la valeur du fond au pixel test est différente de la
valeur du fond dans la région de référence, pour un même seuil de détection
τn, la probabilité de fausse alarme obtenue est très différente. On en déduit
pour le détecteur CA-CFAR qu’une estimation biaisée de la valeur du fond
au pixel test est néfaste au respect du taux de fausse alarme souhaité.

Suite à cela il apparaît intéressant d’étudier le cas (c) pour lequel la région
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de référence est inhomogène, mais où la valeur de fond pour le pixel test
correspond à la valeur moyenne du fond dans la région de référence. Le mo-
dèle de région de référence considéré dans le cas (c) assure que l’estimation
de la valeur de fond pour le pixel test par la moyenne arithmétique est non
biaisée, c’est-à-dire que E[Zn] = mn. La région de référence considérée étant
inhomogène, cela conduit à un changement de la densité de probabilité de la
statistique Xn/Zn. On remarque que la densité de probabilité dans le cas (c)
est relativement proche de la ddp dans le cas (a).

Pour un même seuil de détection τn, les trois cas présentés (a,b,c)
conduisent à des probabilités de fausse alarme différentes. Pour le détecteur
CA-CFAR, la régulation du taux de fausse alarme sera moins bien assurée
dans le cas (b) que dans le cas (c). On en déduit que la maîtrise de la probabi-
lité de fausse alarme sera plus difficile pour le CA-CFAR quand l’estimation
de la valeur du fond sera biaisée (b) que quand la région de référence sera
inhomogène et que Zn ne sera pas une estimation biaisée de mn (c).

Le cas (c) de la région de référence inhomogène se différencie des deux
autres cas (a,b) en ce sens que PCA-CFAR exa.

f a est la somme de plusieurs termes
(indicé par k) et non d’un seul terme (k = 0, pour les cas a et b). Nous pou-
vons nous demander quelle est l’importance de chacun des termes et combien
doivent être pris en compte pour calculer PCA-CFAR exa.

f a avec une précision suf-
fisante. À l’annexe A.1, une borne sur la précision de PCA-CFAR exa.

f a en fonction
du nombre K de termes envisagés est indiquée.

De plus, à l’annexe A.2, une étude est réalisée sur la manière dont le
calcul des performances exactes doit être conduit. Cette étude nous permet
de conclure qu’il est souhaitable de sommer les termes par ordre croissant
d’indice, en commençant par le terme d’indice k = 0 jusqu’au terme d’indice
k = K. L’ordre K est choisi de manière à ce que le terme d’indice k = K soit
significatif, à la précision machine, devant la somme des termes précédents.

Nous avons pu tirer quelques enseignements des performances exactes de
la technique CA-CFAR. Nous avons vu que le biais sur l’estimation de mn est
un facteur nuisible à la maîtrise du taux de fausse alarme pour la technique
CA-CFAR. Pour améliorer notre compréhension des facteurs qui nuisent aux
performances de la technique CA-CFAR sur des fonds inhomogènes, nous
proposons d’étudier une approximation des performances exactes.

2.4 Étude du détecteur CA-CFAR sur des fonds inho-
mogènes : performances approchées

Nous souhaitons maintenant présenter des expressions approchées des per-
formances de la technique CA-CFAR. Pour cela, nous étudierons dans un
premier temps les propriétés statistiques de la moyenne arithmétique.

2.4.1 Propriétés de la moyenne arithmétique
L’estimateur de la valeur du fond utilisé par le détecteur CA-CFAR est la
moyenne arithmétique. L’étude des deux premiers moments de cet estimateur
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nous permettra de mettre en évidence des propriétés utiles pour introduire
les calculs approchés.

En premier lieu, l’espérance mathématique de Zn est :

E[Zn] = E
[

1
Nn

∑
p∈ωn

Xp

]

=
1

Nn
∑

p∈ωn

mp . (2.25)

L’espérance mathématique de Zn est liée à la valeur moyenne du fond dans
la région de référence.

En soulignant l’hypothèse d’indépendance des échantillons, calculons
maintenant la variance de Zn :

var (Zn) = E



(

1
Nn

∑
p∈ωn

Xp − E [Zn]

)2



= E
[

1
Nn

2 ∑
p∈ωn

∑
q∈ωn

(
Xp − E [Zn]

) (
Xq − E [Zn]

)
]

=
1

Nn
2 ∑

p∈ωn
∑

q∈ωn

E
[(

Xp − E [Zn]
) (

Xq − E [Zn]
)]

=
1

Nn
2 ∑

p∈ωn

var
(
Xp
)

︸ ︷︷ ︸
=mp2/L

+
1

Nn
2 ∑

p∈ωn
∑

q∈ωn,q 6=p
E
[
Xp − E [Zn]

]
E
[
Xq − E [Zn]

]

︸ ︷︷ ︸
=0 (indépendance)

=
1

L Nn
2 ∑

p∈ωn

mp
2 . (2.26)

En faisant apparaître E[Zn], on peut écrire :

var (Zn) =
E[Zn]2

L Nn︸ ︷︷ ︸
variance fond homogène

+
1

LNn
2 ∑

p∈ωn

(mp − E[Zn])2

︸ ︷︷ ︸
correction fond inhomogène

. (2.27)

Cette dernière expression amène plusieurs remarques. On remarque que l’ex-
pression de la variance de Zn sur un fond inhomogène peut être décomposée
en deux termes : la variance1 de Zn obtenue sur un fond homogène de valeur
moyenne E[Zn] = 1

Nn ∑p∈ωn mp et un terme correctif qui dépend de la rugosité
du fond. En effet le terme ∑p∈ωn(mp − E[Zn])2 peut également s’écrire :

∑
p∈ωn

(
mp −

1
Nn

∑
q∈ωn

mq

)2

, (2.28)

1La variance d’une variable aléatoire gamma de moyenne E[Zn] et d’ordre L Nn est égale
à E[Zn]2/(L Nn).
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ce qui correspond à un terme de rugosité [132].
Il apparaît donc que les deux premiers moments de Zn sur un fond inho-

mogène dépendent uniquement de la valeur moyenne du fond et de l’écart
quadratique moyen du fond par rapport à sa valeur moyenne.

2.4.2 Ddp de la moyenne arithmétique
Comme nous l’avons vu précédemment, la ddp de la moyenne arithmétique
est une expression complexe (cf. équation 2.1). Il est donc intéressant de dé-
velopper une expression plus simple. Dans le cas d’un fond homogène, il est
connu qu’une somme de v.a. de ddp gamma homogènes est distribuée selon
une ddp gamma. Il apparaît alors raisonnable, dans le cas d’un fond peu in-
homogène, de considérer l’approximation selon laquelle la ddp de la somme
de v.a. gamma est proche d’une ddp gamma.

De plus, nous avons vu que les deux premiers moments de la v.a. Zn
peuvent être exprimés simplement en fonction de la valeur moyenne et de
l’écart quadratique du fond. Cela nous amène à considérer l’approximation
suivante :

Approximation 2.1 La moyenne arithmétique Zn est une v.a. dont la ddp est proche de
celle d’une v.a. gamma Zn ∼ G

(
1

Nn ∑p∈ωn mp, NeqL
)

de moyenne 1
Nn ∑p∈ωn mp

et d’ordre NeqL avec Neq =
(

∑p∈ωn mp
)2

/ ∑p∈ωn mp2.

Le paramètre Neq est un nombre de pixels équivalent, il s’agit d’un terme
correctif sur l’ordre (dans le cas d’un fond homogène Neq = Nn). Pour obtenir
l’expression du paramètre Neq, on identifie la variance de Zn à la variance
d’une v.a. gamma de moyenne 1

Nn ∑p∈ωn mp et d’ordre Neq L :

var (Zn) =

(
1

Nn ∑p∈ωn mp
)2

L Neq
. (2.29)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on est capable de dire que Neq ≤
Nn.

L’approximation 2.1 utilisée a déjà été envisagée dans un autre contexte.
Dans le cadre de communications par téléphonie mobile avec interférence de
différents signaux, Linnartz [75] proposait de modéliser la ddp d’une somme
de v.a. de Rayleigh par une ddp gamma. Cette même approximation a été
utilisée pour des problématiques similaires par Babich et Lombardi [4].

Pour juger de la qualité de l’approximation, nous proposons de calculer
la différence entre la ddp exacte et la ddp approchée de la moyenne arith-
métique pour différentes configurations. Afin de mesurer cette distance entre
lois, nous utiliserons la distance de Bhattacharyya [9, 47].

Définition 2.1 Soit Pa(x) et Pb(x) deux densités de probabilité définies sur le même intervalle
D, la distance de Bhattacharyya dB(Pa, Pb) entre ces deux densités de probabilité est
définie comme :

dB(Pa, Pb) = − log
(∫

x∈D

√
Pa(x) Pb(x) dx

)
. (2.30)
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Nous étudierons le cas où la moyenne arithmétique est calculée sur une
région de référence composée de deux régions de 5 pixels : l’une de valeur
moyenne mn (1 + b), l’autre de valeur moyenne mn (1 − b). Le paramètre b
permet de faire varier l’homogénéité de la région de référence. La figure
Fig.2.5 présente les résultats obtenus par calcul numérique pour un bruit
gamma d’ordre 1, 2 et 4. Sur cette même figure, on représente également,
pour comparaison, la distance de Bhattacharyya entre la ddp exacte de la
moyenne arithmétique et une ddp normale. Les paramètres de la ddp nor-
male (moyenne et variance) sont choisis de façon à ce que les deux premiers
moments de la ddp exacte et de la ddp normale soient identiques.
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Fig. 2.5 – À gauche, une représentation schématique du fond étudié. À droite, la distance de
Bhattacharyya entre la ddp exacte et la ddp approchée de la moyenne arithmétique est repré-
sentée en fonction du paramètre b (pour faire varier l’homogénéité de la région de référence) et
en considérant différents ordres pour le bruit gamma. À titre de comparaison, est également
représentée la distance de Bhattacharyya entre la ddp exacte et la ddp d’une v.a. normale de
même moyenne et de même variance que celle de Zn.

Quand la région de référence est homogène (b → 0), la distance de Bhatta-
charyya est nulle, ce qui indique que les deux ddp sont identiques. Puis pour
L = 1 cette distance augmente avec l’inhomogénéité de la région de référence,
cependant les valeurs de la distance de Bhattacharyya restent faibles par rap-
port à la distance de Bhattacharyya entre la ddp normale et la ddp exacte. On
remarque que la distance de Bhattacharyya diminue quand l’ordre du bruit
gamma augmente. Dans le cas présenté, la ddp approchée est très proche de
la ddp exacte, l’approximation est donc valide.

2.4.3 Expressions approchées des performances
Nous avons vu qu’une expression approchée de la ddp de la moyenne arith-
métique peut être obtenue. Nous allons utiliser cette approximation afin
de formuler des expressions approchées des performances de la technique
CA-CFAR pour un fond inhomogène. Pour le CA-CFAR, l’estimation de la
valeur du fond au pixel test Zn peut être biaisée. Ainsi, l’espérance mathéma-
tique de la moyenne arithmétique ne correspond pas forcément à la valeur
du fond au pixel test. C’est pourquoi nous complétons l’approximation pré-
cédente avec un paramètre B afin de prendre compte cet effet.
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Hypothèse 2.1 L’estimateur Zn de la valeur du fond au pixel test n est approximativement une
v.a. gamma Zn ∼ G((1 + B) mn, Neq L) de moyenne (1 + B) mn et d’ordre Neq L.

Le paramètre B permet de rendre compte de la présence éventuelle d’un
biais sur l’estimation de la valeur du fond. L’hypothèse 2.1 conduit alors à une
expression simple des performances de détection du détecteur CA-CFAR.

Proposition 2.3 Sous l’hypothèse 2.1 et en considérant le modèle étudié, les performances de
détection du détecteur CA-CFAR sur un fond inhomogène sont :

PCA-CFAR approx.
d (τn|B, Neq, L, S) = 1 − I




1+B
1+S

τn
Neq

1 + 1+B
1+S

τn
Neq

, L, Neq L


 , (2.31)

et

PCA-CFAR approx.
f a (τn|B, Neq, L) = 1 − I

(
(1 + B) τn

Neq

1 + (1 + B) τn
Neq

, L, Neq L
)

. (2.32)

L’expression approchée des performances est plus facilement interpré-
table. On peut identifier clairement l’influence de deux facteurs : le biais (B)
sur l’estimation de la valeur du fond et la variance d’estimation (liée au pa-
ramètre Neq) de la valeur du fond.

La valeur du biais sur l’estimation de la valeur du fond est simplement :

B =
E[Zn]− mn

mn
. (2.33)

Précédemment nous avons déjà précisé que le paramètre Neq est exprimé
par :

Neq =

(
∑p∈ωn mp

)2

∑p∈ωn mp2 . (2.34)

Il nous est alors maintenant possible de calculer à l’aide des expressions
approchées les performances de détection du détecteur CA-CFAR pour un
fond inhomogène. On peut noter que les performances approchées se ré-
duisent aux mêmes expressions que les performances exactes de la technique
CA-CFAR dans le cas d’un fond homogène (B = 0 et Neq = Nn).

2.5 Validations expérimentales des expressions obte-
nues

Nous souhaitons maintenant vérifier expérimentalement la validité des ex-
pressions obtenues (équation 2.22 et équation 2.31). Ainsi, on s’assurera pour
les performances exactes du CA-CFAR que l’on est capable de réaliser un
calcul numérique avec une précision satisfaisante. Pour les performances ap-
prochées, on pourra étudier leur domaine de validité.

Dans ce but, nous proposons deux expériences afin d’étudier l’influence
sur les performances de détection du biais sur l’estimation de la valeur du
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fond et de la variance d’estimation de la valeur du fond. Pour ces deux expé-
riences nous considérerons deux types de fond différents, que nous décrirons
par la suite. Au cours de ces expériences, nous calculons les performances
grâce aux expressions des performances exactes et approchées du CA-CFAR
obtenues dans les sections précédentes et nous les comparons à des per-
formances estimées par simulations numériques à l’aide d’une méthode de
Monte-Carlo en utilisant 108 réalisations. Les deux expériences sont réalisées
avec un bruit gamma d’ordre L = 1 et L = 4. La valeur du seuil de détection
utilisé est choisie de manière à ce que la probabilité de fausse alarme obtenue
soit égale à 10−4 sur un fond homogène. Pour évaluer la P f a on considère le
cas où le pixel test ne contient pas de cible alors que pour évaluer la Pd nous
considérons le cas d’une cible fluctuante dont le RSB est égal à 7 dB. Suite à
ces deux expériences, nous discuterons des types de fond pour lesquels les
performances du CA-CFAR varient par rapport aux performances obtenues
sur fond homogène.

2.5.1 Influence du biais
Afin d’observer l’influence du biais, nous avons généré une région de réfé-
rence ωn homogène composée de 8 pixels (cf. figure Fig. 2.6) ; la valeur du
fond dans la région de référence est noté mωn . Soit mn la valeur du fond
au pixel test, on introduit alors le paramètre b tel que mωn , mn · (1 + b)
(b ∈] − 1; 1[).

Cible
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n

b ↘

ωn

Fig. 2.6 – Représentation schématique du fond envisagé pour étudier l’influence du biais.

Les figures Fig. 2.7 et Fig. 2.8 présentent l’évolution de la Pd et de la P f a du
CA-CFAR pour différentes valeurs de b et de L. À chaque figure, on retrouve
les performances calculées avec les expressions exactes (CA-CFAR exa.), avec
les expressions approchées (CA-CFAR approx.) et les performances estimées
par simulation numérique (CA-CFAR simul. num.). On remarque que les
courbes obtenues avec les différentes expressions se superposent. Sur cet
exemple la validité de l’approximation utilisée est vérifiée. De plus, on peut
observer l’influence forte de la valeur de b sur les performances de détection,
ainsi que sur la régulation du taux de fausse alarme. On peut en conclure que
la présence de biais sur l’estimation de la valeur du fond ne permet pas de
réguler correctement le taux de fausse alarme pour la technique CA-CFAR.
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Fig. 2.7 – Évolution de la Pd et de la P f a du CA-CFAR en fonction du paramètre b, les
trois courbes correspondent aux résultats obtenus par le calcul exact (CA-CFAR exa.), par le
calcul approché (CA-CFAR approx.) ou par simulation numérique (CA-CFAR simul. num.),
pour un bruit gamma d’ordre L = 1. Les lignes horizontales indiquent les valeurs attendues
sur un fond homogène tel que mωn = mn.

2.5.2 Influence de la variance d’estimation
Dans cette expérience, nous choisissons une région de référence ωn divisée
en deux sous-régions homogènes de 4 pixels (cf. figure Fig. 2.9). La valeur
du fond dans la première (resp. deuxième) sous-région est notée m f 1 (resp.
m f 2) avec m f 1 , mn · (1 + b) (resp. m f 2 , mn · (1− b)). La région de référence
ainsi créée permet d’assurer que la valeur du fond estimée par la technique
CA-CFAR n’est pas biaisée.

Les figures Fig.2.10 et Fig.2.11 illustrent l’évolution de la P f a et de la Pd
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Fig. 2.8 – Évolution de la Pd et de la P f a en fonction du paramètre b, les trois courbes cor-
respondent aux résultats obtenus par le calcul exact (CA-CFAR exa.), par le calcul approché
(CA-CFAR approx.) ou par simulation numérique (CA-CFAR simul. num.), pour un bruit
gamma d’ordre L = 4. Les lignes horizontales indiquent les valeurs attendues sur un fond
homogène tel que mωn = mn.
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Fig. 2.9 – Représentation schématique du fond envisagé pour étudier l’influence de la variance
d’estimation.
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de la technique CA-CFAR pour différentes valeurs du paramètre b et de L.
Sur chaque figure, on retrouve les performances calculées avec les expressions
exactes (CA-CFAR exa.), avec les expressions approchées (CA-CFAR approx.)
et les performances estimées (CA-CFAR simul. num.).
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Fig. 2.10 – Évolution de la Pd et de la P f a en fonction du paramètre b, les trois courbes
correspondent aux résultats obtenus par le calcul exact (CA-CFAR exa.), par le calcul ap-
proché (CA-CFAR approx.) ou par simulation numérique (CA-CFAR simul. num.), pour un
bruit gamma d’ordre 1. Les lignes horizontales indiquent les valeurs attendues sur un fond
homogène tel que m f 1 = m f 2 = mn.

On remarque que la variance d’estimation de la valeur du fond influe
peu sur les performances de détection, la Pd reste inchangée et la P f a varie
faiblement. L’approximation proposée donne des résultats très proches des
résultats obtenus par l’expérience ou par le calcul exact. On observe néan-
moins une légère différence sur la valeur de la P f a entre le calcul exact et le
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Fig. 2.11 – Évolution de la Pd et de la P f a en fonction du paramètre b, les trois courbes
correspondent aux résultats obtenus par le calcul exact (CA-CFAR exa.), par le calcul ap-
proché (CA-CFAR approx.) ou par simulation numérique (CA-CFAR simul. num.), pour un
bruit gamma d’ordre 4. Les lignes horizontales indiquent les valeurs attendues sur un fond
homogène tel que m f 1 = m f 2 = mn.

calcul approché pour les valeurs de b élevées. Cette différence est d’autant
plus grande que l’ordre du bruit gamma L est faible, l’approximation choisie
est probablement moins bien vérifiée dans ce cas. Cependant l’évolution des
performances approchées en fonction de b est en accord avec l’évolution des
performances exactes et sur ces exemples il apparaît que les performances
approchées majorent les performances exactes.

Sur ces deux expériences, nous avons pu vérifier la validité de l’approxi-
mation proposée. Les calculs exacts permettent d’obtenir des résultats iden-



2.5. Validations expérimentales 51

tiques aux performances estimées, on peut en conclure que le calcul numé-
rique des performances exactes est réalisé correctement pour ces exemples.

De plus, nous avons remarqué que le biais est le facteur principal qui
empêche de contrôler le taux de fausse alarme pour la technique CA-CFAR
dont le test de détection est basé sur la statistique Xn/Zn.

2.5.3 Discussion
Grâce aux expressions des performances approchées, nous pouvons avoir
une interprétation plus simple des facteurs qui nuisent aux performances
du CA-CFAR sur des fonds inhomogènes. Nous avons pu mettre en évidence
que le biais et la variance d’estimation de la valeur du fond au pixel test sont
les principaux facteurs qui influent sur les performances du CA-CFAR. En ef-
fet, nous avons vu que les expressions approchées (pour lesquelles seulement
le biais et la variance d’estimation de la valeur du fond au pixel test sont pris
en compte) permettent de décrire relativement précisément les performances
du détecteur CA-CFAR sur des fonds inhomogènes.

Étudions maintenant quels sont les types de fond qui sont les plus sus-
ceptibles de perturber le détecteur CA-CFAR.

Le cas du fond homogène est trivial, le détecteur CA-CFAR est optimal. Le
taux de fausse alarme est parfaitement respecté et la probabilité de détection
est maximale (pour une taille de région de référence fixée).

Considérons le cas d’un fond linéaire (cf. figure Fig. 2.12). Pour des rai-
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Fig. 2.12 – Exemple d’un fond linéaire

sons de simplicité, nous supposerons, pour cet exemple, que le fond est à une
dimension et que la coordonnée ip du pixel p ∈ ωn évolue entre 1 et Nn. La
valeur du fond est alors décrit par une fonction linéaire :

mp = a ip + b > 0 , (2.35)

avec a et b les coefficients de cette forme linéaire. On peut alors calculer la
valeur des coefficients B et Neq.

Après des calculs simples, l’espérance mathématique de Zn s’écrit :

E[Zn] = a Nn + 1
2 + b > 0 . (2.36)

Or si l’on suppose que le pixel test n est centré par rapport à la région de
référence et que Nn est un nombre pair (cas fréquent en pratique), la valeur
du fond au pixel test est exactement égale à E[Zn] et le paramètre de biais
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B est alors nul. Intéressons nous maintenant au paramètre Neq. Après des
calculs fastidieux mais simples, le paramètre Neq s’exprime par :

Neq = Nn

[ a
2 (Nn + 1) + b

]2

a2
6 (Nn + 1) (2 Nn + 1) + a b

2 (Nn + 1) + b2
. (2.37)

On vérifie que pour un fond homogène a = 0, on obtient Neq = Nn. Si on
augmente maintenant la pente de la droite pour rendre le fond plus inhomo-
gène, la pente est maximale quand b tend vers 0 (cf. figure Fig. 2.13) car les
valeurs du fond doivent être positives.

0 0

PSfrag replacements nn

a
b = 0

ωn

Fig. 2.13 – Le pire cas pour un fond linéaire correspond au cas b = 0. Dans ce cas, la pente
du fond est maximale et le fond est le plus inhomogène possible.

Alors, la valeur de Neq est égale à :

Neq(b = 0) =
3
2 Nn

Nn + 1
2 Nn + 1 ' 3

4 Nn . (2.38)

La paramètre Neq chute donc au maximum approximativement de 1/4 de sa
valeur sur un fond linéaire par rapport au cas d’un fond homogène. Cette
baisse de Neq est due à une plus grande variance pour l’estimateur Zn et la
conséquence est une baisse de la probabilité de détection. Cette baisse sera
d’autant plus forte que le nombre de pixels dans la région de référence Nn est
faible (Nn ' 10, cf. figure Fig. 2.3). Pour des régions de référence suffisam-
ment grandes (Nn ≥ 100), la baisse de la probabilité de détection peut être
considérée comme négligeable (cf. figure Fig. 2.3).

Ce qu’il est important de noter sur cet exemple, c’est que le biais sur
l’estimation de la valeur du fond réalisée par la moyenne arithmétique sur un
fond linéaire est nul (pour une région de référence symétrique). Le biais étant
le facteur essentiel qui affecte les performances du CA-CFAR, on en déduit
que les performances du CA-CFAR sont très peu modifiées dans notre cas par
rapport au fond homogène. La seule différence qui peut apparaître est due
à une augmentation de la variance d’estimation de la moyenne arithmétique
Zn sur un fond linéaire, qui se traduit par une diminution de Neq. Ce résultat
obtenu pour un fond linéaire à une dimension dont le pixel test est centré par
rapport à une région de référence de taille Nn paire peut être généralisé dans
le cas à deux dimensions.

Nous avons donc vu que dans le cas précédemment présenté, les perfor-
mances du CA-CFAR ne sont pas fortement dégradées sur un fond linéaire
et donc que ce type de fond ne nuit pas gravement à la maîtrise du taux de
fausse alarme pour le CA-CFAR.
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Prenons maintenant le cas d’un fond 1-D qui évoluerait comme une fonc-
tion quadratique (cf. figure Fig. 2.14) :

mp = γ (ip − in)2 + β , (2.39)

avec γ et β les paramètres de la forme quadratique. Avec le modèle choisi,

PSfrag replacements n

γ

γ < 0

γ > 0

Fig. 2.14 – Exemple d’un fond quadratique

on remarque que la valeur du fond au pixel test mn est égale à β. Le calcul de
l’espérance mathématique de Zn, nous permet d’obtenir :

E[Zn] =
γ

Nn
∑

p∈ωn

(ip − in)2 + β . (2.40)

On remarque alors que si le paramètre γ est différent de zéro, l’estimation
de la valeur du fond au pixel test réalisée avec la moyenne arithmétique est
biaisée. À partir de l’expression de E[Zn], on constate que la valeur du biais
est proportionnelle au paramètre γ. La figure Fig. 2.15 présente l’évolution
des paramètres B et Neq pour un fond quadratique en fonction du paramètre
γ (β = 100). On rappel que B rend compte du biais d’estimation sur la valeur
du fond et que Neq est lié à la variance d’estimation de la valeur du fond. La
taille de la région de référence est fixée à Nn = 10 pixels.
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Fig. 2.15 – Pour un fond quadratique, évolution des paramètres B (à gauche) et Neq (à droite)
en fonction de γ.

La présence de biais (B 6= 0) entraîne une forte fluctuation des perfor-
mances du CA-CFAR et le taux de fausse alarme est mal régulé. La figure
Fig. 2.16 permet d’observer la variation de la probabilité de détection et de la
probabilité de fausse alarme du CA-CFAR en fonction du paramètre γ. Les
valeurs de la Pd et de la P f a ont été obtenues grâce aux expressions appro-
chées des performances du CA-CFAR. Le seuil de détection est choisi pour
une probabilité de fausse alarme α = 10−4 sur fond homogène. Afin de cal-
culer la Pd, nous envisageons des cibles fluctuantes de RSB égal à 7 dB.
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Fig. 2.16 – Pour un fond quadratique, évolution de la Pd (à gauche) et de la P f a (à droite) du
CA-CFAR en fonction de γ. Les traits en pointillé indiquent les valeurs de la Pd et de la P f a
pour un fond homogène. Le seuil de détection est choisi pour une probabilité de fausse alarme
α = 10−4. On considère des cibles fluctuantes de RSB égal à 7 dB et un bruit gamma d’ordre
4.

On déduit des résultats précédents que les performances du CA-CFAR
sont modifiées par rapport au cas d’un fond homogène quand la valeur du
fond évolue selon une fonction quadratique et que le pixel test est centré par
rapport à une région de référence de taille paire.

Nous avons vu pour un fond quadratique que les performances du
CA-CFAR étaient modifiées par rapport au cas d’un fond homogène. Cette
variation des performances est liée à la variation des paramètres B et Neq.
Nous souhaitons maintenant proposer une interprétation de l’influence des
paramètres B et Neq sur les performances de détection à l’aide d’une courbe
COR.

Une courbe COR est une représentation de la probabilité de détection en
fonction de la probabilité de fausse alarme. La courbe obtenue est paramétrée
par le seuil de détection. Plus la valeur du seuil de détection est élevée et plus
les valeurs de la Pd et de la P f a sont faibles. Au contraire, plus la valeur du
seuil de détection est faible et plus les valeurs de la Pd et de la P f a sont
élevées. Cette courbe fournit une bonne indication de la performance d’un
détecteur et du compromis qui doit être réalisé entre une capacité de détection
élevée et un taux de fausse alarme important.

La figure Fig. 2.17 présente les courbes COR du détecteur CA-CFAR calcu-
lées pour différentes tailles de régions de référence. Un bruit gamma d’ordre
4 et des cibles fluctuantes de RSB égal à 7 dB sont considérés. On remarque
que plus le nombre de pixels Nn dans la région de référence est grand, plus
le CA-CFAR se rapproche du détecteur parfait (coin supérieur gauche de la
courbe COR).

Maintenant à l’aide des expressions approchées des performances du dé-
tecteur CA-CFAR sur des fonds inhomogènes, on s’aperçoit que lorsque le
paramètre B est non nul, tout se passe comme si on avait multiplié le seuil
de détection par 1 + B. On en déduit donc qu’une estimation biaisée de la
valeur du fond au pixel test conduit à un déplacement sur la courbe COR.
Au contraire, une variation du paramètre Neq a pour conséquence un change-
ment de courbe COR (déplacement vertical). Il est donc possible à partir des
expressions approchées des performances du détecteur CA-CFAR (équations
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variation des performances de détection pour un fond qui n’est pas homogène B 6= 0 et
Neq < Nn.

2.31 et 2.32) de mieux comprendre l’influence des paramètres B et Neq sur les
performances du CA-CFAR.

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord présenté les performances du dé-
tecteur idéal et les performances du détecteur CA-CFAR pour un fond ho-
mogène. Nous avons ensuite étudié les performances du détecteur CA-CFAR
sur des fonds inhomogènes. Nous avons analysé les performances exactes
du détecteur CA-CFAR dans le cas d’un fond inhomogène perturbé par un
bruit gamma. Les expressions de ces performances étant difficilement in-
terprétables, nous avons proposé d’étudier une approximation des perfor-
mances exactes. Afin d’établir cette approximation, nous nous sommes inté-
ressé aux propriétés de l’estimateur de la valeur du fond utilisé par la tech-
nique CA-CFAR : la moyenne arithmétique. Nous avons montré que la ddp
de la moyenne arithmétique pour un fond quelconque peut être décrite de
manière approchée par une expression simple qui ne fait intervenir que la
valeur moyenne et l’écart quadratique du fond dans la région de référence.
Partant de ce constat, nous avons proposé des performances approchées du
détecteur CA-CFAR pour un fond inhomogène. La validité de ces perfor-
mances approchées a été montrée à l’aide de simulations numériques. L’in-
térêt de ces performances approchées est de permettre une identification des
facteurs qui nuisent à la détection TFAC pour le CA-CFAR. Nous avons vu
que le biais sur l’estimation de la valeur du fond se révèle être le facteur le
plus influent. Si nous souhaitons obtenir une détection TFAC sur des fonds
inhomogènes, il sera donc important de maîtriser le biais sur l’estimation de
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la valeur du fond. Cependant les performances approchées apportent égale-
ment d’autres conclusions intéressantes. Les performances du CA-CFAR (et
donc le contrôle du taux de fausse alarme) peuvent être obtenues de manière
approchée en supposant que la moyenne arithmétique peut être modélisée
par une v.a. gamma dont les deux premiers moments dépendent de para-
mètres statistiques de la valeur du fond (moyenne et rugosité). Enfin, une
discussion à partir des performances approchées a permis de mieux com-
prendre sur quels types de fond les performances de la technique CA-CFAR
sont particulièrement altérées.
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Dans ce chapitre, nous présenterons une nouvelle technique de détection
adaptée à des fonds inhomogènes. La solution proposée est dérivée du

détecteur CA-CFAR. Elle consiste en une sélection des pixels qui constituent
une région de référence pour appliquer ensuite un détecteur basé sur la sta-
tistique de décision Xn/Zn où Zn est la moyenne arithmétique.

Cette méthode prend ses origines dans les résultats du chapitre précédent.
En effet, nous disposons désormais d’un moyen de calcul (exact ou approché)
de la densité de probabilité de la moyenne arithmétique Zn sur un fond quel-
conque. Il peut être ainsi envisagé, connaissant une estimation préalable de
la valeur du fond, d’obtenir une estimation de la ddp de Zn qui nous permet
de calculer un seuil de détection en tenant compte de la présence d’inhomo-
généités.

Remarquons ici, que si nous connaissions parfaitement les valeurs du
fond nous pourrions calculer un seuil pour toutes régions inhomogènes fixées
conduisant à une détection TFAC à partir de la statistique Xn/Zn. Il suffirait
alors de choisir, sous certaines hypothèses, une région de référence condui-
sant à la performance de détection maximale.

Certes, l’algorithme décrit précédemment n’a guère d’intérêt puisque si
nous connaissions le fond vrai nous aurions accès directement au détecteur
idéal. Cette remarque nous permet en revanche de conclure que notre al-
gorithme tel qu’il sera précisément défini dans la suite du chapitre, ne sera
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pas rigoureusement TFAC. En effet, le fond utilisé n’est qu’une estimation de
la valeur du fond moyen réel et la variance d’estimation de l’estimateur de
la valeur du fond ne sera pas prise en compte dans la méthode qui va être
présentée.

La technique proposée conduira tout de même à une amélioration signi-
ficative de la régulation du taux de fausse alarme malgré l’utilisation d’une
estimation simple de la valeur du fond. En effet, l’estimation préalable de
la valeur du fond n’interviendra que dans la définition de la région de réfé-
rence utilisée ainsi que dans le calcul du seuil de détection. Le calcul de Zn
se faisant toujours sur les données cela conférera au détecteur proposé une
certaine robustesse à la méthode d’estimation de la valeur du fond choisie.

Dans la suite de ce chapitre, nous présenterons tout d’abord la méthode
utilisée pour estimer la valeur du fond. Nous verrons ensuite comment dé-
finir un ensemble de régions de référence et comment contrôler le taux de
fausse alarme pour chacune d’elle. Finalement pour un ensemble de régions
de référence possibles, nous nous attacherons à choisir la région de référence
la plus adaptée à la tâche de détection. Des simulations numériques nous per-
mettront de montrer l’intérêt de la technique proposée, qui se traduit par une
meilleure régulation du taux de fausse alarme sur des fonds inhomogènes
qu’avec la technique CA-CFAR tout en assurant une probabilité de détection
élevée.

3.1 Sélection de région de référence

L’optimisation de la forme de la région de référence utilisée par le CA-CFAR
sur un fond inhomogène a déjà été envisagée. C’est par exemple le cas des
approches fondées sur une segmentation préalable de l’image en régions ho-
mogènes [77, 78, 83]. Grâce à cette segmentation on est alors capable de dé-
terminer des régions correspondant approximativement au modèle de fond
homogène associé au CA-CFAR. Ceci permet d’obtenir une meilleure régula-
tion du taux de fausse alarme sur des fonds inhomogènes que celle obtenue
avec des régions de référence de forme déterminée a priori. Cependant, les
méthodes proposées jusqu’alors nécessitent une intervention de l’utilisateur
pour obtenir des résultats de segmentation corrects. Il est possible de réaliser
une segmentation sans paramètre à régler par l’utilisateur [39]. Ce type de
technique permet une amélioration des performances du CA-CFAR sur des
fonds constitués d’un patchwork de régions homogènes (typiquement des
images SAR). Malheureusement, les cartes distance/vitesse ne correspondent
pas en général à des patchworks de régions homogènes.

D’autres méthodes consistent à déterminer les différentes zones de fouillis
dans les cartes distance/vitesse (grâce à des informations a priori) afin d’adap-
ter la forme de la région de référence à la zone de fouillis testée. Le but étant
de prendre des fenêtres dont la forme est carrée sur les zones homogènes et
de forme rectangulaire sur les zones inhomogènes (l’orientation de la fenêtre
est choisie en fonction de la direction pour laquelle la zone est la moins inho-
mogène). C’est le cas par exemple des méthodes « Regional CA-CFAR » ou
« Regional TM-CFAR » [18]. Cependant ces méthodes nécessitent la connais-
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sance d’informations a priori (altitude du porteur, vitesse, . . .) dont nous ne
disposons pas.

Hors du cadre de la détection, une méthode de voisinage adaptatif a été
proposée pour résoudre des problèmes d’estimation de paramètres polari-
métriques et/ou interférométriques dans des images SAR [126, 127]. L’esti-
mation des paramètres est réalisée à partir d’un voisinage choisi de manière
adaptative. Elle consiste, à partir d’une estimation initiale des paramètres à
la position testée (que l’on appelle graine), à agréger des pixels connexes qui
vérifient une condition donnée. L’estimation des paramètres est recalculée
sur le voisinage ainsi déterminé, puis on recommence l’opération d’agréga-
tion de pixels. Finalement, l’estimation des paramètres obtenue en utilisant
des voisinages adaptatifs est plus précise que les méthodes d’estimation fon-
dées sur un voisinage fixe. Notons que la méthode de filtrage adaptatif a été
originalement développée pour des applications médicales [46], puis utilisée
pour restaurer des images en niveaux de gris [89, 93] ou des images couleurs
[23]. Cette méthode a également été étendue pour le filtrage d’images à trois
dimensions [22].

La méthode que nous présenterons est relativement proche des méthodes
de voisinage adaptatif. Elle nécessitera une estimation de la valeur du fond
et réalisera une sélection des pixels qui constitueront la région de référence
utilisée. Pour présenter la méthode que nous avons développée, nous intro-
duirons tout d’abord la méthode d’estimation de la valeur du fond, puis la
manière dont est déterminé un ensemble de régions de référence candidates.
Nous décrirons ensuite une technique qui permet de sélectionner une région
de référence parmi cet ensemble de régions de référence.

3.1.1 Estimation du fond
Afin d’estimer la valeur du fond, nous avons souhaité mettre en œuvre une
technique simple et rapide qui est fondée sur un filtrage des données. Les
données étant corrompues par un bruit multiplicatif, nous opérerons ce fil-
trage sur le logarithme des données log(X) afin d’effectuer l’opération de
filtrage sur un bruit additif.

Nous avons choisi de filtrer le logarithme des données avec un noyau
gaussien à deux dimensions de largeur σ (σ = 1.6) dont la valeur au pixel
test est nulle et dont l’intégrale vaut 1. La valeur du pixel central de ce filtre
est fixée à zéro afin que la valeur du pixel test ne soit pas prise en compte
lors de l’estimation de la valeur du fond. En effet, la valeur du pixel test est
potentiellement forte dans le cas de la présence d’une cible ce qui pourrait
nuire à l’estimation de la valeur du fond, car la valeur de cette estimation
serait fortement modifiée par la valeur du pixel test (noyau gaussien).

L’estimation du logarithme de la valeur du fond ainsi obtenue, et que
nous noterons µ̂p, permet d’obtenir une estimation non biaisée de la valeur
du fond m̂p grâce à l’expression suivante :

∀p, m̂p = L exp
[
µ̂p − ψ(L)

]
. (3.1)

où ψ est la fonction Digamma. Le caractère non biaisé de cet estimateur est
présenté dans l’annexe A.3.
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3.1.2 Détermination d’un ensemble de régions de référence
La détermination d’une région de référence est fondée sur une méthode
d’agrégation des pixels voisins au pixel test. Les pixels sont agrégés en fonc-
tion de la valeur du fond estimé qui leur est associée. On sélectionne les pixels
dont la valeur estimée du fond est proche de la valeur du fond au pixel test.
Ce choix s’explique par l’optimalité du détecteur CA-CFAR sur des fonds
homogènes.

Afin que le processus d’agrégation de pixels soit rapide, la détermination
d’une région de référence ne sera dépendante que d’un seul paramètre. En
effet, une optimisation 2-D pour déterminer la meilleure région de référence
parmi l’ensemble des régions candidates serait trop coûteuse en temps de
calcul.

La technique d’agrégation mise en œuvre est réalisée dans un ensemble
réduit Ωn de pixels proches du pixel n testé. Cet ensemble Ωn sera typique-
ment un carré de 15×15 pixels centré sur la position testée. Ce voisinage Ωn
permet de conserver un caractère local et permet de ne pas augmenter inuti-
lement la charge de calcul. Une région de référence ωn(R) est un ensemble
de connexité huit compris dans la région Ωn et dont la valeur estimée m̂p du
fond en chaque pixel de ωn(R) est telle que :

∀p ∈ ωn(R), m̂n(1 − R) < m̂p < m̂n(1 + R). (3.2)

Le paramètre R ∈ [0; 1[ permet ainsi de contrôler l’inhomogénéité de ωn(R).
Lorsque R → 0 la région de référence tend vers une région homogène. Le
paramètre R variera entre deux valeurs Rmin et Rmax , ce qui permet de définir
un ensemble de régions de référence candidates qui ne dépendent que d’un
paramètre scalaire R.
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Fig. 3.1 – Illustration 1-D de la détermination d’une région de référence. Sur cette illustra-
tion, E[Zn] représente l’espérance mathématique de Zn calculée pour la région de référence
déterminée et mn la valeur du fond au pixel test n.

La figure Fig.3.1 présente une illustration de la technique de sélection de
région proposée. On peut voir les pixels choisis dans la région de référence
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en fonction de la valeur du fond estimée pour une valeur du paramètre R
donnée. Cette illustration montre un exemple pour lequel l’estimation Zn de
la valeur du fond au pixel test est biaisée.

? ? ?
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Fig. 3.2 – Illustration de la sélection des pixels constituant la région de référence. À partir
du pixel test n, on sélectionne les pixels voisins dont la valeur du fond vérifie l’équation 3.2
(1ère itération). Puis le processus est itéré à partir des pixels sélectionnés à l’étape précédente.
Ainsi pour le pixel p, on teste si les cinq pixels voisins de p non testés doivent être inclus
dans la région de référence.

La manière dont les pixels de la région de référence sont sélectionnés est
mise en œuvre de la façon suivante (cf. Fig. 3.2). En partant du pixel test n
(la graine), nous sélectionnons les pixels voisins de n en connexité 8 dont la
valeur estimée du fond respecte la condition donnée par l’équation 3.2. Nous
itérons ensuite le processus à partir des pixels qui ont été choisis à l’étape
précédente. La sélection de la région de référence est finalisée quand lors
d’une itération plus aucun pixel ne peut être ajouté à la région de référence.

Une fois l’ensemble de régions de référence candidates déterminé, la dé-
termination de la région la plus adaptée ne dépend plus que de la valeur du
paramètre R. Celle-ci va être déterminée en essayant de contrôler au mieux le
taux de fausse alarme.

3.1.3 Contrôle du taux de fausse alarme
Si une fois la région de référence sélectionnée on souhaite utiliser le détecteur
CA-CFAR, on va être amené à calculer la moyenne arithmétique Zn (estima-
tion de la valeur du fond au pixel test) à partir de cette région de référence.
Grâce à l’illustration de la figure Fig. 3.1, on peut remarquer que la sélection
d’une région de référence à l’aide de la méthode considérée ne permet pas
d’assurer que Zn ne soit pas biaisé. Ceci peut conduire à un mauvais contrôle
du taux de fausse alarme comme nous l’avons vu au chapitre 2.

Les expressions des performances du détecteur CA-CFAR obtenues précé-
demment pour un fond inhomogène (équation 2.22) permettent de concevoir
un nouveau détecteur dérivé du CA-CFAR et dont les performances seront
améliorées sur fond inhomogène. Grâce à ces expressions il est possible de
calculer un seuil de détection pour que la statistique de décision Xn/Zn du
CA-CFAR constitue une détection TFAC pour une région de référence inho-
mogène. Bien sûr cela est possible en supposant que le fond est connu, ce qui
n’est pas le cas dans la pratique.
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On peut envisager deux possibilités pour déterminer le seuil de détection.
– La première consiste à remplacer la valeur du fond par son estimation

m̂n.
– La seconde consiste à utiliser l’estimation de la valeur du fond m̂n pour

estimer le niveau moyen et la rugosité du fond. Comme nous l’avons
vu au chapitre précédent, ces deux caractéristiques « géométriques »
du fond permettent de remonter au biais et à la variance de Zn. En
considérant l’estimation de la valeur du fond m̂n nous pouvons alors
déterminer une estimation du biais et de la variance de Zn et déterminer
ainsi un seuil de détection grâce aux expressions approchées (équation
2.31 et équation 2.32).

Comme nous le verrons par la suite, la seconde approche permet d’abou-
tir à des temps de calculs réduits tout en conduisant à des performances
similaires à celles de la première solution.

Nous proposons de montrer grâce à une expérience numérique comment
la détermination du seuil de détection à partir de la valeur estimée du fond
en utilisant les expressions exactes du CA-CFAR permet d’améliorer la régu-
lation du taux de fausse alarme en comparaison du cas où le calcul du seuil
de détection est réalisé en supposant le fond homogène.

Pour cette expérience, nous considérons une région de référence de forme
linéaire (cf. figure Fig. 3.3) et composée de deux régions, une région connexe
de 4 pixels dont la valeur du fond est égale à mn et une région connexe de
4 pixels dont la valeur du fond est égale à mn (1 + b), avec mn la valeur du
fond au pixel test (cf. figure Fig. 3.4). Le paramètre b permet de faire varier
l’inhomogénéité de la région de référence.

Les deux zones homogènes de niveau mn et mn (1 + b) sont ensuite per-
turbées par un bruit gamma d’ordre L = 4.

Pour différentes valeurs de b, nous représentons la probabilité de fausse
alarme obtenue dans deux cas :

– (1) le seuil de détection est calculé en supposant que le fond est homo-
gène (cf. équation 2.13),

– (2) la valeur du fond est tout d’abord estimée grâce à la méthode pré-
sentée à la section 3.1.1, puis le seuil de détection est calculé en utilisant
les performances exactes (cf. équation 2.24) et en remplaçant la valeur
vraie du fond par sa valeur estimée.

La figure Fig. 3.4 présente les résultats obtenus pour une probabilité de
fausse alarme souhaitée égale à α = 10−4 et un bruit gamma d’ordre L = 4.
Dans le premier cas, une fois le seuil de détection déterminé, on calcule la
probabilité de fausse alarme obtenue pour les différentes valeurs de b grâce
aux performances exactes (cf. équation 2.24). La probabilité de fausse alarme
obtenue dans le deuxième cas, c’est-à-dire en tenant compte de l’inhomo-
généité du fond, est estimée à partir de 1 000 réalisations de bruit pour te-
nir compte de la nature fluctuante de la valeur du fond estimée. On a ainsi
1 000 valeurs de fonds estimées différentes à partir desquelles on calcule, pour
chaque valeur, le seuil de détection à utiliser. On détermine ensuite à partir
des expressions des performances exactes (cf. équation 2.24) la probabilité
de fausse alarme obtenue avec ce seuil de détection en considérant la vraie
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Fig. 3.3 – Illustration de l’expérience pour l’étude du contrôle du taux de fausse alarme.
Le fond considéré est composé de deux zones de valeur mn et mn (1 + R). Les régions de
références sont composées de deux régions constituées de 4 pixels chacune.

valeur du fond. La probabilité de fausse alarme affichée est la moyenne des
courbes de probabilité de fausse alarme sur les 1 000 réalisations.

Sur cet exemple, on peut constater que calculer le seuil de détection à
partir de la valeur estimée du fond en utilisant les performances exactes du
CA-CFAR permet une meilleure régulation du taux de fausse alarme sur des
fonds inhomogènes (b 6= 0) que lorsque le seuil de détection est calculé avec
l’équation 2.13, c’est-à-dire en supposant que la région de référence est ho-
mogène.

On constate sur la figure Fig. 3.4 que l’utilisation de la valeur estimée
du fond (ici par un simple filtrage, cf. section 3.1.1) permet un meilleur res-
pect du taux de fausse alarme. En particulier, on peut observer une relative
insensibilité à l’inhomogénéité (paramètre b). La valeur estimée du fond m̂p
n’est pas rigoureusement égale à la vraie valeur. Ce n’est cependant qu’avec
la vraie valeur du fond que l’équation 2.24 conduit à une parfaite maîtrise du
taux de fausse alarme. La méthode de détection proposée n’est donc pas ri-
goureusement à taux de fausse alarme constant. Les performances dépendent
évidemment de l’estimateur de la valeur du fond considéré.

Nous nommerons DSR (pour Détecteur associé à la Sélection de Région)
le détecteur qui vient d’être décrit et qui consiste à comparer la statistique
Xn/Zn à un seuil de détection calculé grâce aux expressions exactes des per-
formances de détection en remplaçant la valeur du fond supposée connue par
la valeur estimée du fond m̂n décrite dans la section 3.1.1.



64 Chapitre 3. Sélection de région de référence

Cible

PSfrag replacements

ωn

b > 0

b = 0

b < 0

P f a

b
(1) Hyp. fond homogène

(2) Hyp. fond inhomogène
(1)
(2)

1e-06

1e-05

1e-04

0.001

0.01

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

PSfrag replacements
ωn

b > 0
b = 0
b < 0P f a

b

(1) Hyp. fond homogène
(2) Hyp. fond inhomogène

(1)

(2)

Fig. 3.4 – À gauche, une illustration présentant le type de région de référence considéré lors
de cette expérience. À droite, la probabilité de fausse alarme obtenue dans les deux cas en
fonction de la valeur du paramètre b.

3.1.4 Analyse de l’évolution de la probabilité de détection
Le détecteur DSR permet d’améliorer la régulation du taux de fausse alarme
par rapport au détecteur CA-CFAR classique. Cependant, nous pouvons nous
questionner quant à l’influence d’une région de référence inhomogène sur la
probabilité de détection. Pour évaluer cette influence, nous proposons l’expé-
rience suivante.

Prenons une région de référence composée de Nn pixels décomposable en
deux sous-régions (cf. figure Fig. 3.5) : une sous-région homogène compre-
nant 7 Nn/8 pixels dont la valeur est égale à mn (valeur du fond au pixel
test) et une sous-région homogène comprenant Nn/8 pixels dont la valeur est
égale à mn b (le cas b = 1 correspond à une région de référence homogène).

Cible

PSfrag replacements

ωn

b > 1

b = 1

b < 1

Fig. 3.5 – Illustration présentant le type de région envisagée lors de cette expérience.
L’exemple présenté ici correspond à une région de référence composée de Nn = 8 pixels. La
région de référence est composée de deux régions, l’une constituée de 7 Nn/8 pixels (Nn = 8
sur cette illustration) dont la valeur du fond est égale à mn, la seconde constituée de Nn/8
pixels pour laquelle la valeur du fond est égale à mn b.

Pour différentes valeurs de b et donc pour différents fonds inhomogènes,
nous calculons la valeur du seuil de détection qui permet d’obtenir une régu-
lation correcte du taux de fausse alarme (le seuil de détection est adapté pour
chacune des régions de référence qui seront considérées dans la suite). Pour
ce calcul, nous supposerons ici que le fond est connu, ensuite nous calculons
la probabilité de détection obtenue.

La figure Fig.3.6 présente les résultats obtenus pour plusieurs tailles de
région de référence en fixant la probabilité de fausse alarme souhaitée à α =
10−4, le RSB des cibles à S = 7 dB (modèle de cible fluctuante) et l’ordre du
bruit gamma est L = 4.
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Fig. 3.6 – Évolution de la Pd en fonction du paramètre b pour différentes tailles de région de
référence (α = 10−4, S = 7 dB, L = 4). Lorsque b = 1, la région de référence est homogène.

Ces résultats montrent que la probabilité de détection varie en fonction de
l’inhomogénéité du fond. Elle est, comme on pouvait s’y attendre, d’autant
plus élevée que la région de référence est grande et homogène. La variance
d’estimation de la moyenne arithmétique est plus grande sur un fond inho-
mogène que sur un fond homogène (pour une même valeur de l’espérance
mathématique de la moyenne arithmétique E[Zn]). Cette variance d’estima-
tion plus grande conduit à une chute de la probabilité de détection, de la
même façon que la probabilité de détection diminue quand le nombre de
pixels dans la région de référence baisse. Cette expérience nous permet de
remarquer qu’avec une région de référence inhomogène on peut obtenir une
probabilité de détection supérieure à celle d’une région homogène, lorsque
la taille de la région de référence inhomogène est suffisamment plus grande
que celle de la région homogène (cf. Fig. 3.6, avec par exemple les points 1 et
2).

Pour étudier plus particulièrement ce phénomène, il est intéressant d’ob-
server comment la probabilité de détection évolue en fonction de la taille et
de l’inhomogénéité de la région de référence. La figure Fig. 3.7 présente le
fond 1-D que nous considérons pour cet exemple. Partant de la plus petite
région de référence composée du seul pixel i = 1, nous faisons grandir la
région de référence pixel par pixel. Pour chacune des régions de référence
obtenues ωn(j), nous calculons la probabilité de détection en supposant que
le fond est connu et en adaptant le seuil de détection de manière à ce que
la probabilité de fausse alarme soit toujours égale à la probabilité de fausse
alarme souhaitée α = 10−4.

Sur la figure Fig. 3.7, l’évolution de la probabilité de détection est tracée
pour les différentes régions de référence ωn(j) considérées. La région de ré-
férence ωn(j) est donc constituée de l’ensemble des pixels allant de i = 1 à
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Fig. 3.7 – En haut, on représente le fond 1-D considéré. La région de référence ωn(j) est
constituée de l’ensemble des pixels d’indice i = 1 à i = j. En bas, l’évolution de la probabilité
de détection est représentée pour différentes régions de référence indexées par j (α = 10−4,
S = 7 dB, L = 4).

i = j. Nous considérerons un modèle de cible fluctuante dont le RSB est égal
à 7 dB et un bruit gamma d’ordre L = 4.

Nous observons encore sur cette expérience, qu’une probabilité de détec-
tion plus élevée peut être obtenue avec une région de référence inhomogène
qu’avec une région de référence homogène de taille plus petite. Le choix de
la région de référence qui offre la probabilité de détection la plus élevée ne
se limite donc pas à choisir la région de référence homogène la plus grande
possible. Ainsi, pour choisir la région de référence qui permet d’obtenir la
probabilité de détection la plus élevée, nous comparerons les probabilités de
détection calculées pour différentes régions de référence.

Jusqu’à maintenant, nous avons détaillé une méthode pour sélectionner
des régions de référence et nous avons décrit comment calculer le seuil de
détection à partir d’une estimation de la valeur du fond et des performances
exactes du CA-CFAR (détecteur DSR). Concernant le choix d’une région de
référence, nous avons montré qu’il peut être intéressant de choisir la région
de référence qui permet d’obtenir la probabilité de détection la plus élevée
plutôt que de sélectionner la région de référence la plus homogène possible.

3.1.5 Choix de la région de référence
Nous décrivons dans cette section la solution que nous proposons pour déter-
miner parmi l’ensemble de régions de référence sélectionnées précédemment
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celle qui est susceptible de conduire à une forte probabilité de détection. Ce-
pendant, vouloir maximiser la probabilité de détection suggère de fixer le
modèle de cible et les paramètres de la cible (RSB). Nous proposons donc de
développer une technique qui ne nécessite pas une telle hypothèse.

Afin d’analyser ce problème, considérons le cas théorique où le fond est
connu. Ainsi nous considérons le cas simplifié où la forme de la région de
référence sélectionnée est une fonction déterministe du paramètre R.

L’expression de la probabilité de détection calculée pour une cible de RSB
S et pour la région de référence déterminée par le paramètre R est :

Pd(τn, S, R) = PXn/Zn(Xn/Zn > τn|H1, R) =
∫ ∞

τn(R)
fXn/Zn(t|H1) dt, (3.3)

avec fXn/Zn la densité de probabilité de la statistique Xn/Zn. Notons que
le seuil de détection τn(R) dépend de la région de référence sélectionnée et
donc du paramètre R et est déterminé afin d’obtenir un taux de fausse alarme
donné (cf. équation 2.24). En utilisant [88], on peut montrer que la Pd peut
s’exprimer en fonction de fXn la ddp de Xn et fZn la ddp de Zn :

Pd(τn, S, R) =
∫ ∞

τn(R)

∫ ∞

0
zn fXn(tzn|H1) fZn(zn|R) dzn dt. (3.4)

En appliquant le théorème de Fubini [14], on peut échanger les deux inté-
grales.

Pd(τn, S, R) =
∫ ∞

0
zn fZn(zn|R)

∫ ∞

τn(R)
fXn(tzn|H1) dt dzn. (3.5)

Si on réalise le changement de variable t′ = zn t, la Pd est donnée par :

Pd(τn, S, R) = EZn [PXn (Xn > Zn(R) τn(R)|H1)] . (3.6)

Cette dernière expression nous montre que la probabilité de détection est
la moyenne sur les réalisations de la probabilité que Xn > Zn(R) τn(R). Maxi-
miser la probabilité de détection nécessite de connaître le RSB de la cible, en
revanche il est possible de minimiser le produit Zn(R) τn(R) sans connaître le
RSB. Ainsi nous proposons de sélectionner la région de référence qui permet
de minimiser Zn(R) τn(R).

Cette sélection de la région de référence est réalisée dans un ensemble
discret et fini de régions de référence candidates obtenues en considérant des
valeurs de R comprises entre 0 et Rmax avec un échantillonnage régulier fixé
à δR = 10−2. La région de référence sélectionnée est donc définie par Ropt :

Ropt = arg min
R∈[0;Rmax]

[Zn(R) τn(R)] , (3.7)

où τn(R) est déterminé avec l’équation 2.24 afin d’obtenir une probabilité de
fausse alarme égale à α.

Puisque la valeur vraie du fond est inconnue, l’équation 2.24 est utilisée
avec la valeur estimée m̂p et la régulation du taux de fausse alarme ne sera
qu’approchée. Les performances de la technique de sélection de région que
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nous avons proposée sont donc dépendantes de la qualité de l’estimation de
la valeur du fond. Une estimation de la valeur du fond sans biais et avec une
variance faible permettra une régulation correcte du taux de fausse alarme
et une probabilité de détection élevée. Pour une application pratique, il est
nécessaire que la technique de sélection de région soit robuste vis-à-vis des
éventuelles erreurs d’estimation de la valeur du fond.

Pour rendre le détecteur DSR plus robuste à l’estimation de la valeur du
fond, nous limiterons tout d’abord la valeur maximale du paramètre R utilisé
lors de la recherche de la région de référence à la valeur Rmax = 0.35. Cela
permet de rendre plus rapide la sélection de région mais également de ne
pas considérer les régions de référence trop fortement inhomogènes qui sont
potentiellement sources de plus fortes erreurs d’estimation. En effet, pour
des fonds inhomogènes, l’estimation préalable de la valeur du fond peut être
mise en défaut, par exemple les discontinuités du fond sont lissées par effet
passe-bas du filtre. Pour détecter ces cas problématiques, nous avons choisi
une solution simple et rapide qui consiste à limiter les valeurs de R.

Pour la même raison, nous limiterons la taille de la région de référence à
10 pixels pour les valeurs du paramètre R supérieures à 0.08. Si on s’intéresse
à l’évolution de la probabilité de détection de la technique CA-CFAR en fonc-
tion du nombre de pixels dans la région de référence, on constate qu’il n’est
pas nécessaire de prendre un grand nombre de pixels de référence.
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Fig. 3.8 – Évolution du rapport entre la Pd(Nn) et la Pd(Nn → ∞) asymptotique en fonction
du nombre de pixels dans la région de référence Nn, la région de référence est homogène
(P f a = 10−4, L = 4, modèle de cible fluctuante et RSB fixé à 7 dB).

Par exemple sur la figure Fig.3.8, l’évolution de la Pd en fonction du
nombre de pixels dans la région de référence Nn est représentée. Cette figure
a été obtenue grâce à l’expression de la probabilité de détection du CA-CFAR
sur fond homogène (cf. équation 2.23). On peut s’apercevoir que si Nn = 30,
la Pd a atteint environ 95 % de la valeur obtenue avec un fond connu. Avec
une perte raisonnable sur la probabilité de détection, on peut donc limiter le
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nombre de pixels dans la région de référence à 30 quand R < 0.08 (dans ce
cas la région de référence est quasi-homogène).

Les modifications que nous avons apportées pour accroître la robustesse
de la technique que nous proposons sont résumées par la figure Fig. 3.9.

0
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0.08 0.35

PSfrag replacements
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R
Fig. 3.9 – Récapitulatif des modifications apportées pour accroître la robustesse de la sélec-
tion de région de référence. La région grisée sur la figure représente les valeurs de R et Nn
acceptables lors de la sélection de la région de référence. Les deux figures annexes représentent
deux cas typiques pour lesquels s’appliquent les limitations introduites (en pointillé le fond
réel, en trait plein le fond estimé).

Exceptées les valeurs Nn ≤ 30 pixels et Rmax = 0.35 qui sont des valeurs
de contraintes motivées par un souci de rapidité du détecteur, la forme et les
paramètres du gabarit (R = 0.08, Nn = 10 pixels) ont été choisis de manière
empirique. Ces paramètres sont largement dépendants des performances de
la méthode utilisée pour estimer la valeur du fond. Notre but ici était de mon-
trer l’apport de la méthode de sélection de région dans le cas de l’utilisation
d’une méthode simple d’estimation de la valeur du fond.

Les paramètres du gabarit (R = 0.08, Nn = 10 pixels) ont été choisis afin
de limiter les effets passe-bas du filtrage utilisé pour l’estimation de la valeur
du fond. Cette manière de limiter les défauts d’estimation de la valeur du
fond possède des avantages en terme de rapidité et de simplicité.

3.2 Exemples de résultats sur fond synthétique

Nous proposons d’illustrer les résultats obtenus avec la technique proposée
à l’aide d’une expérience effectuée à partir d’un fond synthétique fourni par
Thalès Systèmes Aéroportés (voir figure Fig. 3.10). À partir de ce fond, nous
pourrons générer différentes réalisations de bruit et nous pourrons ainsi es-
timer les performances des différentes techniques. Durant cette expérience,
nous allons nous concentrer sur quelques positions repérées par un numéro
sur la figure Fig. 3.10. Les résultats présentés sont obtenus par simulations
numériques (méthode de Monte-Carlo, échantillonnage uniforme [76]).

La valeur du fond est multipliée avec un bruit gamma d’ordre L = 4 et de
moyenne 1 afin de générer pour chaque réalisation une carte distance/vitesse
différente. Les techniques de détection sont alors appliquées sur la carte dis-
tance/vitesse bruitée générée. On peut ainsi estimer la probabilité de fausse
alarme des différentes techniques en considérant un grand nombre de réa-
lisations (106 réalisations). Afin d’estimer la probabilité de détection, nous
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Fig. 3.10 – Logarithme de la valeur du fond synthétique fourni par Thalès Systèmes Aéropor-
tés (échelle des niveaux de gris modifiée pour la visualisation) avec indication de la position
et du numéro des positions testées.

devrons ajouter des cibles. Nous considérerons le modèle de cible fluctuante
avec un RSB égal à 7 dB (la définition du RSB est présentée à la section 1.3.2).
Dans ce dernier cas, des cibles sont placées sur le fond synthétique aux posi-
tions testées.

Nous comparerons la technique proposée aux techniques CA-CFAR,
OS-CFAR (Ordered Statistics), TM-CFAR (Trimmed Mean) et à une technique
heuristique.

La technique CA-CFAR sera utilisée avec une région de référence carrée
de 3×3 pixels (Nn = 8 pixels), afin de garantir au mieux le taux de fausse
alarme souhaité. Il en sera de même pour les techniques de détection ro-
bustes OS-CFAR et TM-CFAR. Pour la technique OS-CFAR, nous utiliserons
la kème (k = 6) plus grande valeur parmi les données contenues dans la ré-
gion de référence comme estimation de la valeur du fond au pixel test. Pour
la technique TM-CFAR, la valeur du fond au pixel test sera estimée en cal-
culant la moyenne arithmétique des T1 + 1 à Nn − T2 plus grandes valeurs
(T1 = 5, T2 = 1) des données dans la région de référence. Les valeurs de ces
paramètres ont été obtenues par extrapolation à partir de l’étude réalisée par
Gandhi et Kassam [41].

La technique heuristique, que nous proposons de considérer, correspond à
la technique CA-CFAR (région de référence 3×3) appliquée au rapport entre
la valeur de la carte distance/vitesse Xn et la valeur estimée m̂n du fond. La
division de Xn par m̂n permet d’obtenir une nouvelle image Y où Yn = Xn/m̂n
est quasi-homogène. Les données sont ainsi transformées pour se rapprocher
du modèle de fond homogène, utilisé par le CA-CFAR, et pour obtenir une
meilleure régulation du taux de fausse alarme sur les fonds inhomogènes.
La valeur du fond est estimée avec la même méthode que celle utilisée pour
la sélection de région. La comparaison entre cette méthode heuristique et la
sélection de région est intéressante pour dissocier l’apport lié à l’estimation
de la valeur du fond et l’apport de la sélection de région.

Les résultats obtenus sont présentés sur la figure Fig.3.11. Pour les trois
cibles considérées (1, 4 et 5), la probabilité de détection de la technique
proposée (DSR) est supérieure à la probabilité de détection des détecteurs
CA-CFAR, OS-CFAR et TM-CFAR. Pour la cible 1, on remarque que la mé-
thode heuristique ne permet pas une bonne régulation du taux de fausse
alarme. Pour les cibles 4 et 5 placées sur des fonds inhomogènes, la technique
proposée permet une meilleure régulation du taux de fausse alarme que les
techniques CA-CFAR, OS-CFAR et TM-CFAR. On observe une baisse de la
probabilité de détection de la technique DSR pour la cible 4 par rapport aux
autres cibles. Nous verrons dans la prochaine section, que ceci s’explique par
le fait que la région de référence sélectionnée ne comprend pas un grand
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Fig. 3.11 – Comparaison des performances des détecteurs : CA-CFAR, OS-CFAR, TM-CFAR,
une technique heuristique et la technique proposée.
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nombre de pixels (voir Fig.3.13) et que la régulation du taux de fausse alarme
est alors particulièrement difficile à la position testée.

Concernant la charge de calcul, le temps nécessaire pour sélectionner la
région de référence sur un ordinateur standard (3.2 Ghz, Linux 2.6.18, GCC
4.1.2) varie en fonction de l’homogénéité de la région de référence : < 1 ms
pour la cible 1, 1.1 ms pour la cible 2, 2.6 ms pour la cible 3, 18 ms pour la cible
4 et 5 ms pour la cible 5.

En effet pour sélectionner une région de référence, on compare les per-
formances obtenues avec différentes régions pour des valeurs croissantes du
paramètre R (inhomogénéité croissante) jusqu’à R = Rmax . Il est alors pos-
sible d’arrêter la recherche de la région de référence avant R = Rmax quand
la valeur du paramètre R permet de définir une région de référence dont le
nombre de pixels est supérieur au nombre de pixels limite (cf. figure Fig. 3.9).

Le temps de sélection d’une région de référence peut paraître un peu long,
cependant ce temps peut être encore très largement diminué si la sélection de
région utilise les performances approchées au lieu des performances exactes
du détecteur CA-CFAR. D’autant plus que nous n’avons jamais observé de
différence de performance entre ces deux options.

3.3 Exemples de résultats à fond connu

Les résultats que nous avons précédemment présentés ont été obtenus en
utilisant la méthode d’estimation de la valeur du fond présentée à la section
3.1.1. Il est intéressant d’analyser les performances obtenues quand la valeur
du fond est parfaitement connue (fond connu) afin de juger du potentiel de
la technique de sélection de région.

Nous comparons la technique proposée au détecteur idéal et au détecteur
Matched CA-CFAR.

Lorsque nous utilisons la sélection de région à fond connu, les modifica-
tions introduites pour des questions de robustesse vis-à-vis de l’estimation de
la valeur du fond (cf. figure Fig. 3.9) ne sont pas mises en œuvre et on impose
seulement Rmax = 0.6.

Pour le détecteur Matched CA-CFAR, on choisit manuellement pour
chaque position testée la région de référence la plus adaptée dans un
ensemble de région de référence (voir figure Fig.3.12) et on applique le
CA-CFAR. La région de référence sélectionnée pour le Matched CA-CFAR est
celle qui permet à la fois de respecter la probabilité de fausse alarme souhaitée
et également de maximiser la probabilité de détection du CA-CFAR. On peut
réaliser simplement cette opération car on connaît les expressions exactes
des performances de la technique CA-CFAR pour un fond quelconque. Les
régions de référence sélectionnées de manière manuelle pour la technique
Matched CA-CFAR et automatique pour la technique proposée sont présen-
tées pour chaque cible à la figure Fig.3.13.

Nous pouvons remarquer que les régions de référence sélectionnées ma-
nuellement pour la technique Matched CA-CFAR et automatiquement pour
la sélection de région possèdent des points communs. Dans les deux cas, les
pixels sélectionnés sont relativement proches de la courbe de niveau passant
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b.
5×5

c.
7×7
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9×9

Fig. 3.12 – Ensemble des régions de référence testées pour des fenêtres de taille : 3×3 (a.),
5×5 (b.), 7×7 (c.), 9×9 (d.). Les petits carrés noir indiquent les pixels qui constituent la
région de référence.

1.a. 1.b. 1.c.

2.a. 2.b. 2.c.

3.a. 3.b. 3.c.

4.a. 4.b. 4.c.

5.a. 5.b. 5.c.

Fig. 3.13 – Régions de référence sélectionnées pour chacune des positions testées (numérotées
de 1 à 5) : (a) images du logarithme de la valeur du fond aux positions testées (visuali-
sation avec correction gamma 2), (b) régions de référence sélectionnées pour la technique
Matched CA-CFAR, (c) régions de référence sélectionnées avec la technique proposée.
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par la position testée. Il faut rappeler que la sélection de région permet de
gérer des régions de référence inhomogènes, car le calcul du seuil de détec-
tion prend en compte le fait que la région de référence est inhomogène. Cette
dernière remarque est bien illustrée pour la cible 2 (2.c.) sur la figure Fig.
3.13. On constate en effet que malgré la forme locale simple (2.a.) du fond
(un plan incliné), où l’on imagine très bien la présence d’une zone homogène
(ligne verticale, 2.b.), la sélection de région choisit une région inhomogène
plus grande afin de minimiser le rapport Zn(R) τn(α, R).

Une fois les régions de référence sélectionnées, on calcule les performances
obtenues avec les trois techniques : détecteur idéal, Matched CA-CFAR et dé-
tecteur DSR (fond connu). Nous reporterons également les résultats obtenus
précédemment avec le détecteur DSR quand la valeur du fond est estimée
à titre de comparaison. Les résultats sont présentés pour trois positions tes-
tées (1, 4 et 5) en considérant un bruit gamma d’ordre L = 4 et des cibles
fluctuantes de RSB égal à 7 dB.

Avec la figure Fig.3.14, on peut constater que la technique DSR, à fond
connu, permet un comportement TFAC et une meilleure probabilité de détec-
tion que pour la technique Matched CA-CFAR. Elle possède également des
performances très proches du détecteur idéal. Cette propriété résulte de la
grande taille des régions de référence utilisées par la DSR quand la valeur du
fond est connu. Les résultats obtenus avec la sélection de région quand la va-
leur du fond est estimée sont bien entendu moins bons que lorsque la valeur
du fond est connue. Cependant, à fond estimé, la sélection de région permet
une bonne régulation du taux de fausse alarme tout en offrant de meilleures
probabilités de détection que le détecteur Matched CA-CFAR.

Ces résultats montrent également que de meilleures performances à fond
estimé pourraient être obtenues avec la sélection de région en améliorant la
méthode d’estimation de la valeur du fond utilisée.

D’autre part comme nous l’avons déjà souligné, il est possible d’obtenir
une mise en œuvre plus rapide de l’algorithme de sélection de région en
n’utilisant plus les calculs exacts mais les calculs approchés des performances
de détection (cf. section 2.4.3). L’exécution est alors sensiblement accélérée. De
plus nous n’avons jamais observé de différence entre les régions de référence
sélectionnées pour les deux types de calculs et donc aucune différence sur les
performances des détecteurs DSR associés. Nous présenterons des résultats
obtenus avec la version rapide de l’algorithme DSR au chapitre 5.

Conclusion du chapitre

Ce chapitre a permis de présenter une méthode de détection qui consiste à
adapter la technique CA-CFAR à des fonds inhomogènes en sélectionnant
la région de référence. Nous avons montré sur des exemples que la tech-
nique proposée permet non seulement un meilleur respect du taux de fausse
alarme mais également d’obtenir de meilleures probabilités de détection sur
des fonds inhomogènes. Les performances obtenues par la sélection de région
sont meilleures que les performances obtenues par la méthode CA-CFAR ou
les méthodes de détection robustes OS-CFAR et TM-CFAR, méthodes qui
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Fig. 3.14 – Comparaison des performances du détecteur idéal, Matched CA-CFAR et de la
technique proposée à fond connu et à fond estimé.
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sont classiquement utilisées. De manière plus générale, cette étude permet
d’envisager le potentiel de la technique CA-CFAR adaptée à des fonds inho-
mogènes. Les performances de la sélection de région dépendent cependant de
la qualité d’estimation de la valeur du fond. De plus, le coût de cette méthode
en temps de calcul est relativement élevé, puisqu’il nous faut déterminer une
région de référence pour chaque position testée.

Bien qu’optimiser la technique de sélection de région de référence soit une
perspective intéressante, nous avons choisi d’analyser le potentiel de deux
directions différentes. La première consiste à mettre en œuvre un estimateur
plus simple (fondé sur une description polynomiale) de la valeur du fond
avec une région de référence imposée a priori. La seconde consistera à mettre
en œuvre un estimateur également plus simple de la valeur du fond (linéaire
cette fois-ci) mais avec une adaptation automatique de la région de référence
fondée sur un maillage triangulaire.
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Le deuxième chapitre, qui concerne les performances théoriques du détec-
teur CA-CFAR sur des fonds inhomogènes, a permis de mettre l’accent

sur des points importants.
Il était évident qu’une méthode faisant une hypothèse forte d’homogé-

néité, puisse se trouver mise en défaut lors d’une utilisation sur fonds inho-
mogènes. Les performances théoriques, en particulier leurs expressions ap-
prochées (basées sur les deux premiers moments statistiques de la moyenne
arithmétique des échantillons dans la région de référence notée Zn) ont mon-
tré l’impact d’une méconnaissance de la densité de probabilité de Zn (et donc
de la statistique de Xn/Zn) sur la régulation du taux de fausse alarme. Nous
avons pu montrer que tenir compte de l’augmentation de variance (grâce au
paramètre Neq) sur l’estimation Zn via une densité de probabilité approximée
(hypothèse Zn ∼ G(mn, NeqL)) conduit à une amélioration de la régulation
du taux de fausse alarme. L’étude des performances théoriques a permis de
montrer l’influence déterminante de la présence éventuelle d’un biais sur l’es-
timation de Zn.

Dans le chapitre précédent nous avons proposé une technique qui tente
de corriger les effets du biais et de variance d’estimation sur Zn par rapport

77
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au détecteur (le CA-CFAR) qui peut présenter de forts biais d’estimation en
présence d’un fond inhomogène. Il apparaît donc intéressant d’étudier un
détecteur, toujours fondé sur la statistique de décision Xn/m̂n, mais où m̂n
serait un estimateur différent de la moyenne arithmétique. L’objectif est alors
de développer un estimateur de la valeur du fond qui présente un biais plus
faible que celui de la technique CA-CFAR afin d’obtenir une régulation de la
probabilité de fausse alarme plus efficace.

Pour mettre en œuvre un tel détecteur il faut également déterminer la den-
sité de probabilité de cette estimation, ou au moins sa variance d’estimation
(sur un fond correspondant aux hypothèses considérées). Dans ces condi-
tions, on peut espérer mettre en œuvre un détecteur à taux de fausse alarme
constant dans le cadre des hypothèses, mais surtout obtenir un détecteur plus
robuste dans le cas d’un fond inhomogène quelconque.

La détecteur présenté dans ce chapitre est un exemple de la mise en œuvre
de ce principe. Ce détecteur est fondé sur une technique de détection à fenêtre
glissante utilisant une modélisation polynomiale de la valeur du fond. Sur des
exemples, nous montrerons que l’introduction de ce type de modélisation du
fond permet un meilleur contrôle du taux de fausse alarme que la technique
CA-CFAR sur des fonds inhomogènes. Puis nous verrons comment choisir de
manière automatique entre le CA-CFAR et le détecteur proposé et comment
cette approche permet d’améliorer la probabilité de détection.

4.1 Détecteur LQ-CFAR
4.1.1 Choix du modèle de fond

Lors de la discussion établie à la fin du chapitre 2, nous avons pu noter que
les performances du détecteur CA-CFAR ne sont pas fortement modifiées
sur des fonds dont la valeur est une fonction linéaire des coordonnées par
rapport aux performances obtenues sur des fonds homogènes. Au contraire,
un fond dont la valeur évolue suivant une fonction quadratique entraîne une
modification des performances du CA-CFAR et empêche de maîtriser le taux
de fausse alarme.

Il est donc naturel de s’intéresser à des modèles de fond décrits par des
fonctions quadratiques. Pour les données traitées, la valeur du fond peut être
vue comme une fonction compliquée à deux dimensions. Tant que les va-
leurs du fond ne présentent pas des variations trop brutales (discontinuités),
il est alors raisonnable de penser qu’une approximation locale du fond par
un polynôme d’ordre 2 peut constituer une modélisation acceptable. De plus,
une forme quadratique permet de prendre en compte localement la valeur
moyenne, la pente et la courbure du fond.

Cependant, l’expression explicite de l’estimateur des paramètres au sens
du maximum de vraisemblance (MV) ne peut être obtenue, ce qui oblige à
réaliser une optimisation numérique pour estimer les valeurs des paramètres.
Afin de contourner cet obstacle, nous avons choisi d’estimer le logarithme de
la valeur du fond plutôt que la valeur du fond elle-même. Le bruit multiplica-
tif qui perturbe les données sera alors transformé en bruit additif et l’opéra-
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tion d’estimation de la valeur du fond pourra être réalisée avec un estimateur
des moindres carrés (MC). Par conséquent, le logarithme de la valeur du fond
sera estimé à partir du logarithme des données. Dans la suite, nous noterons
Yp le logarithme des données Xp.

On peut aussi se demander pourquoi ne pas envisager des polynômes
d’ordre supérieur à 2. Nous verrons par la suite qu’un polynôme d’ordre 2
nécessite l’estimation de 6 paramètres, ce qui se traduit par une variance d’es-
timation de la valeur du fond au pixel test plus grande qu’avec l’estimation
de la moyenne arithmétique. Cela entraîne une baisse de la probabilité de dé-
tection par rapport au détecteur CA-CFAR sur des fonds homogènes. Aussi
prendre des polynômes d’ordre supérieur à 2 pourrait éventuellement per-
mettre une meilleure maîtrise du taux de fausse alarme au prix d’une chute
plus importante de la probabilité de détection sur des fonds homogènes.

Le détecteur LQ-CFAR (Log-Quadratic-CFAR) que nous allons présenter
utilise donc un modèle quadratique du logarithme de la valeur du fond. Pour
simplifier, nous appellerons ce modèle de fond le modèle log-quadratique.

4.1.2 Estimateur de la valeur du fond
Nous supposerons que le logarithme de la valeur du fond peut être locale-
ment modélisé par une fonction quadratique dans la région de référence ωn.
Nous noterons µp,ωn l’espérance mathématique du logarithme des données
au pixel p en considérant la région de référence ωn.

Remarquons que les données Yp sont donc modélisées par une valeur
moyenne µp,ωn perturbée par un bruit additif qui, par définition de µp,ωn , est
à valeur moyenne nulle, mais dont la ddp n’est pas symétrique, il sera donc
nécessaire, lors du retour dans l’espace des données Xp, de tenir compte de
cette dissymétrie.

On suppose que la valeur de µp,ωn est ainsi décrite par une fonction poly-
nomiale d’ordre 2 des coordonnées des pixels :

µp,ωn = aωn ip
2 + bωn jp

2 + cωn ip jp + dωn ip + eωn jp + fωn , (4.1)

où (ip, jp) sont les coordonnées du pixel p et aωn , bωn , cωn , dωn , eωn , fωn sont les
coefficients du polynôme qui dépendent de la région de référence considérée
ωn. La notation que nous adoptons maintenant repose sur une renumérota-
tion des pixels de 1 à Nn dans la région de référence ωn. Notons que le pixel
test n n’appartient pas à ωn. Pour des raisons de mise en œuvre numérique
les calculs numériques sont implémentés en considérant, pour chaque posi-
tion de la région ωn, les coordonnées relatives par rapport au pixel situé en
haut à gauche de la fenêtre contenant ωn.

La notation matricielle suivante sera utile :

µp,ωn = vp
T θωn , (4.2)

avec AT le transposé de A, le vecteur vp :

vp , [ip
2, jp

2, ip jp, ip, jp, 1]T , (4.3)



80 Chapitre 4. Détecteur LQ-CFAR et sélection de modèle

et le vecteur de paramètres :

θωn , [aωn , bωn , cωn, dωn , eωn , fωn ]
T . (4.4)

Nous noterons également µωn le vecteur des valeurs moyennes du loga-
rithme des données dans la région de référence :

µωn , [µ1, µ2, . . . , µp, . . . , µNn ]
T . (4.5)

Le vecteur µωn peut s’exprimer en fonction des coordonnées des pixels de
la région de référence et du vecteur de paramètres :

µωn = Mωn θωn , (4.6)

avec Mωn une matrice telle que :

Mωn , [v1, v2, . . . , vp, . . . , vNn ]
T . (4.7)

Nous noterons également le logarithme des données contenues dans ωn
sous forme de vecteur :

Yωn , [Y1, . . . , Yp, . . . , YNn ]
T . (4.8)

En prenant le logarithme des données, le bruit devient additif. Il est alors pos-
sible d’utiliser un estimateur des moindres carrés pour estimer les paramètres
θωn . Cet estimateur minimise donc l’erreur quadratique moyenne :

(
Yωn − µωn

)T (
Yωn − µωn

)
. (4.9)

Le vecteur des paramètres estimés θ̂ωn est solution de l’estimateur des
moindres carrés et s’exprime simplement [31] :

θ̂ωn , Λωn Mωn
TYωn , (4.10)

où la matrice Λωn est égale à :

Λωn ,
(

Mωn
T Mωn

)−1
. (4.11)

À partir de l’estimation du vecteur de paramètres, on en déduit l’estima-
tion de µωn que nous noterons µ̂ωn :

µ̂ωn , Mωn θ̂ωn . (4.12)

On peut facilement démontrer que l’estimateur du vecteur de paramètre
obtenu est non-biaisé :

E
[

θ̂ωn

]
= Λωn Mωn

TE [Yωn ]

= Λωn Mωn
T Mωnθωn

= θωn , (4.13)
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et donc :
E
[
µ̂ωn

]
= E

[
Mωn θ̂ωn

]

= Mωn θωn

= µωn . (4.14)
Par ailleurs, la variance du bruit σb

2, qui perturbe le logarithme des don-
nées, peut être calculée en fonction de l’ordre L du bruit gamma qui perturbe
Xp (cf. Annexe A.3) :

σb
2 , ζ(2, L) , (4.15)

où ζ(s, α) est la fonction Zeta de Hurwitz définie à la page 191. La variance
du bruit est utile pour calculer la matrice de covariance de θ̂ωn :

cov
(

θ̂ωn

)
= E

[(
θ̂ωn − θωn

)(
θ̂ωn − θωn

)T]

= E
[

θ̂ωn θ̂ωn
T]− θωn θωn

T , (4.16)
car :

E
[

θ̂ωn

]
= θωn . (4.17)

Or :
θ̂ωn = Λωn Mωn

TYωn , (4.18)
d’où :

cov
(

θ̂ωn

)
= E

[(
Λωn Mωn

T Yωn

)(
Λωn Mωn

T Yωn

)T]− θωn θωn
T . (4.19)

De plus :
E
[
Yωn Yωn

T
]

= σb
2 INn + (Mωn θωn) (Mωn θωn)

T , (4.20)

où INn désigne la matrice identité de taille Nn×Nn. Ainsi :

cov
(

θ̂ωn

)
= σb

2 (
Λωn Mωn

T)(
Λωn Mωn

T)T

+
(
Λωn Mωn

T) (Mωn θωn) (Mωn θωn)
T (

Λωn Mωn
T)T

−θωn θωn
T , (4.21)

en utilisant les propriétés de la transposée d’une matrice et la définition de la
matrice Λωn , on obtient :

cov
(

θ̂ωn

)
= σb

2
Λωn + θωn θωn

T − θωn θωn
T , (4.22)

et donc :
cov

(
θ̂ωn

)
= σb

2
Λωn . (4.23)

À partir de la matrice de covariance de θ̂ωn , on peut déduire la variance
d’estimation de l’estimateur µ̂n,ωn pour le pixel n, que nous noterons ςn,ωn

2 :
ςn,ωn

2 = var (µ̂n,ωn)

= var
(

vn
T θ̂ωn

)

= E
[
vn

T θ̂ωn θ̂ωn
T vn

]
− vn

T θωn θωn
T vn

= σb
2 vn

T
Λωn vn . (4.24)
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Cette dernière expression suggère que la variance de l’estimateur peut dé-
pendre de la forme de la région de référence.

Maintenant que nous avons un estimateur de µn,ωn et que nous avons
analysé ces caractéristiques principales, on souhaite à partir de l’estimation de
µn,ωn pouvoir déduire la valeur de mn correspondante, c’est-à-dire la valeur
du fond au pixel test. Or nous avons signalé précédemment que les données
Yp sont perturbées par un bruit additif mais dont la ddp n’est pas symétrique.

Ainsi, bien que Yn = log(Xn), on a < Yn >=< log(Xn) > mais
< log(Xn) > 6= log [< Xn >]. Cependant, on peut montrer que pour une va-
riable aléatoire gamma de moyenne mn et d’ordre L, la valeur moyenne µn
du logarithme de cette même variable aléatoire est égale à (cf. Annexe A.3) :

µn = ψ(L) − log (L/mn) , (4.25)

où ψ est la fonction digamma.
La transformation inverse de l’équation 4.25 permet une estimation de

mn à partir de µ̂n,ωn. Cependant cette démarche n’assure pas d’obtenir une
estimation non biaisée. En effet, il faut connaître la ddp de µ̂n,ωn , ce qui est
complexe. Nous proposons plutôt de mettre en œuvre une approche plus
simple fondée sur l’approximation suivante.

Comme µ̂n,ωn est la somme de variables aléatoires, elle est approximative-
ment distribuée suivant une distribution gaussienne de moyenne µn,ωn et de
variance ςn,ωn

2.
Cette approximation résulte du théorème central limite. En considérant

des régions de référence de taille suffisante (5x5 pixels) pour lesquelles
Nn & 24, l’utilisation du théorème central limite peut conduire à une bonne
approximation.

On peut remarquer que l’approximation considérée ici peut être compa-
rée à celle que nous avons utilisée pour déterminer les performances appro-
chées du CA-CFAR sur des fonds inhomogènes (cf. hypothèse 2.1). Dans les
deux cas, nous fixons la loi suivant laquelle l’estimation de la valeur du fond
est distribuée, puis nous réalisons une identification des deux premiers mo-
ments.

Avec l’approximation précédente concernant µ̂n,ωn , on peut montrer
qu’une estimation non-biaisée de mn peut être obtenue en considérant la re-
lation suivante (cf. Annexe A.4) :

m̂LQ-CFAR
n,ωn , L exp

[
µ̂n,ωn − ψ(L) − ςn,ωn

2

2

]
, (4.26)

où m̂LQ-CFAR
n,ωn est l’estimation de la valeur du fond au pixel test du LQ-CFAR

obtenue en considérant la région de référence ωn.
Avec les éléments présentés, nous sommes capable de réaliser une esti-

mation de la valeur du fond en utilisant une modélisation quadratique du
logarithme de la valeur du fond. Voyons maintenant comment utiliser cette
estimation de la valeur du fond pour concevoir le détecteur LQ-CFAR.
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4.1.3 Test de détection et contrôle du taux de fausse alarme
Le détecteur LQ-CFAR est fondé sur le test de détection suivant :

Xn

m̂LQ-CFAR
n,ωn

cible
>
<

pas de cible
τn. (4.27)

La valeur du seuil de détection pour obtenir un taux de fausse alarme
fixé, et prouver le caractère TFAC du détecteur proposé, nécessite de calculer
la ddp associée au test de détection ci-dessus. Cette densité de probabilité est
fournie par l’expression suivante [88] :

fXn/m̂LQ-CFAR
n,ωn

(t|ωn, L, S) =
∫ ∞

0
m fXn(t m|mn, L, S)

fm̂LQ-CFAR
n,ωn

(m|mn, ωn, L) dm, (4.28)

où fXn/m̂LQ-CFAR
n,ωn

est la ddp associée à la statistique de décision, fXn est la ddp
de la valeur du pixel test et fm̂LQ-CFAR

n,ωn
est la ddp de m̂LQ-CFAR

n,ωn .
La ddp de la valeur du pixel test est supposée distribuée suivant un mo-

dèle de cibles fluctuantes. La ddp fXn sera donc considérée comme étant une
loi gamma de moyenne mn (1 + S) et d’ordre L.

Avec l’approximation précédente, µ̂n,ωn est considérée comme étant une
variable aléatoire gaussienne. On en déduit que la ddp de m̂LQ-CFAR

n,ωn est la
ddp d’une variable aléatoire log-normale. La ddp de m̂LQ-CFAR

n,ωn peut alors
s’exprimer sous la forme suivante :

fm̂LQ-CFAR
n,ωn

(m|mn, ωn, L) ,
exp

[
− (log( m

mn )+ 1
2 ςn,ωn

2)
2

2 ςn,ωn2

]

m ςn,ωn

√
2 π

, m > 0 . (4.29)

La probabilité de détection est obtenue à partir de la ddp de la statistique
de décision :

PLQ-CFAR
d (τn|ωn, L, S) ,

∫ ∞

τn
fXn/m̂LQ-CFAR

n,ωn
(t|ωn, L, S) dt . (4.30)

Après des calculs un peu fastidieux (cf. Annexe A.5), on obtient l’expres-
sion suivante :

PLQ-CFAR
d (τn|ωn, L, S) =

exp
(−ςn,ωn

2/8
)

ςn,ωn Γ(L)
√

2 π
×

∫ ∞

0
u−3/2 Γ

(
L, L u τn

1 + S

)
exp

[
− log(u)2

2 ςn,ωn
2

]
du . (4.31)

On en déduit directement la probabilité de fausse alarme :

PLQ-CFAR
f a (τn|ωn, L) =

exp
(
−ςn,ωn

2/8
)

ςn,ωn Γ(L)
√

2 π
×

∫ ∞

0
u−3/2 Γ (L, L u τn) exp

[
− log(u)2

2 ςn,ωn
2

]
du . (4.32)
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À partir de l’équation 4.32, il est possible de calculer numériquement la
valeur du seuil de détection correspondant à une probabilité de fausse alarme
fixée. Cette expression de la probabilité de fausse alarme ne dépend en effet
que de paramètres connus qui sont : l’ordre L du bruit gamma, la forme et la
taille de la région de référence. Le détecteur obtenu peut donc être considérer
comme un détecteur TFAC dans le cadre de l’approximation considérée.

4.1.4 Caractérisation du détecteur LQ-CFAR
Intéressons nous tout d’abord à l’évolution de la probabilité de détection du
LQ-CFAR en fonction du contraste S de la cible par rapport au fond. La figure
Fig. 4.1 présente cette caractéristique pour un modèle de cible fluctuante,
pour différentes tailles de la région de référence (de forme carrée) et pour
deux ordres de bruit gamma différents (L = 1 et L = 4). Cette figure a été
obtenue par calcul numérique en utilisant l’équation 4.31 de la probabilité de
détection du LQ-CFAR. En premier lieu, on remarque que la probabilité de
détection du LQ-CFAR augmente avec la taille de la région de référence et
tend vers la Pd du détecteur idéal. Rappelons que le détecteur idéal utilise
la valeur vraie du fond et que ses performances représentent les meilleures
performances que l’on peut espérer obtenir. La probabilité de détection du
LQ-CFAR suit la même évolution que la Pd du détecteur idéal et peut être
sensiblement inférieure pour des petites tailles de fenêtre.

Il était également prévisible que la probabilité de détection du CA-CFAR
soit supérieure à la Pd du LQ-CFAR sur fond homogène car l’estimateur de la
valeur du fond utilisé par le LQ-CFAR a une variance d’estimation supérieure
à celle de la moyenne arithmétique (CA-CFAR). Afin de mieux caractériser
cette chute de la Pd du LQ-CFAR sur fond homogène, nous proposons de
calculer le rapport suivant :

ρ =
PLQ-CFAR

d
PCA-CFAR

d
(4.33)

entre la Pd du LQ-CFAR PLQ-CFAR
d et la Pd du CA-CFAR PCA-CFAR

d .
La figure Fig. 4.2 représente l’évolution de ρ en fonction de la probabilité

de fausse alarme souhaitée α pour différentes tailles de la région de référence
(de forme carrée) et pour différents ordres L du bruit gamma (L = 1 et L = 4).
Ces résultats sont obtenus en considérant la même région de référence pour
chacune des techniques, un fond homogène et une cible fluctuante de RSB
fixé à 7 dB. On observe une forte différence entre la probabilité de détection
du LQ-CFAR et celle du CA-CFAR dans le cas d’un bruit gamma d’ordre
L = 1. Cette différence est bien plus faible pour un bruit gamma d’ordre
L = 4.

En utilisant le détecteur LQ-CFAR sur des fonds homogènes, on obtiendra
donc des probabilités de détection moins bonnes que pour le CA-CFAR.

Analysons maintenant la capacité de régulation du taux de fausse alarme
du LQ-CFAR en comparaison du CA-CFAR. Pour cette comparaison, nous
considérerons un fond inhomogène (représenté sur la figure Fig.4.3) et un
bruit distribué suivant une loi gamma d’ordre 4. Le logarithme de la valeur
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Fig. 4.1 – Évolution de la probabilité de détection du LQ-CFAR en fonction du contraste S de
la cible (modèle de cible fluctuante) pour différentes tailles de régions de référence. Les courbes
ont été obtenues par calcul numérique à partir de l’équation 4.31. La courbe en trait plein
correspond à la Pd du détecteur idéal. Le seuil de détection a été choisi pour une probabilité
de fausse alarme égale à α = 10−4. Au dessus les résultats sont obtenus avec un bruit gamma
d’ordre L = 1, en dessous les résultats sont obtenus pour un bruit gamma d’ordre L = 4.

du fond inhomogène est obtenu par filtrage d’un bruit gaussien de variance
10 à l’aide d’un noyau gaussien de taille 2.2 pixels. Pour chaque pixel du
fond étudié et pour une région de référence de taille 7×7 pixels, on estime à
partir de 3.5 105 réalisations la probabilité de fausse alarme et la probabilité
de détection du CA-CFAR et du LQ-CFAR. Le modèle de cible fluctuante est
considéré avec un RSB fixé à 7 dB et la probabilité de fausse alarme souhaitée
est égale à α = 10−4.

Afin d’analyser les fluctuations de la Pd et de la P f a en fonction de la
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Fig. 4.2 – Évolution de ρ en fonction de la probabilité de fausse alarme souhaitée α pour
différentes tailles de régions de référence. On considère un cible fluctuante de RSB égal à 7 dB
et un fond homogène. Au dessus les résultats sont obtenus en considérant un bruit gamma
d’ordre L = 1, en dessous les résultats sont obtenus pour un bruit gamma d’ordre L = 4.

position de la cible, pour chaque pixel, nous représenterons la Pd estimée en
fonction de la P f a estimée. On obtient ainsi un nuage de point qui permet de
juger de la fluctuation des performances des détecteurs. Il est ainsi possible
d’observer à la fois la différence entre la P f a souhaitée α et la P f a estimée mais
également les variations de la Pd estimée. Afin d’effectuer des comparaisons,
les analyses sont présentées sur deux types de fonds de même taille, l’un
des fonds est homogène (cf. figure Fig.4.4), l’autre est inhomogène (cf. figure
Fig.4.5).

Intéressons nous tout d’abord au cas du fond homogène (figure Fig.4.4).
Les performances théoriques du CA-CFAR sur un fond homogène, comme
celles du LQ-CFAR, peuvent être représentées par un unique point car la P f a
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1

Fig. 4.3 – À gauche, le fond (100×100) utilisé pour l’expérience (visualisation du logarithme
de la valeur du fond). Le rond dessiné sur ce fond indique la position de la cible 1. À droite, un
exemple de données générées à partir du fond présenté (échelle des niveaux de gris modifiée).

estimée est égale à la P f a souhaitée et la Pd ne fluctue pas. Les fluctuations
que l’on observe (nuage de points horizontal) sur les résultats sont dues au
nombre limité de réalisations utilisées (3.5 105 réalisations) lors de cette expé-
rience. La largeur du nuage de points est fixée par la variance d’estimation de
la probabilité de fausse alarme. Les résultats sur fond homogène permettent
ainsi de visualiser la variance d’estimation des P f a et Pd estimées. La va-
riance d’estimation sur la P f a est plus grande pour le CA-CFAR que pour le
LQ-CFAR car il est d’autant plus difficile d’estimer une P f a que sa valeur est
faible [97] et la valeur moyenne de la P f a est plus faible pour le CA-CFAR
que celle du LQ-CFAR.

La figure Fig.4.5 présente les résultats obtenus sur le fond inhomogène
étudié. On observe les fortes fluctuations des performances du CA-CFAR
comparées aux performances du LQ-CFAR. On peut également observer que
la P f a du LQ-CFAR estimée moyenne est plus proche de la P f a souhaitée
que la P f a du CA-CFAR estimée moyenne. Les P f a du LQ-CFAR estimées
pour chaque pixel sur fond inhomogène sont plus dispersées que dans le
cas du fond homogène. Ces fluctuations de la P f a estimée du LQ-CFAR en
fonction du pixel étudié (par rapport à la P f a souhaitée) sont probablement
imputables à des erreurs de modèles. En effet, le fond utilisé lors de cette
expérience est proche mais ne correspond pas exactement au modèle de fond
du LQ-CFAR. Ces erreurs de modèle peuvent se traduire par une estima-
tion biaisée de la valeur du fond au pixel test, ce qui induit une fluctuation
des performances du LQ-CFAR (bien plus faible que les fluctuations des per-
formances du CA-CFAR). De plus, la Pd du LQ-CFAR estimée moyenne est
supérieure à la Pd estimée moyenne du CA-CFAR. Ces résultats illustrent
l’intérêt d’utiliser le LQ-CFAR sur des fonds inhomogènes. Le LQ-CFAR per-
mettra une meilleure régulation du taux de fausse alarme et peut conduire à
une meilleure probabilité de détection que pour le CA-CFAR.

Pour un fond homogène, on observe sur la figure Fig. 4.4 un écart entre
la probabilité de fausse alarme souhaitée et la probabilité de fausse alarme
moyenne du LQ-CFAR. Cet écart, qui est du même ordre de grandeur que
pour un fond inhomogène (cf. figure Fig. 4.5), diminue quand le nombre de
pixels de référence augmente. Ainsi, pour une probabilité de fausse alarme
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Fig. 4.4 – La figure principale représente la Pd estimée en fonction de la P f a estimée (α =

10−4) pour un fond homogène. Les deux figures annexes présentent les histogrammes des
fréquences d’apparition (les deux axes sont en échelle logarithmique) de la P f a estimée et de
la Pd estimée. En haut, les résultats obtenus pour le CA-CFAR, en bas, les résultats obtenus
pour le LQ-CFAR. Les lignes en pointillés indiquent la Pd et la P f a estimées en moyenne sur
tous les pixels.

souhaitée égale à α = 10−4 et un bruit gamma d’ordre L = 4, la probabilité de
fausse alarme obtenue avec le détecteur LQ-CFAR sur un fond homogène est
égale à 1.2 10−4 pour une région de référence de taille 9×9 pixels et 1.1 10−4

pour une taille de 11×11 pixels. Remarquons, pour finir, que ce léger écart
sur la probabilité de fausse alarme reste limité et surtout bien inférieur aux
fluctuations de la probabilité de fausse alarme du CA-CFAR sur fond inho-
mogène.

Lors de l’expérience précédente sur fond inhomogène, nous avons observé
que le détecteur CA-CFAR ne permet pas d’obtenir une régulation correcte
du taux de fausse alarme. On peut alors envisager d’adapter la forme et la
taille de la région de référence afin de corriger ce problème et de comparer
les performances obtenues à celles du LQ-CFAR. Nous souhaitons présenter
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Fig. 4.5 – La figure principale représente la Pd estimée en fonction de la P f a estimée (α =

10−4) pour le fond inhomogène étudié. Les deux figures annexes présentent les histogrammes
des fréquences d’apparition (les deux axes sont en échelle logarithmique) de la P f a estimée
et de la Pd estimée. En haut, les résultats obtenus pour le CA-CFAR, en bas, les résultats
obtenus pour le LQ-CFAR. Les lignes en pointillés indiquent la Pd et la P f a estimées en
moyenne sur tous les pixels.

une telle comparaison pour la cible 1 dont la position est indiquée sur le fond
utilisé à la figure Fig. 4.3. Les résultats de cette comparaison sont présen-
tés à la figure Fig. 4.6. Les paramètres de simulation sont identiques à ceux
de l’expérience précédente à l’exception du fait que l’on envisage plusieurs
probabilités de fausse alarme α de consigne.

On peut remarquer qu’avec une région de référence de taille 7×7 pixels le
détecteur CA-CFAR ne permet pas de réguler correctement le taux de fausse
alarme. La probabilité de fausse alarme estimée du CA-CFAR est supérieure
à la probabilité de fausse alarme souhaitée α, ce qui explique pourquoi la pro-
babilité de détection du CA-CFAR est supérieure à la probabilité de détection
du détecteur idéal. Le détecteur LQ-CFAR permet un meilleur respect du taux
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LQ-CFAR (région de référence de taille 7×7 pixels) et le détecteur idéal (fond connu). Pour
cette expérience, nous considérons la cible 1 dont la position est indiquée par un rond sur la
figure Fig. 4.3.

de fausse alarme que le détecteur CA-CFAR pour une région de référence de
taille 7×7 pixels.

Toujours pour la cible 1, utilisons maintenant le détecteur Matched CA-CFAR
présenté à la section 3.3 et qui consiste à adapter la forme et la taille de la
région de référence. Rappelons que ce détecteur est irréalisable en pratique
et ne présente un intérêt que pour l’analyse des résultats. La taille et la
forme de la région de référence du Matched CA-CFAR sont choisies parmi
un ensemble de région de référence (cf. figure Fig. 3.12) de manière à obtenir
la meilleure régulation du taux de fausse alarme possible et la meilleure
probabilité de détection. Pour la position testée (cible 1), la région de réfé-
rence choisie pour le Matched CA-CFAR est présentée à la figure Fig. 4.7.
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Une fois la région de référence choisie, nous calculons les performances du
Matched CA-CFAR en utilisant les expressions exactes du CA-CFAR sur des
fonds inhomogènes (équation 2.22).

Fig. 4.7 – Région de référence utilisée pour le détecteur Matched CA-CFAR. Les carrés noirs
indiquent les pixels qui constituent la région de référence. Cette région a été sélectionnée
manuellement afin d’obtenir la meilleure régulation possible du taux de fausse alarme parmi
les régions présentées à la figure Fig. 3.12.

Sur la figure Fig. 4.6, on peut remarquer que la probabilité de détec-
tion obtenue par le Matched CA-CFAR est inférieure à la probabilité de
détection du LQ-CFAR avec une région de référence de 7×7 pixels. La
maîtrise du taux de fausse alarme obtenue par le Matched CA-CFAR est
juste légèrement meilleure que celle obtenue par le LQ-CFAR. Cependant
le Matched CA-CFAR nécessite un choix manuel d’une région de référence
adaptée au fond testé alors que le LQ-CFAR est une technique de détection
entièrement automatique. Cet exemple montre clairement l’intérêt d’utiliser
le détecteur LQ-CFAR sur des fonds inhomogènes.

4.1.5 Discussion
Pour réaliser une détection TFAC avec le détecteur LQ-CFAR, la ddp de µ̂n,ωn
a été décrite par une ddp normale ce que nous avons justifié à l’aide du théo-
rème central limite. Lors de nos recherches, nous avons cependant pu consta-
ter qu’une autre hypothèse était possible et permettait d’obtenir des résul-
tats relativement similaires. En effet, il est également possible de considérer
que m̂LQ-CFAR

n,ωn est une variable aléatoire gamma de moyenne mn et d’ordre
Neq L où Neq est un paramètre qui correspond à un nombre équivalent de
pixels et dont la valeur est explicitée dans la suite. Comme nous allons le
voir, cette approximation gamma est intéressante pour comparer les perfor-
mances du CA-CFAR et du LQ-CFAR. De plus, l’expression des performances
du LQ-CFAR formulées à partir de cette approximation gamma sont plus
simples et plus facilement calculables que celles obtenues précédemment.

L’approximation gamma de la ddp m̂LQ-CFAR
n,ωn est plus difficilement justi-

fiable que précédemment. Néanmoins, en considérant cette approximation,
on peut facilement formuler de nouvelles expressions des performances du
LQ-CFAR. Pour un modèle de cible fluctuante, ces performances ont exacte-
ment les mêmes expressions que les performances approchées du détecteur
CA-CFAR sur des fonds inhomogènes (équation 2.31 et équation 2.32) ex-
cepté que le paramètre B est nul car l’estimateur utilisé par le LQ-CFAR est
non biaisé et que la valeur du paramètre Neq est exprimée par une nouvelle
relation. L’expression du paramètre Neq peut être obtenue après des calculs
simples (cf. Annexe A.3) :

ςn,ωn
2 = ζ(2, Neq L). (4.34)
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La valeur du paramètre Neq est donc liée à l’ordre L du bruit gamma et à
la variance ςn,ωn

2 de µ̂n,ωn . Pour juger de la qualité des deux approximations,
nous proposons de comparer la ddp de m̂LQ-CFAR

n,ωn estimée par une méthode
de Monte Carlo (108 réalisations) aux ddp gamma ou lognormale. Lors de
cette expérience, nous comparerons également la ddp estimée de la statistique
Xn/m̂LQ-CFAR

n,ωn aux ddp de cette statistique selon les deux approximations.
Cette expérience est réalisée pour deux ordres de bruit gamma différents

(L = 1 et L = 4) et un fond log-quadratique présenté à la figure Fig. 4.8. La
taille de la région de référence sera fixée à 7×7 pixels et on considérera le cas
où il n’y a pas de cible au pixel test.

Fig. 4.8 – Visualisation du logarithme de la valeur du fond (7×7) utilisé lors de l’expérience.
Le logarithme de la valeur du fond correspond à une fonction quadratique, qui est décentrée
par rapport au pixel test placé au centre. La valeur maximale du fond est indiquée par le pixel
dont le niveau de gris est le plus clair.

Les résultats de cette expérience sont présentés à la figure Fig. 4.9 pour
L = 1 et à la figure Fig. 4.10 pour L = 4.

On remarque grâce à ces résultats qu’une ddp lognormale permet de
mieux modéliser la ddp de m̂LQ-CFAR

n,ωn . La ddp gamma est tout de même une
bonne approximation de la ddp de m̂LQ-CFAR

n,ωn . En effet, si on s’intéresse à la
densité de probabilité de Xn/m̂LQ-CFAR

n,ωn , la ddp obtenue en considérant l’ap-
proximation gamma est proche de la ddp estimée. On peut également noter
que les deux approximations sont d’autant mieux vérifiées que l’ordre du
bruit gamma L est élevé.

L’approximation gamma est également pour comparer les performances
du LQ-CFAR et du CA-CFAR. Notamment, pour juger de la perte de dé-
tection du LQ-CFAR par rapport au CA-CFAR sur des fonds homogènes,
on peut raisonner directement sur le paramètre Neq qui correspond à un
nombre équivalent de pixels dans la région de référence. Plus la valeur du
paramètre Neq est élevée, plus la valeur du seuil de détection utilisée sera
faible et meilleure sera la probabilité de détection. Le tableau Tab. 4.1 indique
la valeur du paramètre Neq pour différentes tailles de région de référence. Ce

Neq Taille de ωn (Nn)
3×3 (8) 5×5 (24) 7×7 (48) 9×9 (80) 11×11 (120)

L = 1 0.9 3.8 8 13.6 20.5
L = 2 0.8 4.5 9.8 16.9 25.8
L = 4 0.8 5 11 19.1 29.2

Tab. 4.1 – Ce tableau indique le nombre de pixel équivalent Neq pour différentes tailles de la
région de référence ωn.

tableau indique, par exemple, que le détecteur LQ-CFAR utilisé sur un fond
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Fig. 4.9 – En haut, les ddps de m̂LQ-CFAR
n,ωn estimées et obtenues en considérant chacune

des approximations (lognormale ou gamma). En bas, les ddps de Xn/m̂LQ-CFAR
n,ωn estimées et

obtenues en considérant chacune des approximations (lognormale ou gamma). Les résultats
ont été obtenus en considérant un bruit gamma d’ordre L = 1.

log-quadratique de taille 7×7 a la même probabilité de détection que le dé-
tecteur CA-CFAR utilisant une région de référence homogène composée de
Neq = 11 pixels pour un bruit gamma d’ordre L = 4. On remarque également
que le paramètre Neq prend des valeurs particulièrement faibles pour des ré-
gions de référence de taille 3×3. La probabilité de détection associée à de
telles valeurs de Neq est très faible (cf. figure Fig. 2.3), aussi il apparaît inutile
d’utiliser le détecteur LQ-CFAR avec de telles tailles de région de référence.

4.2 Sélection de modèle

Nous avons pu constater précédemment que le détecteur LQ-CFAR présente
une meilleure capacité de régulation du taux de fausse alarme sur fond in-
homogène que celle du CA-CFAR au prix d’une baisse de la probabilité de
détection sur des fonds homogènes par rapport à la Pd du CA-CFAR. Pour ré-
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Fig. 4.10 – En haut, les ddps de m̂LQ-CFAR
n,ωn estimées et obtenues en considérant chacune

des approximations (lognormale ou gamma). En bas, les ddps de Xn/m̂LQ-CFAR
n,ωn estimées et

obtenues en considérant chacune des approximations (lognormale ou gamma). Les résultats
ont été obtenus en considérant un bruit gamma d’ordre L = 4.

duire cette baisse de performance sur fond homogène et obtenir une maîtrise
du taux de fausse alarme améliorée sur fond inhomogène, nous proposons
de sélectionner automatiquement le détecteur à utiliser entre le CA-CFAR et
le LQ-CFAR.

4.2.1 Choix du modèle
Ce choix entre les deux détecteurs CA-CFAR et LQ-CFAR peut être fondé sur
plusieurs solutions [3, 82, 123]. Le problème du choix de modèle a déjà été
intensivement étudié, notamment par Akaike, Schwarz, Rissanen ou Wallace
[63]. Pour réaliser cette sélection, nous proposons d’utiliser le principe de mi-
nimisation de la complexité stochastique (MCS) introduit par Rissanen [102].
Une description plus détaillée du principe de minimisation de la complexité
stochastique sera fournie dans le chapitre suivant.
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Pour chaque modèle, nous calculons le nombre moyen de nats1 néces-
saire à la description des données et du modèle considéré. Nous noterons ce
nombre ∆CA-CFAR

n lorsque les données sont décrites avec le modèle de fond du
CA-CFAR (qui correspond à un fond homogène) et ∆

LQ-CFAR
n pour le modèle

associé au LQ-CFAR (log-quadratique). Le détecteur choisi est alors celui qui
minimise le nombre de nat pour décrire le fond ou, plus clairement, la détec-
tion est réalisée avec le LQ-CFAR si ∆

LQ-CFAR
n < ∆CA-CFAR

n et elle est réalisée
avec le CA-CFAR dans le cas contraire.

Pour un modèle fixé, la longueur de description se décompose en deux
termes :

– le nombre moyen de nats nécessaire pour représenter les données
connaissant le modèle,

– le nombre moyen de nats nécessaire pour décrire le modèle.
Le premier terme correspond à l’opposé de la log-vraisemblance [40] et

le second terme est approximativement égal au nombre de paramètres du
modèle multiplié par log(Nn)/2 [61].

La longueur de description pour le modèle homogène associé au
CA-CFAR est donc :

∆CA-CFAR
n , −Nn log

(
LL Γ(L)

)
+ Nn L

[
1 + log

(
m̂CA-CFAR

n
)]

− (L − 1) ∑
p∈ωn

log(Xp) + log(Nn)/2 , (4.35)

alors que pour le modèle log-quadratique associé au LQ-CFAR, elle vaut :

∆LQ-CFAR
n , −Nn log

(
LL Γ(L)

)
+ L ∑

p∈ωn

log
(

m̂LQ-CFAR
p,ωn

)

− (L − 1) ∑
p∈ωn

log(Xk) + L ∑
p∈ωn

Xp/m̂LQ-CFAR
p,ωn + 6 log(Nn)/2 . (4.36)

Le calcul et la comparaison de ∆CA-CFAR
n et ∆

LQ-CFAR
n pour chaque position

test permet de sélectionner de façon automatique le détecteur à utiliser. On
peut alors analyser l’intérêt de cette méthode de sélection de détecteur avec
des simulations numériques.

4.2.2 Simulations numériques
Pour analyser, l’intérêt de la sélection de modèle, nous présenterons des résul-
tats obtenus sur deux types de données différentes. Dans un premier temps,
nous présenterons des résultats obtenus sur des données synthétiques. Puis,
dans un second temps, nous étudierons les résultats obtenus sur un fond réel.

Résultats sur fonds synthétiques

Considérons une région de référence de taille 7×7, pour laquelle les valeurs
du logarithme du fond sont décrites par une fonction quadratique des co-
ordonnées des pixels. Plus précisément, la valeur du logarithme du fond au

1Le nat est une unité de mesure de la quantité d’information, un nat correspond à log(2)
bits.
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pixel p de coordonnées (ip, jp) est :

µp,ωn = sign(C) C2 (λp
2 + κp

2) , (4.37)

où sign(C) est la fonction signe égale à 1 si C ≥ 0 et −1 sinon. Le paramètre
C permet de faire varier la courbure du fond, lorsque C est égal à zéro le fond
est homogène et de valeur unitaire.

La fonction quadratique, qui définit le logarithme de la valeur du fond,
n’est pas centrée sur le pixel test (dont les coordonnées sont (in, jn)) pour ne
pas considérer un cas particulier, c’est pourquoi on introduit les coordonnées :
λp , ip − in + 2 et κp , jp − jn + 2.
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Fig. 4.11 – Exemples de fond log-quadratique généré par différentes valeurs de C.

La figure Fig. 4.11 présente trois exemples de fond obtenus à partir de
la définition précédente. Le pixel test est placé au centre de la région de
référence et nous considérons une cible non-fluctuante de RSB égal à 16.6 dB.
Le fait de ne pas faire fluctuer la cible permet de se concentrer sur la difficulté
liée à estimer la valeur du fond.

Les résultats ont été obtenus pour un bruit gamma d’ordre L = 4 et l’es-
timation des performances est réalisée à l’aide de 106 réalisations pour une
probabilité de fausse alarme souhaitée égale à α = 10−4 . Les figures Fig. 4.12,
Fig. 4.13 et Fig. 4.14 présentent les Pd et les P f a estimées pour respectivement
le CA-CFAR, le LQ-CFAR et la sélection de modèle en fonction de la valeur
du paramètre C.

On remarque tout d’abord le caractère TFAC du détecteur LQ-CFAR
quelque soit la valeur du paramètre C. Le détecteur CA-CFAR ne régule pas
correctement le taux de fausse alarme pour toutes les valeurs de C, mais
possède une probabilité de détection plus élevée que celle du LQ-CFAR sur
des fonds quasi-homogènes (C ' 0). La sélection de modèle tire avantage
des deux détecteurs. La probabilité de fausse alarme est mieux régulée avec
la sélection de modèle que pour le CA-CFAR et la probabilité de détection
de la sélection de modèle est supérieure à la Pd du LQ-CFAR sur des fonds
quasi-homogènes.

La sélection de modèle n’est cependant pas parfaite. On peut observer soit
un taux excessif de fausse alarme pour C ' −0.14, soit une probabilité de
détection qui n’est pas la Pd maximale des détecteurs CA-CFAR et LQ-CFAR
pour C ' 0.13. Dans les deux cas, la dégradation des performances résulte du
choix du détecteur CA-CFAR à la place du LQ-CFAR. Ces erreurs de sélection
de modèle ont plusieurs origines possibles.

Tout d’abord, le choix du modèle réalisé avec la minimisation de la com-
plexité stochastique ne garantit pas que l’on sélectionne le détecteur le plus
adapté au fond du point de vue des performances de détection.
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Fig. 4.12 – Cette figure présente l’évolution de la Pd et de la P f a en fonction de C pour le
CA-CFAR. La probabilité de fausse alarme souhaitée est fixée à α = 10−4.
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Fig. 4.13 – Cette figure présente l’évolution de la Pd et de la P f a en fonction de C pour le
LQ-CFAR. La probabilité de fausse alarme souhaitée est fixée à α = 10−4.
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souhaitée est fixée à α = 10−4.
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D’autre part, il est intéressant de remarquer à partir des équations 4.35 et
4.36 que le choix du modèle selon le critère de la minimisation de la com-
plexité stochastique équivaut à réaliser le test suivant :

∑
p∈ωn

[
Xp

m̂LQ-CFAR
p,ωn

+ log
(

m̂CA-CFAR
n

m̂LQ-CFAR
p,ωn

)] LQ-CFAR
>
<

CA-CFAR
Nn −

5
L log

(Nn
2

)
. (4.38)

La seuil utilisé par ce test est fixe et dépend uniquement du nombre de pixels
dans la région de référence Nn et de l’ordre L du bruit gamma. Aussi on peut
constater que le seuil de détection ne dépend pas de la forme de la région
de référence, or on sait que la variance d’estimation de l’estimateur utilisé
par le LQ-CFAR en dépend. Cet écueil est lié au fait que le terme de codage
des paramètres est relativement simplifié [103] par rapport au terme réel de
codage des paramètres.

Cette expérience montre néanmoins l’intérêt de la sélection de modèle,
qui permet une régulation du taux de fausse alarme relativement bonne à
comparer du CA-CFAR et une probabilité de détection obtenue notablement
améliorée sur des fonds homogènes par rapport au LQ-CFAR.

Résultats sur fonds réels

Cette deuxième expérience vise à comparer les performances de la sélection
de modèle avec les techniques de détection classiques sur des fonds réels. Les
données considérées sont issues d’une image RADAR à Synthèse d’Ouverture
(RSO ou SAR en anglais) haute résolution (décimétrique) simple vue (L =
1). Cette image a été acquise avec le système aéroporté RAMSES [30] et est
fournie par l’ONERA.

Lors de cette expérience, nous allons comparer la sélection de modèle à
quatre détecteurs : le CA-CFAR, l’OS-CFAR, le TM-CFAR et le LQ-CFAR.
Pour ces cinq techniques, nous utiliserons la même région de référence : une
région de référence carrée de taille 9×9. La probabilité de fausse alarme que
nous souhaitons obtenir est fixée à α = 10−3.

Les techniques OS-CFAR et TM-CFAR disposent de paramètres que l’uti-
lisateur doit ajuster (cf. section 1.4.2). Il s’agit de l’ordre k pour le détecteur
OS-CFAR et des ordres T1 et T2 pour le TM-CFAR. Les valeurs de ces para-
mètres sont fixées afin que la probabilité de fausse alarme moyenne estimée
sur toute l’image soit proche de la probabilité de fausse alarme souhaitée par
l’utilisateur. Ainsi, nous considérerons les valeurs suivantes : k = 75, T1 = 67
et T2 = 2.

Les techniques de détection étudiées sont alors utilisées sur les données.
Le nombre de détection sur toute l’image, c’est-à-dire le nombre de fois où la
statistique de test dépasse le seuil de détection, nous permet une estimation
de la P f a moyenne sur l’image. Pour évaluer la Pd moyenne sur l’image, nous
rencontrons une difficulté car nous ne connaissons pas la valeur du fond. On
ne peut alors pas fixer le contraste S de la cible par rapport à la valeur du
fond. Pour contourner cette difficulté, le contraste de la cible est alors fixé
par rapport à la valeur estimée du fond. Nous proposons d’estimer la valeur
du fond avec la même technique que celle utilisée pour la sélection de région
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(cf. section 3.1.1), qui consiste à filtrer le logarithme des données par un filtre
gaussien. La taille du filtre gaussien est fixé à σ = 1.2 pixels et nous prenons
en compte le pixel central. Nous considérons une cible non-fluctuante dont
le contraste par rapport à la valeur estimée du fond correspond à un RSB de
18 dB. Dans ces conditions, le contraste de la cible étant référencé par rapport
à une estimation de la valeur du fond, le RSB de la cible par rapport au vrai
fond va fluctuer en fonction de la position dans l’image. On peut étudier la
fluctuation de ce RSB par une simulation numérique simple. Dans le cas d’un
fond homogène connu perturbé par un bruit gamma d’ordre L = 1 et filtré
par le filtre gaussien considéré, on constate que le RSB fluctue autour de la
valeur de 18 dB avec un écart type d’environ 3 dB.

Sélection de modèle

Fig. 4.15 – À gauche, l’extrait d’une image SAR réelle (251×156) acquise par le système RA-
DAR aéroporté RAMSES [30] et fournie par l’ONERA. À droite, l’image de sélection de mo-
dèle, où les pixels noirs (resp. blancs) sont les pixels pour lesquels le détecteur CA-CFAR (resp.
LQ-CFAR) a été utilisé. Sur cet exemple, le détecteur CA-CFAR (resp. CA-CFAR approx.) est
sélectionné dans 55 % (resp. 45 %) des cas.

La figure Fig. 4.15 présente l’image utilisée lors de cette expérience et
une image de sélection de modèle qui indique pour chaque pixel quel est le
détecteur qui a été sélectionné. Dans le tableau Tab. 4.2, les Pd moyennes et
les P f a moyennes calculées sur toute l’image pour les détecteurs CA-CFAR,
OS-CFAR, TM-CFAR, LQ-CFAR et pour la sélection de modèle (SM) sont
regroupées.

OS-CFAR TM-CFAR CA-CFAR LQ-CFAR SM
Pd 0.52 0.53 0.6 0.56 0.64
P f a 1.6 · 10−3 1.7 · 10−3 2.8 · 10−3 9.2 · 10−4 1.6 · 10−3

Tab. 4.2 – Ce tableau présente les Pd moyennes et les P f a moyennes calculées sur toute
l’image pour les détecteurs CA-CFAR, OS-CFAR, TM-CFAR, LQ-CFAR et pour la sélection
de modèle (SM).
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À travers cette expérience, on note encore la bonne maîtrise du taux de
fausse alarme obtenue avec le LQ-CFAR. Au contraire la P f a obtenue avec le
détecteur CA-CFAR est bien plus grande que la valeur de consigne α = 10−3.
Les détecteurs OS-CFAR et TM-CFAR présentent un bon contrôle du nombre
de fausse alarme, mais cela est en grande partie dû aux choix manuels (et
adaptés à l’image de test) des paramètres de ces techniques. L’OS-CFAR et le
TM-CFAR ont néanmoins une Pd plus faible que les détecteurs CA-CFAR ou
LQ-CFAR. La sélection de modèle permet d’avoir une probabilité de détection
plus élevée que le LQ-CFAR ou que le CA-CFAR au prix d’une légère perte
en terme de respect de la P f a souhaitée par rapport au LQ-CFAR.

Il faut noter que les performances estimées sur toute l’image ne reflètent
que des caractéristiques moyennes des performances de détection. En parti-
culier, elles ne nous renseignent pas sur la dispersion des performances. Une
technique peut être TFAC en un pixel et non TFAC pour un autre pixel. Cette
façon de mesurer les performances peut conduire à des conclusions erronées,
d’autant plus que les performances du détecteur sont inhomogènes. Cepen-
dant lorsque que l’on ne considère qu’une seule réalisation (données réelles),
il n’est pas possible d’estimer pour chaque pixel les P f a et Pd, aussi nous
utilisons ces performances moyennes comme indicateurs.

Pour compléter ces indicateurs, il est également intéressant d’observer les
plans de détection obtenus pour chacune des techniques. La figure Fig. 4.16
présente les fausses alarmes détectées par les différents algorithmes.

Pour le CA-CFAR, on remarque sur la figure Fig. 4.16 que les fausses
alarmes sont corrélées avec les motifs (route) présents dans les données. Ce
phénomène est moins marqué pour les techniques OS-CFAR et TM-CFAR.
Pour le LQ-CFAR, on observe au contraire qu’il y a peu de corrélation entre
les fausses alarmes et les motifs présents. Le LQ-CFAR se rapproche en ce
sens du détecteur idéal pour lequel il n’y aurait aucune corrélation entre les
fausses alarmes et les motifs des données et où les fausses alarmes seraient
uniquement liées aux fluctuations du bruit. La sélection de modèle présente
plus de fausses alarmes que le LQ-CFAR sans pour autant retrouver une cor-
rélation forte entre les fausses alarmes et les motifs des données (notamment
au niveau de la route) comme cela est le cas pour le CA-CFAR.

Concernant la charge de calcul, l’utilisation de la sélection de modèle pour
tester tous les pixels de l’image réelle précédente nécessite 860 ms contre en-
viron 640 ms pour le LQ-CFAR et 220 ms pour le CA-CFAR sur un ordinateur
standard (PC 3.2 Ghz, Linux 2.6.18, GCC 4.1.2). Il est normal que la sélection
de modèle demande un temps de calcul plus grand que le CA-CFAR, cepen-
dant le surcoût de temps de calcul est raisonnable. Il est donc envisageable
d’implémenter la sélection de modèle dans un système réel, d’autant plus
qu’une optimisation du programme de sélection de modèle pourrait conduire
à une baisse substantielle du temps de calcul.

Sur cette dernière expérience, on a encore pu montrer l’intérêt de la sélec-
tion de modèle. Sur des données réelles, la sélection de modèle permet d’obte-
nir une régulation du taux de fausse alarme meilleure que celle du CA-CFAR
tout en présentant une probabilité de détection supérieure aux techniques de
détection standard (CA-CFAR, OS-CFAR et TM-CFAR).
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SMTM−CFAR LQ−CFAR

OS−CFARCA−CFARDonnées

Fig. 4.16 – Présentation du logarithme des données ainsi que des différents plans de fausse
alarme obtenus en appliquant les différentes techniques étudiées (CA-CFAR, OS-CFAR,
TM-CFAR, LQ-CFAR, SM) sur les données. Un pixel noir représente une fausse alarme.

Conclusion du chapitre

Lors de ce chapitre, nous avons présenté un nouveau détecteur. Le LQ-CFAR
est adapté à des fonds dont le logarithme de la valeur évolue selon une fonc-
tion quadratique des coordonnées des pixels. Ce détecteur permet donc une
régulation du taux de fausse alarme sur des fonds inhomogènes (dans le
cadre du modèle de fond étudié). Cependant le LQ-CFAR présente une pro-
babilité de détection inférieure à celle du CA-CFAR sur des fonds homogènes
(pour une même région de référence). Aussi, nous avons proposé une mé-
thode de sélection automatique du détecteur à utiliser en fonction de la nature
du fond. Le but étant d’obtenir la Pd optimale du CA-CFAR sur des fonds
homogènes et le caractère TFAC du LQ-CFAR sur les fonds inhomogènes. La
méthode que nous avons utilisée pour la sélection du détecteur est fondée sur
le principe de la minimisation de la complexité stochastique. Cette méthode
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permet d’obtenir une meilleure régulation du taux de fausse alarme que le
CA-CFAR et une meilleure probabilité de détection que le LQ-CFAR sur des
fonds homogènes.
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La solution proposée au chapitre précédent nous a permis de montrer les
capacités de régulation du taux de fausse alarme d’un détecteur fondé

sur une statistique de décision de la forme Xn/m̂n. La régulation du taux
de fausse alarme sur un fond inhomogène quelconque dépend de la capacité
de l’estimateur de la valeur du fond au pixel test noté m̂n à limiter le biais
d’estimation. La solution proposée dans le chapitre précédent (le LQ-CFAR)
fondée sur une approximation quadratique du logarithme de la valeur du
fond présente une bonne régulation de la P f a mais au prix d’une baisse des
performances de détection. Les performances en détection étant directement
liées à la variance d’estimation de m̂n, nous proposons d’étudier les capacités
d’un estimateur de la valeur du fond original qui présente peu de biais en
présence d’un fond quelconque et dont la variance reste faible.

La méthode d’estimation de la valeur du fond repose sur une technique
de Surface Active Statistique (SAS). À la différence des méthodes précédentes
où l’on ne s’intéressait qu’à un voisinage autour du pixel test, cette méthode
tient compte de la totalité des données pour réaliser une estimation de la va-
leur du fond en chaque pixel. Au cours de cette estimation, les données seront
modélisées à l’aide d’un maillage que l’on va déformer et simplifier afin de
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représenter au mieux les données. Nous verrons qu’une telle méthode d’esti-
mation peut être utilisée pour des tâches de détection. Ce chapitre est struc-
turé en deux grandes parties. Nous présenterons tout d’abord la technique
de Surface Active Statistique, qui constituera une nouvelle méthode d’esti-
mation de la valeur du fond. Cette technique est adaptée à un bruit gaussien
et nous montrerons comment l’utiliser pour estimer la valeur du fond quand
les données sont perturbées par un bruit de loi gamma. Cela permettra de
proposer un détecteur que nous appellerons DSAS. Nous comparerons alors
les performances du détecteur DSAS avec les autres méthodes étudiées dans
les chapitres précédents.

5.1 Présentation de la technique de Surface Active

Statistique

La technique de Surface Active Statistique définit une méthode d’estimation
de la valeur moyenne de données bruitées. Elle s’appuie sur une représenta-
tion des données à l’aide d’une surface maillée (maillage) et sur le principe
de minimisation de la complexité stochastique [102] pour déformer et simpli-
fier ce maillage afin de représenter au mieux les données. Dans cette section,
nous introduirons la modélisation par surface maillée puis nous présenterons
le principe de minimisation de la complexité stochastique.

5.1.1 Représentation de données par des surfaces maillées
La représentation de données par des maillages est couramment utilisée en
infographie, notamment pour la synthèse d’image 3-D ou encore en physique
pour la résolution de nombreux problèmes de calculs (par exemple, avec la
méthode des éléments finis).

Choix d’un maillage

Un maillage est constitué de nœuds qui sont reliés entre eux par des seg-
ments. Les positions des nœuds définissent une réalisation géométrique du
maillage, ce qui correspond au positionnement du maillage dans l’espace.
Les segments décrivent, quant à eux, la topologie du maillage et sont tels
que deux segments ne peuvent partager qu’un seul nœud. La figure Fig. 5.1
présente un exemple de maillage et montre la distinction entre nœuds et seg-
ments.

Les maillages non-structurés correspondent aux maillages dont la topo-
logie est arbitraire. Ils possèdent des avantages par rapport aux maillages
structurés pour la représentation de données [6]. En particulier, ils présentent
une plus grande flexibilité et s’adaptent plus facilement à des formes com-
plexes. C’est pourquoi nous utiliserons des maillages non-structurés et plus
spécifiquement des maillages triangulaires dont le constituant élémentaire est
un triangle.

L’utilisation des maillages triangulaires en traitement d’image a déjà
fait l’objet de plusieurs travaux. Les applications concernent la restauration
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Fig. 5.1 – Exemple de maillage. À gauche, les nœuds du maillage avec leurs positions, au
milieu les segments du maillage (topologie), à droite le maillage correspondant.

d’images perturbées par un bruit de Speckle [7], le filtrage d’image [43] ou
encore la compression de données [34, 120] (MPEG-4).

Dans notre cas, le maillage servira à estimer la valeur du fond. En d’autres
termes, le maillage décrira une surface (surface maillée) dont la valeur cor-
respond à la valeur estimée du fond.

De part la nature des données, la valeur du fond peut être modélisée par
une fonction continue et nous utiliserons donc un maillage continu.

Maillage utilisé par la SAS

Le modèle de surface utilisé est fondé sur un maillage à mailles triangulaires
où chaque sommet d’un triangle définit un nœud K = (ik, jk, θk). Nous no-
terons (ik, jk) les coordonnées du nœud k et θk la valeur de la surface à ce
nœud que nous appellerons également valeur nodale. La valeur de la surface
à l’intérieur de chaque triangle est une interpolation linéaire définie par les
coordonnées des sommets du triangle. Ce modèle définit une fonction conti-
nue de classe C0. Il est linéaire par morceaux et entièrement défini par la
topologie du maillage. De plus, la modification des coordonnées (position ou
valeur nodale) d’un nœud n’introduit qu’une modification locale de la sur-
face, limitée au polygone formé par les nœuds entourant le nœud dont les
coordonnées ont été modifiées.

La surface maillée sera notée S(θ, T) où θ représente l’ensemble des va-
leurs nodales et où T définit la topologie du maillage et les coordonnées
p = (i, j) des nœuds. Chaque pixel de l’image appartient à un unique tri-
angle t [19] défini par trois sommets qui correspondent aux nœuds A, B et

C du maillage de coordonnées respectives
∣∣∣∣

pa
θa

,
∣∣∣∣

pb
θb

et
∣∣∣∣

pc
θc

. La valeur

St(p, θ) ≡ S(p, θ, T)|p∈t de la surface maillée pour les pixels appartenant au
triangle t est entièrement définie par la position du pixel p et par les coor-
données des trois sommets du triangle t (cf. figure Fig. 5.2).

Nous avons utilisé l’approche développée dans [44] afin de définir sans
ambiguïté les pixels appartenant à un triangle. En effet, il est délicat de définir
à quel triangle appartiennent les pixels situés sur les segments ou les nœuds
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Fig. 5.2 – Exemple d’un triangle t : la valeur St(p, θ) de la surface est entièrement déterminée
par la position du pixel p = (i, j) et par les coordonnées des sommets A, B, C.

du maillage. Une solution pragmatique et rigoureuse consiste à déplacer les
nœuds d’une translation de (1/2,1/4) de pixel.

Pour les nœuds A, B et C, la valeur St(p, θ) sera notée :

St(pa, θ) = θa ,
St(pb, θ) = θb , (5.1)
St(pc, θ) = θc .

La fonction St(p, θ) à l’intérieur du triangle t, qui correspond à l’équation
d’un plan, est définie comme la somme de trois fonctions linéaires de p :

St(p, θ) = az PABC(p) + bz PBCA(p) + cz PCAB(p) . (5.2)

Les trois fonctions linéaires PABC, PBCA et PCAB sont définies par les
conditions suivantes :





PABC(pa) = 1
PABC(pb) = 0
PABC(pc) = 0





PBCA(pa) = 0
PBCA(pb) = 1
PBCA(pc) = 0





PCAB(pa) = 0
PCAB(pb) = 0
PCAB(pc) = 1

(5.3)

La figure Fig. 5.3 représente la fonction PBCA. On notera que les valeurs
prises par les fonctions PABC, PBCA et PCAB sont indépendantes des valeurs
nodales θa, θb et θc et sont uniquement liées aux positions des nœuds A, B et
C (pa, pb, pc) et à la position du pixel considéré p = (i, j).

Cette modélisation reprend une description classique de surface maillée
[79] à partir de fonctions de base (les fonctions PABC, PBCA et PCAB) similaires
à celles qui sont utilisées dans le cas des splines par exemple. Ici les splines
correspondantes seraient simplement d’ordre 1.

Déformation et simplification de maillage

L’objectif de l’algorithme SAS (Surface Active Statistique) est de déformer
et de simplifier le maillage afin de représenter au mieux la valeur du fond.
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Fig. 5.3 – Exemple de la fonction PBCA. Elle vaut 1 en B et zéro aux nœuds A et C.

Prenons un exemple à une dimension pour illustrer ces propos. À l’aide de
la figure Fig.5.4, on constate que nous disposons a priori de données et d’un
maillage sans lien entre eux. À l’étape initiale (a), le maillage n’est donc pas
une bonne représentation de la valeur du fond.

La première opération (b) consiste à estimer la valeur des nœuds du
maillage à partir des données. Lors de cette opération, la nature du bruit
qui perturbe les données doit être prise en compte afin d’estimer la valeur
du fond. Notons ici que, le maillage étant continu, l’estimation des valeurs
nodales nécessite une optimisation globale sur l’ensemble des nœuds.

Cependant malgré l’estimation des valeurs nodales des nœuds, la repré-
sentation donnée par le maillage n’est pas satisfaisante et peut être grande-
ment améliorée en déplaçant ou en supprimant certains nœuds. Cette étape
(c) consiste à déformer et simplifier le maillage puis à ré-estimer les valeurs
nodales des nœuds. Dans le cas d’un maillage 2-D, nous verrons par la suite
que l’on peut également améliorer la topologie du maillage pour obtenir une
meilleure représentation de la valeur du fond.

L’intérêt d’utiliser une surface maillée en détection apparaît maintenant.
Dans les régions où le fond est complexe, déplacer les nœuds et modifier la
topologie permet une modélisation avec un nombre réduit de nœuds. Comme
nous le verrons par la suite, la variance d’estimation de la valeur du fond
dépend directement de la densité de nœuds et de la topologie. Aussi, la SAS
permet d’obtenir une variance d’estimation faible sur les parties homogènes
du fond (car il y aura peu de nœuds) tout en garantissant une estimation
satisfaisante dans les zones où la valeur du fond varie rapidement. La SAS
permet ainsi de modéliser la valeur du fond avec un faible nombre de nœuds.
Ce faible nombre de nœuds conduit naturellement à des triangles ayant les
surfaces les plus larges possible et donc à une variance d’estimation faible.

La simplification de maillage est un thème qui est activement étudié no-
tamment pour l’industrie des jeux vidéos ou pour le rendu d’image 3-D
[56, 57, 58, 91]. Dans notre cas, utiliser un maillage d’une complexité trop
élevée n’est pas uniquement pénalisant en terme de temps de calcul mais
également pour l’estimation. En effet, si le maillage est trop dense la variance
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a)

b)

c)

Fig. 5.4 – Schéma explicatif 1-D de l’objectif de l’algorithme Surface Active Statistique.
Les différents éléments représentés correspondent aux données (traits fins), au fond (traits
forts) dont on souhaite estimer la valeur, aux nœuds du maillage (ronds) et aux segments du
maillage (traits en pointillé). La figure (a) illustre l’étape initiale, on dispose de données et
d’un maillage sans aucun lien entre eux. Sur la figure (b), la valeur des nœuds a été estimée
à partir des données, le maillage représente une estimation de la valeur du fond. La figure (c)
présente le résultat final, le maillage a été simplifié, déformé afin de représenter au mieux le
fond.
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d’estimation augmente car le maillage aura tendance à représenter les fluctua-
tions du bruit. Il faut donc disposer d’un critère pour déterminer la topologie
et le nombre de nœuds nécessaires à une bonne représentation de la valeur
du fond.

En traitement d’image, différentes approches ont été proposées pour
adapter un maillage [79] à des données. On peut citer les travaux de la thèse
de Vintmilla [128] qui ont pour application la restauration d’image ou encore
ceux de la thèse de Thoka [121] qui concernent l’extraction de surfaces dans
des images médicales. À notre connaissance les différentes méthodes propo-
sées ne tiennent pas compte de la nature du bruit et une approche heuristique
est utilisée dans chaque cas pour déformer le maillage.

La méthode utilisée par Vintimilla [128] consiste, à partir d’un maillage
initial, à calculer l’erreur quadratique moyenne. Les régions pour lesquelles
l’erreur quadratique est supérieure à une valeur de consigne sont ensuite
identifiées et la densité du maillage dans ces régions est augmentée. Le résul-
tat obtenu avec cette méthode est donc dépendant de la valeur de consigne.

Thoka [121] préfère utiliser une approche fondée sur le calcul d’une éner-
gie. Pour chaque maille, l’énergie du maillage est décomposée en une énergie
interne et une énergie externe de manière analogue à ce qui est réalisé par
exemple avec les contours actifs. Cette approche est utilisée pour déformer un
maillage et extraire des formes à partir d’images médicales. Thoka souligne
cependant que l’approche qu’il a utilisée ne permet pas de comparer deux
maillages dont les densités de nœuds sont différentes. Il choisit alors de fixer
le nombre de nœuds a priori.

L’algorithme SAS repose sur le principe de minimisation de la complexité
stochastique pour réaliser la simplification du maillage. Nous verrons que ce
principe permet d’aboutir à un algorithme rapide, adapté à la nature du bruit
et sans paramètre à régler par l’utilisateur. Afin de mieux comprendre l’algo-
rithme SAS, nous commencerons par rappeler le principe de minimisation de
la complexité stochastique.

5.1.2 Principe de minimisation de la complexité stochastique
Le principe de la Minimisation de la Complexité Stochastique (MCS) est un
principe général introduit par Rissanen en 1978 [101, 102]. Fondé sur des
concepts issus de la théorie de l’information, ce principe permet notamment
de résoudre des problèmes d’estimation d’ordre de modèle. Ce principe a
été appliqué dans différents domaines, notamment pour la segmentation
d’images [37, 39, 61, 67, 107], et il a conduit à des résultats intéressants. Son
objectif est de permettre de choisir le modèle le plus simple qui représente au
mieux les données. Le principe de la MCS consiste à choisir le modèle dont la
complexité stochastique est minimale. La complexité stochastique est, quant
à elle, définie comme étant égale au nombre de bits qu’il faut pour décrire
non seulement les données, mais également le modèle lui-même.

Pour choisir le modèle qui permet la description la plus simple des don-
nées, il nous faut être capable de quantifier la complexité associée à la des-
cription des données.
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Complexité de Kolmogorov

La notion de complexité algorithmique a été introduite par Kolmogorov dans
les années 1960 [98]. La complexité de Kolmogorov associée à un ensemble
de données est la longueur (mesurée en bits) du plus court programme qui
permet de générer ces données.

La principale limitation liée à la complexité de Kolmogorov est qu’il est
impossible de la déterminer en un temps fini [24]. De plus, même si nous
étions capable de trouver le programme qui conduit à la complexité de Kol-
mogorov, ce n’est pas pour autant que nous serions capable d’avoir une in-
terprétation simple des données et d’en extraire les informations que nous
souhaitons [102].

Information de Shannon

Une façon de résoudre le problème posé avec la complexité de Kolmogo-
rov peut être en partie résolu par l’approche proposée par Shannon [109] en
1948. En effet, son approche consiste à ne pas considérer chaque réalisation
des données indépendamment du processus aléatoire dont elles sont issues.
L’idée de Shannon pour définir la notion de quantité d’information consiste à
considérer qu’une réalisation apporte d’autant plus d’information qu’elle est
improbable. La quantité d’information associée à une réalisation, quand elle
est exprimée en bits, est alors égale à l’opposé du logarithme en base 2 de sa
probabilité d’apparition.

On peut montrer [25] que la valeur moyenne de la complexité de Kolmo-
gorov pour un ensemble de réalisations issues d’une certaine loi de proba-
bilité est égale, quand le nombre de réalisations est grand, à l’espérance ma-
thématique de leur quantité d’information. Cette valeur moyenne est égale à
l’entropie définie par Shannon [109].

La quantité d’information de Shannon peut être considérée comme une
approximation du nombre de bits nécessaire pour décrire des données
lorsque la loi de probabilité qui les a engendrées est connue. Le code, qui
correspond à la suite de nombres binaires décrivant les données, associé à
la quantité d’information de Shannon est appelé code entropique. Ce code
ne correspond à un nombre de bits minimal qu’en moyenne sur toutes les
réalisations possibles.

Complexité stochastique

La quantité d’information de Shannon permet d’obtenir une approximation
du nombre de bits nécessaires au codage des données. Cependant, pour dé-
terminer cette quantité d’information, il est nécessaire de connaître la loi de
probabilité qui a permis de générer les données. Dans notre cas, la famille de
la loi de probabilité est imposée et est la même pour tout pixel de l’image.
Tous les paramètres, à l’exception de la moyenne, sont identiques pour l’en-
semble des pixels de l’image. Si ces paramètres constants (la variance pour la
famille gaussienne ou l’ordre pour la famille gamma) sont inconnus, ils sont
associés à la valeur moyenne en tout pixel pour former le modèle qu’il est
nécessaire de déterminer.
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Afin de résoudre ce problème, Rissanen a défini la complexité stochastique
[102], qui est l’addition de deux termes. L’un est égal au nombre de bits
nécessaires pour décrire les données connaissant le modèle et l’autre est égal
au nombre de bits nécessaires pour coder le modèle.

Le principe de minimisation de la complexité stochastique consiste à
considérer que le meilleur modèle parmi un jeu prédéfini de modèles est
celui qui correspond à la plus faible valeur de la complexité stochastique.

Dans notre cas, les données X sont représentées à l’aide d’un modèle de
structure T et de paramètre θ. La complexité stochastique est alors :

∆(X , θ, T) = ∆Données(X |θ, T) + ∆Param(θ|T) + ∆Maillage(T), (5.4)

où ∆Données(X |θ, T) est le nombre de bits nécessaires pour décrire les données
X connaissant T et θ, ∆Param(θ|T) est le nombre de bits nécessaires pour coder
les paramètres connaissant T , et ∆Maillage(T) est le nombre de bits nécessaires
pour coder la structure du modèle. La somme des termes ∆Param(θ|T) et
∆Maillage(T) correspond au nombre de bits nécessaires pour coder le modèle.
Le nombre de bits ∆Données(X |θ, T) est estimé par la quantité d’information
de Shannon de la réalisation X .

5.1.3 Critère de complexité stochastique pour la SAS
L’objectif de la SAS est de trouver la surface maillée qui, pour des données X ,
minimise la complexité stochastique. On peut noter que les différents termes
de codage qui composent la complexité stochastique ne présentent aucun pa-
ramètre à régler par l’utilisateur. Afin d’obtenir des expressions plus simples,
ces différents termes seront exprimés en nats qui est une unité de mesure de
la quantité d’information (1 nat est égal à log(2) bits).

Codage du maillage

Déterminer le terme de codage du maillage n’est pas chose évidente. En effet,
il nous faut connaître la longueur moyenne du codage nécessaire à la descrip-
tion la plus courte possible d’un maillage triangulaire quelconque. Le codage
utilisé doit permettre la description des coordonnées des nœuds du maillage,
ainsi que la topologie du maillage (segments). Dans la suite, le nombre de
nœuds du maillage sera noté M et le nombre de segments S.

Nous proposons à l’annexe A.6 une méthode pour coder un maillage tri-
angulaire quelconque. Puis, nous en déduisons une approximation de la lon-
gueur moyenne du codage du maillage :

∆Maillage(T) , 2 (M − 1) [1 + log(ρ̂)] +
1
2 log [2 (M − 1)]

+ Card(Num) − (M − 1) log
(M − 1

NClk

)

− (NClk − (M − 1)) log
(NClk − (M − 1)

NClk

)
, (5.5)
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où ρ̂ est la valeur moyenne des longueurs des segments du maillage,
Card(Num) = S − 2 (M − 1) et NClk = S − (M − 1).

Comme on pouvait s’y attendre, le terme de codage du maillage obtenu
augmente avec le nombre de nœuds du maillage. Il augmente également avec
la longueur des segments. La longueur moyenne de codage du maillage sera
donc d’autant plus grande que le nombre de nœuds est élevé et que la lon-
gueur moyenne des segments est grande. De plus, les éléments qui entrent
en jeu dans le terme de codage du maillage peuvent être facilement obtenus
ou calculés. Ainsi il n’est pas nécessaire de synthétiser le codage du maillage
pour calculer ∆Maillage(T) (cf. équation 5.5). Le calcul de ce terme n’est donc
pas pénalisant en temps de calcul.

Codage des paramètres

Le codage du vecteur de paramètres θ est un problème ardu car les valeurs
nodales ne sont pas indépendantes et ne prennent pas des valeurs entières
[103]. En conséquence, nous avons considéré une approximation.

La valeur nodale d’un nœud est estimée à partir des pixels appartenant
au polygone défini par les nœuds voisins au nœud considéré. Si chaque va-
leur nodale était indépendante, la longueur de code nécessaire pour coder
la valeur nodale serait approximativement égale à 1/2 log(NPoly(K)) nats
où NPoly(K) est le nombre de pixels dans le polygone défini par les nœuds
voisins au nœud K [102]. Cette longueur de code est une majoration de la
longueur de code d’une valeur nodale. En effet, pour la SAS, les valeurs no-
dales des nœuds ne sont pas indépendantes ce qui implique que lorsque l’on
connaît une valeur nodale, on a une certaine quantité d’information sur les
valeurs nodales des nœuds voisins.

Si l’on considère un seul triangle, nous disposons des pixels compris à
l’intérieur du triangle pour estimer trois valeurs nodales. Il apparaît alors
raisonnable de considérer que chaque valeur nodale est estimée avec un tiers
des pixels du triangle. Aussi nous supposerons que seulement un tiers des
pixels du polygone contribue à l’estimation de la valeur nodale du nœud
associé au polygone.

Pour l’ensemble des valeurs nodales, on aboutit alors au terme de codage
des paramètres suivant :

∆Param(T) ,
1
2 ∑

K∈maillage
log(NPoly(K)/3) . (5.6)

Cette approximation du terme de codage des paramètres est relativement
satisfaisante car elle permet de prendre en compte la corrélation entre les
valeurs nodales. Elle permet également d’obtenir une relation entre la valeur
du terme de codage des paramètres et la topologie du maillage.

De plus, cette expression du terme de codage des paramètres est simple
et peut être calculée rapidement. En effet, il est possible d’associer à chaque
polygone une contribution au terme de codage des paramètres. Ainsi une
modification qui ne touche qu’un polygone n’affectera que la contribution
associée à ce polygone. Il est inutile de recalculer les contributions de tous
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les autres polygones. On peut ainsi calculer rapidement le nouveau terme
∆Param(T) de codage des paramètres (après modification) à partir de l’ancien
(avant modification) en soustrayant l’ancienne contribution et en ajoutant la
nouvelle.

Enfin, il est également important de noter que la valeur du terme de co-
dage des paramètres considéré ne dépend pas des valeurs nodales θ.

Codage des données

Comme nous l’avons vu précédemment le terme de codage des données est
égal à la quantité d’information de Shannon nécessaire pour coder ces don-
nées. Ce terme est donc égal à l’opposé de la log-vraisemblance des données.
Il est alors dépendant de l’hypothèse qui est réalisée sur la nature du bruit.

Dans le cas d’un bruit gaussien de variance constante, ce terme est égal à
(cf. annexe A.8) [19, 40] :

∆Données(X |θ, T) =
N
2
[
1 + log

(
2 π σ̂2

)]
, (5.7)

avec :
σ̂2 =

1
N ∑

p∈maillage

[
Xp − S(p, θ, T)

]2 , (5.8)

où S(p, θ, T) est la valeur de la surface maillée au pixel p et N est le nombre
total de pixels des données.

5.1.4 Simplification et déformation du maillage
Le problème que l’on doit maintenant résoudre consiste à déterminer le
maillage T (topologie et position des nœuds) qui minimise la complexité sto-
chastique, ce qui peut être écrit :

(
T̂MCS , θ̂MCS

)
= arg min

T , θ
∆(X , θ, T) , (5.9)

avec :

∆(X , θ, T) = ∆Maillage(T) + ∆Param(θ|T) + ∆Données(X |θ, T) . (5.10)

On peut remarquer que l’estimation θ̂MCS de θ pour une topologie T fixée et
obtenue simplement par :

θ̂MCS(T) = arg min
θ

∆Données(X |θ, T)

= θ̂MV(X |T) . (5.11)

En effet, la valeur du terme ∆Param(θ|T) présenté à la section précédente est
indépendante de la valeur de θ. En ré-injectant cette solution θ̂MV(X |T) qui
correspond à l’estimée au sens du maximum de vraisemblance, nous obte-
nons alors :

T̂MCS = arg min
T

∆
(

X , θ̂MV(X |T), T
)

. (5.12)
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Afin de déterminer le maillage qui minimise cette complexité stochas-
tique, nous allons déformer et simplifier le maillage. La première estimation
des valeurs nodales est réalisée pour la topologie initiale qui correspond à
un maillage hexagonal dense et régulier. Quatre étapes de modifications du
maillage, qui forment une séquence, sont ensuite alternées dans l’ordre sui-
vant : le déplacement de nœuds (D), la suppression de nœuds (S), le dépla-
cement de nœuds (D) et le basculement d’arêtes (B), ce qui correspond à la
séquence :

D S D B
Les opérations de déformation et simplification de maillage que constituent le
déplacement de nœuds, la suppression de nœuds et le basculement d’arêtes
sont détaillées à l’annexe A.7. Entre chacune de ces étapes, nous estimons les
valeurs nodales des nœuds (F), ce qui conduit à la séquence :

F D F S F D F B F

À partir d’une configuration donnée, la valeur du critère pour une nouvelle
configuration est calculée. Cette nouvelle configuration peut être obtenue soit
en déplaçant un nœud, soit en le supprimant, soit en basculant une arête.
Cette nouvelle configuration est acceptée pour remplacer la précédente uni-
quement si la valeur du critère diminue. En d’autres termes, une modification
n’est acceptée que si elle permet de faire décroître la complexité stochastique.
On répète plusieurs séquences jusqu’à ce que, pendant une séquence, plus au-
cune modification ne diminue la complexité stochastique. Ainsi, la méthode
utilisée pour optimiser le critère de MCS reprend le concept utilisé dans [39].

5.1.5 Estimation des valeurs nodales au sens du maximum de vrai-
semblance
L’algorithme SAS est adapté à un bruit gaussien. Dans ce cas, le critère op-
timisé est quadratique et on peut mettre en œuvre un algorithme d’optimi-
sation rapide. Si on modélise les données X comme la somme d’une valeur
moyenne S(θ, T) et d’un bruit gaussien indépendant de pixel à pixel et de
variance σ2 constante sur le maillage, alors la log-vraisemblance de l’obser-
vation X s’écrit [19] :

L(X |S(θ, T), σ2) = −N
2 log

(
2 π σ2

)

− 1
2 σ2 ∑

p∈maillage

[
Xp − S(p, θ, T)

]2 , (5.13)

La variance du bruit étant inconnue et supposée constante, nous pouvons
l’estimer au sens du maximum de vraisemblance, pour un maillage T donné,
et la substituer à la valeur vraie dans l’équation 5.13. On obtient une estima-
tion au sens du MV du vecteur de paramètres θ en minimisant, dans ce cas,
le critère des moindres carrés :

JMV(θ|T) = ∑
p∈maillage

[
Xp − S(p, θ, T)

]2 . (5.14)



5.1. Présentation de la Surface Active Statistique 115

Le nombre d’inconnues pour l’estimation de l’image S(θ, T) au sens du
MV (les positions des nœuds étant fixées) est égal à M, qui correspond aux
M valeurs nodales des nœuds.

L’expression de l’estimateur au sens du MV de θ et l’étude de ces proprié-
tés sont simplifiées avec une notation vectorielle et nous présentons ci-après
les différentes définitions nécessaires à la compréhension de la notation utili-
sée.

Un nœud K du maillage est lié à Qk triangles, nombre qui par définition
est égal à l’ordre du nœud K. Ces triangles définissent le polygone de voisi-
nage {P1, P2, · · · , PQK} du nœud K.

Définissons alors la fonction de base FK associée au nœud K. Cette fonction
définit une forme polygonale dont un exemple est présenté à la figure Fig. 5.5.

0
0

1

0 0 0
0

z

PSfrag replacements K

K

P1P1 P2P2

P3
P3

P4
P4

P5

P5

P6

P6

Fig. 5.5 – Polygone de voisinage du nœud K. À gauche, une vue de dessus du maillage, les
nœuds P1, . . ., P6 sont les nœuds voisins au nœud K, ils définissent le polygone de voisinage
du nœud K. À droite, une visualisation de la fonction FK dont les valeurs constituent le
vecteur PK .

La fonction de base FK a pour valeurs les valeurs des fonctions de base{
PK,Pq,Pq+1

}
(cf. équation 5.3) pour tous les triangles du polygone de voisi-

nage et zéro ailleurs. On notera PK le vecteur (N×1) qui contient les valeurs
de FK rangées dans l’ordre lexicographique des pixels. La contribution du
nœud K à l’image S(θ, T), ainsi rangée sous forme de vecteur, peut alors être
écrite :

S(θ, T)|K , PK θK . (5.15)
Si l’on considère l’ensemble des nœuds, alors l’image S(θ, T) s’exprime sous
forme matricielle :

S(θ, T) = P θ , (5.16)
où la matrice P (N×M) est la matrice de toutes les fonctions de base associées
aux nœuds :

P = [P1, · · · , PK, · · · , PM] . (5.17)
On peut noter que la matrice P ne dépend que du maillage T , c’est-à-

dire de la position (i, j) des nœuds ainsi que de la topologie du maillage. La
modélisation matricielle obtenue permet d’aboutir à une simplification des
calculs.

Dans le cadre du modèle considéré, les données X sont égales à la somme
d’une valeur S(θ0, T0) déterministe et d’un bruit additif gaussien indépen-
dant, identiquement distribué de pixel à pixel et de variance σ2. En notant X
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les données X ordonnées sous forme de vecteur et B le vecteur de bruit, on
aboutit à la modélisation suivante :

X = P(T0) θ0 + B , (5.18)

où θ0 est le vecteur des paramètres vrais, T0 les positions vraies des nœuds
ainsi que la topologie vraie du maillage.

L’équation 5.14 peut être écrite :

JMV(θ|T) =
(
X − P θ

)T (X − P θ
)

(5.19)

et l’estimation des valeurs nodales consiste alors à rechercher une solution au
sens des moindres carrés :

θ̂MV = arg min
θ

(
X − P θ

)T (X − P θ
)

, (5.20)

ce qui conduit à la solution sous forme de pseudo-inverse :

θ̂MV =
(

PT P
)−1

PTX . (5.21)

Le rang de la matrice P est toujours égal à M car toute colonne possède
par construction un support non nul non inclus dans l’union des supports de
toutes les autres colonnes de la matrice. Ainsi, on est assuré que la matrice
PT P est de rang plein. Quelque soit la topologie du maillage, on pourra donc
calculer θ̂MV .

À partir de l’expression de θ̂MV présentée à l’équation 5.21, on peut véri-
fier que l’estimateur θ̂MV est non biaisé. De plus, on peut obtenir l’expression
de la matrice de covariance des estimées :

E
[(

θ̂MV − θ0
) (

θ̂MV − θ0
)T
]

= σ2
(

PT P
)−1

. (5.22)

La variance d’estimation (cf. équation 5.22) est indépendante des valeurs no-
dales θ et ne dépend que de la topologie du maillage.

Le calcul de la matrice de Fisher nous renseigne sur les bornes de Cramer-
Rao qui fournissent la variance minimale atteignable avec un estimateur non
biaisé. Le jeu de paramètres inconnus est la concaténation de la variance du
bruit σ2 et du vecteur des valeurs nodales θ : β =

[
σ2, θT

]T
. La matrice de

Fisher est définie par :

I(β) , E
[

∂L(X |θ, T0, σ2)

∂β

∂L(X |θ, T0, σ2)

∂βT

]

= −E
[

∂2L(X |θ, T0, σ2)

∂β ∂βT

]
, (5.23)

cette expression fait intervenir la log-vraisemblance L(X |θ, T0, σ2). On peut
alors montrer (cf. annexe A.9) que la variance d’estimation de l’estimateur
θ̂MV est égale à la borne de Cramer-Rao, définie par l’inverse de la matrice
de Fisher I(β)−1.
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Les valeurs de S(p, θ̂, T) en tout point du maillage étant déterminées par
une interpolation linéaire entre les nœuds du maillage, on peut en déduire la
variance d’estimation du maillage pour tout pixel. En effet, pour un pixel p
appartenant à un triangle dont les sommets sont les nœuds A, B et C, alors la
valeur de St(p, θ) est :

St(p, θ) = az PABC(p) + bz PBCA(p) + cz PCAB(p) . (5.24)

Nous noterons respectivement a0, b0 et c0 les vraies valeurs nodales des
nœuds A, B et C. Nous avons démontré précédemment que l’estimation des
valeurs nodales n’est pas biaisée, c’est-à-dire que E [az] = a0, E [bz] = b0,
E [cz] = c0.

Calculons maintenant la variance de St(p, θ) :

var (St(p, θ)) = E
[
(St(p, θ) − St(p, θ0))

2
]

= E [((az − a0)PABC(p) + (bz − b0)PBCA(p)

+(cz − c0)PCAB(p))2
]

= var(az)PABC
2(p) + var(bz)PBCA

2(p) + var(cz)PCAB
2(p)

+2 cov(az, bz)PABC(p)PBCA(p)

+2 cov(az, cz)PABC(p)PCAB(p)

+2 cov(bz, cz)PBCA(p)PCAB(p) , (5.25)

où les termes de variance et de covariance peuvent être extraits de la matrice
de covariance (cf. équation 5.22). Les trois premiers termes (var(az), var(bz) et
var(cz)) sont des éléments diagonaux de la matrice de covariance (cf. équation
5.22) et les trois autres termes (cov(az, bz), cov(az , cz) et cov(bz, cz)) sont des
éléments non diagonaux qui permettent de prendre en compte la corrélation
entre les différentes valeurs nodales. Ainsi, il est possible de calculer pour
tous les pixels la variance d’estimation de la valeur du fond.

Nous avons ici présenté comment l’estimation des valeurs nodales au sens
du maximum de vraisemblance peut être obtenue. Cependant, l’estimation
des valeurs nodales nécessite la manipulation d’une matrice de grande di-
mension (P est une matrice de taille N×M), ce qui induit une forte charge de
calcul. Afin d’obtenir une estimation plus rapide, nous avons choisi de mettre
en œuvre une résolution du système linéaire défini à l’équation 5.21 à l’aide
d’un algorithme itératif du second ordre.

Le critère du maximum de vraisemblance étant quadratique (cf. équation
5.19), un algorithme utilisant le hessien du critère convergerait en un coup.
Cependant cette voie nous conduirait à la résolution d’un système linéaire po-
sant les mêmes difficultés en terme de temps de calcul et de charge mémoire
que le calcul direct.

Aussi, nous considérons une méthode itérative du second ordre se limitant
à l’utilisation de la diagonale du hessien. Ceci conduit à l’équation itérative
suivante :

θt+1 = θt − γ

(
∂2 JMV

∂θ2

)−1∣∣∣∣∣
θ=θt

� ∂JMV
∂θ

∣∣∣∣
θ=θt

, (5.26)
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où :
∂2 JMV

∂θ2 =

[
∂2 JMV
∂θ1

2 · · · ∂2 JMV
∂θK

2 · · · ∂2 JMV
∂θM

2

]T
, (5.27)

et où � correspond au produit d’Hadamar, c’est-à-dire au produit terme à
terme des deux vecteurs en argument. Cet algorithme du deuxième ordre cor-
respond ainsi à l’optimisation, à chaque itération, du critère JMV(θ|T) dans
chaque axe θK indépendamment les uns des autres. Le coefficient γ permet
de modifier l’amplitude des déplacements. Lorsque γ = 1, il est intéressant
de noter que l’algorithme défini (cf. équation 5.26) correspond à la résolution
du système (cf. équation 5.21) par la méthode de Jacobi [21]. Il est prouvé [20]
que cet algorithme converge dans le cas d’une matrice hermitienne définie po-
sitive, ce qui correspond à notre cas (cf. équation 5.21). L’objectif des travaux
de thèse n’étant pas de chercher à étudier les propriétés de l’algorithme de
minimisation (cf. équation 5.26), nous n’irons pas plus loin dans l’étude théo-
rique de cet algorithme. Cependant, nous avons constaté que l’emploi d’un
coefficient γ inférieur à 1 conduit à une accélération notable de la vitesse
de convergence. Nous avons choisi γ = 1/2, valeur qui nous permet typi-
quement d’obtenir des précisions relatives de l’ordre de 10−3 sur les valeurs
nodales en moins de 10 itérations. Compte tenu de cette dernière remarque,
nous avons choisi de considérer un algorithme qui travaille à nombre d’itéra-
tion fini (typiquement 15).

Par ailleurs, les termes qui entrent en jeu dans l’équation 5.26 peuvent
être calculés rapidement (cf. annexe A.11) grâce aux techniques précédem-
ment développées dans [19] et qui sont rappelées à l’annexe A.10. Les temps
de calcul pour l’estimation des valeurs nodales d’un maillage sont très faibles
(de l’ordre de quelques millisecondes sur un ordinateur standard pour un
maillage de plusieurs milliers de nœuds et pour une image de quelques cen-
taines de pixels de côté) ce qui est fondamental pour que l’algorithme SAS
soit suffisamment rapide. En plus, il est possible grâce à la technique pré-
sentée de réaliser une estimation des valeurs nodales sur tout le maillage
ou une partie seulement de celui-ci. Cette propriété est importante pour que
les opérations de déformation de maillage soient réalisées rapidement. Ainsi,
lorsque l’on effectue une modification topologique (suppression de nœud ou
basculement d’arête) sur un nœud du maillage, on peut estimer uniquement
les valeurs nodales du nœud en question et des nœuds qui l’entourent et non
estimer l’ensemble des valeurs nodales. En effet, même si comme nous l’avons
déjà vu, l’optimisation des valeurs nodales est a priori globale, une modifica-
tion locale du maillage affecte essentiellement les valeurs nodales des nœuds
proches de la modification.

5.2 Application pour la détection

Nous présenterons des exemples de résultats obtenus en utilisant l’algorithme
SAS sur des données perturbées par un bruit gamma. Puis, nous verrons
comment utiliser la SAS pour notre problématique de détection.
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5.2.1 Utilisation sur données perturbées par un bruit gamma
Pour utiliser la SAS sur des données perturbées par un bruit gamma d’ordre
L, nous utiliserons la même démarche que celle mise en œuvre pour le détec-
teur LQ-CFAR. Nous réaliserons donc une estimation de la valeur du fond à
partir du logarithme des valeurs des données. Ainsi comme nous l’avons vu
au chapitre précédent dans la section 4.1.2, il est possible à partir d’une esti-
mation réalisée avec le logarithme des données d’établir une estimation de la
valeur du fond non biaisée. Pour cela, nous ferons l’approximation suivante.

Nous utiliserons la surface maillée S pour modèliser le logarithme de la
valeur du fond. Comme S(p, θ̂, T̂) correspond à une estimation du logarithme
de la valeur du fond au pixel p, cette grandeur est une variable aléatoire.
Nous supposerons qu’elle est distribuée suivant une loi gaussienne de va-
riance var

(
S(p, θ̂, T̂)

)
.

Cependant, avec cette hypothèse, le fait que la topologie du maillage est
estimée (déformation du maillage) n’est pas prise en compte. Aussi il est pos-
sible que la variance d’estimation var

(
S(p, θ̂, T̂)

)
soit inférieure à la variance

d’estimation effective. Il apparaît cependant difficile d’exprimer la variance
d’estimation liée à l’estimation de la topologie aussi nous choisissons de né-
gliger ce terme.

En notant m̂SAS
p l’estimation de la valeur du fond au pixel p, on peut alors

définir la relation suivante à partir de l’équation 4.26 :

m̂SAS
p , L exp

[
S(p, θ̂, T̂) − ψ(L) − ςp2

2

]
, (5.28)

où ςp2 désigne la variance d’estimation de S(p, θ̂, T̂) au pixel p, c’est-à-dire :

ςp
2 , var

(
S(p, θ̂, T̂)

)
. (5.29)

Dans l’expression de var
(

S(p, θ̂, T̂)
)

(cf. équation 5.22), le paramètre σ2 est
lié à l’ordre L du bruit gamma par la relation suivante (cf. annexe A.3) :

σ2 , ζ(2, L) . (5.30)

5.2.2 Exemples d’estimation de la valeur de fonds
La figure Fig. 5.6 présente un premier exemple de résultat obtenu avec la
méthode proposée.

Pour ce premier exemple nous considérons un fond synthétique complexe.
Ce fond présente à la fois des discontinuités (régions 1, 3 et 5) et des varia-
tions lentes des niveaux de gris (régions 2 et 4). De plus, les motifs qui com-
posent ce fond sont constitués de lignes droites et de courbes (régions 2 et
3). Les courbes sont particulièrement difficiles à représenter avec un maillage
triangulaire. Ce fond est ensuite bruité avec un bruit gamma d’ordre L = 4.
À partir de l’image bruitée obtenue, on estime la valeur du fond avec trois
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2
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5

Fig. 5.6 – Premier exemple de résultat avec la SAS sur des données perturbées par un bruit
gamma d’ordre L = 4. De gauche à droite et de haut en bas, le logarithme de la valeur du fond
considéré (256×256 pixels), le logarithme des données, le maillage obtenu, l’estimation du
logarithme de la valeur du fond obtenue avec la SAS, l’estimation du logarithme de la valeur
du fond obtenue avec un filtre moyenneur de taille 5×5 pixels et l’estimation du logarithme
de la valeur du fond obtenue avec un filtre gaussien (la méthode d’estimation utilisée à la
section 3.1.1). Différentes régions d’intérêt sont représentées sur le logarithme de la valeur du
fond considéré.
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méthodes : la SAS, un filtre moyenneur et un filtre gaussien. Le filtre moyen-
neur est un filtre de taille 5×5 pixels dont le pixel central du filtre est nul, on
obtient ainsi la même méthode d’estimation de la valeur du fond que celle
utilisée par un détecteur CA-CFAR de même taille. Le filtre gaussien corres-
pond à la même méthode d’estimation de la valeur du fond que celle utilisée
par la sélection de région (méthode présentée à la section 3.1.1).

Visuellement, on peut observer que l’estimation de la valeur du fond ob-
tenue avec la SAS semble présenter beaucoup moins de fluctuations que celle
obtenue avec le filtre moyenneur ou le filtre gaussien. Cela est une des ca-
ractéristiques des résultats fournis par la SAS ; la valeur estimée du fond est
fortement débruitée puisque le résultat est une fonction continue linéaire par
morceaux. Pour expliquer cette qualité visuelle des résultats, il faut s’inté-
resser au maillage associé à l’estimation de la valeur du fond fournie par la
SAS. On observe la présence de triangles de grandes dimensions dans les
zones où l’évolution de la dérivée seconde de la valeur du fond est lente.
Ces triangles de grandes dimensions permettent une estimation précise de
la valeur du fond et une suppression du bruit particulièrement efficace. On
peut également constater que la variance d’estimation de la valeur du fond
est plus faible pour les triangles de grande dimension grâce à la figure 5.7 qui
présente l’image de la variance d’estimation ςp2 obtenue sur cet exemple.
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Fig. 5.7 – À gauche l’image du maillage, à droite l’image de variance d’estimation ς p2 avec
l’échelle de niveaux de gris associée.

La densité de triangles ainsi que les positions des nœuds et des arêtes
sont adaptées en fonction de la complexité locale du fond afin de décrire
au mieux ses évolutions. On peut néanmoins voir apparaître sur l’estimation
de la valeur du fond fournie par la SAS la topologie du maillage. L’aspect
anguleux que l’on observe dans certaines zones du fond estimé (régions 2
et 3) peut être associé à la présence d’une arête du maillage. Cela est soit
un défaut inhérent au modèle utilisé par la SAS quand il faut représenter par
exemple les contours du dôme (région 3) ou soit un avantage pour représenter
des discontinuités franches comme les bords supérieur et inférieur du motif
central (régions 1 et 5) sur l’exemple (cf. Fig.5.8).

La méthode d’estimation de la valeur du fond par la SAS est, bien sûr,
plus complexe et plus lourde à mettre en œuvre qu’une méthode de filtrage.
En effet, l’adaptation du maillage demande de nombreuses opérations. Sur cet
exemple, le maillage initial est un maillage régulier (maille de taille 8×9, c’est-
à-dire que les nœuds sont distants de 8 pixels selon i et de 9 pixels selon j) qui
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Fig. 5.8 – Illustration 1-D présentant les erreurs de modèles possibles avec la SAS. À gauche,
un exemple où le modèle utilisé par la SAS ne permet pas une représentation correcte d’une
surface courbe. À droite, un exemple où le modèle permet au contraire une estimation correcte
de la valeur du fond. Le fond est tracé en pointillé, l’estimation obtenue avec la SAS est
représentée en trait fort et les nœuds sont symbolisés par des cercles.

1

Fig. 5.9 – Deuxième exemple de résultat avec la SAS sur des données perturbées par un bruit
gamma d’ordre L = 4. De gauche à droite et de haut en bas, le logarithme de la valeur du
fond considéré (fond synthétique fourni par Thalès Systèmes Aéroportés), le logarithme des
données, le maillage obtenu, l’estimation du logarithme de la valeur du fond obtenue avec la
SAS, l’estimation du logarithme de la valeur du fond obtenue avec un filtre moyenneur de
taille 5×5 et l’estimation du logarithme de la valeur du fond obtenue avec un filtre gaussien
(la méthode d’estimation utilisée à la section 3.1.1).

comptent 896 nœuds et le maillage final est réduit à 133 nœuds. Cependant il
faut noter que le résultat ici présenté (cf. Fig. 5.6) est obtenu après 10 secondes
de temps de calcul sur un ordinateur standard (Intel Centrino 1.4 Ghz, Linux
2.6.14, GCC 4.0.1). Ce temps de calcul est obtenu grâce à l’utilisation d’un
algorithme rapide [19] (cf. annexe A.10).

Considérons maintenant un nouvel exemple où les données traitées cor-
respondent à une carte distance/vitesse. Le fond utilisé pour cette expérience
(cf. Fig. 5.9) a été fourni par Thalès Systèmes Aéroportés. Il est particuliè-
rement difficile car il est composé de détails fins qu’il n’est pas évident à
distinguer dans le bruit (notamment les détails placés dans la région 1). On
remarque sur le résultat de la SAS que ces détails sont mieux rendus qu’avec
le filtre moyenneur et avec le filtre gaussien, où ils ont tendance à apparaître
flou. On observe sur cet exemple que les zones, où les détails du fond sont
plus grossiers, sont modélisées avec peu de triangles par la SAS. La variance
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d’estimation de la valeur du fond pour ces triangles est visuellement plus
faible que celle obtenue avec le filtre moyenneur ou le filtre gaussien.

Avec un maillage initial (maille de taille 2×3) composé de 3 320 nœuds,
l’estimation de la valeur du fond réalisée avec la SAS (cf. Fig. 5.9) est obtenue
en 16 secondes sur un ordinateur standard (Intel Centrino 1.4 Ghz, Linux
2.6.14, GCC 4.0.1) et le maillage final comprend 150 nœuds.

La qualité visuelle du résultat obtenu avec la SAS nous a incités à étudier
les performances de détection que l’on peut obtenir avec la SAS. En effet, une
des conclusions de l’étude menée au chapitre 2 est que la qualité de l’esti-
mation de la valeur du fond est déterminante pour obtenir une technique de
détection à taux de fausse alarme constant dont les performances de détection
sont élevées. Ainsi il apparaît intéressant d’étudier si l’estimation de la valeur
du fond par la SAS permet d’améliorer les performances des techniques de
détection.

5.2.3 Détecteur DSAS
Pour utiliser la SAS en détection, nous suivons la même démarche que celle
développée pour le détecteur LQ-CFAR (cf. chapitre 4). Aussi le détecteur
associé à la SAS, que nous appellerons DSAS, est fondé sur le test de détection
suivant :

Xn
m̂SASn

cible
>
<

pas de cible
τn , (5.31)

où τn est le seuil de détection dont la valeur dépend de la probabilité de
fausse alarme α souhaitée par l’utilisateur et de la variance d’estimation de la
SAS ςn2 à travers l’équation suivante obtenue dans le chapitre précédent :
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Remarquons qu’une estimation de la valeur du fond réalisée grâce à une
méthode qui prend en compte l’ensemble des données, et donc notamment
le pixel test, est biaisée par la présence d’une cible. Pour les autres techniques
de détection présentées, le valeur du pixel test n’est pas prise en compte lors
de l’estimation de la valeur du fond afin de ne pas rencontrer ce problème.
Or, avec la SAS, il est possible de réaliser une estimation de la valeur du
fond sans tenir compte de l’ensemble des données. Pour des raisons de ra-
pidité, il n’est pas envisageable de réaliser une estimation de la valeur du
fond (algorithme SAS complet) sans tenir compte du pixel test pour toutes
les positions testées. En revanche, une fois la topologie du maillage déter-
minée et pour chaque pixel testé, on peut estimer les valeurs nodales sans
prendre en compte la valeur du pixel testé, cette approche nécessitant beau-
coup moins de temps (quelques millisecondes comparé à quelques dizaines
de secondes). Un exemple est proposé sur la figure Fig. 5.10, où les résultats
obtenus sont présentés soit en prenant en compte l’intégralité des données,
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3x3

5x5

Fig. 5.10 – De gauche à droite et de haut en bas, le logarithme des données (fond synthétique
fourni par Thalès Systèmes Aéroportés), le logarithme de la valeur estimée du fond par la
SAS à partir de l’ensemble des données, un premier masque (les pixels noirs ne sont pas pris
en compte), le logarithme de la valeur estimée du fond (à topologie du maillage fixée) pour le
premier masque, le second masque et le logarithme de la valeur estimée du fond (à topologie
fixée) pour le second masque.

soit en masquant une partie des données. Le maillage utilisé sur cet exemple
est déterminé à partir de l’ensemble des données.

On considère deux masques, l’un pour lequel des zones de 3×3 pixels ne
sont pas prises en compte lors de l’estimation de la valeur du fond, l’autre
pour lequel la taille des zones est de 5×5 pixels. Visuellement les différences
entre les différents résultats sont minimes. Ceci s’explique par le fait que la
modélisation utilisée impose des contraintes (topologique et de continuité)
qui rendent l’algorithme peu sensible à la non-prise en compte d’une partie
des données.

Cette simulation semble indiquer qu’avec la SAS, il est possible de ne pas
prendre en compte la valeur du pixel test lors de l’estimation des valeurs
nodales du maillage.

5.2.4 Comparaison des techniques de détection
Nous souhaitons maintenant comparer les performances du détecteur DSAS
aux performances d’autres détecteurs : les détecteurs standard (CA-CFAR,
OS-CFAR, TM-CFAR) et ceux proposés dans cette thèse (la sélection de ré-
gion, le LQ-CFAR et la sélection de modèle qui permet un sélection automa-
tique entre les détecteurs CA-CFAR et LQ-CFAR). Pour comparer les proba-
bilités de fausse alarme estimées de chacune des techniques par une méthode
de type Monte-Carlo, il est nécessaire de réaliser un grand nombre de tirages
(typiquement 105) pour obtenir une précision suffisante [76, 97]. Les temps de
calculs cumulés pour toutes ces techniques ne nous permettent pas de réa-
liser une telle simulation numérique. Il est cependant possible d’utiliser des
méthodes d’évaluation de la qualité d’un détecteur qui ne nécessitent que
quelques réalisations.
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Principe de la méthode de comparaison

En effet, les critères de qualité d’un détecteur (en termes de performance) que
nous considérons sont la maîtrise du taux de fausse alarme et le pouvoir de
détection. Pour évaluer la capacité d’un détecteur à maîtriser le taux de fausse
alarme, on peut déterminer le nombre de fausses alarmes moyen 〈NFA〉 cal-
culé pour l’ensemble des positions testées et pour les différentes réalisations.
Ce nombre est une estimation de la probabilité de fausse alarme moyenne
sur l’image et il est également intéressant pour l’analyse des résultats de re-
présenter le nombre moyen de fausses alarmes NFA en chaque site afin de
localiser où se situent ces fausses alarmes.

Pour quantifier le pouvoir de détection d’une technique, nous utiliserons
un indicateur nommé ADT (« Average Detection Threshold », seuil de détec-
tion moyen) dans la littérature [41, 105]. Le principe de cet indicateur part du
constat que le pouvoir de détection est d’autant plus élevé que la valeur du
pixel test Xn est comparé à une valeur faible. Pour toutes les techniques de
détection étudiées, la valeur Xn est comparée au produit du seuil de détection
τn et de la valeur estimée du fond au pixel test m̂n. Afin que la valeur de cet
indicateur ne dépende pas de la valeur mn du fond au pixel test, le produit
τn m̂n est normalisé par rapport à un fond de valeur unitaire. Aussi la valeur
de l’indicateur ADT est l’espérance mathématique de τn m̂n/mn, valeur qui
doit être la plus faible possible pour obtenir une capacité de détection élevée.
La figure Fig. 5.11 illustre le principe de l’indicateur ADT.
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Fig. 5.11 – Illustration expliquant le principe de l’indicateur ADT. La capacité de détection
d’un détecteur est liée à la valeur de τn m̂n/mn. Plus cette valeur est faible, plus le détecteur
sera à même de détecter une cible de faible intensité.

Dans le cas du détecteur idéal (fond connu), la valeur de l’indicateur ADT
est égale à τn, où τn est le seuil de détection déterminé en fonction de la P f a
souhaitée et de l’ordre du bruit gamma (cf. équation 2.7). La valeur de l’in-
dicateur ADT dans le cas du détecteur idéal représente une limite inférieure.
Si l’indicateur ADT d’une technique de détection est inférieur à cette limite,
cela indique le plus souvent une non-maîtrise du taux de fausse alarme.
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Pour estimer la valeur de l’indicateur ADT = E[τn m̂n/mn] pour chaque
position testée, nous réalisons une moyenne sur l’ensemble des réalisations de
bruit. Nous noterons 〈ADT〉 la valeur de l’indicateur ADT estimé en moyenne
sur l’ensemble des positions testées.

À l’aide des indicateurs précédemment définis, nous souhaitons mainte-
nant comparer différentes techniques de détection : le CA-CFAR, l’OS-CFAR,
le TM-CFAR, le DSR, le LQ-CFAR, la sélection de modèle (SM) entre les tech-
niques CA-CFAR et LQ-CFAR et pour finir le détecteur DSAS.

Pour les détecteurs CA-CFAR, OS-CFAR, TM-CFAR, LQ-CFAR et la sélec-
tion de modèle nous considérons une région de référence de taille 5x5. Le
nombre de pixels dans la région de référence est donc de 24 pixels, car le
pixel central, qui correspond au pixel test, n’est pas pris en compte pour l’es-
timation de la valeur du fond. Pour les détecteurs OS-CFAR et TM-CFAR, il
est nécessaire de fixer la valeur de leurs paramètres (cf. section 1.4.2). Nous
utiliserons les valeurs recommandées par Gandhi et Kassam [41], c’est-à-dire
k = 12, T1 = 18 et T2 = 1. Avec la valeur k = 12, l’estimateur de la valeur du
fond utilisé par le détecteur OS-CFAR correspond approximativement à un
filtre médian. Les valeurs T1 = 18 et T2 = 1 sont telles que l’estimation de la
valeur du fond obtenue avec le détecteur TM-CFAR est calculée à partir des
5 valeurs des données les plus grandes dans la région de référence 1. Aussi le
détecteur TM-CFAR aura tendance à sur-estimer la valeur du fond, ce qui lui
permettra une bonne maîtrise du taux de fausse alarme mais cela se fait au
dépend sa capacité de détection.

Le détecteur DSR sera utilisé de la même manière que celle qui a été
présentée dans la section 3.2. Pour des raisons de rapidité d’exécution du
détecteur DSR, nous utiliserons les expressions des performances approchées
à la place des expressions des performances exactes pour la détermination du
seuil de détection (cf. section 3.1.3).

Résultats sur carte distance/vitesse

La figure Fig. 5.12 présente le premier fond utilisé (fond synthétique fourni
par Thalès Systèmes Aéroportés) ainsi qu’un exemple de réalisation obtenue
avec un bruit gamma d’ordre L = 4. Pour cette simulation numérique, la
probabilité de fausse alarme souhaitée est fixée à α = 10−4 et les résultats
seront obtenus à partir de 1.4 104 réalisations.

La figure Fig. 5.13 présente les cartes du nombre moyen de fausses alarmes
obtenues pour les différentes techniques de détection. Grâce aux cartes du
nombre moyen de fausses alarmes, on peut tout d’abord remarquer que tous
les détecteurs sont plus ou moins mis en défaut par les fortes discontinuités
du fond. Ceci illustre la difficulté à détecter des cibles sur ce type de fond. Les
détecteurs CA-CFAR et OS-CFAR sont les détecteurs pour lesquels la sensibi-
lité à ces discontinuités du fond est la plus forte. Le détecteur TM-CFAR est
moins perturbé par ces discontinuités. Cela est dû, comme nous l’avons déjà
indiqué, au choix des valeurs des paramètres T1 et T2 de cette technique.

En complément des cartes du nombre moyen de fausses alarmes, nous
proposons une indication sur le comportement de chacune des techniques.

1L’estimateur de la valeur du fond utilisé par le TM-CFAR correspond à m̂TM-CFAR
n =
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Fig. 5.12 – En haut le fond (fond synthétique fourni par Thalès Systèmes Aéroportés) consi-
déré lors de cette expérience, en bas un exemple de réalisation obtenue avec un bruit gamma
d’ordre L = 4 (visualisation du logarithme).
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Fig. 5.13 – Cartes du nombre moyen de fausses alarmes NFA obtenues pour les différentes
techniques de détection (représentées avec la même échelle de niveau de gris). À la droite de
chacune des cartes, on présente son histogramme.
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En effet, sur fond inhomogène, une mauvaise régulation du taux de fausse
alarme se traduit par une fluctuation du nombre moyen de fausses alarmes
(par rapport à la probabilité de fausse alarme souhaitée) en fonction de la po-
sition testée. Aussi, nous présentons un histogramme de chacune des cartes.
Pour le détecteur idéal, l’histogramme serait constitué d’une unique classe,
ce qui indiquerait que la probabilité de fausse alarme de ce détecteur est la
même quelque soit la position testée. De plus cette classe serait centrée sur
la valeur de la probabilité de fausse alarme souhaitée (α = 10−4). Dans le
cas d’un détecteur réel, cet histogramme permet de juger de la capacité du
détecteur à avoir un comportement constant en terme de régulation du taux
de fausse alarme quelque soit la position testée. Sur les histogrammes, on ne
représente que les valeurs de la carte supérieures à 10−3 car les valeurs in-
férieures sont estimées avec une trop grande variance pour être exploitables.
Cependant cela n’est pas gênant car nous souhaitons précisément étudier les
cas où les détecteurs sont mis en défaut et fournissent un trop grand nombre
de fausses alarmes.

À partir de l’histogramme, on peut remarquer que le détecteur DSR a un
meilleur comportement que le détecteur CA-CFAR. En effet, pour le détecteur
DSR, l’étalement de l’histogramme est plus faible que pour le CA-CFAR. Avec
la carte du nombre moyen de fausses alarmes NFA, on constate que le détec-
teur DSR (sélection de région) présente un nombre moyen de fausses alarmes
plus faible que la technique CA-CFAR, ce qui justifie l’intérêt de sélectionner
la région de référence. On peut remarquer que le détecteur DSR est sensible
aux discontinuités du fond, ce qui s’explique par le fait que l’estimation de
la valeur du fond, qui est réalisée avec un filtrage par un noyau gaussien, (cf.
section 3.1.1), est particulièrement difficile à ces endroits. Aussi, le choix de la
région de référence et le calcul du seuil de détection sont moins performants
dans ces cas.

Le détecteur LQ-CFAR est encore plus fortement sensible aux discontinui-
tés du fond que le détecteur DSR. Ce résultat est logique et était prévisible. En
effet, une discontinuité brutale du fond (du type « marche ») ne correspond
pas au modèle de fond associé au LQ-CFAR, c’est-à-dire un fond qui évo-
lue localement de manière continue. Néanmoins hormis les zones où le fond
présente des discontinuités, le détecteur LQ-CFAR est peu sensible aux fluc-
tuations du fond (pour le détecteur idéal, les positions des fausses alarmes
seraient indépendantes des motifs du fond). Il est par ailleurs intéressant
de remarquer que le détecteur SM est moins sensible aux discontinuités du
fond. Sur les histogrammes obtenus pour les détecteurs LQ-CFAR ou SM, on
retrouve le problème rencontré par ces techniques face à de fortes disconti-
nuités du fond. En effet, le nombre élevé de fortes valeurs de NFA (les classes
les plus à droite de l’histogramme) est lié aux positions repérées par le ni-
veau de gris le plus foncé sur les cartes de ces détecteurs. On note également
que l’on retrouve ce phénomène, de manière moins marquée, sur les histo-
grammes obtenus pour les détecteurs CA-CFAR ou TM-CFAR et de manière
plus marquée sur celui obtenu pour le détecteur OS-CFAR.

1
Nn−(T1+T2+1) ∑

Nn−T2
l=T1+1 Yl où Yl sont les valeurs des pixels de la région de référence classées

par ordre croissant
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Enfin on constate sur les cartes que le détecteur DSAS présente une sensi-
bilité plus marquée que le LQ-CFAR aux variations du fond excepté pour des
discontinuités du fond. Néanmoins, il faut noter que les fausses alarmes du
détecteur DSAS sont principalement concentrées dans les zones où la valeur
du fond évolue rapidement. Il est, en effet, plus dur d’estimer et de repré-
senter l’évolution de la valeur du fond à ces endroits avec un maillage. Le
choix d’un maillage triangulaire et les contraintes topologiques associées font
qu’il est difficile de représenter des détails du fond dont la taille est très faible
(quelques pixels). Cependant, il est à noter que nous connaissons la topolo-
gie du maillage, il est donc possible d’identifier les zones où la densité de
triangles est élevée et où les triangles sont de faible taille. On pourrait ainsi
imaginer un post-traitement permettant de prendre en compte cette informa-
tion de topologie pour mieux maîtriser le taux de fausse alarme avec le DSAS.
Sur l’histogramme, on peut noter que le détecteur DSAS est le détecteur qui
présente le plus faible nombre de valeurs de NFA élevées (les classes les plus
à droite de l’histogramme).

En outre, cette expérience permet de vérifier que la probabilité de fausse
alarme estimée sur fond homogène pour les détecteurs CA-CFAR, OS-CFAR,
TM-CFAR, DSR et DSAS est égale à la probabilité de fausse alarme souhai-
tée (α = 10−4). Pour effectuer cette vérification nous n’avons utilisé que la
partie homogène de la carte distance/vitesse considérée pour les simulations
numériques. La P f a du détecteur LQ-CFAR sur fond homogène est estimée
à 2.2 10−4, ce qui s’explique par le fait que le seuil de détection est choisi en
utilisant une approximation de la distribution du logarithme de la valeur du
fond sous la forme d’une loi normale (sujet dont nous avons déjà discuté à la
section 4.1.4). On peut d’ailleurs observer sur la carte du nombre de fausses
alarmes du LQ-CFAR (cf. figure 5.13) que le taux de fausse alarme de ce dé-
tecteur est supérieur à celui des autres détecteurs sur fond homogène (partie
droite du fond considéré pour cette expérience). Il est alors intéressant de
constater que la P f a du détecteur SM est estimée à 1.2 10−4, cette valeur est
plus proche de la probabilité de fausse alarme souhaitée que la valeur ob-
tenue pour le LQ-CFAR. En effet, le détecteur CA-CFAR est principalement
sélectionné sur fond homogène. Nous remarquons que le détecteur DSAS, qui
utilise la même approximation que le détecteur LQ-CFAR pour le choix du
seuil de détection, permet de réguler correctement le taux de fausse alarme
sur fond homogène. La différence entre ces techniques est que l’estimation de
la valeur du fond avec la SAS est réalisée à partir d’un plus grand nombre de
pixels (grand triangle) que dans le cas du LQ-CFAR, pour la région homogène
du fond (partie droite du fond). Aussi, comme nous l’avons déjà souligné au
chapitre précédent, il apparaît que l’approximation choisie est d’autant plus
justifiée que le nombre de pixels utilisés pour l’estimation de la valeur du
fond est grand.

Intéressons nous maintenant aux valeurs des indicateurs choisis : 〈NFA〉
le nombre de fausses alarmes moyen et l’indicateur 〈ADT〉. Les valeurs de ces
indicateurs obtenues pour les différentes techniques sont données au tableau
Tab. 5.1. Sur la figure Fig. 5.14, on retrouve les mêmes informations présentées
de manière plus visuelle. Rappelons que l’indicateur 〈NFA〉 doit être le plus
proche possible de la probabilité de fausse alarme souhaitée α = 10−4 et que
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Détecteur 〈NFA〉 〈ADT〉
Idéal 10−4 4

CA-CFAR 1.7 10−3 4.8
OS-CFAR 5.3 10−3 4.5
TM-CFAR 5.5 10−4 5.6

DSR 7.8 10−4 4.6
LQ-CFAR 1.8 10−3 5.1

SM 1.7 10−3 4.5
DSAS 5.8 10−4 4.1

Tab. 5.1 – Pour chacune des techniques, ce tableau rassemble les valeurs des critères d’éva-
luation : 〈NFA〉 le nombre de fausses alarmes moyen et 〈ADT〉 qui indique le pouvoir de
détection. Ces résultats ont été obtenus en considérant le fond présenté à la figure Fig. 5.12.
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Fig. 5.14 – Pour chaque technique, le symbole indique les valeurs des deux indicateurs 〈NFA〉
et 〈ADT〉. Ces résultats ont été obtenus en considérant le fond présenté à la figure Fig. 5.12.

l’indicateur 〈ADT〉 doit être le plus faible possible pour obtenir la capacité de
détection la plus élevée possible. La valeur de ces indicateurs est également
mentionnée pour le détecteur idéal afin de servir de référence pour comparer
les différentes techniques étudiées.

De manière générale, au regard des valeurs de 〈NFA〉, tous les détecteurs
ne permettent pas d’assurer rigoureusement le taux de fausse alarme. Il existe
cependant des différences de comportement, le détecteur OS-CFAR est, par
exemple, le détecteur qui présente la moins bonne maîtrise du taux de fausse
alarme.

Tout d’abord, remarquons que le détecteur DSR permet une meilleure ré-
gulation du taux de fausse alarme que le CA-CFAR, mais il permet également
d’obtenir une capacité de détection supérieure (la valeur de 〈ADT〉 pour le
DSR est inférieure à celle du CA-CFAR).

Le détecteur LQ-CFAR, comme nous avons pu le constater précédemment
de manière visuelle, ne permet pas une bonne régulation du taux de fausse
alarme car il est mis en défaut par les discontinuités du fond. Les résultats
obtenus peuvent sembler très négatifs, cependant il ne reflète pas la capacité
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du LQ-CFAR à maintenir un taux de fausse alarme constant sur des zones du
fond inhomogènes telles que des zones de fouillis où le fond présente des on-
dulations. Aussi, nous proposerons dans la suite un deuxième exemple pour
montrer dans quelles situations l’utilisation de ce détecteur est intéressante.

Malgré les difficultés rencontrées par le LQ-CFAR, on peut remarquer que
la sélection de modèle (SM) permet une maîtrise du taux de fausse alarme
équivalente à celle du CA-CFAR tout en offrant une meilleure capacité de
détection que le CA-CFAR.

Le détecteur DSAS présente une meilleure maîtrise du taux de fausse
alarme que les détecteurs CA-CFAR, OS-CFAR, DSR, LQ-CFAR et SM, mais
également une meilleure capacité de détection. Par ailleurs, la capacité de
détection du DSAS est très proche de la capacité de détection du détecteur
idéal. On voit ici l’intérêt de la méthode d’estimation de la valeur du fond
SAS. L’algorithme cherchant à maximiser la taille des triangles, on obtient
une variance suffisamment faible pour atteindre la capacité de détection du
détecteur idéal.

Pour finir, le détecteur TM-CFAR obtient de bons résultats en terme de
maîtrise de la fausse alarme, ce qui peut sembler à première vue très inté-
ressant. Cependant cette bonne maîtrise du taux de fausse alarme se fait au
dépend de la capacité de détection du TM-CFAR, capacité de détection qui
est la plus faible de celles des détecteurs testés.

Cette première expérience amène plusieurs conclusions sur les détecteurs
proposés :

– le détecteur DSR permet d’améliorer les performances du CA-CFAR,
autant en capacité de régulation du taux de fausse alarme qu’en capacité
de détection,

– le détecteur LQ-CFAR est mis en défaut par les discontinuité du fond,
néanmoins la sélection de modèle (SM) permet d’obtenir une capacité
de détection plus élevée que celle du CA-CFAR,

– le détecteur DSAS est moins sensible que les autres techniques aux dis-
continuités du fond, il offre une bonne maîtrise du taux de fausse alarme
et la capacité de détection la plus élevée.

Résultats sur fond sans discontinuité

Considérons maintenant un deuxième fond (présenté à la figure Fig. 5.15)
dont le logarithme de la valeur du fond est obtenu par filtrage d’un bruit
gaussien de variance 10 par un noyau gaussien de taille 2.2 pixels. Nous
conservons, pour les différentes techniques, les mêmes paramètres que ceux
utilisés à la simulation numérique précédente. Nous utilisons également les
mêmes paramètres de simulation (L = 4, α = 10−4) que pour l’expérience
que nous venons de réaliser et nous considérons 1.6 103 réalisations.

Sur la figure Fig. 5.16, on peut observer les cartes du nombre moyen de
fausses alarmes obtenues pour les différentes techniques. Pour cette expé-
rience, le nombre de réalisations étant plus réduit, la partie de l’histogramme
correspondant à des valeurs de NFA inférieure à 10−2 est estimée avec une
variance importante et cette partie est peu significative.

Nous constatons, comme précédemment, que les positions des fausses
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Fig. 5.15 – À gauche le fond (100×100) considéré lors de cette expérience, à droite un exemple
de réalisation obtenue à partir de ce fond (visualisation du logarithme).
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Fig. 5.16 – Cartes du nombre moyen de fausses alarmes NFA obtenues pour les différentes
techniques de détection (représentées avec la même échelle de niveau de gris). À la droite de
chacune des cartes, on présente son histogramme.
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Détecteur 〈NFA〉 〈ADT〉
Idéal 10−4 4

CA-CFAR 8 10−4 6
OS-CFAR 3.9 10−3 4.4

TM-CFAR 3 10−4 7.9
DSR 7.8 10−4 4.9

LQ-CFAR 2.4 10−4 5
SM 3.2 10−4 4.9

DSAS 7.4 10−4 4.4

Tab. 5.2 – Pour chacune des techniques, ce tableau rassemble les valeurs des critères d’éva-
luation : 〈NFA〉 le nombre de fausses alarmes moyen et 〈ADT〉 qui indique le pouvoir de
détection. Ces résultats ont été obtenus en considérant le fond présenté à la figure Fig. 5.15.

alarmes des détecteurs CA-CFAR et OS-CFAR sont fortement liées aux motifs
du fond (les fausses alarmes sont concentrées à certaines positions). C’est éga-
lement le cas pour le détecteur TM-CFAR, mais le nombre de fausses alarmes
est cependant nettement plus faible que pour le CA-CFAR ou l’OS-CFAR.
Cette concentration des fausses alarmes traduit un problème d’estimation de
la valeur du fond aux positions concernées.

On retrouve ce phénomène de regroupement des fausses alarmes pour
le détecteur DSR, mais de façon nettement moins importante que pour le
CA-CFAR, les fausses alarmes sont réparties de manière plus homogène sur
l’ensemble du fond. Sur l’histogramme, on peut remarquer que le nombre
de NFA de valeurs élevées (> 10−2) est inférieur pour le détecteur DSR par
rapport au CA-CFAR.

Pour le détecteur LQ-CFAR, le nombre de fausses alarmes est nettement
plus faible et elles sont mieux réparties sur l’image que pour le DSR, ce qui
est également le cas pour la sélection de modèle (SM). Concernant les histo-
grammes obtenus pour ces détecteurs, on note que le LQ-CFAR et la sélection
de modèle (SM) sont les détecteurs qui présentent le comportement le plus
proche du détecteur idéal (une unique classe).

On constate sur la carte que le détecteur DSAS présente un nombre de
fausses alarmes supérieur à celui du LQ-CFAR mais avec une répartition re-
lativement homogène des fausses alarmes sur le fond. À la vue de l’histo-
gramme, on remarque que le détecteur DSAS a un comportement légèrement
moins bon que la sélection de modèle (SM), toutefois le nombre de NFA
de valeurs élevées est inférieure (> 10−2) pour le DSAS en comparaison du
CA-CFAR. Il faut cependant noter que le fond utilisé est très différent du mo-
dèle de surface utilisé par la SAS, aussi sa valeur est particulièrement difficile
à modéliser et à représenter pour la SAS.

Considérons maintenant, pour les différentes techniques, les valeurs des
indicateurs 〈NFA〉 et 〈ADT〉 qui sont regroupées dans le tableau Tab. 5.2. La
figure Fig. 5.17 regroupe les mêmes informations présentées sous une forme
différente.

On remarque une nouvelle fois que le détecteur DSR permet d’améliorer
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Fig. 5.17 – Pour chaque technique, le symbole indique les valeurs des deux indicateurs 〈NFA〉
et 〈ADT〉. Ces résultats ont été obtenus en considérant le fond présenté à la figure Fig. 5.15.

la capacité de régulation du taux de fausse alarme du CA-CFAR et permet
également un net gain de la capacité de détection.

Le détecteur LQ-CFAR, mieux adapté à ce type de fond (qui ne correspond
pourtant pas exactement au modèle de fond utilisé par le LQ-CFAR), est le
détecteur qui permet la meilleure régulation du taux de fausse alarme. La
capacité de régulation du taux de fausse alarme du LQ-CFAR est supérieure
à celle du TM-CFAR, qui possède pourtant une capacité de détection bien
plus faible que le LQ-CFAR. La sélection de modèle (SM) permet quant à elle
d’améliorer la capacité de détection du LQ-CFAR au prix d’une moins bonne
régulation du taux de fausse alarme.

Le détecteur DSAS présente une capacité à réguler le nombre de fausses
alarmes moins bonne que les détecteurs LQ-CFAR ou SM mais supérieure à
celle du CA-CFAR ou du DSR. Le détecteur DSAS partage avec l’OS-CFAR
la meilleure capacité de détection tout en assurant une capacité de régulation
de fausse alarme améliorée par rapport à l’OS-CFAR.

Pour conclure, cette expérience nous a permis de constater que le détec-
teur LQ-CFAR présente un intérêt sur des fonds évoluant de manière com-
plexe mais sans discontinuités. On a pu également remarquer que le détecteur
DSAS permet d’obtenir une nouvelle fois la meilleure capacité de détection
tout en assurant une meilleure régulation du taux de fausse alarme que le
CA-CFAR, même si le détecteur DSAS n’est pas particulièrement bien adapté
à ce type de fond.

Ces expériences nous ont permis de comparer les différentes techniques
de détection étudiées. Elles montrent l’intérêt d’utiliser le détecteur DSAS
pour la détection, on peut obtenir une capacité de détection particulièrement
élevée tout en assurant une meilleure régulation du taux de fausse alarme
que les détecteurs CA-CFAR ou DSR.
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Fig. 5.18 – Pour chaque technique, le symbole indique les valeurs des deux indicateurs 〈NFA〉
et 〈ADT〉. Ces résultats ont été obtenus en considérant la région inhomogène (partie de
gauche) du fond présenté à la figure Fig. 5.12.

Synthèse

Suite aux comparaisons des techniques de détection étudiées dans cette thèse,
nous pouvons aboutir à plusieurs conclusions.

Le détecteur DSR a une meilleure capacité de détection que le CA-CFAR
tout en offrant une meilleure maîtrise du taux de fausse alarme. Cependant
les performances du détecteur DSR sont liées à la qualité de l’estimation préa-
lable de la valeur du fond utilisée.

Le détecteur LQ-CFAR permet d’améliorer la maîtrise du taux de fausse
alarme en comparaison du CA-CFAR lorsque le fond ne présente pas de dis-
continuités. Pour la simulation numérique réalisée en utilisant une carte dis-
tance/vitesse, les résultats semblent montrer que les performances en dé-
tection du LQ-CFAR sont moins bonnes que celles du CA-CFAR sur des
fonds comportant des discontinuités. Cependant une grande partie de la
carte distance/vitesse est constituée d’une région homogène pour laquelle
le CA-CFAR est parfaitement adapté. Sur la figure Fig. 5.18, nous présentons
les résultats obtenues si l’on ne considère que la région inhomogène de la
carte distance/vitesse, c’est-à-dire la partie gauche de celle-ci. On peut alors
noter que les détecteurs CA-CFAR, LQ-CFAR et la sélection de modèle (SM)
ont une capacité de régulation du taux fausse alarme quasi-identique, mais le
LQ-CFAR et la sélection de modèle (SM) permettent d’obtenir une meilleure
capacité de détection que le CA-CFAR. Lors de la deuxième expérience sur
des fonds continus, l’intérêt de ce détecteur a pu être démontré de manière
plus forte car il permet d’obtenir une meilleure maîtrise du taux de fausse
alarme et une meilleure capacité de détection que le CA-CFAR.

La sélection de modèle a été introduite car la probabilité de détection du
LQ-CFAR sur fond homogène est inférieure à celle du CA-CFAR. Il s’agit
d’une méthode automatique de choix entre le CA-CFAR et le LQ-CFAR. Les
résultats obtenus montrent que la sélection de modèle permet une améliora-
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tion de la capacité de détection du LQ-CFAR, notamment sur fond homogène,
au prix d’une moins bonne maîtrise du taux de fausse alarme.

Enfin, le détecteur DSAS permet d’obtenir la meilleure capacité de détec-
tion parmi les détecteurs étudiés et sa maîtrise du taux de fausse alarme est
supérieure à celle du CA-CFAR. Sur des fonds continus, ce détecteur pré-
sente une moins bonne régulation du taux de fausse alarme que le LQ-CFAR,
mais il est moins sensible que ce dernier à des discontinuités du fond. Aussi
le détecteur DSAS apparaît comme une solution intéressante sur des fonds
complexes composés de zones où le fond évolue de manière continue et de
zones où le fond présente des discontinuités.

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons proposé l’utilisation d’une méthode d’estima-
tion de la valeur du fond prenant en compte l’ensemble des données. Cette
méthode utilise une modélisation de la valeur du fond par une surface maillée
linéaire et continue par morceaux et correspond à la Surface Active Statistique
(SAS). Cette modélisation repose sur l’utilisation d’un maillage triangulaire.
L’algorithme SAS que nous avons présenté permet de déformer et de sim-
plifier le maillage afin de représenter aux mieux les données. L’algorithme
proposé est relativement rapide (quelques dizaines de secondes), sans para-
mètre à régler par l’utilisateur et est adapté à la nature du bruit perturbant
les données. L’estimation de la valeur du fond obtenue avec l’algorithme SAS
a été utilisée en détection. Nous avons ainsi obtenu le détecteur DSAS que
nous avons comparé sur des simulations numériques aux autres détecteurs
étudiés dans cette thèse. À la vue des résultats, il apparaît que le détecteur
DSAS permet d’obtenir une capacité de détection élevée (proche de celle du
détecteur idéal) tout en assurant une meilleure maîtrise du taux de fausse
alarme que le détecteur CA-CFAR par exemple.
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Au cours de ce travail de thèse, nous nous sommes attachés à proposer des
méthodes qui améliorent la régulation du taux de fausse alarme pour la

détection de cibles ponctuelles sur des fonds fortement inhomogènes, pertur-
bés par un bruit gamma. Pour cela, nous avons tout d’abord étudié les prin-
cipales techniques existantes. Une étude approfondie du détecteur CA-CFAR
sur des fonds inhomogènes nous a permis de montrer qu’une estimation cor-
recte de la valeur du fond était une étape clef pour assurer de bonnes per-
formances de détection. Afin de garantir le respect du taux de fausse alarme,
nous avons vu qu’il faut être capable d’estimer sans biais la valeur du fond et
qu’il faut connaître la variance d’estimation de la valeur du fond. Enfin, pour
obtenir les meilleures performances de détection possibles, il faut réussir à
réduire la variance d’estimation de la valeur du fond au minimum.

Après cette étude du détecteur CA-CFAR, nous avons proposé différentes
solutions dont la première a été le détecteur associé à la sélection de région
(DSR). Cette technique consiste à adapter, pour chaque position testée, la ré-
gion de référence utilisée pour l’estimation du fond et à tenir compte des
inhomogénéités du fond dans le calcul du seuil de détection. La technique
proposée, dérivée du CA-CFAR, nécessite pour cela une estimation préalable
de la valeur du fond. Nous avons pu montrer sur différents exemples que
cette technique permet d’obtenir une meilleure régulation du taux de fausse
alarme qu’avec le CA-CFAR, mais également une capacité de détection plus
grande. Cette technique peut potentiellement donner de très bonnes perfor-
mances de détection mais son bon fonctionnement est lié à la qualité de l’es-
timation préalable de la valeur du fond.

Pour la deuxième solution que nous avons développée, nous supposons
que le logarithme de la valeur du fond peut être décrite localement par une
fonction quadratique des coordonnées. Le détecteur alors obtenu, dénommé
LQ-CFAR, permet une meilleure régulation du taux de fausse alarme que
celle du CA-CFAR sur des fonds inhomogènes au prix d’une baisse du pou-
voir de détection sur les fonds homogènes. Aussi nous avons proposé de choi-
sir automatiquement l’un ou l’autre des détecteurs (CA-CFAR ou LQ-CFAR)
afin d’obtenir de meilleures performances de détection tout en assurant le
contrôle du taux de fausse alarme. Nous avons pu montrer l’intérêt de cette
approche sur plusieurs exemples. Nous avons néanmoins montré que cette
méthode ne permet pas de gérer des discontinuités du fond.

Le dernier détecteur que nous avons présenté est fondé sur une estimation
de la valeur du fond par une surface maillée. Ce détecteur utilise une nou-
velle modélisation de la valeur du fond dont l’estimation est réalisée grâce
à l’ensemble des données à la différence des techniques de détection précé-
dentes qui utilisent une région de référence localisée autour du pixel test.

137
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L’estimation de la valeur du fond est réalisée par l’algorithme de « Surface
Active Statistique » (SAS) qui permet de déterminer une représentation des
données par une surface maillée et qui repose sur le principe de la minimi-
sation de la complexité stochastique (MCS). À partir d’un maillage régulier,
cet algorithme déforme et simplifie le maillage afin de représenter au mieux
les données au sens de la MCS. La SAS est un algorithme sans paramètre
à régler par l’utilisateur. Nous avons pu montrer que le détecteur DSAS, qui
utilise l’estimation de la valeur du fond réalisée par la SAS, possède une capa-
cité de détection supérieure à celle des autres détecteurs étudiés. Le détecteur
DSAS permet également d’améliorer la régulation du taux de fausse alarme
en comparaison du CA-CFAR. Il présente cependant une maîtrise du taux
de fausse alarme inférieure à celle du LQ-CFAR sur des fonds inhomogènes
complexes, excepté pour des discontinuités brutales du fond.

Proposer un détecteur TFAC est toujours un compromis entre une maî-
trise correcte du taux de fausse alarme et une capacité de détection élevée.
Nous avons tenté de proposer des solutions qui permettent d’améliorer la
régulation du taux de fausse alarme mais sans négliger toutefois leur capacité
de détection.

Suite à ces travaux, il est possible d’envisager différentes perspectives.
Tout d’abord une étude de l’effet du phénomène de phasing (correspondant
au fait que l’écho d’une cible n’est pas nécessairement contenu dans une
unique case distance/vitesse) sur les performances des différentes techniques
de détection est un point qui devra être étudié.

Comme nous l’avons déjà souligné, les performances du détecteur DSR
sont liées à la qualité de l’estimation préalable de la valeur du fond. Aussi, uti-
liser l’estimation fournie par la SAS comme estimation préalable de la valeur
du fond nous semble une perspective intéressante. La qualité de l’estimation
fournie par la SAS pourrait permettre une amélioration des performances du
détecteur DSR au prix d’une charge de calcul supplémentaire.

On pourrait poursuivre l’étude du détecteur fondé sur la sélection entre
le LQ-CFAR et le CA-CFAR afin d’améliorer le critère pour le choix du détec-
teur. On pourrait ainsi espérer obtenir une meilleure régulation du taux de
fausse alarme et un gain en capacité de détection. De toute évidence, ce détec-
teur présente un fort intérêt pour la détection sur des fonds inhomogènes de
par sa simplicité de mis en œuvre et sa rapidité. Concernant la sensibilité du
détecteur LQ-CFAR et de la sélection de modèle à des discontinuités du fond,
on pourrait imaginer une étape de post-traitement afin d’utiliser une détec-
teur plus adapté aux endroits correspondants. Cette étape de post-traitement
pourrait d’ailleurs être intégrée à la sélection de modèle comme la possibilité
de choisir un détecteur supplémentaire.

Une amélioration du contrôle du taux de fausse alarme du détecteur DSAS
est également envisageable. Nous pourrions utiliser l’information de topolo-
gie du maillage pour mieux réguler les fausses alarmes. On peut notamment
envisager d’utiliser le détecteur DSR (sélection de région) à proximité des seg-
ments du maillage, où l’on sait que les fausses alarmes sont potentiellement
plus nombreuses. Par ailleurs, l’utilisation en détection d’une version de la
SAS adaptée à un bruit gamma (et non à un bruit gaussien) ne se justifie pas
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à notre avis. En effet, les études que nous avons réalisées indiquent que nous
ne pourrons pas obtenir un gain de performance significatif en comparaison
de la charge de calcul supplémentaire. En revanche, changer le modèle de
surface nous semble être une évolution intéressante de la SAS. Avec le nou-
veau modèle de surface, on envisagerait une modélisation du fond par un
maillage triangulaire, continu et quadratique (et non plus linéaire) par mor-
ceaux. Nous pensons qu’une telle modélisation de la valeur du fond pourrait
permettre une qualité d’estimation du fond encore meilleure et ainsi, pour
la détection, une meilleure régulation du taux de fausse alarme. Le détec-
teur DSAS est une première étude de l’utilisation d’une surface maillée en
détection, mais il reste encore de nombreuses voies d’investigation.

En conclusion, nous pensons que les trois techniques de détection propo-
sées possèdent chacune leur domaine d’application approprié. Le DSR pour
des fonds qui présentent de fortes discontinuités, la sélection de modèle pour
des fonds qui évoluent de manière continue et le DSAS pour des fonds très
hétérogènes, qui possèdent à la fois des zones continues et des discontinuités.
La recherche d’un algorithme qui synthétiserait l’ensemble de ces propriétés
est un enjeu important s’il permet d’atteindre de faibles temps de calcul.





AAnnexes

141



142 A. Annexes

A.1 Performances de détection du CA-CFAR : cas gé-
néral

Démonstration Démonstration de la proposition 2.2
Nous supposons que la valeur Xn du pixel test n est une variable aléatoire gamma

de moyenne mn(1 + S) (S représente le contraste entre la cible et le fond) et d’ordre
Ln dont la ddp est exprimée par :

fXn(xn) ,
xLn−1

n
µn,SLn Γ(Ln)

exp[−xn/µn,S] pour xn > 0 , (A.1)

où µn,S = mn (1+S)
Ln

.
De plus, nous supposons que pour chaque pixel p de la région de référence ωn, sa

valeur Xp est une variable aléatoire gamma indépendante de moyenne mp et d’ordre
Lp. La densité de probabilité de Yn = ∑p∈ωn Xp peut alors s’écrire, d’après Moscho-
poulos [80], comme :

fYn(yn) = C
∞

∑
k=0

δk
ynρ+k−1

µmρ+kΓ(ρ + k)
exp[−yn/µm] , (A.2)

où :
Nn = card(ωn) , (A.3)

µp =
mp
Lp

, (A.4)

µm , min
(
{µp, p ∈ ωn}

)
, (A.5)

C , ∏
p∈ωn

(µm/µp)
Lp , (A.6)

ρ , ∑
p∈ωn

Lp , (A.7)

δ0 , 1 , (A.8)

δk+1 ,
1

k + 1
k+1
∑
i=1

i γi δk+1−i , k = 0, 1, 2, · · · , (A.9)

γk , ∑
p∈ωn

Lp
(
1 − µm/µp

)k /k , k = 1, 2, · · · . (A.10)

Or selon Papoulis [88], si les variables Xn et Yn sont mutuellement indépen-
dantes, la ddp de la variable aléatoire Wn = Xn/Yn peut s’exprimer comme :

fWn(wn) =
∫ ∞

0
yn fXn(wn yn) fYn(yn) dyn . (A.11)

Après avoir développé l’expression précédente, nous pouvons exprimer fWn sous
la forme suivante :

fWn(wn) =
∫ ∞

0
∑
k≥0

gk(yn, wn) dyn , (A.12)
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avec :

gk(yn, wn) , yn
(wn yn)Ln−1

µn,SLn Γ(Ln)
exp

(
−wn yn

µn,S

)
×

C δk ynρ+k−1 e−
yn
µm

µ
ρ+k
m Γ (ρ + k)

. (A.13)

Grâce à la proposition A.1 présentée à la fin de ces calculs, nous montrons qu’il est
possible dans l’expression de fWn de permuter la somme et l’intégrale :

fWn(wn) =
∫ ∞

0
∑
k≥0

gk(yn, wn)dyn = ∑
k≥0

∫ ∞

0
gk(yn, wn)dyn . (A.14)

En introduisant la fonction Beta et en utilisant la propriété suivante [48] :

Γ(Ln) Γ (ρ + k) = Γ (Ln + ρ + k) B (Ln, ρ + k) , (A.15)

on obtient :

gk(yn, wn) = C δk
B(Ln, ρ + k) × wnLn−1

µn,SLn µmρ+k

× ynLn+ρ+k−1

Γ(Ln + ρ + k) e−yn
(

wn
µn,S

+ 1
µm

)

. (A.16)

En regroupant les termes en yn, l’expression de fWn peut s’écrire sous la forme :

fWn(wn) = C ∑
k≥0

δk
µn,SLn B(Ln, ρ + k)

wnLn−1
(

wn
µn,S

+ 1
µm

)Ln+ρ+k
µmρ+k

×

∫ ∞

0
hk,Ln ,ρ,µn,S,µm(yn)dyn , (A.17)

avec

hk,Ln,ρ,µn,S,µm(yn) ,

(
wn

µn,S
+ 1

µm

)Ln+ρ+k

Γ(Ln + ρ + k) yn
Ln+ρ+k−1e−yn

(
wn

µn,S
+ 1

µm

)

. (A.18)

Nous remarquons alors que les fonctions hk,Ln ,ρ,µn,S,µm(yn) sont les ddp de v.a. gamma

respectivement d’ordre Ln + ρ + k et de moyenne
(

wn
µn,S

+ 1
µm

)−1
, ce qui conduit au

résultat suivant :

∀k ≥ 0 ,
∫ ∞

0
hk,Ln,ρ,µn,S,µm(yn)dyn = 1 . (A.19)

La ddp de Wn est donc donnée par :

fWn(wn) = C ∑
k≥0

δk
µn,SLn B(Ln, ρ + k)

wnLn−1
(

wn
µn,S

+ 1
µm

)Ln+ρ+k
µmρ+k

, wn ≥ 0 . (A.20)
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Remarquons que Yn = Zn Nn et donc que Xn/Zn = Wn Nn.
Calculons maintenant la probabilité de détection qui est définie comme :

PCA-CFAR exa.
d (τn|S, µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn)

= P
(
Xn/Zn > τn|H1, µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn

)

= P
(
Wn > τn/Nn|H1, µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn

)

=
∫ ∞

τn/Nn
fWn(wn)dwn, (A.21)

avec τn un seuil de détection. L’expression de la Pd est donc :

P(Wn > τn/Nn|H1, µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn) =

=
∫ ∞

τn/Nn
∑
k≥0

C δk
µn,SLn B(Ln, ρ + k)

wnLn−1

µ
ρ+k
m

(
wn

µn,S
+ 1

µm

)Ln+ρ+k dwn . (A.22)

Nous souhaitons maintenant simplifier les termes qui dépendent de wn. En définis-
sant un , wn

µm
µn,S

, nous pouvons remarquer que :

∫ ∞

τn/Nn

wnLn−1
(

wn
µn,S

+ 1
µm

)Ln+ρ+k dwn

=
∫ ∞

τn/Nn
µ

Ln+ρ+k
m

wnLn−1
(

wnµm
µn,S

+ 1
)Ln+ρ+k dwn

=
∫ ∞

τn
µm

Nnµn,S

µm
ρ+k µn,S

Ln unLn−1

(1 + un)Ln+ρ+k dun , (A.23)

alors l’expression de la Pd peut s’écrire :

P(Wn > τn/Nn|H1, µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn) =
∫ ∞

τn
µm

Nnµn,S
∑
k≥0

C δk
B(Ln, ρ + k)

unLn−1

(1 + un)Ln+ρ+k dun . (A.24)

En réalisant le changement de variable vn , un
1+un

, vn ∈ [0, 1], nous obtenons :

P(Wn > τn/Nn|H1, µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn) =
∫ 1

τn
µm

Nnµn,S
1+τn

µm
Nnµn,S

∑
k≥0

ek(vn)dvn , (A.25)

avec :
ek(vn) , C δk

B(Ln, ρ + k)vn
Ln−1(1 − vn)ρ+k−1 . (A.26)

Grâce à la proposition A.2, on peut montrer que la somme et l’intégrale peuvent être
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permutées dans l’expression de la Pd :

P(Wn > τn/Nn|H1, µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn)

=
∫ 1

τn
µm

Nnµn,S
1+τn

µm
Nnµn,S

∑
k≥0

ek(vn)dvn

= ∑
k≥0

∫ 1
τn

µm
Nnµn,S

1+τn
µm

Nnµn,S

ek(vn)dvn . (A.27)

En utilisant la définition de la fonction Beta incomplète régularisée I(x, a, b) (cf.
définitions des notations p.191) pour exprimer la Pd, nous concluons que :

PCA-CFAR exa.
d (τn|S, µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn) =

C ∑
k≥0

δk

[
1 − I

(
τn

µm
µnNn(1+S)

1 + τn
µm

µnNn(1+S)

, Ln, ρ + k
)]

. (A.28)

�

Corollaire A.1 Le calcul numérique de l’équation A.28 nécessite de réaliser une troncature.
Notons K l’ordre à lequel la troncature est réalisée, dans le cas du calcul de la P f a on
peut alors donner une borne sur l’erreur due à la troncature :

εK(τn) = PCA-CFAR exa.
f a (τn|µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn)

− KP f a
CA-CFAR exa.

(τn|µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn)

= C ∑
k≥K+1

δk

[
1 − I

(
τn

µm
µn Nn

1 + τn
µm

µn Nn

, Ln, ρ + k
)]

≤ C ∑
k≥K+1

δk , (A.29)

où KP f a
CA-CFAR exa.

(τn|µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn) est l’expression de
PCA-CFAR exa.

f a (τn|µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn) limitée aux K premiers termes. De
plus, nous remarquons que :

εK(0) = PCA-CFAR exa.
f a (0|µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn)

− KP f a
CA-CFAR exa.

(0|µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn)

= 1 − C
K
∑
k=0

δk = C ∑
k≥K+1

δk, (A.30)

alors :
εK(τn) ≤ εK(0) = 1 − C

K
∑
k=0

δk . (A.31)
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On obtient ainsi une borne supérieure de l’erreur liée à la troncature de la somme
infinie pour PCA-CFAR exa.

f a . On peut noter que cette erreur est nulle quand la région
de référence est homogène. Quand la région de référence est inhomogène, on peut lors
du calcul numérique de KP f a

CA-CFAR exa. calculer également la borne précédemment
présentée et ainsi obtenir une information quant à l’erreur liée à la troncature de la
somme infinie.

Proposition A.1 Dans l’expression de fWn (équation A.12), la somme et l’intégrale peuvent
être permutées :

fWn(wn) =
∫ ∞

0
∑
k≥0

gk(yn, wn)dyn = ∑
k≥0

∫ ∞

0
gk(yn, wn)dyn . (A.32)

Démonstration Dans [80], il est démontré que :

fYn(yn) = ∑
k≥0

C δk ynρ+k−1 e−
yn
µm

µ
ρ+k
m Γ (ρ + k)

≤ C µm−ρ

Γ(ρ)
yn

ρ−1 exp
[
−yn

1 − b
µm

]
, (A.33)

avec
b , max

({
1 − µm

µp
, p ∈ ωn, p 6= m

})
. (A.34)

Or, par définition :

gk(yn, wn) , yn
(wn yn)Ln−1

µn,SLn Γ(Ln)
exp

(
−wn yn

µn,S

)
×

C δk ynρ+k−1 e−
yn
µm

µ
ρ+k
m Γ (ρ + k)

. (A.35)

En utilisant le résultat de Moschopoulos, nous en déduisons que :

∑
k≥0

gk(yn, wn) ≤ C µn−Lnµm−ρ

Γ (Ln) Γ (ρ)
wn

Ln−1yn
Ln+ρ−1×

exp
[
−yn

(
wn
µn

+
1 − b
µm

)]
. (A.36)

À l’aide du théorème de la convergence dominée [15], on s’assure de la convergence
dominée de ∑k≥0 gk(yn, wn), ce qui implique que la somme et l’intégrale peuvent
être permutées dans l’expression de fWn .

�

Proposition A.2 Dans l’expression de la Pd (cf. équation A.25), l’intégrale et la somme
peuvent être permutées :

P(Wn > τn/Nn|H1, µn, Ln, {µp}p∈ωn , {Lp}p∈ωn)

=
∫ 1

τn
µm

Nnµn,S
1+τn

µm
Nnµn,S

∑
k≥0

ek(vn)dvn

= ∑
k≥0

∫ 1
τn

µm
Nnµn,S

1+τn
µm

Nnµn,S

ek(vn)dvn , (A.37)
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où :
ek(vn) , C δk

B(Ln, ρ + k)vn
Ln−1(1 − vn)ρ+k−1 . (A.38)

Démonstration Pour démontrer cette proposition, nous allons démontrer la convergence uni-
forme de la série ek(vn).

Dans [80], une borne supérieure de δk est utilisée :

|δk| ≤
(ρ)k

k! bk, (A.39)

avec b , max
({

1 − µm
µp

, p ∈ ωn, p 6= m
})

≤ 1 et où (a)k désigne le symbole de
Pochhammer (cf. définitions des notations p.191).
En utilisant la propriété suivante :

B(Ln, ρ + k) =
(ρ)k

(Ln + ρ)k
B(Ln, ρ) (A.40)

on peut alors définir Bk(vn) :

Bk(vn) , C vnLn−1

B(Ln, ρ)
(1 − vn)ρ−1 (Ln + ρ)k

k! [b(1 − vn)]k , (A.41)

tel que :
|ek(vn)| ≤ Bk(vn) . (A.42)

Une étude de la fonction Bk(vn) permet de remarquer que cette fonction atteint
une valeur maximale B0

k en v0
k :

∀vn ∈ [0, 1] , Bk(vn) ≤ B0
k = Bk(v0

k) , (A.43)

et :
v0

k =
Ln − 1

Ln + ρ + k − 2 . (A.44)

On peut alors noter que :

B0
k+1
B0

k
=

(Ln + ρ + k)
(Ln + ρ − 1)

b(1 − v0
k)

(k + 1)
. (A.45)

Quand k tend vers l’infini, le rapport entre B0
k+1 et B0

k tend vers une valeur limite :

lim
k→∞

B0
k+1
B0

k
=

b
Ln + ρ − 1 . (A.46)

Comme b ≤ 1, cette valeur limite est inférieure à 1 pour des ordres de bruit gamma
usuels (Ln + ρ > 2).

Aussi, en appliquant le théorème de d’Alembert, on prouve la convergence de la
série B0

k :
B0

k+1
B0

k
→ b

Ln+ρ−1 < 1
k → ∞

}
⇒ ∑

k≥0
B0

k converge, (A.47)
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ce qui implique la convergence uniforme de la série ek(vn) (critère de Weierstrass
[17]). D’après le théorème de la convergence uniforme [51], la somme et l’intégrale
peuvent alors être permutées dans l’expression de la Pd.

�
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A.2 Calcul numérique des performances exactes du

CA-CFAR
Dans cette annexe, nous proposons d’étudier comment les performances
exactes du CA-CFAR peuvent être calculées numériquement. Pour cette
étude, nous utiliserons trois régions de référence différentes (a,b,c), les mêmes
que celles utilisées dans la section 2.3.2.

Rappelons que la statistique de décision utilisée par le CA-CFAR corres-
pond au rapport Xn/Zn où Xn est la valeur du pixel test et Zn l’estimation
de la valeur du fond au pixel test. Dans le chapitre 2, nous avons présenté les
expressions exactes des performances du CA-CFAR. L’expression exacte de
la probabilité de fausse alarme du CA-CFAR peut notamment s’écrire sous la
forme suivante :

PK
f a(τn) =

∫ ∞

τn
PK

Xn
Zn

(x)dx , (A.48)

où la ddp PK
Xn
Zn

(x) de Xn/Zn est donnée par :

PK
Xn
Zn

(x) =
K
∑
k=0

Tk(x) . (A.49)

Cette dernière expression fait intervenir une somme de termes Tk(x) indicés
par k allant de 0 jusqu’à l’ordre K. Pour le calcul exacte de la probabilité
de fausse alarme, il est nécessaire de faire tendre K vers l’infini. Cependant
pour calculer numériquement cette valeur, nous devrons limiter le nombre de
termes K pris en compte lors du calcul. Aussi nous analysons dans la suite les
répercutions liées à la prise en compte d’un nombre K limité de termes lors du
calcul de cette somme. Puis nous donnerons quelques éléments concernant la
manière dont le calcul des performances exactes doit être conduit pour limiter
les erreurs d’arrondi.

Rappelons que nous considérons des régions de référence composées de
10 pixels, un bruit gamma d’ordre L = 4 et que nous considérons que le
pixel test n ne contient pas de cible. Pour le cas (a), la valeur du fond est
la même pour le pixel test et tous les pixels de la région de référence. Pour
le cas (b), le fond est homogène dans la région de référence, mais la valeur
du fond au pixel test est 1.5 fois plus grande que la valeur du fond dans la
région de référence. Pour le cas (c), nous avons choisi d’étudier une région
de référence inhomogène composée de deux zones homogènes de 5 pixels :
pour l’une des zones la valeur du fond est égale à 0.5 fois la valeur du fond
mn au pixel test et pour l’autre zone la valeur du fond est égale à 1.5 fois
mn. Ce dernier cas (c) est particulièrement intéressant car, contrairement aux
deux autres cas (a,b), on peut remarquer à partir de l’équation 2.24 que la P f a
exacte du CA-CFAR est la somme de plusieurs termes (indicé par k) et non
d’un seul terme (k = 0, pour les cas a et b). On peut alors se demander quelle
est l’importance de chacun des termes et combien doivent être pris en compte
pour décrire la P f a exacte du CA-CFAR avec une précision suffisante.
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Fig. A.1 – Évolution de la probabilité de fausse alarme P K
f a en fonction du nombre de termes

K utilisés.

A.2.1 Influence du nombre de termes
La figure Fig. A.1 illustre dans le cas (c) l’évolution de la probabilité de fausse
alarme en fonction du nombre K de termes pris en compte lors du calcul. Plus
exactement, la courbe indique quel pourcentage de la probabilité de fausse
alarme totale est obtenu en ne considérant que les K premiers termes. Le seuil
de détection est fixé de sorte que la probabilité de fausse alarme finale soit
égale à 10−4. On peut s’apercevoir qu’un nombre restreint de termes (K ' 60)
permet d’évaluer la probabilité de fausse alarme. La probabilité de fausse
alarme calculée en ne considérant que les K premiers termes PK

f a converge
rapidement (K ' 60) vers la probabilité de fausse alarme exacte. Il apparaît
donc possible de calculer la probabilité de fausse alarme exacte du CA-CFAR
en ne prenant en compte lors du calcul qu’un nombre limité de termes.

Par ailleurs, cette évolution rapide de PK
f a indique que tous les termes de

la somme infinie n’ont pas la même importance. Par exemple, nous avons
pu remarquer précédemment que le terme d’indice k = 0 de la probabilité
de fausse alarme est nul dans le cas (c) alors que ce n’est pas vrai pour les
cas (a,b). On peut alors se questionner sur la méthode à utiliser pour calculer
numériquement les performances exactes du détecteur CA-CFAR. En effet,
on va devoir sommer des termes de valeurs très différentes. Or on sait que
cela peut conduire à des erreurs de calcul numérique [45, 60, 81], un terme
de faible valeur étant négligé devant un terme de forte valeur. L’ordre dans
lequel on va sommer les différents termes, aura donc une influence sur la
précision du résultat du calcul de la probabilité de fausse alarme.

A.2.2 Calcul numérique
Pour répondre à cette préoccupation concernant le calcul numérique des per-
formances exactes, étudions l’influence des différents termes. La ddp de la
statistique Xn/Zn peut être vue comme une somme de termes Tk où k est
l’indice du terme en question. La ddp de Xn/Zn calculée avec les K premiers
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termes, que nous notons PK
Xn
Zn

, est donc donnée par :

PK
Xn
Zn

(x) =
K
∑
k=0

Tk(x) . (A.50)

Les deux graphiques présentés à la figure Fig.A.2 permettent de repré-
senter l’évolution de la ddp de la statistique Xn/Zn en fonction du nombre
K de termes pris en compte lors du calcul. Sur le premier des graphiques,
il est représenté PK

Xn
Zn

(x) en fonction de x obtenue en ne considérant que les
K premiers termes et cela pour différentes valeurs de K. On peut alors ob-
server la convergence de PK

Xn
Zn

en fonction de K. Sur le second graphique, on

représente également l’évolution de PK
Xn
Zn

en fonction de K mais sous la forme

d’une image. Dans ce cas, PK
Xn
Zn

est représenté en niveau de gris. On voit alors

la convergence rapide de PK
Xn
Zn

en fonction de K. En effet, lorsque la valeur de
K est supérieure à 60, les lignes de l’image sont identiques.

Le résultat présenté avec la figure (Fig. A.2) est cohérent avec la figure pré-
cédente, un nombre restreint de termes (K ' 60) suffit pour calculer PXn

Zn
(x)

et, de plus, les premiers termes (K ≤ 20) ont une contribution faible à la
valeur de PXn

Zn
(x).

On peut également représenter les différentes termes Tk qui entrent en
jeu pour le calcul de la ddp du test de détection (cf. figure Fig. A.3). Pour
cela, nous utilisons les mêmes représentations que pour la figure précédente.
Le premier des graphiques représente le terme Tk(x) en fonction de x pour
différents termes d’indice k. Le second des graphiques est une représentation
sous forme d’image où le niveau de gris de l’image est associé à la valeur de
Tk(x) calculée en considérant le kème terme.

On remarque que tous les termes ne contribuent pas de manière égale
dans la somme qui définit la ddp du test de détection, certains termes étant
prépondérants.

Lorsque nous calculons une probabilité de détection ou une probabilité
de fausse alarme, nous calculons l’intégrale de la ddp PXn

Zn
(x) de la statistique

Xn/Zn suivant x entre un seuil τ et l’infini. Pour calculer avec précision la
Pd ou la P f a, il faut donc avoir une connaissance précise de la queue de la
distribution de Xn/Zn. Ce faisant, on peut observer que les premiers termes
décrivent principalement la queue de cette distribution. Ces termes étant de
faible valeur, lors du calcul des performances exactes, il faut les prendre en
compte en premier afin d’éviter les erreurs de calculs numériques.

C’est pourquoi nous calculons les performances de détection exactes en
sommant les termes d’indices k du plus petit jusqu’au terme d’indice k =
K. L’ordre K est choisi de manière à ce que le terme d’indice k = K soit
significatif, à la précision machine, devant la somme des termes précédents.
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Fig. A.2 – Évolution de la ddp du test de détection en fonction du nombre de termes K
pris en compte lors du calcul. En haut, le graphique présente la densité de probabilité du
test de détection calculé avec K termes pour différentes valeurs de K. En bas, l’image illustre
l’évolution de la ddp du test de détection en fonction de K (K ∈ [1, 100]). L’axe vertical
correspondant au nombre de termes K pris en compte pour le calcul, les niveaux de gris sont
fixés à partir de la valeur de PK

Xn
Zn

(x).
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Fig. A.3 – Importance des différents termes qui sont additionnés pour obtenir la ddp du test
de détection. En haut, le graphique présente la densité de probabilité associée à chacun des
termes Tk. En bas, l’image permet d’apprécier la ddp de chacun des termes (k ∈ [1, 100]).
L’axe vertical correspondant à l’indice k du terme considéré et les niveaux de gris sont fixés à
partir de la valeur de Tk(x).
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A.3 Moyenne et variance du logarithme d’une va-
riable aléatoire gamma

Proposition A.3 Soit X une v.a. gamma de moyenne m et d’ordre L, soit Y = log(X), alors :

EX[Y] = ψ(L) − ln
(

L
m

)
, (A.51)

et
varX(Y) = ζ(2, L), (A.52)

avec ψ la fonction Digamma et ζ la fonction Zeta de Hurwitz [1, 52].

Démonstration L’espérance mathématique de Y est donnée par :

EX[Y = log(X)] =
∫ ∞

0
log(x)

LLxL−1

mLΓ(L)
exp

[
−L x

m
]

dx. (A.53)

D’après [52] :
∫ ∞

0
xν−1 exp [−µx] log(x)dx =

Γ(ν)

µν
[ψ(ν) − log(µ)] . (A.54)

Donc :
EX[Y] = ψ(L) − ln

( L
m

)
. (A.55)

De plus :

EX[Y2] =
∫ ∞

0
log(x)2 LLxL−1

mLΓ(L)
exp

[
−L x

m
]

dx. (A.56)

Toujours d’après [52] :
∫ ∞

0
xν−1 exp [−µx] log(x)2dx =

Γ(ν)

µν

[
[ψ(ν) − log(µ)]2 + ζ(2, ν)

]
. (A.57)

D’où EX [Y2] :

EX[Y2] =

[
ψ(L) − log

( L
m

)]2
+ ζ(2, L). (A.58)

Ce qui conduit à :

varX(Y) = EX[Y2] − EX[Y]2 = ζ(2, L). (A.59)

�
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A.4 LQ-CFAR et estimation non-biaisée du fond

Rappelons tout d’abord certaines propriétés des variables aléatoires lognor-
males.

Propriété A.1 Soit µ̂ une variable aléatoire gaussienne de moyenne µ et de variance ς2, alors
ν̂ = exp[µ̂] est une variable aléatoire log-normale dont la densité de probabilité est :

fν̂(ν) =
1

ν ς
√

2 π
exp

[
− (log(ν) − µ)2

2 ς2

]
. (A.60)

La valeur moyenne de ν̂ est [35] :

E[ν̂] = exp
[

µ +
ς2

2

]
. (A.61)

Supposons maintenant que X est une variable aléatoire gamma de
moyenne m et d’ordre L. Cette variable aléatoire représente les données. Puis
introduisons la variable aléatoire Y telle que Y , log(X) (le logarithme des
données). Grâce à l’annexe A.3, nous sommes capable de donner la valeur des
deux premiers moments de Y à partir de m et L et plus particulièrement la
valeur moyenne de Y que nous noterons µ , E[Y]. Considérons une fonction
f qui à partir de Y permet une estimation de µ (estimation du logarithme de
la valeur du fond). Notons cette estimation µ̂ que nous supposerons être une
variable aléatoire lognormale de moyenne µ et de variance ς2. Nous calculons
ensuite ν̂ , exp (µ̂) dont nous sommes capable de donner la valeur moyenne
grâce à l’équation A.61.

On peut représenter ces différentes opérations par le diagramme suivant :

X
log

// Y
f

��

ν̂ µ̂
exp

oo

avec :
X ∼ G(m, L) , (A.62)

E[Y] = µ = ψ(L) − log(L/m) , (A.63)
µ̂ ∼ N (µ, ς2) , (A.64)

E[ν̂] = exp
[

µ +
ς2

2

]
. (A.65)

En remplaçant dans l’équation A.65 µ par son expression (cf. équation
A.63), on obtient que :

E [ν̂] =
m
L exp

[
ψ(L) +

ς2

2

]
. (A.66)
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On remarque alors que la valeur moyenne de ν̂ est différente de m. Si nous
souhaitons effectuer une estimation non-biaisée de m à partir de ν̂, nous pou-
vons réaliser la transformation suivante :

m̂ = ν̂ L exp
[
−ψ(L) − ς2

2

]
, (A.67)

avec m̂ l’estimateur non-biaisé de m obtenu à partir de ν̂. En effet :

E[m̂] = E[ν̂] L exp
[
−ψ(L) − ς2

2

]

= L exp [µ − ψ(L)] , (A.68)

à partir de cette dernière expression et en utilisant l’équation A.63, on obtient
que E[m̂] = m.

En exprimant m̂ en fonction de µ̂, on obtient alors :

m̂ = L exp
[

µ̂ − ψ(L) − ς2

2

]
. (A.69)
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A.5 Calculs des performances du LQ-CFAR
Le test de détection du LQ-CFAR consiste à calculer le rapport entre le pixel
test et une estimation de la valeur du fond au pixel test m̂LQ-CFAR

n,ωn . En sup-
posant que m̂LQ-CFAR

n,ωn est une variable aléatoire lognormale, nous souhaitons
calculer les performances du LQ-CFAR.

Dans cette annexe, nous établirons l’expression de la probabilité de fausse
alarme pour un test de détection correspondant au rapport entre une variable
aléatoire gamma et une variable aléatoire log-normale. Nous noterons X la
variable aléatoire gamma de moyenne m (1 + S) et d’ordre L et m̂ la variable
aléatoire log-normale de moyenne m et de variance ς2. Définissons la variable
aléatoire T comme :

T ,
X
m̂ . (A.70)

La densité de probabilité de X est donnée par :

fX(x) =
LL

mL (1 + S)L Γ(L)
xL−1 exp

[
−L x

m (1 + S)

]
. (A.71)

La densité de probabilité de m̂ est donnée par :

gm̂(y) =
1

y ς
√

2 π
exp

[
− (log(y) − µ)2

2 ς2

]
. (A.72)

où µ , log(m) − 1
2 ς2 (cf. propriété A.1). On peut alors exprimer la densité de

probabilité de m̂ en fonction des paramètres m et ς :

gm̂(y) =
1

y ς
√

2 π
exp


−

(
log(y/m) + 1

2 ς2
)2

2 ς2


 . (A.73)

D’après Papoulis [88], la densité de probabilité de T est :

fT(t) =
∫ ∞

0
y fX(t y)gm̂(y)dy. (A.74)

Que l’on peut écrire après remplacement de fX et gm̂ :

fT(t) =
LL

mL (1 + S)L Γ(L)

1
ς
√

2 π

∫ ∞

0
(t y)L−1

exp
[
−L t y

m (1 + S)
− 1

2 ς2

(
log(y/m) +

1
2ς2
)2
]

dy. (A.75)

En développant le terme dans la fonction exponentielle :

fT(t) =
LL

mL (1 + S)LΓ(L)

1
ς
√

2 π

∫ ∞

0
(t y)L−1

exp
[
−L t y

m (1 + S)
− 1

2 ς2 log(y/m)2 − 1
2 log(y/m) − ς2

8

]
dy. (A.76)
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Soit :

fT(t) =
LL

mL (1 + S)L Γ(L)

exp
[
− ς2

8

]

ς
√

2 π

∫ ∞

0

tL−1 yL−3/2

m−1/2

exp
[
−L t y

m (1 + S)
− 1

2 ς2 log(y/m)2
]

dy. (A.77)

Le calcul de la probabilité de détection correspond à la probabilité que la
valeur de T soit supérieure au seuil de détection τ dans le cas où le pixel test
contient une cible (hypothèse H1) :

Pd(τ) =
∫ ∞

τ
fT(t)dt. (A.78)

D’où :

Pd(τ) =
∫ ∞

τ

LL

mL (1 + S)L Γ(L)

exp
[
− ς2

8

]

ς
√

2 π

∫ ∞

0

tL−1 yL−3/2

m−1/2

exp
[
−L t y

m (1 + S)
− 1

2 ς2 log(y/m)2
]

dy dt. (A.79)

En utilisant le théorème de Fubini, on peut intervertir les intégrales :

Pd(τ) =
LL

mL (1 + S)L Γ(L)

exp
[
− ς2

8

]

ς
√

2 π

∫ ∞

0

yL−3/2

m−1/2 exp
[
− 1

2 ς2 log(y/m)2
]

∫ ∞

τ
tL−1 exp

[
−L t y

m (1 + S)

]
dt dy. (A.80)

Or d’après [49] :
∫ ∞

τ
tL−1 exp

[
−L t y

m (1 + S)

]
dt =

(
L y

m (1 + S)

)−L
Γ

(
L, L τ

y
m (1 + S)

)
. (A.81)

avec Γ(x, y) la fonction gamma incomplète.
On obtient alors :

Pd(τ) =
exp

[
− ς2

8

]

ς Γ(L)
√

2 π

∫ ∞

0

y−3/2

m−1/2 Γ

(
L, L τ

y
m (1 + S)

)

exp
[
− 1

2 ς2 log(y/m)2
]

dy. (A.82)

En effectuant le changement de variable u = y
m , on aboutit à :

Pd(τ) =
exp

[
− ς2

8

]

ς Γ(L)
√

2 π

∫ ∞

0
u−3/2Γ

(
L, L τ

u
1 + S

)

exp
[
− 1

2 ς2 log(u)2
]

du. (A.83)
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A.6 Terme de codage du maillage de la SAS
Pour établir l’expression du terme de codage du maillage de la Surface Ac-
tive Statistique (SAS), nous allons tout d’abord décrire une représentation
compacte du maillage. L’idée est de considérer que l’on doit transmettre le
maillage à une personne distante avec le message le plus court possible. Puis
nous calculerons la longueur moyenne de ce message.

A.6.1 Description compacte du maillage
Nous proposons dans cette annexe d’exposer une approche qui permet
d’aboutir à un codage d’un maillage triangulaire. La longueur du codage ob-
tenu est d’un ordre de grandeur raisonnable et permet d’obtenir des résultats
satisfaisants. La solution au problème du terme de codage d’un maillage tri-
angulaire n’est probablement pas unique et une solution alternative pourrait
être une perspective intéressante.

Description d’un maillage triangulaire

Pour que la personne qui reçoit le message puisse reconstruire le maillage,
il lui faut connaître les positions des nœuds ainsi que leurs connexions ce
qui définit la topologie du maillage. Les informations liées à la topologie
d’un maillage triangulaire peuvent être regroupées dans un tableau que nous
nommerons tableau topologique. La figure Fig. A.4 présente un exemple de
maillage et le tableau Tab. A.1 présente le tableau topologique associé à ce
maillage. Lors de l’écriture de ce tableau topologique, nous numérotons les
nœuds du maillage par ordre croissant au fil de leur apparition dans le ta-
bleau topologique. Cette convention nous sera utile par la suite pour présen-
ter une description du maillage de faible longueur.

Nœud Coordonnées Nœuds connexes
0 (0,0) 1 2 3 0

1 (40,5) 4 2 0 1

2 (30,30) 0 1 4 5 3 0

3 (-10,40) 0 2 5 6 7 3

4 (100,0) 8 5 2 1 4

5 (60,50) 2 4 8 9 10 11 6 3 2

6 (20,60) 3 5 11 7 3

7 (0,80) 3 6 11 7

8 (90,40) 9 5 4 8

9 (100,80) 10 5 8 9

10 (70,85) 11 5 9 10
11 (40,85) 7 6 5 10 11

Tab. A.1 – Tableau topologique associé au maillage de la figure Fig. A.4. Dans la colonne
de droite, les numéros de nœud non soulignés sont des informations redondantes qui peuvent
être déduites à partir des informations apportées par les numéros de nœud soulignés.
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Fig. A.4 – Exemple de maillage comportant 12 nœuds et 33 segments. Les liaisons en poin-
tillés permettent d’identifier les segments qui définissent les bords du maillage.

À chaque ligne du tableau est associé un nœud du maillage. Dans la
colonne de gauche, le numéro du nœud est indiqué, ses coordonnées sont
dans la colonne du milieu et la colonne de droite indique quels sont ses
nœuds connexes, c’est-à-dire les nœuds auxquels il est relié par une arête
du maillage. Pour le nœud numéro 0, on peut par exemple constater que ses
coordonnées sont (0, 0) et qu’il est relié aux nœuds numéro 1, 2 et 3. On note
que le nœud numéro 0 est indiqué comme un nœud connexe à lui-même, ce
qui permet de savoir que ce nœud est un nœud du bord du maillage. Nous
reviendrons sur ce point plus tard.

Afin d’être exploitable, l’écriture du tableau topologique doit respecter
certaines règles liées notamment à la structure triangulaire du maillage.

Règle A.1 Chaque ligne du tableau correspond à un nœud dont le numéro est noté à gauche.
Pour la (K + 1)ème ligne, la liste des nœuds connexes notée à droite est ordonnée, à
une permutation circulaire près, de façon à être parcourue en tournant dans le sens
trigonométrique autour du nœud numéro K.

Cette règle permet de retrouver facilement la structure du maillage à par-
tir du tableau topologique puisque celle-ci est supposée triangulaire. En effet,
en considérant la (K + 1)ème ligne du tableau topologique et en prenant deux
numéros (P1 et P2) de nœuds qui se suivent dans la colonne de droite, on
peut établir l’existence d’un triangle dont les sommets sont les noeuds nu-
méro K, P1 et P2. Ainsi pour la ligne correspondant au nœud numéro 0, si on
choisit les nœuds numéro 1 et 2 (les deux premiers de la liste), on peut en dé-
duire l’existence d’un triangle (0,1,2). En utilisant cette même règle, le triangle
(0,2,3) est également défini avec la même ligne du tableau topologique.

Dans le tableau topologique, on constate que pour un nœud (K) intérieur
au maillage, le premier et le dernier élément de la liste des nœuds connexes
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sont les mêmes, ce qui permet de décrire complètement le polygone associé
au nœud (K). Cette remarque peut être vérifiée grâce aux lignes correspon-
dantes aux nœuds numéro 2, 5 et 6 dans le tableau topologique. On peut
ainsi facilement identifier un nœud intérieur au maillage en lisant le tableau
topologique.

On souhaite également pouvoir identifier facilement les nœuds du bord
du maillage dans le tableau topologique. Aussi une nouvelle règle est établie.

Règle A.2 Pour un nœud du bord du maillage, la liste des numéros de nœuds connexes com-
mence par le numéro d’un nœud du bord du maillage et finit par le numéro du nœud
associé à la ligne.

On peut vérifier cette règle pour l’ensemble des nœuds du bord dans le
tableau topologique. C’est le cas par exemple pour le nœud numéro 0 dont
la liste des nœuds connexes débute par 1 (le numéro d’un nœud du bord) et
finit par 0 (lui-même).

Ainsi grâce aux deux règles précitées, toute topologie de maillage à
mailles triangulaires peut être représentée. Pour bien comprendre com-
ment le maillage est reconstruit à l’aide du tableau topologique, considérons
l’exemple du nœud numéro 1.

0
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4

2

Noeud Noeuds connexes

1

1

1

1

1

1

4 2 0 1

4 2 0 1

4 2 0

1024

1

a

b

c

4 2 0 1

4 2 0 1

d

c

b

a
d

e

e

1 4 2 0 1 1 est un noeud

1 est un noeud

du bord

du bord

Fig. A.5 – Exemple de reconstruction de maillage pour le nœud numéro 1. À gauche, le
polygone de voisinage du nœud numéro 1, à chaque segment est associée une lettre. Les
liaisons en pointillés permettent d’identifier les segments qui définissent les bords du maillage.
À droite, la ligne du tableau topologique associée au nœud numéro 1 est dupliquée plusieurs
fois. Pour chaque ligne, les numéros entourés permettent de reconstruire les segments indiqués
après la flèche.

La figure Fig. A.5 illustre comment chacun des segments reliés au nœud
numéro 1 peut être reconstruit. Ainsi le triangle composé des nœuds numéro
1, 4 et 2 est reconstruit à partir des segments a, c et b. De même le triangle
composé des nœuds numéro 1, 2 et 0 est reconstruit avec les segments b, e et
d. L’utilisation de la règle A.2 à la dernière ligne du tableau de la figure Fig.
A.5 permet de savoir que le nœud numéro 1 est un nœud du bord et que le
segment a est une arête du bord du maillage. Alors, le segment d appartient
nécessairement au bord du maillage pour assurer la continuité du bord.
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Codage non simplifié et reconstruction du maillage

L’objectif est maintenant de coder le tableau topologique d’un maillage tri-
angulaire quelconque. Pour cela, nous considérons que le premier nœud est
toujours placé en (0, 0) et on ne le code donc pas. En envoyant les coordon-
nées d’un nœud uniquement lors de sa première apparition, on peut repré-
senter le codage du maillage obtenu sous la forme suivante :
{ 1 (40,5), 2 (30,30), 3 (-10,40), 0 ; 4 (100,0), 2, 0, 1 ; 0, 1, 4, 5 (60,50), 3, 0 ; 0, 2, 5,
6 (20,60), 7 (0,80), 3 ; 8 (90,40), 5, 2, 1, 4 ; 2, 4, 8, 9 (100,80), 10 (70,85), 11 (40,85),
6, 3, 2 ; 3, 5, 11, 7, 3, 7 ; 3, 6, 11, 7 ; 9, 5, 4, 8 ; 10, 5, 8, 9 ; 11, 5, 9, 10 ; 7, 6, 5, 10,
11. } ,
où la virgule sépare les informations d’une même ligne du tableau topolo-
gique et le point virgule sépare les informations de deux lignes différentes
du tableau topologique. Remarquons que cette ponctuation est rajoutée uni-
quement dans un souci de lisibilité de la liste, mais qu’il n’est pas nécessaire
de transmettre cette ponctuation dans la mesure où cette information est ob-
tenue directement lors de la reconstruction du maillage. En effet, avec les
deux règles précédentes, on sait que la liste des nœuds connexes à un nœud
numéro K se termine soit par K (le nœud numéro K est un nœud du bord)
soit par le même numéro que le premier élément de la liste (le nœud numéro
K est un nœud intérieur au maillage). On peut donc identifier dans le codage
un changement de ligne du tableau topologique.

La figure Fig. A.6 est une représentation de la reconstruction du maillage.
Sur cette figure, la contribution apportée à la reconstruction du maillage par
chaque ligne du tableau topologique est indiquée.
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parcours
Sens de

Fig. A.6 – Construction du codage du maillage. Pour chaque ligne du tableau topologique,
on associe un style et une couleur de trait différent.

Lors de cette reconstruction du maillage, la transmission d’un nouveau
nœud (P2) permet de reconstruire deux arêtes qui relient le nouveau nœud
à deux nœuds précédemment reconstruits. Le premier de ces nœuds est le
nœud (K) correspondant à la ligne du tableau topologique en cours de re-
construction. Le second nœud (P1) précède le nouveau nœud lors du parcours
dans le sens trigonométrique du polygone de voisinage du nœud numéro
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K. Cette propriété est directement liée à la nature triangulaire du maillage
comme l’illustre la figure Fig. A.7.

Sens de parcours

Noeud Noeuds connexes

X X X ...
PSfrag replacements

P2

P2

K

K

P1

P1
2 nouvelles
arêtes

Fig. A.7 – Lors de la reconstruction d’un nouveau nœud P2, deux nouvelles arêtes sont égale-
ment reconstruites. Le nouveau nœud (P2) est connexe à deux nœuds (K et P1) précédemment
reconstruits.

Simplification du codage du maillage

Nous remarquons que l’information fournie par le tableau topologique est
redondante. Par exemple, des connexions entre les nœuds sont dénombrées
en double. C’est le cas du segment (0,1), qui est présent à la première ligne
(premier nœud connexe) et à la deuxième ligne (troisième nœud connexe) du
tableau topologique. Ainsi, les numéros de nœuds soulignés dans le tableau
topologique (cf. tableau Tab. A.1) correspondent aux informations suffisantes
pour reconstruire le maillage (déclaration de nœuds ou de segments). Les nu-
méros de nœuds qui ne sont pas soulignés dans le tableau topologique sont
autant d’informations superflues pour coder le maillage. Lors de la recons-
truction du maillage, l’information apportée par les éléments non soulignés
peut être déduite de l’information transmise grâce aux éléments soulignés en
considérant les deux règles citées précédemment.

Pour obtenir un codage de longueur plus faible, on va donc transmettre
uniquement les éléments soulignés dans le tableau topologique, c’est-à-dire :
{ 1 (40,5), 2 (30,30), 3 (-10,40), 0 ; 4 (100,0), 2 ; 5 (60,50), 3 ; 6 (20,60), 7 (0,80), 3 ;
8 (90,40), 5 ; 9 (100,80), 10 (70,85), 11 (40,85), 6 ; 7 ; 7 ; 9 ; 10 ; 11. } ,

Pour mieux comprendre ce codage, analysons le code 4 (100,0), 2, cor-
respondant à la deuxième ligne du tableau topologique (nœud numéro 1).
La première ligne du tableau topologique a déjà permis une reconstruction
partielle du maillage (cf. figure Fig. A.6). Le nœud numéro 1 a déjà été trans-
mis lors du codage de la première ligne du tableau topologique, il est donc
inutile de transmettre à nouveau ses coordonnées. Il n’est également pas né-
cessaire de rappeler le numéro du nœud dans la mesure où la Kème ligne
du tableau est par construction consacrée au nœud numéro K − 1. Le nœud
numéro 1 est relié par un segment au nœud numéro 4 qui lui au contraire
n’a pas encore été transmis. Il nous faut donc transmettre ses coordonnées et
ainsi établir le segment (1,4). Le fait de transmettre le nœud numéro 4 permet
également de savoir que le nœud numéro 4 est un nœud du bord. En effet,
sachant que le nœud (1) est situé sur un bord (la ligne précédente du tableau
nous l’a appris), le nœud (4) qui apparaît en premier dans la ligne du ta-
bleau topologique associée au nœud (1) est également un nœud situé sur un
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bord (conséquence de la règle A.2). Concernant le segment entre les nœuds
numéro 1 et 2, il a déjà été codé avec la première ligne du tableau topolo-
gique. Cependant nous devons coder le segment entre les nœuds numéro 2 et
4 pour déclarer le triangle (1,4,2), ce qui nous oblige à transmettre le numéro
du nœud (2) sans pour autant transmettre ses coordonnées (déjà transmises).
Les deux derniers numéros de nœuds (0 et 1) de la deuxième ligne du tableau
topologique n’ont pas besoin d’être codés car cette partie du maillage a déjà
été reconstruite grâce à la première ligne du tableau topologique comme on
peut le voir avec les traits pleins sur la figure Fig. A.6.

Cependant si les derniers éléments de la deuxième ligne du tableau topo-
logique ne sont pas transmis, il peut sembler nécessaire d’indiquer un chan-
gement de ligne du tableau topologique avant la description du polygone
de voisinage du nœud correspondant à la troisième ligne du tableau topolo-
gique (nœud numéro 2). Cette indication n’est en fait pas nécessaire. En effet,
le code { 1 (40,5), 2 (30,30), 3 (-10,40), 0 ; 4 (100,0), 2 } (correspondant aux
deux premières lignes du tableau topologique) permet une reconstruction
partielle du maillage visible sur la figure Fig. A.6 (ligne 0 et ligne 1). Partant
de cette reconstruction, on ne peut pas ajouter un nouveau nœud connexe
au nœud numéro 1 tout en gardant une structure de maillage triangulaire
sinon des triangles se recouvriraient. Aussi, le récepteur est capable de com-
pléter la deuxième ligne du tableau topologique avec les informations {0, 1}
transmises dans le code correspondant à la première ligne du tableau topo-
logique. Le récepteur reconstruit alors l’ensemble de la deuxième ligne du
tableau topologique. En utilisant les deux règles de construction du tableau
topologique (règles A.1 et A.2), le récepteur sait ainsi que les informations
transmises après le code { 4 (100,0), 2 } correspondent à une nouvelle ligne
du tableau topologique. Il est difficile de savoir où les changements de ligne
du tableau topologique ont lieu lors de la lecture du code, aussi la figure Fig.
A.6 qui présente les différentes étapes de reconstruction du maillage peut être
une aide utile à la compréhension.

Ce codage peut encore être réduit. En effet lorsque l’on code un nœud,
il est inutile de transmettre à la fois ses coordonnées et son numéro puisque
l’on sait que les nœuds sont numérotés dans leur ordre d’apparition. Il est
donc suffisant de transmettre les coordonnées des nœuds au fur et à mesure
de leur apparition. On obtient ainsi le codage suivant :
{ (40,5), (30,30), (-10,40), 0 ; (100,0), 2 ; (60,50), 3 ; (20,60), (0,80), 3 ; (90,40), 5 ;
(100,80), (70,85), (40,85), 6 ; 7 ; 7 ; 9 ; 10 ; 11. } ,

De plus, on remarque que les numéros soulignés pour la (K + 1)ème ligne
du tableau topologique Tab. A.1 ont des valeurs proches du numéro K du
nœud correspondant à la ligne. Aussi, plutôt que de transmettre le numéro
absolu d’un nœud de la (K + 1)ème ligne, on utilise un codage relatif du
numéro du nœud par rapport à K. Autrement dit, si on considère la (K +
1)ème ligne du tableau topologique et P le numéro d’un nœud connexe au
nœud numéro K, il suffit de transmettre la différence P − K des numéros de
nœud. On aboutit alors au codage suivant :
{ (40,5), (30,30), (-10,40), 0 ; (100,0), 1 ; (60,50), 1 ; (20,60), (0,80), 0, (90,40), 1 ;
(100,80), (70,85), (40,85), 1 ; 1 ; 0 ; 1 ; 1 ; 1. } .
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Dans ce codage on distingue deux types d’éléments qui sont des coordonnées
(en gras) et des numéros relatifs de nœud (souligné).

A.6.2 Détermination de la longueur de code
Rappelons que nous cherchons à déterminer une approximation de la lon-
gueur de codage minimale du maillage et non le codage lui-même. À cette
fin, la longueur du codage précédent peut être divisée en trois termes.

Il faut tout d’abord coder les coordonnées des nœuds. On doit donc coder
la liste des coordonnées suivante :
Pos = { (40,5), (30,30), (-10,40), (100,0), (60,50), (20,60), (0,80), (90,40), (100,80),
(70,85), (40,85). }
ce qui correspond aux éléments en gras dans le codage.

Puis nous devrons transmettre la liste des numéros des nœuds, c’est-à-
dire les éléments souligné dans le codage :
Num = { 0, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1. }

Enfin, le codage est une liste d’éléments de nature différente. Une infor-
mation supplémentaire est nécessaire pour savoir si l’élément du codage cor-
respond aux coordonnées d’un nœud (représenté par un 1) ou au numéro
d’un nœud (représenté par un 0). Cette dernière liste est :
Clk = { 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0. }
Nous appelons cette suite de valeurs binaires la liste d’horloge.

La reconstruction du maillage à partir des trois listes (Pos, Num et Clk)
s’effectue de la manière suivante. Le récepteur lit un élément de la liste Clk
dont la valeur lui indique s’il doit lire un élément de la liste Pos (des coor-
données) ou un élément de la liste Num (un numéro de nœud). À partir de
l’élément lu, le récepteur complète la reconstruction du maillage en utilisant
les règles citées précédemment. Lorsque le récepteur n’est plus capable de
compléter la reconstruction du maillage avec les informations qu’il possède,
il lit un nouvel élément de la liste Clk afin de continuer la reconstruction avec
un élément de la liste Pos ou de la liste Num. Ce processus se continue jusqu’à
la lecture complète des trois listes, ce qui permet la reconstruction complète
du maillage. Il est important de noter que les listes Pos et Num ne sont pas
lues indépendamment les unes des autres. L’ordre dans lequel les éléments
des listes Pos et Num sont lus est donné par la liste Clk.

Afin d’obtenir une approximation de la longueur de code nécessaire
pour coder la topologie du maillage, nous proposons d’utiliser la longueur
moyenne des codes entropiques pour le codage des coordonnées des nœuds
et des numéros des nœuds. Par ailleurs, nous rappelons que M (resp. S) cor-
respond au nombre total de nœuds (resp. segments) du maillage.

Codage de la liste des coordonnées des nœuds (Pos)

Pour coder la liste (Pos), nous devons coder les coordonnées de M − 1 nœuds.
Aussi, il est possible de localiser un nouveau nœud (P2) par rapport à deux
nœuds (K et P1) déjà reconstruits et connexes au nouveau nœud (cf. Fig. A.7).
Nous localiserons alors un nouveau nœud par l’intersection de deux cercles
(cf. Fig. A.8) centrés sur les nœuds numéro K et P1. Le premier cercle est



166 A. Annexes

centré sur le nœud numéro K associé à la ligne du tableau topologique qui est
en train d’être reconstruite. Le second cercle est centré sur le nœud numéro P1
qui précède le nouveau nœud lors du parcours dans le sens trigonométrique
du polygone de voisinage du nœud numéro K. Les rayons de ces deux cercles
correspondent respectivement aux segments (K,P2) et (P1,P2).

0

1

3

2

Noeud Noeuds connexes

0 1 2 3 0

1   rayoner 2     rayonème

Fig. A.8 – Le nouveau nœud (ici le nœud numéro P2 = 2) est positionné à l’intersection de
deux cercles dont les rayons correspondent aux segments (K = 1,P2 = 2) et (P1 = 0,P2 = 2)
définis dans le tableau topologique (la ligne du tableau topologique correspondante est rappelée
à droite).

Chaque fois que l’on souhaite localiser un nouveau nœud, il nous faut
alors transmettre les rayons de ces deux cercles. Nous supposerons que le
rayon de chaque cercle est une réalisation d’une variable aléatoire exponen-
tielle. Le choix de cette loi de distribution est obtenu en appliquant le prin-
cipe du maximum d’entropie [96], de façon à nous placer dans le cas le plus
désavantageux, c’est-à-dire le cas nécessitant le plus de nats. Ainsi, on peut
utiliser la longueur moyenne des codages entropiques pour le codage des
rayons des cercles [102]. La longueur du codage moyen d’un rayon de cercle
est alors égale à [1 + log(ρ̂)] où ρ̂ est la valeur moyenne des longueurs des
segments du maillage [39]. Pour obtenir la longueur du codage de l’ensemble
des rayons des cercles, la longueur du codage moyen d’un rayon doit être
multipliée par 2 (M − 1) car pour chacun des M − 1 nœuds deux rayons de
cercle doivent être codés.

De plus, il est également nécessaire de coder la valeur de ρ̂. Le paramètre
ρ̂ est calculé à partir de la longueur des segments parcourus lors de la des-
cription du maillage. Nous avons pu remarquer lors de la reconstruction du
maillage qu’à chaque fois que nous codons un nouveau nœud, nous codons
également deux segments. Le nombre de segments parcourus lors de la des-
cription du maillage est alors égal à 2 (M − 1). D’après [102], la longueur de
code associée au paramètre ρ̂ peut être approchée par 1/2 log [2 (M − 1)].

Finalement, la longueur de code nécessaire pour le codage de la liste Pos
est égale à :

∆Pos , 2 (M − 1) [1 + log(ρ̂)]︸ ︷︷ ︸
codage moyen des rayons des cercles

+
1
2 log [2 (M − 1)]
︸ ︷︷ ︸

codage de ρ̂

. (A.84)
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Codage de la liste des numéros des nœuds (Num)

Nous cherchons tout d’abord à déterminer le nombre d’éléments qui consti-
tuent la liste Num. Comme nous avons déjà pu le remarquer lors de la recons-
truction du maillage, pour chaque nœud nous avons défini deux segments
soit au total 2 (M − 1) segments. Il nous reste donc à coder S − 2 (M − 1) seg-
ments, ce qui correspond au nombre d’éléments dans la liste Num que nous
notons Card(Num) = S − 2 (M − 1).

Chaque élément de la liste Num est un nombre entier supérieur ou égal à
zéro. En effet, comme les nœuds sont numérotés dans leur ordre d’apparition,
les nombres de la liste Num sont nécessairement positifs ou nuls. Nous avons
pu constater que pour des maillages usuels les éléments de valeur égale à
1 sont fortement majoritaires, une quantité non négligeable d’éléments a la
valeur 0 (les nœuds des bords supérieur et droit) et quelques éléments ont
des valeurs différentes de 0 et 1. Par ailleurs, la valeur maximale d’un élément
est égale à M (le nombre de nœuds).

Déterminer la longueur moyenne du codage de la liste (Num) est difficile.
En effet, nous ne connaissons pas la probabilité d’apparition des différentes
valeurs de la liste Num et nous n’avons pas trouvé de relation simple entre
ces différentes probabilités d’apparition et des caractéristiques globales de
la topologie du maillage. Néanmoins, l’étude de différents maillages nous a
conduit à la conclusion que la loi de probabilité des éléments de la liste (Num)
est extrêmement piquée sur la valeur 1 et qu’elle ne correspond pas à une loi
standard.

Il serait possible de déterminer la longueur moyenne de codage de la
liste Num à partir d’un histogramme des éléments de la liste calculé pour
un maillage donné. Cependant cette solution nécessiterait la construction du
codage du maillage, ce qui n’est pas envisageable si on souhaite aboutir à un
algorithme rapide.

Ce terme de codage des numéros des nœuds pourrait également être né-
gligé mais cela n’est pas souhaitable car le but de ce terme est précisément de
contraindre le maillage. C’est pourquoi nous avons préféré associer à la liste
Num une longueur moyenne de codage non nulle.

Aussi, nous supposerons que la quantité d’information moyenne pour co-
der un élément de la liste est égale à un nat. On en déduit le terme de codage
de la liste (Num), qui est exprimé en nats par :

∆Num ≈ Card(Num) . (A.85)

Ce terme de codage est approximatif. Pour des maillages usuels, nous avons
cependant pu vérifier expérimentalement que le terme de codage que nous
utilisons est un majorant de la longueur moyenne du code nécessaire pour
décrire la liste Num et qu’il conduit à de bons résultats.

Codage de la liste d’horloge (Clk)

Par définition, la liste Clk ne comporte que des 0 (numéro de nœud) ou des 1
(coordonnées de nœud). De plus, nous connaissons les proportions de 0 et de
1 à partir de l’étude des listes Pos et Num. En effet, le nombre de 1 (resp. 0)
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est égal au nombre d’éléments dans la liste Pos (resp. Num). Il y a donc M − 1
valeurs égales à 1 et S − 2 M + 2 valeurs égales à 0 pour un total de NClk =
S − M + 1 éléments. On modélise alors la liste Clk par une variable aléatoire
de Bernoulli dont la probabilité d’apparition d’un 1 est égale à (M − 1)/NClk
et dont la probabilité d’apparition d’un 0 est égale à (NClk − (M − 1))/NClk.

On peut alors calculer la longueur moyenne de code pour la liste Clk en
utilisant l’entropie de Shannon :

∆Clk , −(M − 1) log
(M − 1

NClk

)

− (NClk − (M − 1)) log
(

NClk − (M − 1)

NClk

)
. (A.86)

Finalement le terme de codage du maillage que nous utilisons est :

∆Maillage(T) , ∆Pos + ∆Pos + ∆Clk . (A.87)
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A.7 SAS : opérations de simplification et de déforma-
tion de maillage

Dans cette annexe, nous décrivons les différentes opérations de modification
et de simplification de maillage.

Déplacement de nœuds

Le déplacement de nœuds est l’étape la plus simple de déformation de
maillage, elle consiste à modifier les coordonnées d’un nœud. Lors de l’étape
de déplacement de nœuds, le nombre ainsi que les connexions entre les
nœuds sont fixés.

Le déplacement de nœuds est constitué d’une opération de déplacement
élémentaire (déplacement d’un pixel pour tous les nœuds) que l’on va effec-
tuer plusieurs fois pour déplacer les nœuds de proche en proche (cf. figure
Fig. A.9).

Fig. A.9 – Exemple de déplacement d’un nœud (le maillage est vu par dessus et le quadrillage
représente les positions discrètes que peuvent prendre les nœuds). La position de départ du
nœud considéré est représentée par le carré rempli en gris clair. Le nœud a été déplacé de
proche en proche (les positions sont représentées par des croix) jusqu’à la position actuelle
(carré rempli en gris foncé). À partir de la position actuelle, le nœud peut être déplacé vers
une des huit positions voisines (carré rempli en gris moyen).

Pour chaque nœud testé, l’opération de déplacement élémentaire consiste
à choisir la position du nœud qui permet de minimiser la complexité stochas-
tique. Cette position est choisie dans un voisinage immédiat du nœud testé
(les 8 positions voisines). La seule condition à vérifier lors du déplacement
d’un nœud est de nature topologique. En effet, il faut que le déplacement du
nœud n’entraîne pas une inversion topologique. Une inversion topologique
apparaît quand un nœud est déplacé en dehors du polygone formé par les
nœuds connexes au nœud déplacé.

Cette opération de déplacement élémentaire est ré-itérée jusqu’à ce que
plus aucun déplacement ne soit accepté ou jusqu’à un nombre maximal d’ité-
rations (typiquement 15). On considère que le déplacement d’un nœud (dé-
placement d’un pixel) entraîne une modification minime du terme de codage
des données. Aussi nous considérons qu’il n’est pas nécessaire de réaliser une
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estimation des valeurs nodales des nœuds après le déplacement élémentaire
d’un seul nœud. Par contre, les valeurs nodales des nœuds sont mises à jour
après une itération, c’est-à-dire quand tous les nœuds ont été testés pour un
déplacement élémentaire.

Basculement d’arêtes

Le basculement d’arêtes consiste en une modification topologique qui dans
le cas d’un quadrilatère formé par deux triangles et par les 4 nœuds A, B, C
et D, supprime la connexion entre les deux sommets opposés (B − D) pour
établir une connexion entre les deux autres sommets opposés (A − C).

A

B

CD

A

B

CD

Fig. A.10 – Exemple de basculement d’arêtes. Le segment entre les nœuds B et D est remplacé
par un segment entre les nœuds A et C.

La figure Fig. A.10 montre un exemple de basculement d’arêtes. Pour
cette opération, il est également nécessaire de vérifier que le basculement
d’une arête n’engendre pas une inversion topologique. Lorsqu’un bascule-
ment d’arête est testé, les valeur nodales des nœuds formant le quadrilatère
sont estimées afin que la modification topologique soit prise en compte dans
le calcul du terme de codage des données.

Suppression de nœuds

La suppression de nœuds consiste à enlever le nœud testé si la modification
engendrée fait diminuer la complexité stochastique. Lors du test de la modi-
fication, les valeurs nodales des nœuds voisins au nœud testé sont estimées
afin d’obtenir un calcul correcte du terme de codage des données.

L’opération de suppression de nœuds est différente en fonction de l’ordre
du nœud testé, c’est-à-dire en fonction du nombre de nœuds auxquels le
nœud testé est relié. Aussi, nous avons considéré la suppression de nœuds
d’ordre 3 (ordre minimal d’un nœud pour un maillage triangulaire), 4, 5 ou
6. La suppression de nœuds d’ordre supérieur à 6 n’a pas été traitée car
la complexité algorithmique devient très importante, la vitesse d’exécution
de l’algorithme SAS s’en trouve diminuée. De plus l’ordre d’un nœud peut
baisser lors de la modification de la topologie autour du nœud considéré,
ainsi un nœud dont l’ordre été initialement supérieur à 6 peut être supprimé
après plusieurs modifications topologiques du maillage.

La figure Fig. A.11 présente un exemple de suppression de nœud d’ordre
3. Cette opération est simple car il n’existe qu’une seule alternative à la sup-
pression d’un nœud d’ordre 3, le nœud en question disparaît et les trois tri-
angles qui avaient pour sommet le nœud supprimé sont remplacés par un
seul triangle.
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Fig. A.11 – Exemple de suppression d’un nœud d’ordre 3.
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Fig. A.12 – Exemples de suppression d’un nœud d’ordre 4.

La suppression d’un nœud d’ordre 4 offre elle deux alternatives comme
nous pouvons le voir avec la figure Fig. A.12.
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Fig. A.13 – Exemple de suppression d’un nœud d’ordre 5.

Pour la suppression d’un nœud d’ordre 5, la complexité algorithmique
augmente sensiblement puisqu’il existe cinq alternatives. La figure Fig. A.13
montre l’exemple d’une de ces alternatives, les autres alternatives peuvent
être déduites par permutation circulaire des nœuds.

Pour la suppression d’un nœud d’ordre 6, on dénombre jusqu’à quatorze
alternatives. La figure Fig. A.14 présente les quatre types d’alternatives prin-
cipales. À partir de ces quatre alternatives principales, on peut en déduire les
quatorze alternatives par permutation circulaire des nœuds.

Pour la suppression d’un nœud, nous testerons toutes les alternatives pos-
sibles (en fonction de l’ordre du nœud) et nous conserverons celle qui permet
de minimiser la complexité stochastique.
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Fig. A.14 – Exemples de suppression d’un nœud d’ordre 6.

Si la suppression d’un nœud offre de nombreuses alternatives (surtout
quand le nœud est d’ordre élevé), il faut néanmoins noter que toutes ces
alternatives peuvent être obtenues à partir d’une succession de nœud d’ordre
3 et de basculement d’arête [58].



A.8. Détermination de la log-vraisemblance 173

A.8 SAS : détermination de la log-vraisemblance gé-
néralisée

On considère que l’image X est la somme d’une valeur déterministe S et
d’un bruit gaussien B indépendant de pixel à pixel, de moyenne nulle et de
variance σ2 constante sur toute l’image. Nous considérons le cas où S est une
surface maillée dont la valeur au pixel p est notée S(p, θ, T). On a alors la
relation :

Xp = S(p, θ, T) + Bp . (A.88)
La densité de probabilité de la variable aléatoire Xp est :

PXp(Xp) =
1√

2 π σ2
exp

[
−1

2

(
Xp − S(p, θ, T)

)2

σ2

]
. (A.89)

La log-vraisemblance de l’image X s’écrit alors :

L(X |θ, T, σ2) = ∑
p∈maillage

log
[

PXp(Xp)
]

= −N
2 log

(
2 π σ2

)

− 1
2 σ2

N
∑
p=1

(
Xp − S(p, θ, T)

)2 (A.90)

où N est le nombre de pixels appartenant au maillage.
La variance σ2 est considérée inconnue et nous l’estimons au sens du maxi-

mum de vraisemblance [19, 40] :

σ̂2 =
1
N ∑

p∈maillage

[
Xp − S(p, θ, T)

]2 . (A.91)

En remplaçant σ2 par σ̂2 dans l’équation A.90, nous obtenons la log-
vraisemblance généralisée :

L(X |θ, T, σ̂2) =
N
2
[
1 + log

(
2 π σ̂2

)]
. (A.92)
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A.9 SAS : bornes de Cramer-Rao

En utilisant une notation vectorielle, la log-vraisemblance peut être exprimée
sous la forme suivante :

L(X |S(θ, T), σ2) = −N
2 log

(
2 π σ2

)

− 1
2 σ2 (X − S(θ, T))T (X − S(θ, T)) . (A.93)

Nous proposons maintenant de calculer l’expression de la matrice de Fi-
sher.

Calculons tout d’abord la dérivée de L(X |S(θ, T), σ2) par rapport à σ2 :

∂L(X |S(θ, T), σ2)

∂σ2 = − N
2 σ2 +

1
2 σ4 (X − S(θ, T))T (X − S(θ, T)) . (A.94)

En utilisant la propriété suivante [50] :

∂

∂θ
(X − S(θ, T))T (X − S(θ, T)) = −2 PT (X − S(θ, T)) , (A.95)

dérivons l’équation A.94 par rapport à θ :

∂2L(X |S(θ, T), σ2)

∂σ2 ∂θ
= − 1

σ4 PT (X − S(θ, T)) . (A.96)

L’espérance mathématique de l’équation A.96 est nulle, car l’estimateur
est non biaisé :

E
[

∂2L(X |S(θ, T), σ2)

∂σ2 ∂θ

]
= 0 . (A.97)

Maintenant dérivons une nouvelle fois l’équation A.94 par rapport à σ2 :

∂2L(X |S(θ, T), σ2)

∂σ2 ∂σ2 =
N

2 σ4 − 1
σ6 (X − S(θ, T))T (X − S(θ, T)) . (A.98)

En prenant l’opposé de l’espérance mathématique de l’expression précé-
dente (cf. équation A.98), on définit :

Iσ2(σ2) , −E
[

∂2L(X |S(θ, T), σ2)

∂σ2 ∂σ2

]

=
N

2 σ4 . (A.99)

En effet, rappelons que :

(X − S(θ, T))T (X − S(θ, T)) = N σ2 . (A.100)

Calculons maintenant la dérivée de la log-vraisemblance par rapport à θ :

∂L(X |S(θ, T), σ2)

∂θ
=

1
σ2 PT (X − S(θ, T)) . (A.101)
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Dérivons une nouvelle fois par rapport à θ :

∂2L(X |S(θ, T), σ2)

∂θ ∂θT = − 1
σ2 PTP . (A.102)

On définit alors la matrice Iθ(θ) telle que :

Iθ(θ) , −E
[

∂2L(X |S(θ, T), σ2)

∂θ ∂θT

]

=
1
σ2 PTP . (A.103)

En regroupant les différents calculs, on peut dire que la matrice d’infor-
mation de Fisher est une matrice bloc diagonale en σ2 et θ que l’on peut
exprimer sous la forme suivante :

I
(

β =

[
σ2

θ

])
=

[
Iσ2(σ2) 01×M
0M×1 Iθ(θ)

]
, (A.104)

où 0N×M est une matrice nulle de taille N×M.
On remarque que la matrice de covariance de θ̂MV (cf. équation 5.22) est

égale à l’inverse du terme de la matrice de Fisher relatif aux paramètres d’in-
térêts Iθ(θ). On prouve ainsi que l’estimateur θ̂MV est efficace (non biaisé et
de variance minimale).
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A.10 Présentation du principe d’Algorithme rapide

Nous souhaitons ici fournir une présentation succincte du principe d’algo-
rithme rapide. Pour de plus amples informations, nous invitons le lecteur a
se référer aux références suivantes [19, 39, 44].

Soit Ω une région simplement connexe. Dans les différents algorithmes
développés, on peut être amené à calculer une statistique Tk(Ω) (par exemple,
la valeur moyenne) associée à la région Ω (par exemple un triangle pour la
SAS). Le calcul de cette statistique Tk(Ω) nécessite alors une sommation sur
la région Ω :

Tk(Ω) = ∑
(i,j)∈Ω

tk
[
Xi,j
]

, (A.105)

où (i, j) sont les coordonnées de l’échantillon Xi,j et tk est, dans les cas qui
nous intéressent, de la forme :

tk
[
Xi,j
]

= [Xi,j]
k , k ∈ {0, 1, 2} . (A.106)

La région étant simplement connexe, cette sommation 2-D peut être rempla-
cée par une sommation 1-D sur le contour de Ω :

Tk(Ω) = ∑
(i,j)∈C

ci,j Fi,j(k) , (A.107)

avec C le contour de Ω parcouru dans le sens trigonométrique et où F(k) est
une image pré-calculée une fois pour toute à l’initialisation de l’algorithme et
obtenue en effectuant une sommation selon les lignes des données :

Fi,j(k) =
i

∑
i1

tk
[
Xi1,j

]
. (A.108)

Le coefficient ci,j pour la position (i, j) du contour dépend seulement des
positions de ses pixels voisins sur le contour C et prend ses valeurs parmi
l’ensemble {−1, 0, 1}. Pour plus de détails sur la façon dont sont obtenues les
valeurs de ci,j, on pourra se référer à [44].

Le fait de remplacer les sommations sur des régions par des sommations
sur des contours permet un gain en vitesse de calcul conséquent (typique-
ment un facteur 80).

Par la suite, cet algorithme rapide a été généralisé aux cas des régions non
simplement connexes [39].
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A.11 SAS et algorithme rapide

Nous souhaitons ici présenter comment il est possible d’utiliser un algorithme
rapide avec la SAS pour l’optimisation des valeurs nodales. Nous présente-
rons les étapes principales de calcul, nous éviterons ainsi au lecteur les longs
calculs nécessaires pour obtenir chacun des termes nécessaires au calcul du
critère du MV avec l’algorithme rapide.

Le critère du MV s’exprime sous la forme suivante :

JMV(θ|T) = ∑
p∈maillage

[
Xp − S(p, θ, T)

]2 . (A.109)

On commence par remplacer la sommation sur les pixels des données, par
une double sommation, l’une sur les triangles du maillage, l’autre sur les
pixels de chaque triangle t :

JMV(θ|T) = ∑
t∈maillage

∑
p∈t

[
Xp − St(p, θ)

]2 , (A.110)

où St(p, θ) est la valeur prise par la surface maillée pour tout pixel p à l’inté-
rieur du triangle t. Par définition, St(p, θ) est nulle pour tout pixel p en dehors
du triangle t. Il faut remarquer qu’il est possible, de la même manière, de ne
pas considérer tous les pixels compris dans un triangle. On peut ainsi, si on
le souhaite, utiliser la SAS sans considérer l’intégralité des données. Cela est
utile quand on souhaite utiliser la SAS en détection et ne pas tenir compte du
pixel test pour l’estimation de la valeur du fond.

La valeur de St(p, θ) est la combinaison linéaire de trois fonctions élémen-
taires :

St(p, θ) = kz PK,Pq,Pq+1(p) + pqz PPq,Pq+1,K(p)

+ p(q+1)z PPq+1,K,Pq(p) , (A.111)

avec K, Pq, Pq+1 les trois sommets (nœuds) du triangle t et kz, pqz , p(q+1)z leurs
valeurs nodales respectives.

De plus, une fonction élémentaire à l’intérieure du triangle t est une fonc-
tion linéaire :

PK,Pq,Pq+1(p) = αK,Pq,Pq+1 × i + βK,Pq,Pq+1 × j + γK,Pq,Pq+1 (A.112)

où {αK,Pq,Pq+1, βK,Pq,Pq+1, γK,Pq,Pq+1} sont les coefficients de la fonction élémen-
taire PK,Pq,Pq+1(p) sur le triangle (K, Pq, Pq+1), coefficients qui ne dépendent
que des coordonnées des nœuds du maillage.

On peut alors écrire le critère sous la forme suivante en mettant les valeurs
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nodales associées au triangle t en facteur :

JMV(θ|T) = ∑
t∈maillage

[
kz

2 × terme1

+pqz
2 × terme2

+p(q+1)z
2 × terme3

+kz × pqz × terme4
+kz × p(q+1)z × terme5
+pqz × p(q+1)z × terme6

+1 × terme7 , ] (A.113)

où les termes termei correspondent à des sommes sur des triangles du pro-
duit de deux fonctions élémentaires ou du produit d’une fonction élémentaire
et des données. La valeur de ces termes dépend uniquement de X , des coor-
données p = (i, j) des pixels et des coordonnées des nœuds du maillage.

Il est donc possible d’utiliser un algorithme rapide en considérant des
images pré-calculées associées à chacun des termes non exprimés de l’équa-
tion A.113. Dans le calcul du critère, la sommation sur les pixels de l’image
peut alors être remplacée par une sommation sur les contours des triangles.
De plus, en remplaçant dans l’équation A.113 les fonctions élémentaires pour
leur expression, les images pré-calculées obtenues sont indépendantes de la
topologie du maillage et des valeurs nodales, ce qui permet d’effectuer les
opérations de déformation/simplification de maillage sans avoir besoin de
recalculer ces images pré-calculées.

En développant les calculs, on peut montrer que 10 images pré-calculées
sont nécessaires pour le calcul du critère.
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Notations

Xn un scalaire
θ ou θ un vecteur
M ou M une matrice
n = (in, jn) les coordonnées du pixel test
ωn la région de référence
Nn = card(ωn) le nombre de pixels dans la régions de référence
E[X] l’espérance mathématique de X
X+ le transposé conjugué de X
Pd la probabilité de détection
P f a la probabilité de fausse alarme
B(a, b) la fonction Beta

B(a, b) ,
∫ 1

0
ta−1(1 − t)b−1dt =

∫ ∞

0

ta−1

(1 + t)a+b dt

BI (x, a, b) la fonction Beta incompléte

BI (x, a, b) ,
∫ x

0
ua−1(1 − u)b−1du

I(x, a, b) la fonction Beta incomplète régularisée

I(x, a, b) ,
BI (x, a, b)
B(a, b)

ψ(x) la fonction Digamma

ψ(x) ,
d

dx ln [Γ(x)]

Γ(x) la fonction gamma
Γ(x) ,

∫ ∞

0
tx−1e−tdt

Γ(x, a) la fonction gamma incomplète

Γ(x, a) ,
1

Γ(a)

∫ ∞

x
ta−1e−tdt

(a)k le symbole de Pochhammer

(a)k , a (a + 1) · · · (a + k− 1) , (a)0 , 1

ζ(s, α) la fonction Zeta de Hurwitz

ζ(s, α) ,
∞

∑
k=0

(k + α)−s
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Acronymes

ADT Average Detection Treshold
BFR Basse Fréquence de Répétition
CA-CFAR Cell-Averaging Constant False Alarm Rate
COR Caractéristiques Opérationnelle de Réception
ddp densité de probabilité
DSAS Détecteur associé à la Surfacique Active Statistique
DSR Détecteur associé à la sélection de région
GLRT Generalized Likelihood Ratio Test,

test du rapport des vraisemblances généralisées
GO-CFAR Greatest Of Constant False Alarm Rate
HFR Haute Fréquence de Répétition
LQ-CFAR Log-Quadratic Constant False Alarm Rate
LRT Likelihood Ratio Test,

test du rapport des vraisemblances
MFR Moyenne Fréquence de Répétition
MV Maximum de Vraisemblance
OS-CFAR Ordered Statistics Constant False Alarm Rate
RADAR Radio Detection And Ranging
RSB Rapport Signal à Bruit (SNR)
RSO RADAR à Synthèse d’Ouverture
SAS Surface Active Statistique
SAR Synthetic Aperture RADAR
SER Section Efficace Radar
SM Sélection de modèle
SNR Signal to Noise Ratio (RSB)
SO-CFAR Smallest Of Constant False Alarm Rate
TFAC Taux de Fausse Alarme Constant
TM-CFAR Trimmed Mean Constant False Alarm Rate
UMP Uniformly Most Powerful
v.a. variable aléatoire
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Titre Détection sur données fortement inhomogènes et application aux RA-
DAR aéroportés

Résumé La détection à taux de fausse alarme constant de cibles ponctuelles
dans des données fortement inhomogènes est un problème difficile. En effet,
les techniques de détection standard sont mises en défaut et ne permettent
pas une régulation correcte du taux de fausse alarme. Dans ce manuscrit,
nous présentons trois nouvelles solutions à ce problème. Les méthodes dé-
veloppées sont appliquées sur des données qui correspondent à celles de
RADAR aéroportés et plus exactement sur des cartes distance/vitesse. Ces
trois approches différentes sont comparées par simulation numérique aux
méthodes de détection classiques. Dans le cadre du modèle étudié, elles per-
mettent une amélioration du contrôle du taux de fausse alarme par rapport
aux techniques existantes et présentent de meilleures capacités de détection.

Title Detection in strongly nonhomogeneous data and application to air-
borne RADAR

Abstract The constant false alarm rate detection of punctual targets embed-
ded in strongly nonhomogeneous data is a difficult task. Indeed, the standard
detection techniques do not allow one to get an appropriate regulation of the
false alarm rate. In this manuscript, we present three new solutions for this
issue. The developed methods are applied on simulated range/doppler maps
that arise on the airborne RADAR context. These three approaches are compa-
red by numerical simulations to the classical detection methods. Compared
to the standard techniques and within the scope of the studied model, the
proposed solutions allow one to get a better false alarm rate regulation and
better detection capacities.

Discipline Traitement des Images

Mots-clés RADAR, Détection, Taux de Fausse Alarme Constant, Fond inho-
mogène, Bruit Gamma

Université Paul Cézanne Aix-Marseille III, Institut Fresnel, équipe Phy-TI.
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