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Les travaux de cette thése s’inscrivent dans le contexte des systémes de
particules. Nous considérons différents systémes physiques, dont la dyna-
mique est modélisée par des équations aux dérivées partielles décrivant 1’évo-
lution temporelle de certaines quantités macroscopiques ou microscopiques,
selon I’échelle de description envisagée. Cela correspond & une approche conti-
nue des systémes étudiés, qui seront décrits par une distribution statistique de
particules, et non pas particule par particule. Les équations étudiées sont des
équations cinétiques (mettant en jeu des variables microscopiques, comme la
vitesse des particules, ou leur masse) mais aussi des systémes hyperboliques
de lois de conservation (qui portent sur des quantités moyennées, comme la
densité d’'un fluide ou son champ de vitesse), qui apparaissent par exemple
dans I'étude de la dynamique des gaz sans pression.

Le manuscrit est constitué de trois parties, correspondant chacune a un
résultat obtenu pendant la theése.

La premiére partie de la thése est constituée d'un preprint de l'article
A kinetic model for coagulation-fragmentation [Brol0] (travail publi¢ dans
le journal Annales de I'Institut Henri Poincaré, Analyse Non-Linéaire), qui
prouve l’existence de solutions renormalisées pour un modéle cinétique de
coagulation-fragmentation.

La seconde partie se compose du preprint Convergence rate for the method
of moments with linear closure relations |BBJ12] (a paraitre). On étudie
de maniére explicite une méthode de moments sur des équations cinétiques
linéaires unidimensionnelles, en démontrant la stabilité et en calculant la
vitesse de convergence.

Enfin, la troisiéme et derniére partie, composée du preprint A model for
the evolution of traffic jams in multi-lane |BB12] (travail publié dans la revue
Kinetic and Related Models), présente un modéle de trafic routier multi-voies,
qui est une adaptation d’un modéle classique de dynamique des gaz, auquel
on rajoute des contraintes. On établit I'existence de solutions faibles pour
des données initiales quelconques.

1 Théorie cinétique et équation de Boltzmann

La théorie cinétique, qui est le contexte général d'une grande partie des
travaux de cette thése, est présentée dans cette section, et nous nous attar-
dons volontairement sur I’équation de Boltzmann. Ce choix s’explique bien
entendu par des raisons historiques, des raisons de modélisation, mais aussi
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parce que les notions de solutions que nous utiliserons sur les modeles de
coagulation-fragmentation ont d’abord été développées pour I'équation de
Boltzmann, nous les expliquerons donc dans ce contexte.

1.1 Modélisation

Un systéme avec un grand nombre de particules (comme un gaz, un
plasma,...) peut étre décrit de maniére continue par une distribution de
particules f = f(t,z,v) > 0, ou t est la variable temporelle, z € RP
est la variable d’espace, et v € R la variable microscopique. Cette mo-
délisation signifie qu’a chaque instant ¢, la densité de particules occupant
un volume infinitésimal dxdv (centré en (z,v)) de lespace des phases est
f(t,z,v) x dxdv. Pour tout domaine €2 de l'espace, la quantité de matiére
située dans Q est donc [ foRD f(t,x,v)dxdv. L’hypothése physique que tout
domaine borné de I’espace contient une quantité de matiére finie se traduira
donc par f(t,.,.) € LYK x RP) pour tout ¢ et tout compact K C RL.
La variable v, elle, représente la vitesse des particules (ou 'impulsion, ce
qui revient au méme si toutes les particules ont méme masse) dans le cas
d’une dynamique non relativiste. D’autres variables microscopiques (comme
la masse, I’énergie interne) peuvent étre ajoutées, selon le type d’interactions
entre particules étudié.

Les quantités macroscopiques du systéme étudié peuvent étre recons-
truites a partir de la densité de particules f, en intégrant par rapport a
la variable v. Ainsi, par exemple, la densité locale est

p(t,x) = f(t,x,v)dv,

RD

le champ de vitesse local u(t, z) € RP est donné par la relation

pu(t,z) = f(t,z,v)vdv € RP,
RD

et la température locale T'(¢, z) du systéme est donnée par :

plul*(t,z) + DpT(t,z) = / f(t, x,v)|v|dv,
RD

cette somme représentant ’énergie totale du systéme au point (¢, x).
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Cette modélisation, appelée la théorie cinétique, a été introduite par Max-
well et Boltzmann au XIX¢ siécle afin de décrire la dynamique des gaz raréfiés.
La célebre équation de Boltzmann s’écrit :

of +v-Vof =Q(f, f), (t,z,v) €]0, +00[xRP x RP, (1.1)

ou f = f(t,z,v) est la densité de particules, et f — Q(f, f) est I'opérateur
de collision de Boltzmann. Parfois, cet opérateur est noté plutot %Q( £ 1),
pour mettre en évidence le libre parcours moyen ¢ > 0 des particules, et
envisager la "limite hydrodynamique" ¢ — 0. Mais nous n’aborderons pas
cet aspect ici.

Pour une présentation générale des modeles cinétiques, on renvoie a
[BGP00], [Cer88|, [CIP94], [Bol64], [PT00], [LDPS&S].

Expliquons briévement la forme de 'équation (1.1) et détaillons 'expres-
sion de l'opérateur (). Au niveau microscopique, si on néglige dans un premier
temps les interactions entre particules et si on suppose que le systéme n’est
soumis a aucune force extérieure, alors, selon le principe fondamental de la
dynamique, chaque particule suit un mouvement rectiligne uniforme. Donc,
si 'on décrit le systéme de maniére continue, la distribution de particules f
est solution d’une équation de transport sans second membre :

hf+v-Vaof =0,

puisque f est constante le long des droites caractéristiques s — (z—vs, v). On
a donc dans ce cas f(t,z,v) = f(0,x —vt,v). On va maintenant modéliser les
collisions entre les particules (en négligeant toujours les actions extérieures
au systéme), selon les hypothéses physiques suivantes :

e On suppose que les seules interactions ayant lieu sont des collisions binaires
(qui n’impliquent que deux particules), ce qui revient a supposer que le
systéme (un gaz par exemple) est suffisamment dilué.

e On suppose aussi que les collisions sont localisées en temps et en espace,
c’est-a-dire qu’une collision se déroulera "instantanément" en un point
(t,z). Cette hypothése traduit le fait que le temps d’une collision entre
particules est petit devant le temps caractéristique associé au libre parcours
moyen des particules.

e Ensuite, on supposera les chocs élastiques, c’est-a-dire que la quantité de
mouvement sera préservée (ce qui revient a la conservation de la somme des
vitesses des particules, puisque celles-ci sont supposées de méme masse),
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ainsi que 1’énergie cinétique. En notant v, v, € R¥ les vitesses antérieures
a la collision et v', v, € RP les vitesses postérieures, on aura donc

vl =v4u, L = o+ ) (1.2)
d’otul les expressions paramétriques
vV=v—((v—u,)w)w, v, = v+ (v —1,) - w)w, (1.3)

ol w € SP~! est la déviation causée par le choc. Ces expressions montrent
qu’au niveau particulaire, un choc se caractérise par une direction w €
SP~1 et une vitesse relative V = v — v, € RP.

e On suppose aussi que le processus de collision est réversible, c¢’est-a-dire
que d’un point de vue probabiliste, la probabilité qu'un couple de vitesses
(v, vy,) soit transformé en (v',v.) est la méme que celle correspondant au
passage de (v, v),) & (v,v,). On parle de microréversibilité.

e Enfin, on fait '’hypothése du chaos de Boltzmann, qui exprime que n’im-
porte quelles particules se trouvant au point (¢, z) sont susceptibles d’in-
teragir, quelles que soient leurs vitesses. Au niveau continu, cela revient a
modéliser la distribution conjointe des couples de particules par un produit
tensoriel en vitesse, les variables (¢, z) jouant le role de paramétres :

(f ® f) (U,U*) - f(t7x7v>f<t’xvv*)'

Sous ces hypothéses, Boltzmann dériva, en 1872, I’équation (1.1), dont le
second membre f +— Q(f, f) modélise les collisions. Cet opérateur intégral
quadratique est donné par

At = [[ | ato—vw) (£ 1) dvds,

ou f = f(t,x,v), fo = fult,x,v.), f' = f(t,x,0), fl = f(t,z,v]), les variables
post-collisionnelles (v/,v}) étant définies par les relations (1.3). Le noyau
qg = q(V,w) > 0, qui dépend de la vitesse relative V. = v — v, et de la
direction de déviation w € SP~1 gouverne I'occurence des collisions (de
maniére déterministe au niveau continu), en fonction de (V,w). On pourrait
imaginer ¢ comme une mesure de probabilité sur RP x SP~! mais en général
cette interprétation est mauvaise car ¢ n’est pas intégrable. En réalité, pour
des raisons de symeétries, le noyau de collision ¢ (appelé aussi section efficace
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de collision) ne dépend que de |V] et de |V - w| (qui correspond au cosinus
de l'angle de déviation) :

q=q([VI,[V-wl|) =0
Ceci implique notamment
Q(U - U*,W) = Q(Ul - U;,u)),

car |[v — v,| = |v/ — v.|, relation qu’'on obtient facilement a partir de (1.2).
Les exemples typiques de noyaux de collision sont :

e dans le cas des "collisions entre sphéres dures" :
q(V,w) = CV - wl,

e dans le cas d’'une force d’interaction dérivant d’un potentiel en %5 (o1 7 est
la distance entre particules et s > 1) :

s=5 V.w
q(V,w) =C|V]s—1 x b (—) ,
V]
(pour D = 3) ou b € L'(] — 1,1[). 1l s’agit de I'’hypothese de "cut-off"
angulaire de Grad, qui vise a négliger les collisions rasantes (celles pour
lesquelles v' est proche de v).

On pourra se référer a [Vil02] pour un exposé trés complet de la théorie de
I’équation de Boltzmann, y compris les différents types de noyaux.

Le second membre représente en quelque sorte la variation du nombre de
particules a I’état (z,v) a l'instant ¢. On a

Q(f7f):Q+(fvf)_Q_(fvf)a

0= [[, | av-vor o= [[ g s

est le nombre de particules de vitesse v crées au point (¢, x), il y en autant que
de collisions impliquant des particules en I'état (v',v.) (en utilisant toujours
les notations précédentes), vu I'hypothése de microréversibilité.
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Enfin, le terme

Q=[] vt

représente le nombre de particules de vitesse v ayant disparu (c’est-a-dire
ayant modifié leur vitesse v & cause d’un choc) au point (¢, z), il est égal au
nombre de collisions impliquant deux particules en ’état (v,v,). En posant

Pt = [[ o= vt v)dvde

on peut réécrire
Q" (f. /)(w) = f(v)Lf(v).

L’étude mathématique de I’équation de Boltzmann présente beaucoup de
difficultés, notamment pour établir 'existence de solutions globales. Nous
allons décrire les méthodes connues pour résoudre le probléme de Cauchy
associé a (1.1), et nous verrons plus loin comment réutiliser ces techniques
lors de I’étude des équations de coagulation-fragmentation. En quelque sorte,
I’équation de Boltzmann nous sert de point de départ, aussi bien du point de
vue modélisation que du point de vue mathématique.

1.2 Probléme de Cauchy

On consideére ici le probléme suivant : une donnée initiale f° = f%(z,v) >
0 étant fixée, montrer Iexistence d’une solution f = f(¢,x,v) de I’équation

Of +v-Vaof =Q7(f.f) —Q(f.f) (1.4)

vérifiant f(0,.,.) = f° (en un sens a préciser, vu que ensemble {(¢,z,v) €
R2P+1+ =0} est de mesure nulle).

Il existe plusieurs théories d’existence pour l’équation de Boltzmann.
Nous évoquerons rapidement celle des solutions dispersives de Kaniel, Ill-
ner, Shinbrot, et nous attarderons plus sur celle des solutions renormalisées
de DiPerna-Lions, que nous réutiliserons dans le contexte des équations de
coagulation-fragmentation. Mais d’abord, nous allons passer en revue les pro-
priétés formelles de 1’équation de Boltzmann, et notamment de 'opérateur
de collision Q.
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1.2.1 Propriétés formelles de ’équation de Boltzmann

Tout d’abord, I'opérateur () satisfait la relation fondamentale suivante,
dues aux symétries du noyau ¢ : pour toute solution formelle f = f(t,z,v) >
0 de (1.1) et pour toute fonction ¢ = ¢(v) agissant uniquement sur la variable
cinétique, nous avons

[ QU Dt ()

1 rer , b B
B _Z/RD /RD /SDl(f fo = FEN@ + @ — 9 — 9u)q(v — vs, w)dwdv,do

(1.5)
En choisissant p(v) = 1, puis ¢(v) = v; (pour : = 1,..., D) et p(v) = |[v|?
on obtient

/RD(l,vi, lw)Q(f, f)(t, z,v)dv = 0.

On dit alors que ¢(v) est un invariant collisionnel. Dans [Cer90|, Cercigiani
a montré que 1, v et |v|? sont les seuls invariants de collision.

En intégrant I’équation (1.1) par rapport a v et x, on obtient la conservation
(formelle) du nombre de particules (ou de la masse, puisque les particules sont
supposeés identiques), de la quantité de mouvement, et de I’énergie cinétique
du systéme au cours du temps :

1 1
/ ft,z,v) v dvdx:/ Oz, v) v dvdz.
o /a5 ol R Jue ol

Ensuite, en choisissant ¢(v) = In(f(v)) dans (1.5), on obtient

[ QU D) (7))

1 rer n(f £ —1n o — v dwdv.do
[ L A0 ) = 5 o — v )t <

et donc, en intégrant (1.1) en v et x, on établit ainsi la décroissance (formelle)
de ’entropie au cours du temps :

d
dt /RD RD f(t,z,v)In(f(t,z,v))dvdz <0,
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avec un terme dissipatif. Cette propriété est connue sous le nom de H-
théoréme.

Enfin, une propriété importante de 'opérateur de collision est que Q(f, f) =
0 si et seulement si f est une fonction d’équilibre thermodynamique appelée
Maxwellienne, de la forme

p _lv—uf?
fv) =M, r(v) = Wff T,

ot p>0,u € R et T >0 sont des paramétres, pouvant dépendre de (¢, z)
(le temps et I’espace jouent le role de variables locales dans l'opérateur de
collision qui n’agit que sur la variable cinétique). Dans le cas de 1’équation
de Boltzmann spatialement homogéne

Of =Q(f, 1),

les Maxwelliennes de paramétres (p,u,T") constants correspondent exacte-
ment aux solutions stationnaires (voir [Lu99]).

Toutes ces propriétés formelles de I’équation (1.1) servent de base aux
différentes théories d’existence de solutions.

1.2.2 Solutions dispersives de Kaniel, Illner, Shinbrot

Cette théorie, développée au début des anneés 80, est basée sur la construc-
tion d’une sur-solution Maxwellienne de 1’équation (1.1), c’est-a-dire d’une
fonction de la forme

M(t,z,v) = C(t) exp(—alz — vt — Blv]?)
avec «, [ > 0 telle que
OM +v -V, M>Q (M, M)

(au sens des distributions). Grace & cette sur-solution M, on obtient ainsi
un domaine invariant [0, M| pour les solutions de (1.4), ¢’est-a-dire que pour
une donnée initiale 0 < O < M(0), toute solution de (1.4) vérifiera

0< f(t,x,v) < M(t,z,v).

L’existence d’une solution de ’équation (1.4) résulte alors d’un théoréme de
stabilité : si on se donne une suite (f,,) de solutions de (1.4) qui vérifient
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0 < fult,z,v) < M(t,z,v) pour tout n > 0, alors on peut en extraire une
sous-suite qui converge au sens des distributions vers une solution f de (1.4)
qui vérifie aussi 0 < f(t,z,v) < M(t, z,v).

On peut appliquer ce théoréme de stabilité a une suite de problémes appro-
chés : pour n > 0 on considére ’équation

atfn +v- V:vfn = Qn(fm fn)7

ou l'opérateur @),, est obtenu a partir de () en modifiant le noyau de collision ¢
de maniére & modérer la croissance quadratique de @),,. On obtient facilement
I’existence d’une solution f,, de ce probléme approché, et les f,, sont controlées
par la sur-solution M uniformément en n. Le théoréme de stabilité implique
alors 'existence d’une solution f (au sens des distributions) de I’équation
de Boltzmann telle que f(0,.,.) = f°, pour toute donnée initiale f° telle
que 0 < f% < M(0) et pour un noyau ¢ vérifiant certaines hypothéses de
croissance.

Cette théorie posséde toutefois un défaut : la sur-solution M peut ex-
ploser en temps fini (car C'(t) est la solution d’une équation différentielle
non-linéaire), et pour obtenir des solutions de ’équation de Boltzmann glo-
bales en temps, il faut faire une hypothése de taille sur la donnée initiale f°,
ce qui est contraignant.

On renvoie a [KS78|, [IS84] et [BT85] pour plus de détails.

1.2.3 Solutions renormalisées de DiPerna-Lions

Cette seconde approche, développée par R. DiPerna et P.-L. Lions dans
la fin des années 80 (voir l'article fondateur [DL89]), est basée sur la seule
utilisation des estimations a priori qui découlent des propriétés formelles
de I’équation, levant ainsi la contrainte de taille sur la donnée initiale pour
I'obtention de solutions globales en temps. La conservation formelle de la
masse, de la quantité de mouvement et de I'énergie cinétique, ainsi que la
décroissance formelle de I’entropie impliquent, pour toute solution éventuelle
f, les inégalités (formelles)

Sup/ ft,z,0)(1+ |v]* + o — vt]* + | In f|)dvdx < Co,
RD ]RD

t>0

/Oo D(f)(t, )ddt < Co,
0 RD
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ot D(f) est le terme dissipatif

D(f)(t,l’) = .- Q(f7 f)(t>xvv) ln(f(t,x,v))dv >0,

et ot la constante Cy > 0 dépend uniquement de la donnée initiale f°.

On obtient ainsi un cadre naturel pour I’ensemble des éventuelles solutions
de (1.4). Mais un probléme majeur se pose : si on cherche des solutions f
vérifiant uniquement ces bornes, alors il est impossible (méme si le noyau ¢
est régulier et a support compact) de définir le second membre Q(f, f) en
tant que distribution, et donc de donner un sens a I’équation de Boltzmann.
En effet, pour que 'équation ait un sens dans D', il faudrait au moins avoir
Q(f, f) € L} .(]0, +oo[xRP x RP), ce qui exigerait une estimation du type

loc

f € Lige(]0, +00[xR7; LY(R))),

loc

vu le caractére quadratique de ) et les roles bien distincts des variables (Q
mélange une structure de produit ponctuel en (¢, x) et une structure de type
produit de convolution en v). Et une telle estimation a priori ne semble
pas étre vraie. Il est donc nécessaire de recourir & une notion de solution
différente de celle de solution au sens des distributions : celle de "solution
renormalisée".

On dit que f € Li,.(]0, +oo[xRP x RP) (positive) est une solution renor-
malisée de (1.4) si

Q(f,[f) 1 DD Q(f. f) 1 DD
-2 cL oo[xRY xR -2 cL oo[xRY xR
Tr € Luocll0, +ooXREXRT), Tr € Luocll0, FooXREXRT),
et si f vérifie ’équation de Boltzmann renormalisée :
QU f)

Oln(l+ f)4+v-V,In(l+ f) =

1+ f

(au sens des distributions). Evidemment, cette notion de solution est plus
générale puisque, si f est telle que Q(f, f) € L} .(]0, +oo[xRP xRP), alors il y
a équivalence entre les notions de solution au sens des distributions et solution
renormalisée (voir [DL89| pour les détails). L’introduction de ce nouveau
concept permet de compenser le manque d’estimations a priori "naturelles"
qui permettraient de définir directement () comme une distribution.
Enoncons précisément le résultat obtenu par DiPerna et Lions sur ’équa-

tion de Boltzmann, dans le cadre des solutions renormalisées :
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Théoréme 1.1 (DiPerna-Lions, 1989) On suppose que le noyau de col-
lision q satisfait I’hypothese de croissance :

VR > 0, (1+ |U|2)_1/ / q(v — vy, w)dwdv, — 0.
lou|<R J §D=1

|v| =400

On considere une donnée initiale fO = fO(x,v) telle que
>0, / oz, 0) (1 + |2 + [o]* + | In f(z,v)|)dzdv < oo.
RD JRD

Alors, il existe f € CO([0, +oo[, LY(RP x RP)) telle que f(0,.,.) = f°, ainsi

que
G ¢ 120, ool L' (B2 x Bu),
Q+(f7 f) 1 1
Ty € L0 TLLURY x Br)),

pour tout R > 0, pour toutT' > 0, et telle que f est une solution renormalisée
de (1.4). De plus, on a

f>0, sup/ ft,z,0)(1+ |z —vt]*+ o> +|In f(t, z,v)|)dzdv < oco.
rD JRD

>0

Ce théoréme repose essentiellement sur un résultat de stabilité, comme
dans le cas des solutions dispersives, qui s’énonce ainsi : si (f,,) est une suite
de solutions renormalisées de (1.4) qui satisfait les estimations uniformes
suivantes : pour tout 7" > 0, il existe une constante C'r > 0 (indépendante
de n) telle que

sup sup / fult, 2, 0) (1 + |2 — vt + [v|* + |In fu (¢, z,0)|)dzdv < Cr,
n>0 t€jo,T[ JRD JRD

sup/ D(fn)(t, x)dzdt < Cr,
0o Jrp

n>0

alors on peut extraire une sous-suite de (f,) qui converge au sens des dis-
tributions vers une fonction f qui est une solution renormalisée de (1.4). De
plus, cette limite f vérifie I'estimation :

vT >0, 3C7 >0, / ft, 2, )1+ 2P+ oP+] In f(t, z,v)|)dzdv < CF,
RD JRD
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pp. t €]0,T.

L’existence d'une sous-suite convergente résulte simplement des estima-
tions uniformes en n, qui impliquent la compacité faible de la suite (f,,) dans
L' (par le théoréeme de Dunford-Pettis). En revanche, la difficulté majeure
de ce résultat de stabilité est évidemment le passage a la limite faible dans le
terme de collision (quadratique en f). Cela requiert une grande technicité, en
combinant des compacités faible et forte (cette derniére étant obtenue grace
a des lemmes de moyenne) dans L', & des techniques de renormalisation et
de dérenormalisation (on établit de la compacité forte sur les moyennes en
vitesse de 5 In(1+ 6 ) et en faisant tendre 6 — 0, on obtient de la compacité
forte sur les moyennes en vitesse de f).

Enfin, ce lemme de stabilité, appliqué & des suites de solutions de pro-
blémes approchés (dont la résolution est classique, par des théorémes de point
fixe) permet d’obtenir une solution renormalisée au probléme limite (1.4).

La méthode de DiPerna-Lions fournit donc une théorie d’existence glo-
bale en temps satisfaisante pour I’équation de Boltzmann, car elle requiert
assez peu d’hypotheéses sur le noyau de collision ¢, ainsi que sur la donnée ini-
tiale f° (on se contente juste des bornes "naturelles" fournies par I’équation).
Cette méthode s’applique aussi a des variantes de ’équation de Boltzmann
(comme ’équation de Boltzmann-Fokker-Planck, voir [DL88]), et a des équa-
tions cinétiques modélisant d’autres types d’interaction entre particules, ce
que nous allons voir dans la section suivante.

2 Modéles de coagulation-fragmentation

On considére maintenant un autre type d’interaction, entre objets de
tailles y € Y variables, qu'on désigne classiquement par le terme "agglomé-
rats". Typiquement, il s’agit de particules solides ou liquides en suspension
dans un gaz (par exemple, des gouttelettes dans un spray), mais aussi des
suspensions colloidales, des polyméres, ou, a plus grande échelle, des pla-
nétes, des étoiles, des astéroides. On s’intéresse a la situation ot, sous 1'effet
de certaines forces, ces agglomérats évoluent selon deux mécanismes oppo-
sés, qui modifient leur taille : le processus de coagulation, ot des agglomérats
vont se regrouper pour former un agglomérat de taille plus grande, et le pro-
cessus de fragmentation, o, grace a une dynamique interne, un agglomérat
se scinde en plusieurs autres, de taille plus petite. La variable "taille", qui
représente I’état d’une particule au cours du temps, peut correspondre (selon
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le type d’agglomérats) a la masse, au rayon, ou au volume d’une particule
(dans ce cas on a une variable continue y €]0, +00[), ou alors au nombre de
monomeéres d'un polymeére (la variable y est alors discréte, y € N). On peut
aussi adopter une description plus précise ou la variable y intégre plusieurs
caractéristiques (par exemple la quantité de mouvement, voire 1’énergie in-
terne de la particule, en plus de sa masse), et dans ce cas, on a y € RP, avec
D eN.

On va se restreindre au cas des interactions binaires (comme pour 'équa-
tion de Boltzmann), qu’'on schématisera de la fagon suivante :

v} +{y'} —{v'}

pour la coagulation de deux agglomérats de taille y et y* en un autre de taille
y', et réciproquement,

v} — {y} +{v'}

pour la fragmentation d’un agglomérat de taille ¥’ en deux autres, de taille
y et y*. Si la variable y désigne la masse des particules, on aura évidemment
la relation y' = y + y*.

Au niveau de la modélisation, on peut décrire un systéme d’agglomérats
de maniére continue, suivant la théorie cinétique, au moyen d’une densité de
particules f = f(t,x,y) > 0, ou la variable taille y va jouer le role de va-
riable microscopique. Nous pouvons alors dériver différents modéles mathé-
matiques de coagulation-fragmentation, sous la forme d’équations integro-
différentielles, avec un second membre Q(f) décrivant les interactions entre
particules. Dans les sous-sections qui suivent, nous allons décrire briévement
ces différents modéles, du plus simple au plus complexe, ainsi que les prin-
cipaux résultats connus pour chacun d’eux, et nous présenterons ensuite un
modeéle purement cinétique (ou la variable y intégre la masse, la vitesse et
I’énergie des particules), qui fait 'objet de la premiére partie de cette thése.

2.1 Les modéles classiques
2.1.1 Modéles homogénes en espace

Les modeles originels de coagulation datent du début du XX siecle : 1916
pour le cas discret des suspensions colloidales [Smol6], [Smol7|, 1928 pour
le cas continu [Mii28]. Ce sont des modéles homogénes en espace, ou les ag-
glomérats sont caractérisés uniquement par leur masse y = m €]0, +o00|. La
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densité de particules f ne dépend alors que du temps t (pas de 'espace z) et
de la masse y = m des particules : on a f = f(t,m) > 0. A cause de I'hypo-
these d’homogénéité spatiale, cette description est plutot macroscopique, et
la seule interaction envisagée entre les particules est la coagulation binaire (la
fragmentation est négligée, ainsi que les collisions, ou autres phénomeénes de
condensation, évaporation,...). On suppose également que le systéme n’est
soumis a aucune force extérieure. Sous ces conditions, la dynamique est dé-
crite par [’équation de coagulation de Smoluchowski

Ohf =Qc(f. f),

ot1, comme dans 1’équation de Boltzmann, le terme de réaction Q.(f, ) (qua-
dratique en f) compte la variation du nombre de particules a I'état y = m a
I'instant ¢. On a

avec, pour tout (t,m) €0, +o00[?,

QA )Em) =5 [ Al m =) (1) (=

Qdﬁﬁ@mﬁjémAWwﬁﬁwmﬁmemi

dans le cas continu. Pour le cas discret (lorsque y =i € N* est le nombre de
composants d’'un méme agglomérat), le terme de coagulation s’écrit de fagon
analogue :

QD) =5 3 AG T = DD =) = D 4G F0(3).

La fonction (m, m*) — A(m,m*) est appelée noyau de coagulation, elle
gouverne 'occurrence des coagulations binaires, en fonction des masses m, m*
des particules mises en jeu. Le noyau originel introduit par Smoluchowski est

A(m,m*) = (m1/3 + m*1/3> (m_l/3 + m*71/3> (2.1)

(pour le cas des suspensions colloidales), mais en fonction du domaine d’appli-
cation physique, le taux A peut prendre diverses formes. On pourra consulter
[Ald99] & ce sujet. Toutefois, le cas suivant a été beaucoup étudié :

A(m, m*) = m®m*? + mPm**, a, € [0,1].
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Le terme QF(f, f) représente le nombre de particules de masse m qui
sont créées a l'instant ¢, provenant de toutes les réactions de coagulation
impliquant des particules de masses m* et m — m*, avec 0 < m* < m.
Le terme Q_ (f, f) compte le nombre de particules de masse m perdues a
I'instant ¢, ¢’est-a-dire toutes celles qui sont impliquées dans des coagulations
avec une autre particule de masse m* > 0. Le facteur % dans le terme de gain
traduit le fait que les réactions de coagulation ne conservent évidemment pas
le nombre de particules, elles le divisent par 2. Donc, en moyenne, on perd
deux fois plus de particules de masse m que 1’on en gagne.

Si on veut également prendre en compte la fragmentation binaire, on
ajoute un terme de réaction linéaire au second membre, de la forme

Qs(f) =QF(f) = Qz(f)

Qj(em) = [ Bowtm (e,

m

Q; (f)(t,m) = %f(t,m)Bl(m), ou Bi(m') = /Om B(m',m)dm.

dans le cas continu, et

QA6 = Y F9)BGD ~ 5700 Y Blig)

dans le cas discret. Signalons tout de méme que des modéles de fragmentation
non-linéaires existent, mais nous ne nous y intéresserons pas ici. La fonction
B est le noyau de fragmentation, elle mesure la fréquence des réactions de
fragmentation d’un agglomérat de masse m’ qui se scinde en deux agglomérats
de masses m et m’ — m, pour 0 < m < m’. L’exemple le plus courant est

B(m/,m)=(m')" ou (1+m), 0<m<m', ~veR.

En dehors de ces exemples, il est difficile de connaitre quelles sont les hypo-
théses physiques pertinentes sur ces noyaux A et B. En revanche, les hypo-
théses de symétrie suivantes sont naturelles :

Vm >0, Vm*>0, A(m,m*) = A(m*,m), (2.2)

V0 <m < m, B(m',;m) = B(m',m' —m). (2.3)
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La modélisation du processus de coagulation-fragmentation se résume au
moyen du diagramme suivant :

A(m,m*)=A(m*m
()= m)

{m} + {m"} {m’}

B(m/,m)=B(m’/ ,m*) N
{m'} {m} +{m*},

ot m,m* > 0 et m" = m + m*. Avec ces notations, ’équation décrivant
I'évolution de la densité de particules f = f(t,m) est donc

Ouf = QE(f. ) = Qc (. )+ QF (f) — Qf (f) = Q(f), (2.4)

c’est l’équation continue de coagulation-fragmentation homogéne en espace.
Il s’agit donc du modéle de base, qui correspond a une approche plutdt ma-
croscopique. Il a été introduit par Melzak dans [Mel57].

Ce modele posséde une propriété physique importante : la conservation
formelle de la masse totale des agglomérats au cours du temps, qui s’écrit

d +o00

i J, mf(t,m)dm = 0.

Cette conservation vient de la relation (formelle) fondamentale suivante :
pour toute fonction v n’agissant que sur la variable microscopique m, on a

d [T

) vmftm)dm = /0 " QU E m)(m)dm

- %/OOO /OOO(A(m,m*)ff* — B(m+m*,m)f) (¢ —1p —*)dm*dm,

ou ¢ = ¢(m)7 Y= w(m*)7 Y= w(m + m*)v et f = f(tvm)a fr= f(tvm*>7
/= f(t,m+m*). Si on pose ¢)(m) = m, on annule donc la quantité désirée.
Signalons toutefois que cette propriété de conservation n’est que formelle (elle
s’obtient en dérivant des intégrales & paramétre sans hypothése de validité).
En réalité, il n’y a pas toujours conservation de la masse, c’est-a-dire qu’en
notant M (t) = 0+°O mf(t,m)dm la masse totale du systéme a I'instant ¢, les
solutions f du modéle considéré peuvent vérifier M (t) < M(0) a partir d’un
certain temps fini T,, appelé le temps de gélification. On peut interpréter
ce phénomeéne de la fagon suivante : le processus de coagulation s’emballe,

créant des agglomérats de masse de plus en plus grande, jusqu’a créer des
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particules de masse infinie (du "gel"), qui ne sont plus prises en compte dans
la masse totale du systéme. Cela correspond donc & une transition de phase
du systéme.

Concernant les résultats d’existence et d’unicité pour le probleme de Cau-
chy, on renvoie a [Ste89], [Ste90], [Lam04| et a [LMO2b| ou les hypothéses
faites sur les noyaux A et B sont plus générales, donnant le résultat suivant :

Théoréme 2.1 (Laurengot-Mischler, 2001) On suppose que les noyaux
A et B vérifient les hypothéses de symétrie (2.2), (2.3), ainsi que les hypo-
theses de croissance

Y(m, m*) €]0, +ool?, 0 < A(m,m"*) < K
Y(m,m*) €]0, +oo[?, 0 < B(m+m", m) <
A(m, m”)

(1+m)(1+m"),
Ko(14+m)(1+m*),

\_/

VYmg > 0, sup . — 0,
me[0,mo] m m*—+00
B(m 4+ m*,m*
Ymg > 0, sup ( . ) — 0.
me[0,mo] m m*—»+00

Alors, pour toute donnée initiale f° € L'(]0, +o0[, (1 +m)dm)), il existe une
fonction positive f = f(t,m) € C°([0,4+o0[; L*(]0, +00]) telle que

sup /0+OO mf(t,m)dm < /0+<>° mf(m)dm,

>0
f(0,.) = f°, et qui est solution au sens des distributions de I’équation (2.4).

Pour la question de la conservation de la masse, on dispose de nombreux
résultats (avec diverses hypothéses sur la forme des noyaux A et B), mais
nous ne développerons pas cet aspect ici. On renvoie a [Whi80|, [VDES6],
[BCI0|, [Ste9l], [PACI5], [DS96], [LMO2b|, [ELMPO3].

Enfin, le cas otu la théorie mathématique est la plus avancée est le modéle
discret correspondant au cas ou des particules ne peuvent augmenter et di-
minuer de taille que par addition/soustraction d’'un monomeére (une particule
de taille i = 1), ce qui correspond a des noyaux A et B vérifiant :

A(i,j) =0 lorsquei # 1et j#1,
B(i,j) =0 lorsque j # let j—1# 1.
Ce modele a été introduit en 1935 par Becker et Doring [BD35| pour dé-
crire la condensation de gouttelettes de liquide a partir d’'une vapeur. Pour

les résultats mathématiques sur 1’équation de Becker-Doring, on renvoie a
[BCP86], ainsi qu’a [LM02d] et aux références incluses.
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2.1.2 Le modéle inhomogéne en espace

Si on prend en compte la position des particules € R3, on accéde a une
description du processus de coagulation-fragmentation a un niveau plus mi-
croscopique. On peut alors supposer que les particules suivent un mouvement
Brownien avec un coefficient de diffusion d(m) > 0 dépendant de leur masse.
On supposera aussi que le systéme étudié n’est pas confiné dans un volume.
Au niveau de la densité de particules f = f(t,xz,m), cela améne [’équation
continue de coagulation-fragmentation diffusive :

Of —d(m)Asf = QI (f. f) — Qe (f, f) + QF () — Q7 (f) = Q(f). (2.5)

Un exemple typique de coefficient de diffusion est d(m) = Dym ™, avec § €
10, 1], Dy > 0, voir [SS88.

Le premier résultat d’existence pour ce modéle a été montré par Lauren-
cot et Mischler dans [LMO02al, o deux cadres dans lesquels 'existence et la
stabilité peuvent étre obtenues. Mais cela exige des hypothéses de structure
assez fortes sur les noyaux A et B :

Théoréme 2.2 (Laurengot-Mischler, 2001) On suppose que le coefficient
de diffusion d vérifie 0 < d € C°(]0, +oc[), et que les noyauz A et B vérifient
les mémes hypotheses de symétrie et de croissance que dans le théoréme 2.1.

i) On fait Uhypothése supplémentaire, dite d’équilibre en détails,
AM € L'(]0, +o0l, (1 +m)dm), V(m,m*) €0, +oo[?,
A(m, m*)M(m)M(m*) = B(m +m*,m)M(m +m”).
Pour toute donnée initiale f° = fO(z,m) € LY(R*x]0, +oo[, (1+m)dmdz)

positive telle que

H(fO|M) = /R /;OO {fo (meO _ 1) + M] dmde < 00, (2.6)

il existe une solution 0 < f € C°([0,4o00[; L' (R*x]0, +00])) de l’équation
(2.5) au sens des distributions, vérifiant f(0,.,.) = f°.

it) On fait Uhypothése supplémentaire, dite de monotonie,

A(m*,m —m*) < A(m*,m)

Vm 2 m" 20, { Bim,m*) < C x A(m*,m)+A(m*),
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avec A € L'(]0, +00[), m — mA(m) € L>(]0, +o0]).

Pour toute donnée initiale f° = fO(x,m) € L*(R*x]0, +o0[, (1+m)dmdz)
positive, il existe une solution 0 < f € C°([0, +o0[; L' (R3]0, +00[)) de
Uéquation (2.5) au sens des distributions, vérifiant f(0,.,.) = f°.

La fonction M donnée dans le premier point du théoréme est appelée un
équilibre de I'équation (2.5) : la fonction f(t,2,m) = M(m) est en effet une
solution stationnaire de (2.5). De plus, on a une estimation formelle analogue
au H-théoréme de Boltzmann : toute solution f vérifie (formellement)

d
GH(fIM) <0,
avec des termes de dissipation. C’est pourquoi la quantité H(f|M) porte
le nom d’entropie relative. Enfin, toujours dans [LM02a|, un résultat sur la
conservation de la masse et le comportement en temps grand des solutions
est obtenu.

Des résultats existent aussi pour les modeéles discrets correspondants. On
pourra consulter [LW98b], [LW98a] ou [LM02¢c| pour un résultat plus général.

2.2 Les modeéles cinétiques

La description précédente, bien que relativement précise, ignore la vitesse
v € R3 des particules. C’est pourquoi dans les années 2000, des modéles
cinétiques (tenant compte de la variable vitesse) décrivant le processus de
coagulation-fragmentation ont été étudiés. Ce genre de modéle présente de
nombreux intéréts. Par exemple, I'interaction particule-fluide est plus aisée
a décrire au niveau cinétique, les questions d’énergie ne se voient qu’a cette
échelle relativement microscopique. Et bien entendu, la dynamique d’un sys-
téme inhomogéne en espace ne suit pas toujours un comportement diffusif.

Dans ces modéles, ’état des particules a un instant ¢ et & une position z €
R? est caractérisé par leur masse m €0, +oo[ et leur vitesse v € R®. Au niveau
microscopique, lors de chaque réaction de coagulation/fragmentation entre
deux agglomérats, la masse et la quantité de mouvement sont conservées. La
variable microscopique décrivant le plus simplement 1’état des particules est
donc y = (m,p), ot p = mv € R3. La densité de particules dépend ici de
quatre variables : f = f(t,z,y) = f(t,z,m,p) > 0, et on a, avec les notations
des sous-sections précédentes,

* A(v*):A(*v) *
W+ =S Y =y y)
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pour schématiser la coagulation, et

B( /7 ):B( ,7 *) *
v} ST =y - )

pour la fragmentation, avec y* = (m*,p*) et y/ = (m/,p’) = (m+m*, p+p*).

Mais a la différence des collisions entre particules (contexte de I’équation
de Boltzmann), les interactions microscopiques décrites ici ne conservent pas
I’énergie cinétique (comme des chocs inélastiques/mous). Plus précisément,
lors de la coagulation de deux agglomérats, on a une perte d’énergie cinétique,
alors que réciproquement, la fragmentation binaire d’un agglomérat crée de
I'énergie cinétique. En effet, I’énergie totale des deux particules {y} et {y*}

vaut ) )
P ]

2m  2m*’

E(y,y") = §m!v|2 +5mf ?

alors que celle de la particule {y'} = {y + y*} vaut

1
E(y/) — §m’\’u’|2 _

P et
2m!  2(m+m*)’

et un calcul simple montre que

*

E(y,y") - EW) = m\v —v** >0,

d’ot E(y,y*) = E(y').

Cette modélisation purement cinétique du processus de coagulation - frag-
mentation se traduit mathématiquement par une équation similaire a I’équa-
tion de Boltzmann, a savoir

hf+v-Vof =Q(f),

ou 'opérateur de transport remplace I'opérateur de diffusion, et ot le second
membre Q(f) est le terme de réaction, qui modélise les interactions entre
agglomérats. L'opérateur f — Q(f) est le méme que dans 1'équation (2.5),
sauf qu’il agit sur une variable vectorielle y = (m, p) €]0, +oo[xR3.

Nous allons maintenant présenter les travaux existant pour le modéle
cinétique de coagulation seule et pour le cas de la fragmentation seule, puis
expliquer comment obtenir (dans ce cadre cinétique) une théorie d’existence
pour le couplage coagulation-fragmentation.
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2.2.1 Le modéle cinétique pour la coagulation seule

Le cas de la coagulation seule a été étudié d’abord par Roquejoffre et
Villedieu (dans [RV01]) pour le cas homogéne en espace (f = f(t,m,p)), puis
par Escobedo, Laurengot et Mischler dans [ELMO04], pour le modéle complet.
Présentons rapidement le résultat obtenu dans ce dernier cas. On considére
donc l’équation cinétique de coagulation, qui s’écrit, dans les variables (m, p) :

Ouf + 2 Vof = Qul £, f)
(2.7)

t>0, zeR3 y=(m,p) €Y :=]0,+oo[xR3
ou f = f(t,z,m,p) > 0, et o le terme de réaction est donné par

Q: (D)t =5 [ AWy =) )ty =y

+oo
QU Ntmp) = [ A ) fa)imdy

Bien entendu, dans ce modéle cinétique, le noyau de coagulation A > 0
dépend aussi de la quantité de mouvement, en plus de la masse des particules.
Un exemple d'un tel noyau est

Ay, y") = (r+ 1) v — o7, (2.8)

ot 7 = m'/? est le rayon des particules, et v = 2 Jeur vitesse. On s’intéresse
au probléme de l'existence de solutions a 1’équation (2.7), qui vérifient une
condition initiale donnée

f(0)=f° pour (z,y) e R® x Y. (2.9)
On fait pour cela, en plus de I’hypothése classique de symétrie
0<Aly,y") =A(y"y),  pp. (y,y°) €Y? (2.10)

des hypothéses de structure et de croissance sur A :

Ay, y") < Aly,y+ ")+ AWy +v%), Yy, y*) e Y?, (2.11)
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sup / Ay, y" ) ayyy>udy — 0 (2.12)
y*ex/é’R Y&,R M—oc0
A *
sup / Mdy — 0, (2.13)
p*€R37 m*ZR* Y5,R ’y*| R*—o0

pour tous R > 0 > 0 avec Y5 g :=]0, R[xBr C Y. On dispose alors du résultat
suivant :

Théoréme 2.3 (Escobedo-Laurengot-Mischler, 2004) Supposons que le
noyau de coagulation A vérifie (2.10), (2.11), (2.12) et (2.13) et que la don-
née initiale f° = fO(x,y) > 0 soit dans L'(R3 x Y, (1 +m + |p|)dydz). Alors,
il existe une solution f € C°([0,+oo[; LY(R3 x Y)) > 0 de I’équation (2.7)
au sens des distributions, qui vérifie (2.9). De plus, on a la décroissance de
la masse totale du systeme (M(t) = [os [, mf(t,x,y)dydx ) au cours du
temps, et le nombre de particules tend vers O :

/ /f(t,x,y)dydx — 0.
Rg Y t—+o0

Les auteurs prouvent aussi la décroissance des normes LP (p > 1) ainsi

lp?
2m

que de I'énergie cinétique totale ( [ps [y 5 f (¢, x,y)dydz) au cours du temps,
si celle-ci est finie & l'instant initial.
La démarche développée pour obtenir ce théoreme d’existence est la sui-

vante :

e Examiner les propriétés formelles de I’équation (2.7), afin d’obtenir le maxi-
mum d’estimations a priori sur les éventuelles solutions (c¢’est-a-dire qu’on
cherche des quantités conservées, dissipées ou propagées au cours du temps
par I’équation). Cela fournit un cadre fonctionnel dans lequel I’équation est
bien définie au sens des distributions (le second membre Q.(f, f) est dans

L} ) : ici, on obtient 'espace des fonctions f = f(t,z,m,p) telles que

/R?)/Y((I)(f) + (1 +m+[p|)f) dydr < oo,

pour toute fonction convexe et positive @, nulle en 0. Mais ce ne sont pas
les seules quantités propagées, il y en a d’autres (notamment des termes
dissipatifs quadratiques en f).
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e Etablir un théoréme de stabilité dans ce cadre : étant donnée une suite de
solutions (f,) de I’équation (2.7) vérifiant les bornes précédemment obte-
nues uniformément en n, on peut en extraire une sous-suite qui converge
(faiblement dans L') vers une solution f de (2.7). Autrement dit, on peut
passer a la limite dans ’équation. Pour cela :

* On établit la compacité faible des suites (f,,) et Q.(fn, fn) grace au théo-
réme de Dunford-Pettis, qui s’applique car pour toute fonction convexe
et positive ®, la norme de Orlicz associée [y, [, ®(f(¢, z,y))dydz est
une fonctionnelle de Lyapunov, et donc la suite [gq [5 ®(fu(t, z,y))dydx
est bornée uniformément en n (on a donc notamment un contréle sur
les normes LP, p € [1,00[).

On passe a la limite faible dans le terme d’interaction Q.(f,, f») : pour
cela, de la compacité forte (dans L') sur les moyennes en y = (m, p) est
nécessaire. Elle s’obtient en adaptant les lemmes de moyennes classiques
([DLMOI1], [BGPT00]) pour les équations de transport.

e Introduire une suite de problémes approchant (2.7), plus simples a ré-
soudre (I'existence résultant de théorémes de point fixe), et appliquer le
théoréme de stabilité précédent a la suite (f,,) de solutions approchées ainsi
construites.

Il s’agit donc 1a de la méthode de DiPerna-Lions (utilisée pour résoudre
I’équation de Boltzmann), sauf que la renormalisation est ici inutile, car on
dispose de suffisamment d’estimations a prior: pour donner un sens au terme
de réaction Q.(f, f) en tant que distribution.

Signalons que dans [JK05|, Jabin et Klingenberg ont obtenu aussi un
théoréme d’existence pour ce méme modeéle, mais dans un cadre trés différent
(des hypothéses plus restrictives sur la donnée initiale mais moins sur le noyau
A), donnant ainsi un résultat complémentaire.

La conservation de la masse totale est un probléme ouvert pour ce modeéle,
mais elle a lieu dans le cas homogéne en espace pour le noyau donné par (2.8)
(voir [FMO05]).

2.2.2 Le modéle cinétique pour la fragmentation seule

On a vu dans le modéle précédent que le caractére fortement dissipatif de
I'équation de coagulation (2.7) est la clef pour obtenir I'existence de solutions.
Pour ce qui est du cas de la fragmentation, un probléme majeur se pose :
lors de chaque fragmentation d’agglomérat, de I’énergie cinétique est créée,
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et donc 'énergie cinétique du systéme [ % fdydx va croitre indéfiniment
au cours du temps. Pour y remédier, une solution raisonnable est d’introduire
une variable supplémentaire pour décrire 1’état des agglomérats : leur énergie
interne e > 0, qui est nécessaire pour créer la dynamique interne responsable
de la fragmentation, et qui va étre convertie en énergie cinétique lors de la
création des deux particules filles. Avec cette modélisation, la variable mi-
croscopique est y = (m,p,e) € Y :=]0, +00[xR3x]0, +00[. On dispose donc
nlpl?

d’une "énergie totale" - + e, qui est conservée lors de chaque réaction (en

plus de la masse et de la quantité de mouvement), selon le schéma suivant :

'} Y )+ (v,

/12 2 *|2
kS / / / s
o, m' = m+m*, p = p+p*, et %—f—@ :%+e+%+e*, ce qui se
réécrit

'y —mp'|* - mtp —mp?

I 1B E— —
e=ete+h, 2mm/(m’ —m)  2mm*(m + m*)

Introduisons les notations suivantes :

e siy=(m,p,e), y* = (m*, p*, e*), alors on note
y=(m,p,e), y* = (m",p",e),
Yy =y+y =(m+mp+pete +E)),

e siy= (m,pe)y = (m,p, ) avecm < m' et e <e — E, alors nous
dirons que y < ¥ et nous noterons

* /

y o=y —y:=(m —m,p —pe —e—E).

Le modéle de fragmentation cinétique correspondant est alors [’équation
de Bachelier-Chapman-Kolmogoroff-Smoluchowski :

Ouf + = Vuf = QF () = Q5 () (2.14)

ol le terme de réaction est donné par

QF () = / By, y) f(y) Ly dy,

Y

QN0 = 3B, Bl = [ B lyeds
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ou f = f(t,x,m,p,e) > 0, et B désignant comme d’habitude le noyau de
fragmentation. Le fait d’avoir introduit une énergie interne a pour consé-
quence que ce modéle conserve (formellement, bien entendu) 1'énergie totale
du systéme de particules, en plus de la masse et 'impulsion :

2
// (m D, ﬂ + e) f(t,z,y)dydx = 0.
R3xY

Le probléme de 'existence de solutions pour le probléme de Cauchy
Of +2-Vof =QF(f) - Q7 (f),  (t,x,y) €]0,+00[xR* x Y,

f0,2,y) = f(z,y)
(2.15)
a été traité par Jabin et Soler dans [JS06] :

Théoréme 2.4 (Jabin-Soler, 2006) On suppose que le noyau de fragmen-
tation B (en plus de l’hypotheése de symétrie B(y',y) = B(y',y*)) vérifie la
propriété suivante : il existe o > 1 et une fonction sur-linéaire ® :)0, +oo[>—
10, +-00] telle que

Ip| P>
/Y (1 +m+ (m By y)ly<yydy < CO (m, 55+ ), (2.16)

p'?
B(y',y) < C® <m’, o T e ). (2.17)

i) On considére une donnée initiale f° = fO(x,y) > 0 dans M'(R3 x Y)
(Uespace des mesures de Radon) telle que

/W/«M) +‘I’( |2p|2 ))fo(x7y)dyd:r<oo, (2.18)

®(a,b)
@(a,b) a—i—ﬁ—oo oo

Alors, pour tout T > 0, il existe une mesure positive

f e L0, T[; MY(R? x Y)) qui est solution faible du probléme (2.15)
(la formulation faible est I’équation intégrale obtenue en intégrant (2.14)
contre une fonction test ¢ € D([0, T[xR® x Y), ou figure un terme de
bord traduisant la condition initiale).

ot @ est une fonction sur-linéaire Uerzﬁant
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ii) On suppose de plus que la donnée initiale est une fonction f° €
LY (R3 x Y), qui vérifie

/ / mfO(z,y)log f*(x,y)dydr < oo, (2.19)
RS JY

et que la fonction sur-linéaire ® intervenant dans la condition (2.18)

®(a,b)
—
log(a+b)®(a,b) log ®(a,b) aFb—s 400

Alors, pour tout T > 0, toute solution faible f du probléme (2.15) est
dans L>=(]0, T[; L*(R3 x Y)), et

+o0 (ce qui est plus restrictif).

vérifie

/R3 /me(t,x,y) log f(t,x,y)dydx € L*>(]0,T).

La preuve de ce théoréme est 1égérement différente de ’approche employée
par Escobedo-Lauren¢ot-Mischler pour I’équation (2.7) mais on reste quand
méme dans une théorie d’existence/stabilité. Ici, on travaille d’abord avec des
solutions mesures, puis on résout le probléme dans L' grace a la fonctionnelle
fe ffR3Xy mflog fdydx (qui joue un role d’entropie), qui permet d’éviter
les concentrations (sa croissance sur-linéaire entraine ’absolue continuité de
f par rapport a la mesure de Lebesgue).

La difficulté dans I’étude de ce modéle cinétique de fragmentation est le
faible nombre d’estimations a priori (par exemple, la propagation des normes
LP pour p > 1 ne semble pas avoir lieu), d’ot la nécessité de travailler avec
une théorie Llog L. Cependant ce cadre fonctionnel est suffisant pour donner
un sens a I’équation (2.14) dans D’ sans renormaliser les termes (car elle est
linéaire), et la partie stabilité (ot I'on passe a la limite dans I’équation) est
relativement standard.

Enfin, les hypothéses faites sur le noyau B dans cet étude sont assez
générales : on modeére seulement sa croissance. De toute fagon, il est difficile
de connaitre exactement la forme des noyaux B physiquement pertinents,
dans une telle description, qui comporte beaucoup de parameétres.

2.2.3 Couplage coagulation-fragmentation

Pour terminer cette partie consacrée aux modéles de coagulation - frag-
mentation, on propose une théorie d’existence pour le modele cinétique com-
plet, couplant les deux processus. On s’intéresse donc au probléme de Cauchy
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suivant :

(O + L VL= QF )~ Qo )+ QE() - QF (),

m

f=ft,x,y) >0, t>0, z€R’ y=(m,pe)cY =R, xR*xR},

| f(0,z,y) = f(z,y),
(2.20)
otl les termes de réaction Q=(f, f), Qf( f) ont été définis auparavant.

Bien entendu, notre étude s’inspire largement des travaux [ELMO4] et
[JS06], nous reprenons la méme description purement cinétique (tenant
compte de I'énergie interne des particules), et nous employons la méthode de
stabilité pour prouver I'existence de solutions, mais des obstacles nouveaux
apparaissent :

e La différence de structure des termes de réaction (ceux de coagulation sont
quadratiques, alors que ceux de fragmentation sont linéaires) rend difficile
I'obtention d’estimations a priori. Rappelons que le cas de la coagulation
seule était favorable (grace au caractére dissipatif de I’équation (2.7)), alors
que celui de la fragmentation seule semblait seulement propager une en-
tropie | fR3Xy mflog fdydx (en plus des lois de conservation de la masse
et de I’énergie). Ici, sur le probléme complet (2.20), on va pouvoir propa-
ger les normes LP, p > 1, au prix de quelques hypothéses techniques (qui
consistent a équilibrer les contributions de chaque terme de réaction).

e [’ensemble des estimations a priori obtenues est quand méme insuffisant
pour définir I’équation (2.20) dans D', a cause de la structure quadratique
des termes de coagulation. En effet, les hypothéses faites sur A ne suffisent
pas a avoir Q, (f, f) € L}... 1l est donc nécessaire de réutiliser compléte-
ment la méthode de DiPerna-Lions pour I’équation de Boltzmann, en ayant
recours aux solutions renormalisées, ce qui n’était pas le cas dans [ELMO04]

et [JS06], ni dans les autres modéles de coagulation-fragmentation.

Ici, nous avons besoin d’un certain nombre d’hypothéses de structure sur
les noyaux A et B :

V(y.y) € Y2 Aly.y) = Aly"y), (2.21)

V(y,y)€Y? y<y, B,y =B,y (2.22)
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Y(y,y*) €Y% Ay, y*) < Aly,y) + A" y). (2.23)
Ces hypotheses sont classiques, ce sont celles de Escobedo-Laurengot-Mischler
(pour A).
Egalement, nous faisons des hypothéses de croissance sur A et B :
A *
VR > 0, / Ay, (2.24)
Yr \y*\ ly*|—+oo
B(y'.y)
VR > 0, / 2D ndy  —s 0, 2.25
ve Y] {y<y'} Y > L0 ( )

ou YR Z:]O, R[XBRX]O,R[C Y.

On suppose également que A et By sont localement bornées :

VR >0, Ae L™(Y3), By € L>*Yg), (2.26)

Un mot sur ces hypotheéses : elles sont quand méme plus restrictives que
(2.12) (2.13), et malheureusement, beaucoup de noyaux "physiques" ne les
suivent pas. En fait, ici, on réclame que A soit bornée prés de m = 0, ce qui
exclut par exemple les noyaux du type (1.2) ou (2.8).

On fait également une hypothése de troncature sur B :

m' > Com
ACy > 1, ou —  B(y,y)=0. (2.27)
/12 2
¢ + 2L > ¢ (e + %)

Cette hypothése assez forte sur B semble nécessaire pour propager le nombre
de particules [gs [, f(t, 2, y)dydz au cours du temps, ce qui est essentiel pour
établir une théorie d’existence dans L. Physiquement, cela est relativement
cohérent : on empéche le processus de fragmentation de s’emballer, évitant
ainsi la création de particules infiniment petites (phénoméne inverse de la
gélification).

Enfin, toujours dans la méme idée de limiter le processus de fragmenta-
tion, on suppose que A contrble B au sens suivant :

ds>1, <<

<1
6s — 5 ’
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|])/|2 / ]‘B Y 228
o T+ 5Biy) (2.28)

B /7 S
ey, /y ﬁﬂ{y@’}@ <1+m'+

Cette derniére hypothése est purement d’ordre technique, elle permet de

propager les normes LP (pour 1 < p) pour les solutions de (2.20), permettant

ainsi d’utiliser les techniques de compacité L! faible employées dans [ELMO04].
Nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 2.5 (Broizat, 2009) Soient A et B des noyaux vérifiant (1.6)—
(1.8) et (1.10) — (1.15) et soit f* une donnée initiale positive qui vérifie

K(f° :://Rg Y( (1 +m + @ +e+ m|a:|2) fo(a:,y)—l—fo(x,y)s)dxdy < 00.

2m
(2.29)
Alors, pour tout T > 0, il existe f € C([0,T], L'(R3xY)) telle que f(0) = f°
et f est une solution renormalisée de (2.20). De plus,

2

p.pte(0,7T), // (1+m+ﬂ+e+m\xl2) ft,z,y)dedy < Kr,
R3xY 2m

(2.30)

p.pte(0,7T), // ft,z,y)’dedy < Ky, (2.31)
R3xY

ot la constante K dépend seulement de Cy, T, K(f°), s et § (définis par
(1.12) et (1.15)).

Ce résultat fait 'objet de I'article A kinetic model for coagulation - frag-
mentation |Brol0], qui constitue la premiére partie de ce manuscrit. Une
premiére piste de réflexion pour prolonger ce travail serait d’affaiblir les hy-
pothéses sur A et B (notamment I’hypothése de troncature de B pour obtenir
la propagation du nombre de particules), et d’éclaircir I'hypothése technique
de controle de B par A, qui est assez artificielle. Au-dela de ceci, 'unicité
reste un probléme ouvert, ainsi que la conservation de la masse (apparition
ou non du phénoméne de gélification).
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3 Meéthodes de moments sur des équations ci-
nétiques

3.1 Présentation du probléme

Nous allons maintenant nous intéresser a un autre type de probléme de
la théorie cinétique, la méthode des moments. On considére une équation
cinétique générale

atf+v'vxf:Q(f)v (31)
o f = f(t,m,v) > 0 est la densité de particules, (¢,z,v) €]0, +oo[xRP x RP
et le second membre Q(f) est un opérateur intégral agissant uniquement sur
la, variable microscopique v (les variables (¢, x) sont locales), qui modélise
une quelconque interaction entre particules (comme l'opérateur de collision
de Boltzmann par exemple). En général, la résolution numérique de telle
équations est trés cotteuse, & cause du nombre de dimensions (2D pour
I’espace des phases plus le temps), et de la structure souvent compliquée de
Q).

C’est, pourquoi on s’intéresse parfois au simple calcul des moments en
vitesse des solutions f, donnés par

<m,f >:—/ m(v)f(t, x,v)dv,
RD

ot v — m(v) est un polynéme en les variables v = (vq,...,vp). En intégrant
formellement I’équation (3.1) en v, on obtient la famille d’équations

Oy <m, f>+V, <vm(v), f >=<m,Q(f) >, m € Rv]. (3.2)

On est donc passé d'une équation en dimension 2D 4 1 & une famille d’équa-
tions en dimension D + 1. Dun point du vue physique, la seule connaissance
des premiers moments de f suffit parfois, notamment pour reconstituer cer-
taines quantités macroscopiques du systéme de particules, comme la densité
locale p(t,x), le champ de vitesse local u(t,x), et la température locale du
systéme T'(t,x) donnés par

(o, pu, plul? + DpT) = / (Lol £t 0)d.

Toutefois, un probléme naturel se pose : le systéme (3.2) n’est jamais
fermé car quel que soit le nombre (fini) de polynémes (m;(v))i<j<n que



3. METHODES DE MOMENTS SUR DES EQUATIONS CINETIQUES33

I'on considére, au moins un des polynoémes vm;(v) aura toujours un degré
plus élevé que les autres, et donc ne s’exprimera pas comme combinaison
linéaire des autres. On ne peut donc pas écrire un systéme fini d’équations
sur les moments < m;, f > qui est équivalent & (3.1), & cause du terme de
transport. On est obligé, pour écrire un systéme sur les moments de f, de
choisir une fermeture, c’est-a-dire de choisir une relation liant les moments
< vm;, f > d’ordre les plus élevés et les autres < mj, f >, pour les indices
i tels que vm; ¢ Vect(my,...,my). Evidemment, la difficulté est de choisir
une "bonne fermeture", c’est-a-dire de faire en sorte que le systéme sur les
moments obtenu constitue une bonne approximation de 1’équation (3.1). Ce
probléme a déja été bien étudié, essentiellement dans le contexte de I’équation
de Boltzmann. On peut citer Grad [Gra49| pour les premiers travaux (1949),
ainsi que Bobylev [Bob82| et Perthame [Per90|, dans les années 80, parmi
tant d’autres.

Dans |Lev96|, Levermore aborde le probléme de maniére systématique, en
ne se restreignant pas a I'équation (1.1), mais considérant une classe d’opé-
rateurs f — Q(f) vérifiant les principales propriétés structurelles de I'opéra-
teur de collision de Boltzmann, & savoir ’annulation des premiers moments

de Q(f) :
<1,Q(f) >=<v;,Q(f) >=<[v]*,Q(f) >=0,  je{l,....D} (33)
et I'inégalité d’entropie
[, mnai <o, (3.4)

pour toute fonction f > 0 appartenant & un certain domaine. Les relations
(3.3) impliquent que les premiers moments des solutions de (3.1) vérifient le
systéme de lois de conservation suivant

o<l1lf> + Ve <o, f> =0
O <w, f> + Ve <ov®u, f> = 0, (3.5)
O < f> + Ve <|vPv,f> = 0

qui traduit la conservation locale de la densité, de la quantité de mouve-
ment et de I’énergie cinétique. C’est pourquoi on recherche en général des
fermetures pour des systémes comprenant au moins ces premiers moments,
qui correspondent aux "cing invariants de collisions de Boltzmann" (pour
D = 3, ce sont 1, vy, vy, vz et |v]* = v? + vZ + v3, voir [Cer90]). Toutefois,
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les différentes fermetures proposées sont en général complexes, et on a du
mal & vérifier que les systémes de moments obtenus sont bien hyperboliques,
et donc bien posés. Dans ces conditions, il est donc évidemment difficile de
savoir dans quelle mesure un systéme fermé de moments approche 'équa-
tion (3.1), et de quantifier 'erreur en fonction de la fermeture choisie et du
nombre N d’équations qui composent le systéme de moments.

Notre approche est différente : nous allons analyser une méthode de mo-
ments avec la fermeture la plus simple qui soit, & savoir une fermeture linéaire.
Bien entendu, il est a priori peu pertinent d’employer une telle fermeture
pour une équation non-linéaire comme (1.1). En conséquence, nous allons
nous restreindre & une équation cinétique linéaire simple :

Of +v0uf = L(f),

en dimension 1 (i.e. (z,v) € R x R), pour pouvoir faire une étude poussée
de la méthode. La simplicité de ce contexte va permettre d’obtenir des résul-
tats intéressants, et de calculer explicitement I’erreur commise en approchant
I'équation cinétique (3.1) par un systéme de N moments.

3.2 Reésultats obtenus

On consideére donc le probléme de Cauchy

( Of +vo.f = L(f), (z,v) eRxR

L(f) = / Q(o.v") f(t,z,v")dv" — Af (3.6)

| f(t=0,2,v) = f(z,v) € L*(R?)

ot A > 0 est un paramétre et opérateur linéaire f — L(f) modélise la
situation ou des particules qui se déplacent en ligne droite modifient leur
vitesse suivant le noyau Q. On suppose que la donnée initiale f° a un support
compact en vitesse :

supp f* C R x I, (3.7)

ot I est un intervalle borné de R. Afin d’écrire un systéme exact sur les
moments des solutions f, on supposera que le noyau Q(v,v*) est polynomial
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en v*, c’est-a-dire que

d
Qv,v*) = (q(v) Z ozjv*j) L0 (3.8)

J=0

avec q € C’fo(;), d € N* et (o)o<j<a € R L'équation (3.6) se réécrit donc

O f +v0.f = L(f)=q(v) Xd: a; (/v*jf(t,x, v*)dv*) — . (3.9)

=0 !

Sous ces hypothéses, il est facile de montrer que le probléme (3.6) posséde
une unique solution dans L>(]0,T[; L*(R x I)), pour tout T > 0, dont la
régularité Sobolev en z est propagée.

Considérons les moments en vitesse de f sur I, par rapport a la base
monomiale, notés

pl(t,x) = /Uif(t,x,v)dv, i€ N. (3.10)
I

En intégrant 'équation (3.9) contre les monomes v* (i € N), on obtient donc
le systéeme

d
Oupel + Ouptlyy = i <Z aju§> — e, i €N, (3.11)
j=0
ol les 7; sont les moments de q :

V=i = /viq(v)dv, ieN. (3.12)
I

On ferme donc ce systéme en considérant un nombre fini N € N* d’équations,
et en supposant que le moment d’ordre N + 1 est combinaison linéaire des
autres. On va donc résoudre le probléme :

( d

Oupti + Orplivs = Vi (Z ozjuj> — A\, 1=0,...,N,

3=0
N

3.13
HN+1 = Z i i s ( )

1=0

m(O,x):u{O:/vifo(x,v)dv, 1=0,...,N,

\ I
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ou (ag, ...,ay) sont des coefficients réels (dépendant de N) qui doivent étre
choisis "de la meilleure fagon possible", c’est-a-dire afin que les inconnues
lo, - - -, by soient une bonne approximation des moments ,u{ lorsque N est
grand. Le systéme (3.13) peut s’écrire matriciellement :

O, My + 8,(AMy) = BMy, (3.14)

ot My = My (t,z) = (po(t,z), ..., un(t,z))T € RN et les matrices A, B €
M1 1(R) sont définies par

0 1 0
Qo anN-1 an
0
(3.15)
Ce systeme est hyperbolique si le polynéme caractéristique

N

XA(X) = det(X Iy — A) = XN =) g, X"
i=0

posséde N + 1 racines réelles distinctes, notées
spec(A) :={Xo,..., AN}

Cela garantit que le systéme (3.14) est bien posé (existence et unicité de la
solution), mais n’assure pas du tout que le systéme posséde de bonnes proprié-

tés de stabilité. Par exemple, les normes des solutions sup sup || (¢)|| 2
0<i<N te[0,T]

peuvent exploser quand N — 400, ce qui rend difficile toute estimation
d’erreur. Le principal enjeu est donc d’abord d’obtenir une estimation de
stabilité uniforme en N, et ceci en choisissant correctement les coefficients
(ai)o<i<n de la fermeture, ce qui revient évidemment & choisir les valeurs
propres (Ag)o<k<n. Ensuite, & partir de cette estimation de stabilité, on est
capable d’évaluer I'erreur commise sur les premiers moments de f, en calcu-
lant explicitement la vitesse de convergence.

Ce travail, en collaboration avec P.-E. Jabin et Y. Bourgault, fait 'objet
de l'article Convergence rate for the method of moments with linear closure
relations [BBJ12]|, dont le contenu figure en deuxiéme partie de ce manuscrit.
Nous prouvons le théoréme suivant :
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Théoréme 3.1 (Bourgault-Broizat-Jabin, 2012) Supposons que la don-
née initiale f° € L*(R?) vérifie (3.7) et que le noyau Q vérifie (3.8). Si on

choisit I = [—1,1] et les (Ax)o<k<n comme étant les points de Tchebychev :
2k+1
A 1= <k<N 1
k COS(<2N+2)7T), 0<k<N, (3.16)

alors la solution du systéme fermé (3.14) vérifie 'estimation de stabilité

sup sup [|jsi ()| 2y < € NNz O 12 ), (3.17)
0<i<N te[0,7]

1/2
ow la constante Cyo = \/m(d+ 1) (Z?:o aj2> est indépendante de N.
Si de plus f° € H¥(R?) et d = 0 (I’entier défini par (3.8)), alors en

notant f la solution de (3.6) correspondante et en définissant ses moments
par (3.10), nous avons 'estimation d’erreur suivante sur le premier moment

de f :
f ¢ 0
o = kol o=qomy 2@y < jrmgzs > I w2 (3.18)
ou C >0 dépend de T, )\, q et k.

Remarque 3.1 La vitesse de convergence est ici donnée pour le premier
moment (et pour un noyau Q avec d = 0). On peut faire ce méme calcul
dans le cas général (d € N) et pour les moments d’ordre i € N, on obtient :

O Nk (i+d)/N
[ 42: — M{HLOO([O,T},LQ(R)) < TNk X HfOHHk(R?)-

Nous disposons donc d’une convergence rapide de cette méthode, qui est
d’autant meilleure que la donnée initiale est réguliére. Mais, dans I’esprit des
méthodes spectrales (voir [ST06] par exemple), notre méthode des moments
avec fermeture linéaire ne semble pas propager la positivité des moments.

4 Modélisation du trafic routier

Les modeéles mathématiques de trafic routier se répartissent essentielle-
ment en trois catégories : les modéles particulaires (connus sous le nom de

"Follow-The-Leader models" [GHR61]|, [BHN195]), ou les véhicules sont en-
visagés comme des particules ponctuelles, les modeéles cinétiques (|[Pri61],
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[PHT1], [Nel95]|, [KWIT7]) qui décrivent la dynamique microscopique de ma-
niére continue, et les modeéles "fluides" ([LW5ba|, [LW55b|, [Pay71], [Pay79],
[AR00], [Zha02], [Col02|, [Hel95]), qui correspondent a une description plus
macroscopique. Evidemment, ces modéles sont reliés : par exemple, dans
Iarticle [AKMRO02|, un modéle fluide est dérivé a partir d’'un modéle parti-
culaire. On pourra se référer & [KKW96|, [Hel0O1], ou au récent [BD11] pour
comprendre ces connexions. Nous nous intéressons ici aux modéles "fluides",
qui décrivent 'évolution de quantités macroscopiques (comme la densité, la
vitesse, le flux) dans 'espace au cours du temps. D’abord, nous présentons
briévement I’historique des modéles, en expliquant comment les modéles de
base (assez sommaires) ont conduit & une modélisation du trafic routier par
des systémes hyperboliques avec contraintes, qui prennent en compte plus
d’effets physiques, et gomment certains défauts de modélisation. Puis nous
proposons pour conclure une version "multi-voies" de ces modéles de trafic
routier avec contraintes, pour laquelle nous prouvons un théoréme d’existence
de solutions faibles pour des données initiales quelconques.

4.1 Les modéles de base

Les modeéles les plus simples de trafic routier sont basés sur la loi de
conservation scalaire

o+ 9, f(n) =0,

ou n = n(t,x) > 0 est la densité des véhicules a I'instant ¢ > 0 et au point
z € Ret f(n)le flux associé. Cette équation traduit seulement la conservation
du nombre de véhicules. On parle de "modéles du premier ordre". Le premier
est di a Lighthill et Whitham [LW55a|, [LW55b] et & Richards [Ric56], dans
les années 1950. Avec cette modélisation, la vitesse moyenne des véhicules
V =V(n(t,z)) est imposée, et définie par la formule nV' (n) = f(n) en général
(bien qu’on puisse aussi considérer la vitesse de groupe g—i). On choisit V'
comme une fonction décroissante et positive de la densité n pour des raisons
de modélisation : la vitesse adoptée par les conducteurs est d’autant plus
faible que la voie est saturée. Du coup, ces modeéles du premier ordre ne
peuvent pas décrire certains phénomeénes existants comme des véhicules a
faible vitesse sur une voie peu encombrée.

Les "modéles du second ordre" intégrent la vitesse des véhicules u =
u(t, z) comme seconde inconnue. Le flux est alors le produit n(¢, z)u(t, z), et
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le modele se compose de deux lois de conservations scalaires :

om + Oy(nu) =0 (conservation de la densité),

Or(nu) + 0.(nu?) =0 (conservation de la quantité de mouvement).

C’est le systeme de la dynamique des gaz sans pression. Le premier modéle
utilisant cette approche est celui de Payne-Whitham [Pay71]|, [Pay79] dans
les années 1970.

Mais cette analogie "fluide-véhicules" n’est pas trés convaincante dans un
premier temps, puisque dans [Dag95|, Daganzo montre les faiblesses des mo-
deles d’ordre 2, en exhibant des situations aberrantes créées par ces modéles,
comme la non-propagation de la positivité de u (laissant ainsi la possibilité
aux véhicules de reculer).

4.2 Le modéle de Aw-Rascle

Pour réhabiliter ces modéles du second ordre, Aw et Rascle proposent
en 2000 [AROO| un nouveau modéle qui corrige les défauts mis en avant par
Daganzo (notamment la propagation de la positivité de n et u qui a lieu).

Les auteurs adoptent le point de vue suivant : les modeéles du second ordre
de trafic routier classiques créent des effets non physiques car ils veulent
imposer les lois de la dynamique des gaz & des véhicules, niant ainsi une
différence importante : les gaz sont formés de particules interagissant entre
elles dans toutes les directions de ’espace, alors que les véhicules peuvent
étre assimilés a des particules anisotropes, qui interagissent essentiellement
avec les particules qui les précédent (dans une description unidimensionnelle).
Il faut donc modifier le systéme des gaz sans pression (en fait 1’équation de
conservation de la quantité de mouvement) pour obtenir un modéle davantage
pertinent de trafic routier.

Le modéle de Aw-Rascle consiste donc en les équations :

on + 0, (nu) =0, (A1)
(O + udy)(u+ p(n)) =0, '
ce qui se réécrit sous forme conservative
{ on + 0z (nu) = 0, (4.2)
Oy (n(u+ p(n))) + Ou(nu(u + p(n))) = 0. '
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ol le nouveau terme p(n), qui s’apparenterait & une pression en dynamique
des gaz, représente un "facteur d’anticipation" dans le contexte du trafic
routier. En d’autres termes, ce terme va décrire la facon dont un conducteur
adapte sa vitesse en fonction du trafic ambiant, ¢’est-a-dire en fonction de la
densité en espace n(.,x). La présence de ce terme p(n) (dénommé "décalage
de vitesse") dans les modeéles du second ordre permet donc de respecter le
principe d’anisotropie décrit auparavant. Dans le modéle de Aw-Rascle, p =
p(n) est supposée étre une fonction croissante de la densité n, possédant les
propriétés de la fonction puissance n7, avec v > 0 (les hypothéses essentielles
sont le comportement de p(n) prés de n = 0, et la stricte convexité de np(n)).
La somme u + p(n) peut étre vue comme la "vitesse préférée, c’est-a-dire
la vitesse qu'un conducteur adopterait sur une route dégagée (pour n voisin
de 0), et c’est la quantité de mouvement associée a cette vitesse-1a qui est
conservée par le systéme.

Signalons également que ce modéle a été obtenu de maniére indépendante
par Zhang, dans [Zha02], et que dans [AKMRO02]|, une dérivation du modéle
de Aw-Rascle & partir d’'un modéle particulaire est obtenue.

Mais malgré ces améliorations, ce modéle du second ordre présente encore
un défaut de modélisation : il est impossible de limiter la densité de véhicules,
c’est-a-dire d’imposer une contrainte du type n < n* (ot n* désigne la densité
maximale) au systéme. En effet, les bornes de la donnée initiale n® = n(0,.)
ne sont pas propagées au cours du temps.

4.3 Les modéles avec contraintes
4.3.1 Présentation

Durant la décennie 2000, des modéles avec contraintes ont été développés
afin d’imposer des bornes sur les solutions de ces systémes hyperboliques non-
linéaires, issus de la dynamique des gaz. Les premiers résultats ont été obtenus
dans [BBCRO00], [Ber02], [BB03| (ainsi que dans [Ber03|, pour une version
numérique d’un probléme de contrainte), dans des contextes non spécifiques
au trafic routier.

Plus récemment (2008), Berthelin, Degond, Delitala et Rascle ont déve-
loppé dans [BDDROS§| un autre modéle de trafic routier, qui lui préserve la
contrainte sur la densité n < n* au cours du temps. La dérivation de ce
modéle est basée sur les idées suivantes :

e on modifie la "pseudo-pression" p(n) (qui représente le décalage entre la
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"vitesse préférée" u + p(n) et la vitesse réelle u) dans le modéle de Aw-
Rascle pour avoir
lim p(n) = +oo,

n—n*—

ou n* est le seuil maximal de la densité de véhicules (n = n* correspond a
la situation ot la voie est saturée, et les voitures avancent collées I'une a
l'autre). On crée donc une singularité en n = n*, en remplacant p(n) = n”
(pour laquelle on avait p(n) — +oo quand n — +00) par la fonction

1 1

—y
p(n):(———*) , 0<n<n® v >0,
n o n

(qui reste croissante et équivalente a n” en n = 0).

Ceci s’interpréte de la fagon suivante : le décalage de vitesse p(n) est relié
a la vitesse a laquelle I'information donnée par les perturbations du tra-
fic se propage en arriére et conditionne les réactions des conducteurs qui
adaptent leur vitesse. Ainsi, dans un trafic normal (non saturé), cette in-
formation circule lentement comparé a la vitesse des véhicules, puisque les
conducteurs ajustent leur vitesse de maniére réguliére, sans réaction rapide.
Au contraire, dans un trafic dense, les temps de réaction des conducteurs
sont plus courts : I'information se propage a grande vitesse. D’ou le choix
de I'hypothése p(n) — +o00 quand n — n*~. On obtient ainsi un "modele
de Aw-Rascle modifié".

e on "rescale" ensuite le modele de Aw-Rascle modifié, en changeant p(n)
en ep(ne), et on prend la limite (formelle) quand € — 07 de la famille de
systémes

{ aatne + az(”sus) = Oa

Ou(ne(t + £p(n2))) + O (not(u + £p(n.))) = 0. (4.3)

En notant (n,u) la limite de (n.,u.) quand € — 0%, on voit formellement
que (n,u) est solution du systéme de la dynamique des gaz sans pression

o + 0y(nu) =0,
Oy (nu) + 9,(nu?) = 0,

dans les zones ou n(t,z) < n*, puisque ep(n.) — 0. A l'inverse, dans les
zones ou n = n*, la limite de ep(n.)(t, z) peut trés bien ne pas étre nulle
(vu que p posséde une singularité en n*) et finie, on la note p(¢,z) > 0.
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Cette nouvelle quantité p joue donc le réle de multiplicateur de Lagrange
de la contrainte n > n*, et elle est non nulle seulement lorsque la contrainte
est saturée (n = n*), c’est-a-dire (n* —n)p = 0.

Finalement, la limite formelle des systémes (4.3) lorsque ¢ — 071 est le
systéme avec contraintes suivant :

o + 0y (nu) =0,
O(n(u+7p)) + Ox(nu(u+7p)) =0, (4.4)
0<n<n* p>0, (n*"—n)p=0.

On l'appelle modéle de dynamique des gaz sans pression avec contraintes

(en anglais Constrained Pressureless Gas Dynamics model, désigné par
l'acronyme CPGD).

La troisiéme inconnue p = p(t,z) de ce modeéle CPGD peut s’interpréter
comme la vitesse "en réserve" non utilisée par des véhicules lorsque la voie
est saturée et que les véhicules a 'avant imposent une vitesse inférieure a
leur vitesse préférée.

Pour plus de détails sur la dérivation du modéle CPGD, on se référera
a [BDDROS|, ou le cas étudié est celui ou la densité maximale n* est une
constante. Le cas ou n* dépend de la vitesse (n* = n*(u)) est plus réaliste
(on peut en effet supposer que la densité maximale de véhicules sur une voie
de circulation est d’autant plus faible que la vitesse est grande, pour des
raisons évidentes de sécurité), et il est traité dans [BDLB08]. Dans [DDOS|
et [DHN11], des simulations numériques sont réalisées.

4.3.2 Théorie d’existence pour le modéle CPGD

Nous allons ici présenter brievement la méthode utilisée pour établir ’exis-
tence de solutions faibles pour le modéle CPGD, écrit sous sa forme conser-
vative (4.4). Le résultat obtenu dans [BDDROS]| est le suivant :

Théoréme 4.1 (Berthelin, Degond, Delitala, Rascle, 2008)

Soit n® = n°(x) € L'(R) une densité initiale telle que 0 < n® < n*, ou n*
est la densité mazimale (constante), et soit u® = u’(z) € L>(R) une vitesse
initiale. Alors, il existe (n,u,p) tel que

n € L(]0, +oof, L (R) N Ly(R)), u,p € L*(J0, +oo[, LY (R)),

qui satisfait les équations et contraintes (4.4), et les conditions initiales

(n,u)(t =0,.) = (n°,u°)



4. MODELISATION DU TRAFIC ROUTIER 43
(au sens des distributions). De plus, cette solution (n,u,p) vérifie
1
Oyu(t,z) < o

essinfyu’(y) < u(t,z) < esssup,u’(y),
0 < p(t,z) < esssup,u’(y).

Enfin, si on impose u® >0, on a u > 0 (le modéle propage la positivité de la
vitesse).

La stratégie de la preuve est la suivante : on construit d’abord explici-
tement des solutions faibles pour des données initiales (n°, u") particuliéres
(appelées "bouchons collants", qui sont des fonctions constantes par mor-
ceaux ne prenant que les valeurs 0 et n*), puis on montre que les solutions
obtenues sont stables. Enfin, on utilise le fait que n’importe quelle donnée
initiale peut étre approchée au sens des distributions par une suite de fonc-
tions indicatrices (voir [Ber02| pour une preuve). Signalons que le concept
de "particules collantes", qui a un role crucial dans 'existence de solutions
pour les modéles avec contraintes, a été introduit dans [BBCRO0).

La premiére étape de ce résultat d’existence est donc d’étudier la dy-
namique d’une solution (n,u,p) constituée d'une succession de "bouchons"
(c’est-a-dire de segments [a;(t),b;(t)] C R, évoluant au cours du temps et
dans lesquels n = n*, et (u,p) sont constants) et de vide (zones ou n = 0).
Le point clef est d’étudier ce qu’il se passe lorsqu’un bloc rapide rencontre
un plus lent qui le précéde : comment le choc va-t-il faire évoluer les valeurs
de u et de p, pour que le triplet (n,u,p) soit solution de (4.4) ? Par ailleurs,
le choix de la dynamique ad hoc des bouchons collants est motivé par I’étude
des problémes de Riemann, également développée dans l'article [BDDROS].

Une fois les solutions "bouchons collants" construites, il faut démontrer
ensuite la stabilité d’une telle suite de solutions, c’est-a-dire qu’il faut étre
capable de passer rigoureusement a la limite dans le systéme : étant donné
une suite (ng, ug, ;) de solutions qui vérifient certaines bornes, peut-on en
extraire une sous-suite qui converge (au sens de la topologie L faible x,
qui est le cadre naturellement adapté au probléme, puisqu’on cherche des
solutions bornées) vers une solution (n,u,p) du méme systéme ? La difficulté
vient évidemment des termes non-linéaires (les produits nu, np, nu(u + p)),
dans lesquels le passage a la limite faible * se fait en utilisant une technique
de compacité par compensation, développée dans [Ber02].
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4.4 Le modéle multi-voies avec contraintes

Pour terminer, nous présentons ici une nouvelle version du modéle CPGD,
qui se propose de modéliser le trafic routier sur plusieurs voies. L’idée est
d’utiliser la densité maximale n* pour représenter le nombre de voies. La
contrainte n* va donc dépendre cette fois-ci de la variable spatiale x € R :
sur une portion de route & deux voies, n* sera deux fois plus grand que sur
une portion ne comportant qu'une seule voie. Nous considérons donc ici une
densité maximale n* constante par morceaux, donnée par :

M
* x) = Zn;ﬂ]”’rﬁl[(l’)
7=0

ou n} € {1,2} (pour simplifier), (7;)1<j<n une suite strictement croissante

de nombres réels, rg = —oo et ry41 = +00. Les points (7;)1<;<m sont les

transitions entre les portions a une et deux voies (on suppose qu’il y a un
nombre fini M < oo de changements du nombre de voies).

Une légére modification des équations du modéle CPGD va permettre de
mettre en évidence des phénomeénes de trafic multi-voies, sans avoir besoin
de considérer des systémes compliqués impliquant un nombre d’équations
proportionnel au nombre de voies. En comparaison des modéles étudiés dans
[BDDROS§] et [BDLB*08], les nouveaux comportements qui apparaissent dans
ce modéle CPGD multi-voies sont essentiellement :

e la possibilité pour les véhicules d’accélérer (quand la route s’élargit) et de
modifier leur vitesse préférée,

e la possibilité de créer des "zones de vide" dans un bouchon, lorsque la
route s’élargit (l'accélération des véhicules a l'avant d’un bouchon n’est
pas nécessairement suivie par les véhicules a l’arriére, qui ne possedent
peut-étre pas une réserve suffisante de vitesse).

Ce nouveau modéle CPGD (désigné par Multi-Lane CPGD model) se pré-
sente sous la forme conservative suivante :

(?tn + 0z (nu) =0,
O(n(u+p)ly) + 0x(nu(u+p)l,) =0, (4.5)
O<n<n'(@), u>0, p>0, (n(x)—n)p=0,

ou la fonction I, = I,(x) est définie par

_J1 si n*(x)
La(z) _{ l/a si n*(z)

I

1
2.
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Le nombre a > 1 représente le ratio entre les vitesses sur les portions a
deux-voies et celles sur les portions a une voie. Ainsi, un véhicule seul (non
impliqué dans un bouchon) roulant & la vitesse u sur une route a une voie
passera a la vitesse awu sur la portion a deux voies. La vitesse préférée p
va elle aussi dépendre du nombre de voies, a travers le paramétre o, qui
est la modification essentielle du systéme. On a donc seulement modifié la
conservation de la quantité de mouvement, et pas I’équation de conservation
de la densité.

Evidemment, ce modéle peut se généraliser aux cas avec des portions de
route a trois, quatre voies, ou plus. Dans le cas de portions a trois voies,
n; € {1,2,3} et I, est remplacée par

1 si n*(x) =1,
I.g(x) =4 1/a si n*(z)=2,
1/ si n*(x) =3,

avec > a > 1, a étant le rapport des vitesses sur une voie et sur deux
voies, et 5/« le rapport de celles sur deux et trois voies.

Nous obtenons pour ce modéle CPGD-ML les résultats d’existence et de
stabilité suivants :

Théoréme 4.2 (Berthelin, Broizat, 2012)
i) Soient (n° u®, p°) des données initiales telles que
n' e L'R), % p” € L®(R)N BV(R),
avec 0 < u®, 0 < p°, 0 <n® <n*(z) et (n*(x) —n")p° = 0.
Alors, il existe (n,u,p) tel que
n € LF(]0, +o0f, LZ(R) N Ly(R)), u,p € L*(]0, +oo], LF(R)),

qui satisfait les équations et contraintes (4.5), et les conditions initiales

(n,u,p)(t =0,.) = (n°,u’,p?)

(au sens des distributions). La solution obtenue vérifie aussi les estima-
tions :

0 < u(t,z) < 2a (esssupyu’(y) + esssup,p’(y))
0 < p(t,z) < 2a (esssupyu’(y) + esssup,p’(y)) -
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it) On considére une suite de solutions (ny,ux, px) de (4.5) telles que

n € L]0, +ool, L(R) N Ly(R)), u,p € L(]0, +o00[, L (R)),
et qui vérifient les estimations uniformes suivantes :
Vk eN, p.p. (t,z)€]0,+oo[xR, 0 <ug(t,z) < C,,

Vk e N, pp. (t,z) €]0,+00[ xR, 0 < pp(t,z) < C,,
VK =a,b) CR, VEeN, pp tel0,+o0], TVi(uk(t,.)) < Comk,
VK =a,b) CR, VkeN, pp. tel0,+oo], TVk(pk(t,.)) <Conmr,

~—

ot C,, (resp. Co i) est une constante strictement positive ne dépendant
que de o (resp. a, M et K ).
Alors, quitte a extraire une sous-suite, on a (g, ug, pr) —(n,u,p) dans
L. (]0,+00[xR), ot (n,u,p) est une solution du systeme (4.5). Cette
solution (n,u,p) vérifie aussi

p.p. (t,x) €]0,+00[ xR, 0 <u(t,z) < C,,
p-p- (t,2) €0, +00[xR,  0<p(t, z) < Ca.

Ce travail, en collaboration avec F. Berthelin, fait 'objet de I'article A

model for the evolution of traffic jams in multi-lane [BB12|, dont le contenu
figure en troisiéme et derniére partie de ce manuscrit.

Dans cet article, nous adaptons la méthode de [BDDROS8| pour obtenir le

théoréme d’existence, mais des difficultés supplémentaires apparaissent, car
les dynamiques des bouchons collants sont bien plus complexes, a cause des
élargissements et rétrécissement de voies, qu’il faut combiner avec les éven-
tuelles collisions entre bouchons. De plus, une adaptation du lemme d’ap-
proximation de la donnée initiale par des bouchons collants est nécessaire.
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Abstract

The aim of this paper is to show an existence theorem for a kinetic model
of coagulation-fragmentation with initial data satisfying the natural physical
bounds, and assumptions of finite number of particles and finite L”-norm. We
use the notion of renormalized solutions introduced dy DiPerna and Lions
in [3], because of the lack of a priori estimates. The proof is based on weak-
compactness methods in L!, allowed by LP-norms propagation.

1 Introduction

Coalescence and fragmentation are general phenomena which appear in
dynamics of particles, in various fields (polymers chemistry, raindrops for-
mation, aerosols, ...). We can describe them at different scales, which lead to
different mathematical points of view. First, we can study the dynamics at
the microscopic level, with a system of N particles which undergo successives
mergers/break ups in a random way. We refer to the survey [1] for this sto-
chastic approach. Another way to describe coalescence and fragmentation is
to consider the statistical properties of the system, introducing the statistical
distribution of particles f(t,m) of mass m > 0 at time ¢ > 0 and studying its
evolution in time. This approach is rather macroscopic. But we can put in
an intermediate level, by considering a density f which depends on more va-
riables, like position x or velocity v of particles, and this description is more
precise. Here, we start by discussing models with density, from the original
(with f = f(¢t,m)) to the kinetic one (with f = f(t,z,m,v)), which is the
setting of this work.

Depending on the physical context, the mass variable is discrete (poly-
mers formation) or continuous (raindrops formation). It leads to two sorts
of mathematical models, with m € N* or m € (0,4+00), but we focus on
the continuous case. To understand the relationship between discrete and
continuous equations, see [16].

1.1 The original model

The discrete equations of coagulation have been originally derived by
Smoluchowski in [21, 22|, by studying the Brownian motion of colloidal par-
ticles. It had been extended to the continuous setting by Miiller [20], giving
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the following mathematical model, called the Smoluchowski’s equation of coa-
gulation :

of

ot

This equation describes the evolution of the statistical mass distribution

in time. At each time ¢ > 0, the term Q7 (f, f) represents the gain of particles
of mass m created by coalescence between smaller ones, by the reaction

(tm)=QI(f. /) —Q:(f.f),  (t;m)€ (0,+00)" (1.1)

{m*} +{m —m*} — {m}.

The term Q_ (f, f) is the depletion of particles of mass m because of
coagulation with other ones, following the reaction

{m} + {m"} = {m+m"}.

Namely, we have

QD)) = [ Al = ) 6, ) ko = e

Qﬂﬂﬁ@m%iAwAWwﬂﬁ@mﬁwmﬂMﬁ

where A(m,m*) is the coefficient of coagulation between two particles, which
governs the frequency of coagulations, according to the mass of clusters. In
his original model, Smoluchowski derived the following expression for A :

A(m,m*) = (m1/3 + m*1/3> (m’l/?’ + m*_1/3) ) (1.2)

In many cases, coalescence is not the only mechanism governing the dyna-
mics of particles, and other effects should be taken into account. A classical
phenomenon which also occurs is the fragmentation of particles in two (or
more) clusters, resulting from an internal dynamic (we do not deal here with
fragmentation processes induced by particles collisions). This binary frag-
mentation is modeled by linear additional reaction terms in equation (1.1),
namely
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—+00

QF(f)(t.m) = / B, m) f (t, m')dm,

m

’

Q;(f)(t,m):% Ft.m)Bu(m),  where  By(m) — /0 " B!, m)dm.

The function B(m’,m) is the fragmentation kernel, it measures the fre-
quency of the break-up of a mass m’' in two clusters m and m’ — m, for
m < m/. So, at each time ¢, the term Q;[(f) is the gain of particles of mass
m, resulting from the following reaction of fragmentation :

{m'} = {m} +{m’ —m},

whereas Q]T( f) stands for the loss of particles of mass m, because of a break-
up into two smaller pieces, by the following way :

{m} - {m*} +{m —m*}, with m* <m.

Thus, the continuous coagulation-fragmentation equation writes

Wtm) = Q2N Qe D +QF) ~ Q7). (hm) € (0, +00)”
(1.3)
In the 90’s, many existence and uniqueness results have been proved about
this problem, see for instance [23, 24|, or [13] for an approach by the semi-
groups of operators theory. These results are true under various growth hy-
potheses on kernels A and B, but these assumptions often allow unbounded
kernels, which is important from a physical point of view.
However, this coagulation-fragmentation model do not take the spatial
distribution of particles into account. This leads to “spatially inhomogeneous”
mathematical models, where the density of particles f(t,z,m) depends also

of a space variable z € R3.

1.2 Spatially inhomogeneous models

A first example consists of diffusive models, corresponding to the situa-
tion where particles follow a Brownian motion at the microscopic scale, with
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a positive and mass-dependent coefficient of diffusion d(m). From a physical
point of view, it implies that particles are sufficiently small to undergo the
interaction with the medium, i.e the shocks with the molecules of the fluid in
which the particles evolve. In the statistical description, a spatial-laplacian
appears, giving the diffusive coagulation-fragmentation equation :

W, m) — dlm)Aaf b m) = QF (1)~ QU )+ QF () = Q7 (),
(t,z,m) € (0,400) x R? x (0, +00).
(1.4)
We refer to [15] for a global existence theorem for the discrete diffusive
coagulation-fragmentation equation in L!, and to [17] for the continuous one,
improved in [19] (with less restrictive conditions on the kernels), then in [2]
(with uniqueness of the solution).

The second way to correct the spatially homogeneous problem is to as-
sume that the particles are transported with a deterministic velocity v. At the
statistical level, this adds a linear transport term v.V, f to the equation (1.3).
This velocity can be a given velocity v = v(t,x,m) or the inner velocity of
the particles. The first case has been studied in [6], with an existence and uni-
queness theorem, and furthermore the continuous dependance on the initial
data. Physically, it corresponds to the dynamics of particles with rather low
mass which follow a velocity drift depending only on the surrounding fluid.
In the second case, particles are also identified by their momentum p € R3
in addition to their mass m (with v = p/m) : we have a kinetic model, which
is relevant to describe the dynamics of particles of varying size/mass accor-
ding to coagulation /fragmentation events, like in aerosols. At the microscopic
scale, the coagulation/fragmentation processes become “multi-dimensional”,
with mass-momentum conservation at each merger/break up according to
the following scheme :

Coagulation : {m} +{m*} — {m'}
{pt+{rt - {r'}
Fragmentation : {m’} — {m} 4+ {m*}
{r'} - {p}+{r}

*

where m' :=m +m*, m > 0, m* > 0, and p' := p + p*.
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Thus, in the statistical description, the density depends on time, position,
mass and momentum : f = f(¢,z,m,p). But even if this kind of kinetic
models provides a rather good description of phenomena, it is harder to study,
so there are less results than for the diffusive ones. Moreover, it is difficult
to know the exact physical form of the kernels. And finally, the numerical
aspects are a real problem on these models : because of a high dimension (at
least 7 plus time), it seems to be very difficult, maybe impossible, to compute
the solutions on a long time.

Concerning the results, a global existence theorem for the sole coagulation
has been demonstrated in [7]. The proof is based on LP-norms dissipation for
any formal solution, and on weak-compactness methods in L. This result has
been extended to a more general class of coalescence operators in [12]| (but
under stronger restriction on the initial data), with a very different method
of proof. For the sole fragmentation, a difficulty is due to the blow-up of
kinetic energy, which grows at each microscopic event. Thus, it is reasonable
to take the internal energy of particles into account, which balances the
gain of kinetic energy during a break up. With that modeling, the work [11]
provides global existence for a kinetic fragmentation model, with general
growth assumptions on the kernel B, by using correct entropies.

The aim of this work is to combine both of these analysis. We deal with as-
sumptions which are similar to [7], but a little bit more restrictive concerning
the kernel A. The obtaining of a priori estimates is strongly inspired from
[7], with a big difference however. The authors obtained refined estimates,
including a dissipative quadratic term thanks to which coagulation bilinear
terms make sense, but which is unfortunately not present here because of the
balance problems between coagulation and fragmentation operators. Thus,
this lack of estimates does not allows us to define well the reaction term
of coagulation with only the a priori bounds (specifically, we can not say
that the bilinear loss term Q_ (f, f) lies in L}, as it is shown in subsection
3.2). That is why we use the DiPerna-Lions theory of renormalized solutions,
introduced in [3] to show global existence for Boltzmann equation, which
presents similar problems.
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1.3 Description of the kinetic model and outline of the
paper

Now, let us describe precisely the model we study. The parameters which
describe the state of a particle are denoted by

yi= (m.p,e) €Y i= (0,450) x R x (0, 400),

m for the mass, p the impulsion, and e the internal energy. At the microscopic
scale, coalescence and fragmentation conserve total energy (kinetic energy -+
internal energy), thus we can compute the internal energy of daughter(s)
particle(s).

Coagulation : {e} +{e*} — {€'}

We have ) ) )
* *
I P i )
2m 2m* 2(m +m*)

thus

>0

* _ * |2
¢ =ete+E_(m,m",p,p*), where E_(m,m" p,p"):= ZLZ%m]i(mﬂ—ll—an*)

(E_ is the loss of kinetic energy resulting from the merger).

Fragmentation : {e'} — {e} + {e*}

e LR O s
p ,_ Ipl? p—p
2m’jLe B 2m+e+2(m’—m)

+ e,
thus

m'n — mp' 2
e =ée—e—E,.(m' m,p,p), where E,(m' m,p, p):= m’p il >0
2mm/(m’ — m)

(E is the gain of kinetic energy resulting from the break up).

Remark 1.1 Let us point out the following symmetries :

E_ (m*, m,p*,p) =F_ (m7 m*ap7p*)7
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E+(m/7 m7p/7p) = E+(m/’ m/ - mvplap/ - p)7

and the relation
E*(m7 m*7p7p*) = E+(m + m*7m7p +p*7p)7

which 1s consistent with the two phenomena’s reciprocity.

We use the following notations :
— if y = (m,p,e), y* = (m*, p*, e*), then we denote

y/ = —|—y* = (m+ m*,p—i-p*,@—i- e’ + E—(mam*ap7p*))>

o 1fy = (mvpa 6)7 y/ = (mluplu 6/), withm < m'and e < 6,_E+(m/7 m7p/7p)7
then we say that y < 3’ and we denote

* /

Yy =Yy Y= (m/ - map/ - b, 6/ —€— E+(m/7m7p/7p>>‘

With this formalism, we naturally have (3 — y) + y = ¢/, but note carefully
that y < v/ is not an order relation on Y.

Remark 1.2 For ally €,
/ / /
lyeY, y<y} c0.m) xB sommmx(0,¢).
Denoting Yr := (0, R) x Bgr x (0, R) C Y, we have

y<y, yeYp = yec(0,R)xBgzx(0,R)C Y. (1.5)

Finally, we point out that the map (m’, m,p’, p, €, e) — (m',m*,p’, p*, €, e*)
is a diffeomorphism with C'*° regularity whithin the domain

{0<m<m, pp eR 0<e<e —E (m' ,myp,p}cY?
which preserves volume.

We denote by f(t,z,m,p,e) = f(t,z,y) the particles density, which is
a nonnegative function depending on time t > 0, position z € R3, and the
mass-momentum-energy variable y. To shorten the notations, we set for each
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t,, f(y) - f(t,x,y), or f - f(tvx>y)v f* - f(tax>y*)> and f, - f(t,x,y’).

The complete model then reads :

Of + - Vuf = QLN = QX (LD +QF ) = Q7 (). (ECF)

te(0,+00), z€R® y=(m,pe)ecY,

with

QF(f )y / Ay — v ) 5 — ) Ly o™

Q: (/. 1(w) = Fw)LI(w). / Aly, y) )y

and

Q) = /Y B 9) f () Ly dy

1

N0 =3B, B = [ By

Functions A et B are respectively the coagulation and fragmentation
kernels. They are nonnegative functions, independent of (¢, z), which satisfy
the natural properties of symmetry :

V(y,y*) € Y2 Ay.y") = AWy, y), (1.6)

V(y,y) €Y? y<vy, BW.y) =DBY.y"). (1.7)

The kernel A(y,y*) represents the coalescence rate between two particles
y and y*, whereas B(y',y) is the fragmentation rate for a particle y’ which
breaks in two clusters y and y*.

We assume that A fulfils the following structure assumption :

V(y,y*) € Y2, Ay.y") < Aly,y') + Aly*,y). (1.8)
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Remark 1.3 We can insist on the fact that this assumption is more general
than the classical Galkin-Tupchiev monotonicity condition :

Yy <y*, Aly,y" —y) < Ay, v"). (1.9)

In the “monodimensional” case, the Smoluchowski kernel given by (1.2) do not
satisfy (1.9) but satisfies (1.8), that’s why the first existence result established
in [17] under Galkin-Tupchiev condition was extended in [19] to kernels which
satisfy (1.8) only.

We also require that A and B have a mild growth :

A *

VR > 0, / Ay, (1.10)

ve Y] ly*| =400

B(y',y)
VR > 0, / 1 ndy — 0, 1.11
v V] {y<y'}0Y |00 ( )
and B is truncated as :
m’ > Com

aC, > 1, or = B(y,y)=0. (1.12)

/|2 2
6’+%>Ca(€+%>

Remark 1.4 The physical interpretation of this truncature assumption is to
prevent the creation of too small clusters compared to the mother particle.
From a mathematical point of view, it allows the total number of particles
(the L'-norm of f) to be finite at each time t > 0.

We also need to have B; locally bounded :

VR>0, B €LYz, (1.13)

as well as A :

VR >0, A e L=(Yp). (1.14)
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Remark 1.5 Unfortunately, these assumptions of growth and boundedness
are more restrictive, and in the monodimensional case, the Smoluchowski
kernel (1.2) doesn’t satisfy them any more. The examples given in [7] for the
sole coagulation, namely

b p

A(m, m*’p7p*) — (ma + m*a)Q -
m m

(for the dynamics of liquid droplets carried by a gaseous phase) or

y
) OSO{S17 _3<’7§0,

P m+m*\“|p p*
A(m, m*,p,p*) = < )

mm*

m  m*

(for a stellar dynamics context) do not fit neither. Here, we need coalescence
kernels which are bounded when m,m* — 0. But it is difficult to know the
exact physical form of the kernels A and B because of the complexity of this
kinetic model. Nevertheless, simple kernels given by A(m,m*) = m* + m*®
with 0 < o < 1 fit.

Finally, we assume that A controls B in the following sense :

1
ds>1, << <1,
65

1
+¢ 4+ =By(y)°. (1.15)

By, y)®
=% LI g ndy <1
e, /yA(y,y ey S Lem'+ 505 2

Remark 1.6 This last assumption is more technical, but seems necessary to
balance the contributions of the interaction terms Q.(f, f) and Q¢(f), which
are difficult to compare because Q.(f, f) is quadratic whereas Q¢(f) is linear.

The paper consists in the proof of the following theorem.

Theorem 1.7 Let A and B be kernels satisfying (1.6) — (1.8) and (1.10) —
(1.15) and let f° be a nonnegative initial data which satisfies

0) . p|? 2) 0 0 )
K(f) /A3xy((1+m+2 +e+mlzl? ) fHz,y) + f(z,y)° dzdij?oo'



1. INTRODUCTION 67

Then for all T > 0, there exists f € C([0,T], LY(R*xY)) such that f(0) = f°
and f is a renormalized solution to (ECF'). Moreover,

2

a.ete (0,T), // (1+m+ﬂ+e+m|x|2) f(t, z,y)dzdy < Kr,
R3xY 2m

(1.17)

aete (0,7), // ft,z,y)’dedy < Ky, (1.18)
R3xY

where the constant Kp depends only on Cy, T, K(f°), s and § (defined in
(1.12) and (1.15)).

Beyond existence problems, there are lots of others interesting subjects to
explore. A first one concerns the mass conservation of the solution f, which
is still an open problem for such kinetic models, even for the case of the sole
coagulation. In the spatially homogeneous case, it has been shown in [5] that
total mass is preserved in time under mild growth hypotheses on kernels. But
we know that in case of strong coagulation (typically the case of multiplicative
kernels), a phenomenon of gelation occurs, which force the total mass of the
system to decay from a certain time 7, < +o0. Then, problems of convergence
to an equilibrium have been already studied for the spatially homogeneous
equation [18], under a detailed balance condition between kernels A and B.
We can also mention existence of self-similar solutions [8, 9, 14|, always for
the spatially homogeneous case.

In a first section, we will derive the a priori estimates from the equation,
giving the proper setting of the problem. Then, the proof of theorem is based
on a well-known stability principle which says that if we are able to pass to
the limit in the equation (the set of solutions is closed in a certain sense), then
it would be easy to show the existence of a solution, applying the stability
result to a sequence of approached problems which we can solve. So, the aim
of the last section is to prove rigorously such a stability result and in fact,
we work in the context of renormalized solutions, because the reaction term
can not be defined as a distribution simply using the a prior: estimates.



68

1.4 Different notions of solutions

We discuss here on different notions of solutions, recalling the DiPerna-

Lions results. We set Q(f, f) = QF (f, f) — Q. (f, /) + Q7 (f) — Q5 (f)-
Definition 1.8 Let f be a nonnegative function, such that

f € Li.((0,400) x R* x Y).
We say that f is a renormalized solution of (ECF) if

+
—Qf(f, /) € L,.((0,+00) x R?* x Y), Clngr(J;)

1+ f
and if the function g :=log(1 + f) satisfies the renormalized equation

P o _ QU

€ L,.((0,+00) x R* x Y),

in D'((0,+00) x R? x V).

The renormalization makes passing to the limit impossible because of the
quotients in the reaction term, that is why we also need another notion of
solution : the mild solutions, which only require local integrability in time
and provide Duhamel’s integral formulations to the problem in which we are
able to pass to the limit.

Definition 1.9 Let f be a nonnegative function, such that
f € L. ((0,+00) x R?* x Y).
We say that f is a mild solution of (ECF) if for almost all (z,y) € R3 x Y,
VI >0,  Q:(f fF(twy) € LY(0,T),  QF(f)(tz.y) € L'((0,1)),
and
YO<s<t<oo, fHt,xy)— fis,z,y) = /tQ(f, (o, z,y)do, (1.19)
where h¥ denotes the restriction to the characteristic lines of the equation :

hﬁ(t, x,m,p,e):=h(t,r+ tﬂ, m,p,e).
m
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The following results are proved in [3] :

Lemma 1.10
(i) IfQE(f, f) and Qf(f) are in L, .((0, 4+00) xR3xY"), then the following

assertions are equivalent :
— f is a solution of (ECF) in the sense of distributions.

— [ is a renormalized solution of (ECF).
— [ is a mild solution of (ECF).

(ii) If f is a renormalized solution of (ECF), then for all function p €
C*([0, +00)) such that |8 (u)] < 1%, the composed function 3(f) is a solution

of

1+u7

BN + = V.B(f) = B(NQUS. f)

in the sense of distributions (here, the right side lies in L, .((0,4+00) x R3 x
Y)).
(i11) f is a renormalized solution of (ECF) if and only if

‘ . . : Q7 (f)
f is a mild solution of (ECF') and Q1+fff)’ L5 € L. ((0,400) x R? X Y).

2 A priori estimates

We consider the Cauchy problem

(ECF)
{ f(O,ZL‘,y) - fo(flf,y), (21)

We suppose in this section that (2.1) admit a sufficiently smooth solution
f in order to handle some formal quantities which are conserved or propaga-
ted by the equation (ECF). More precisely, we will show the propagation of
L7 bounds for the solution along time :

Proposition 2.1 If the initial data f° satisfies

K(f) // ((1 +m+ — \p[? +e—|—m!x|2> Pz, y) + Oz, y)* )dmdy < 00,
R3xY

2m
(2.2)
then for all'T > 0, any classical solution of the Cauchy problem (2.1) satisfies
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2
sup // ((1 +m + ‘;l +e+m|x|2) flt,z,y) +f(t,x,y)q> dedy < K,
] R3xY m

telo, T
(2.3)
for all the exponents g € (5/6, s], and also

[ [ rts2) + Dttt ot < K (2.4)

where
Di(fta)) =5 [ Ay sup(s it £y dydy = 0. (25)

s—0
2

Da(f(t,)) = //Y B () Uil dy 20, (26)

and the constant K1 depends only on Co, T, K(f°), s and é.

2.1 Basic physical estimates

We start with a fundamental formula, which gives the variation in time
of some integral quantities involving the solution f.

Lemma 2.2 Let H(u) be a function with C* regularity on [0, +00) and ®(y)
a real or vectorial function. We have

%//Rsxyq’@)ff(f(t,x,y))dwdy

1 * / / o . % « .
= [ At @) - ed () - e () dydyds
1 , X o , /
w5 [[[L Br @A) ¢ ()~ FdH) Ve dudy

(2.7)

where d,H = ﬂ
du
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Proof : Using (ECF), we have
i ooy @@ H (fdady = [fps,y 2(y) duH (f) Oufdyde
= ffrswy @) AH(f) (QEf. ) — Q (f, f)) dydz
+ Sfasy W) A (f) (QF (f) — Q7 (f)) dyda

- ffR3><Y dive(—®(y)H (f) 2 )dydz.

The integral with divergence vanishes thanks to Stokes’ formula. Whence

i Mooy @@ H(fdzdy = [[pay Py) duH(f) (QF(f, ) — QL (f, f)) dyda
+ JJrsyy @) duH(f) (Q}—(f) - Q;(f)) dydzx.

Using Fubini’s theorem (formally), we can write

it Ny ®W)H (f)dzdy
= 5 MMasey oy W) dH(f) Aly* y = y*) f(y*) [y = ) gy <y dy*dyda
= Wesry sy @) duH(F)Aly y*) f(y) f (y")dy*dydze
+ Maswy sy @) duH () By ) f(y) Lysyydy' dyda

— 5 Jroy W) duH(f")Br(y) (v )dy da.

If we change variables (y*,y — y*) — (y*,y) in the first integral, we obtain

it Moy ®@)H (f)dady

= 3 Moy QW+ Y duH (fy+y7) Al v)f(y") [ (v)dy* dyde
= Mzs vy W) duH () Ay, y*) f (y)f () dy* dyda
+ sy sy W) duH (f) By, y) f () iy dy dyd

-2 fff]R3><Y><Y ) d H(f)B(y’,y)f(y’)]l{y<y/}dydy’da:.
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The symmetry of A allows us to write
Mgy ey @) duH (F)Aly, y*).f () f (y*)dy*dydax
= 5 Masuywy W) duH () Aly, y*) f(y) [ (y*)dy*dydz

3 Mas vy @@ duH (f*) Ay, ") f (y) f (") dy* dydzz,

using the change of variables (y, y*) = (y*,v).
The same applies to B with (v, y) — (v, v —y) :

fffR?’ ><Y><Y y)d.H(f) By, y)f(y’)]l{y/>y}dy’dydx
= 2 fffR3><Y><Y y) d H(f) B, y)f(y’)]l{y/>y}dy’dydx

I sy wy @@ — 1) duH(F(Y — ) B, y) £ () Ly gy dy' dyda.

O
Applying this lemma with H(u) = u, it gives
i Mas iy @) fdzdy = 5 [[Jgsyry ALF7 (P = @ — @) dy*dyde
5 Mas sy oy BI (@ + &% — ) ]l{y<y/}dy’d(ydx).
2.8
Choosing ®(y) = m, we obtain mass conservation :
d
— // mf(t,z,y)dzdy = 0. (2.9)
dt R3xY
With ®(y) = p, we also get the momentum conservation :
d
— // pf(t,z,y)dzdy = 0. (2.10)

Then, choosing ®(y) = % + e, we recover the total energy conservation :

dt //R?,Xy (W ) J(t,x, y)dzdy = 0. (2.11)

Moreover, we can control space momenta :
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Lemma 2.3 For all T > 0, there exists a constant Cr > 0 that
vt € [0,T7, // m|z2f(t, x,y)dzdy < Cr. (2.12)
R3XY

Proof : In view of the equation (FCF) and the Stokes formula, we have
D sy mlaPfdedy = = [[os,y [21°p. Vo fdudy

= 2ffR3ny'p f(t,l}y)dl’dy

2 (ffuny mlef2 ety ([ 2 pitny) "

and we conclude with (2.11) and Gronwall’s lemma.
Finally, we can control the number of particles in finite time :

IN

Lemma 2.4 We set

Ny —// Oz, y)dzdy, M, —// fO(z, y)dxdy,
R3XY R3><Y
W 0
Ey = +e) oz, y)dzdy.
R3XY

Then, there exists a constant C > 0 depending only on Cy that for all T > 0
and for all t € [0,T],

J[ fttadedy < o+ CTOM + BT + Mo+ Eo (213
R3xY

Proof : We use formula (2.8) with ®(y) = ll{m§1, e l22 o1y Since ® is non-

negative and subadditive in the sense of coalescence (ie ® < ® + ®*), we
have

% ffRSXY ]l{m§17 e_’_g’igl}fdydx S 2 fffRSXYX f/ P + or — @l) ]]-{y<y’}dydy/d$
= sy oy B (@ = 5) gyayydydy'do

< fffRi” XY XY Bfl(b]l{%y’}dyd?/dx

- fffR3nyy B.f/]l{y<y,7 m<1, e+%§1}dydy’dm.
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In the last integral, if m’ > Cj, then, since m < 1, we have B(y',y) =0
/12
according to assumption (1.12). The same applies if ¢’ + % > Cy. Thus,

% ffR?’XY f(ta ZU, y)]l{mSL e+%§1}dydl‘
S ffR3><Y (fY y Y ﬂ{y<y }dlj) f(t7 T, y/>]l{m/§001 e’—l—%SCo}dy,dx

— ffR?’XY t x y)]l{TN/SC(), 6/+%§00}dy/dx.

Denoting €' := supy ey, Bi (y'), we obtain

% ffR3><Y f<t7 xz, y)]l{mSL e+%§1}dydx

< C fgony f(t 2, y)dyd

IN

¢ (ffR3><Y f(tz,y) ]l{mgl, e+%§1}dyd:c + [Jas .y mf(t,z,y)dydx
+ ffR3><Y <€ + %) f(t7$a y)dyd$> .

Using (2.9) and (2.11), we have
% ffR3><Y f(ta T, y)]l{mgl’ e+%§1}dlyd$
S Off]R3><Y f(t7 X, y) ﬂ{mgl, 6+%§1}dyd$ + C(M() + Eo)

We integrate this inequality in time. Then, Gronwall’s lemma provides

ffR3><Yf(t’ Z, y)]l{mgl, e+‘§7|2§1}dydl' < (NO + CT(MO + Eo))eCT,

for all "> 0 and forall ¢ € [0, 7.
We conclude noting that

ffR3><Y f(t, xZ, y)dydﬂf < ffRSXy f(ta Z, y) H{WSL e+%§1}dyd$

Jes oy (m +e+ %) f(t,z,y)dydz,
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and using (2.9) and (2.11) again. o
2
To summarize, if we set E(x,y) = 1 +m + % + e + mlz|?, and if we
suppose that the initial data satisfies

KGO = [ B ey < +oo,

then, for all " > 0, there exists a constant K7 (depending on 7', Cy and
K(f%) such that

sup // E(z,y)f(t,z,y)dxdy < Kr. (2.14)
] R3xY

te[0,T

Remark 2.5 Fory > 5, we have

1
———dxdy < +0. 2.15
I, ¥y (2.15)

It will be very useful to show that some L bounds of f (for5/6 < ¢ <1 and
q = s > 1) also propagate in time.

2.2 LY bounds

Obtaining L? bounds propagation is more technical, that is why we split
the proof in several lemmas.

Lemma 2.6 Let B € (5/6,1). Then, for all T > 0, there exists a constant
Kr (depending on T, Cy and K(f°)) such that

sup // Pt x,y)dedy < Kp. (2.16)
R3xY

te[0,7

Proof : Writing

EP(z,y)
Ié; — B - \"dJJ
[, 7 ran= [ 5 g s

we use Young inequality

*

o o

Va>1, VYu>0, V>0, uvgu—+
«Q a*

()

(2.17)
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1 1
with w = f8(t,z,y)E?(x,y), v = ———, and @ = = > 1, and obtain
& %,9) 5z 9) Ef(z,y) B

ffR3xY fﬁ<t7 T, y)dl’dy S ﬁ ffRBXY E(l’, y)f(tv L, y)dl‘dy

- 5) ff[{@xY Lﬂ

We conclude with (2.14) and (2.15). o

d:rdy
(zy

Lemma 2.7 For any conver and nonnegative function H € C([0,+00))
such that H(0) =0, and for all t > 0, we have

L ataday
[ # sy

////R Asup(f, f*)H(inf(f, f*))dy"dydzdr (2.18)

3XYxY

//// AH ( ) f Tgy<y }dydy dzxdr
R3xY xY

1 /[t / / ,

— Bf duH(f )]l{y<y/}dydy dxd7-7
2 0 R3xY xY

where A = A(y,y*), A" = Aly,¢), B= B(y/,y).
Proof : The formula (2.7) yields

dt ffR?’xY fldzdy = fffR3><Y><Y Aff* <duHT(f/) - duH(f)> dy*dydx

Mgs sy v B’ (duH(f) - %(f/)) Ny dydy'da.
(2.19)
Let us rewrite the term I; := fff]R3xYXYAff*duH(f/)dy*dydl’, by the
following way :

n= [ At s )y dyde.
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We use the Young inequality :

Vu >0, Vo>0, wv<H(u)+ H*(v) (2.20)

with v = sup(f, f*) and v = d,H(f’), where H* stands for the convex
conjugate function of H. A simple calculus shows that

H*(d,H(u)) = ud,H(u) — H(u),
and this quantity is nonnegative, by the assumptions on H. We denote
O(u) := H*(d H(u)) = 0.
It leads to the inequality :

It < [ffgs ey sy AECS, f)H (sup(f, f*))dy*dyda

+ fffRSxYxY Ainf(f, f*)O(f")dy*dydz.

We can dominate the second term of the right member using the hypo-
thesis (1.8) by the following way :

Wlessey oy AECS, [)O(f ) dy* dyd
< sy (A, y +9%) + Aly*,y +y*) inf(f, f1)O(f)dy*dydz
< WMaseywy Ay +y) fO(f)dy*dydz
+ [Meoxycy AWy +y) f*O(f)dy* dydz
= 2 [[fassyuy AWy +y) f(y)O(f (y +y))dy*dyda

= 2 [[Jasuy vy AW ) )OS (1) Uiy <y dy* dyda
(the last identity resulting from the change of variables (y*, y+vy*) — (y*,v)).
This yields

L < fffR3XyXyAinf(f, [N H (sup(f, f*))dy*dydx

+ 2 fffRSXyXy AfO(f) gy ey dy*dyd.
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Thus, we have the following control of the coagulation contribution in (2.19) :

Wiy ALF* (552 = duH (1)) dydyd
< % fffRS vy AIE(f, f*)H (sup(f, f*))dy*dydx

+ fffRS v xy AL O Ly cypdy*dyda — fff]R3><Y><Y Affrd H(f)dy*dyda.

Now, we can write the right member of this inequality by the following
way :

=~ 5 [Maseysy Asup(f, [ H ik (f, f*)dy*dyda

+ 3 Masrysey AFH(f)dy*dyda + 5 [[[zay oy A H(f)dy*dyda

+ [Mraeyey AL O Ny cpdy*dyda — [[Jpay oy AL FrduH (f)dy* dydz
= — 3 [assy ey Asup(f, fHH(nf(f, [*))dy*dydz

+ Mraxy sy A O Ny cpydy*dyda — [[fpasy oy AFOf)dy*dydz.
We deduce

Wes sy sy AFT (% - duH(f)) dy*dydx
< = 5 Mrssyxy Asup(f, fH)H(nf(f, f*))dy*dyda
+ fffu@ wv <y A O(f) Ly cyydy*dyda — fffR3xny AfO(f)dy*dydz.

(2.21)
Then, we can also control the fragmentation contribution :

fffRSXYxY Bf/duH(f)]l{y@’}dydy,dx - fffR3><Y><Y Bf duH2(f/) ﬂ{y<y’}d?/dy/d$-

We rewrite the first term by the following way :

fffRSXYXY Bf,duH(f)]l{Ky’}dydy/dx = fffRB XY XY %A’f’duH(f)ll{y<y/}dydy’dx
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and we use (2.20) again, with u = % and v = d,H(f), whence

fffRSxYxY Bf (duH(f) - %(f/» ]l{y<y’}dydy/dl’
< fffRSXYXY (Aﬁ) A flgy<yndydy'd + fffR3><Y><}A 'O y<yydydy'dx

fffRi” XY XY Bf dUHz(fl) ﬂ{y<y/}dydy/d$~

(2.22)
Eventually, using (2.19), (2.21) and (2.22), we infer

§ oy HU(txg))dady < = 4 [[fyay pAsup(f, £V H (inf(f. ) dy dyde
- fffR3 X (Y27({y<y*}u{y* <y}))Af*@(f)dydy*d(I)
+ fffR3><Y><Y A'H (%) f,]l{y<y'}dydy/dx

— fffR?’xYxY Bf/duh;(f’) ]l{y<y/}dydy’da:.
(2.23)

O

Lemma 2.8 Forall T > 0, there exists a constant Cp > 0 depending only
on T, the initial values No,My,Eq and the truncature parameter Cy such that
for all t € 10,77,

// f(t,z,y) dvdy // (x,y)°dzdy + Cr
R3xY By
"/ /// Asup(f, f*)inf(f, f*)dy* dydudr
R3xY xY

S_

]1{y<y }dy dydxdr,
(2.24)

IR{3><Y><Y

where s and § are given by (1.15).
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Proof : We use the previous lemma with H(u) = u®. We obtain
Jas oy ftzy)ydady < [fo,y fO(2,y)dzdy
= 5 Jy My Asup(f. f)inf (£, £*)*dy"dydudr
+ f(f WMas sy vy (o) fFlgyeyrdydy'dadr

2 fo Sgs oy Bi()(f))*dy dadr.

According to (1.15) and (2.14),

fOt fffRBXyXy (A/s 1) f/]l{y<y }dydy dxdr

fot Sy (1 ' % T €,> fldy'dzdr + 3 f(f Jzswy Bi(y') f'dy' dadr

IN

< TR+ 5 fy [asy Bily) 210 dy dudr.

We apply the Young inequality again with the exponent 1/§ > 1 :

s s B ( /)5f/s5 1/ f/l—sé (1/5)*

sd

= 5Bl<y/)f,s + (1 — 5)f’11:5 )

Thus we deduce

Jas ey ft 2,y dady < [fos,y fO(2,y)dzdy
— 1y [Masayay Asup(f. f)inf(f, f*) dy*dydadr
+ TEp+ 50 [ [fony /708 dy dadr

+ fo ffR3XY N(f')*dy' dxdr.
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We can use (2.16) since 1=22 € (5/6, 1) :

Jgswy ftzy)dedy < [[os,y fO(z,y) dady + Cr

— 3 I Mzary y Asup(f, f*)inf(f, f*)*dy*dydadr

+ % f(; ffRSXy Bi(y")(f')*dy' dzdr.
We conclude noting that § < ﬁ <l<s. g

3 A stability result

The proof of theorem 1.7 relies on a stability theorem, which claims that
we can pass to the limit in the equation (FCF') in a certain sense, namely
in an integral formulation.

Definition 3.1 Let T > 0 and let f° be a nonnegative initial data which
satisfies (2.2). A weak solution of (2.1) is a nonnegative function

fec(o,T], LY(R* x Y)),

verifying the estimates (2.3) and (2.4), satisfying (ECF) in D'((0,400) X
R3 x Y), and such that f(0) = f°.

Now let us state the result we will prove in this section :

Theorem 3.2 Let (f,)n>1 be a sequence of weak solutions of (2.1), with
initial data f°, and such that

Vn € N, fo € WH((0,400) x R* x V), (3.1)

2
up s [[ ((1 PR < m|:c|2) fult.2y)
n>1te(0,7] J JR3xY 2m

+ fn(ta xay)q> d.dey S KT7
(3.2)
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for all the exponents g € (5/6, s|, and also

sup/O /R3 (D1(fn(t,z)) + Do(fu(t,x))) dedt < Krp. (3.3)

n>1

(the a priori estimates hold uniformly in n).
Then, up to a subsequence, f, — f weakly in L*((0, T)xR3 xY), where f

loc

is a renormalized solution of (ECF). Furthermore, f € C([0,T], LY(R*xY)).

3.1 Weak compactness of (f),)

Let 0 < T < oo. The bounds on f,, provides some weak compactness, and
thus the existence of a limit f after extraction.

Lemma 3.3 For all R > 0, the sequence (fn)n>1 is weakly compact in
LY((0,T) x Bg xY).

Proof : We set ®(&) := &* and ¥ (m,p,e) := m + % + e. The function @
is nondecreasing, nonnegative and ®(£)/¢ £—> +o0, ¥ is nonnegative and
—+00

U(y) — +oo. The estimate (3.2) gives
ly| =00

aw [ f [ v o+ @ ) dndsay <

and we conclude by Dunford-Pettis theorem. —
Thus, there exists a nonnegative function f such that for all R > 0,

fn— fin L}((0,T) x Bg xY)

for a subsequence (not relabeled). Moreover, we can show easily (diagonal
extraction) that the subsequence is not depending on R. Then we notice
that in fact, f € L>((0,T), L*(R® x Y)) and

2

a.ete(0,7T), // (1 +m + Il +e+ m|x|2) ft,z,y)dedy < Krp.
R3XY 2m

(3.4)

Moreover, since the function £ — [£|® is convex, we have

a.ete (0,7), // ft,z,y)’dedy < Krp. (3.5)
R3xY
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3.2 Weak compactness of the renormalized coalescence
term

The bounds on f, are not enough to define the term Q_ (f,, f.) as a
distribution, unlike the term Q (f,, f.). In fact, since for all R, T > 0,

[ ] ] ectimpatsa= [* [ [ st anoa

we have a bound on the contribution corresponding to inf(f,, f¥) > 1 due to
the estimate (2.4). But the other contribution, where inf(f,, f¥) < 1, requires
strong integrability assumptions on A to be finite, which are not reasonable.
So, it seems that renormalization is necessary to obtain well-defined and
weakly compact coalescence terms.

Lemma 3.4 For all R > 0, the sequence (QF (fu, fn))n>1 is weakly compact
in L'((0,T) x Bgr x Yg), where Yg := (0, R) x Bg x (0, R).

Proof : Let E be a measurable subset of (0,7') X Br x Yr. We set

o(t,z,y) = gt z,y).

Performing the change of variables (y, y*) — (y*,y — y*), we obtain

Sy, QF (fus 1) (W) (y)dy

= 1o Jy AWy — v ) Faly — ) e (W) gy <y dy*dy

=5 I I Ay, y) fa () Fa () ey + y*)dy*dy.
0<m<R 0<m*<R—m
pER3 p*eB(—p,R)

0<e<R 0<e*<R—e—E_(m,m*,p,p*)

In fact, we only integrate over p € Byr because

2 2 * |2 * |2 R2
lpl* _ o P _ o+ B a

— Ei * > <
2m ~ 2m  2m*  2(m +m*) + E-(m,m’,p,p’) < 2(m +m*)
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which yields

Ip|> < R? +2mR < 3R?

m+m*
(and the same applies to p* because of the symmetry in the previous com-
putation). Thus we have

Jy, QF (o ) W)e(y)dy = 5 [[f [Ir Afofro'dy*dy.
0<m<R 0<m*<R—m
pEB2R p*€B(—p,R)

0<e<R 0<e*<R—e—E_(m,m*p,p*)

Using the inequality

1 *x\ *\S
Afufy = grmpAsup(fu, f2) E(fo, f2)* Lint (g, 2)> 003 56
3.6

+MASUp( frs ) Lgint(fo, 1)< M}

we obtain

Sy QF (o f)Wp()dy < PG L A [ Asup(fo, 1)@ dy*dy
D n(l,T *
< —1](515(,'51 D4 MfYQR szR Af, o dy*dy

< DUy MY Al iy Sy, Fae'dyTdy.
We fix £ > 0 and choose M such that 1/M*~! < e. So, we can write
Jor QU @)Wy < eD(fult2) + M| Allyz, for oo fog'dy*dy
< eDi(fult,2)) + M| Alloyz, Jy Jy fne*dy*dy.
Eventually, in view of (3.2) and (3.3), we obtain

ST Lo o QF (s ) pdydedt < M| Allya, 5 [ fyfyr fag™dy*dydadt

+ EKT.

We conclude by letting mes(FE) — 0 and using the weak compactness of

(fn) O
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Corollary 3.5 For all R > 0, the sequence (Qérl(f:—’;f")) 18 weakly compact
n n>1

in LY((0,T) x Br x Yg), where Y := (0, R) x B x (0, R).

Proof : It’s obvious by the previous lemma and Dunford-Pettis theorem since

Qd (fns fn)

T < QF (fus fn)-

O

Lemma 3.6 Forall R >0, Lf, — Lf weakly in L*((0,T) x Br X Yg), where
Yg = (O,R) X Br X (0,R>

Proof : Let ¢(t,z,y) € L*>((0,7) x Br X Ygr). We have

Sy, LE@)eW)dy = [y, [y Ay, ") fuy*)e(y)dy*dy.

We fix € > 0 and, in view of the assumptions (1.6) and (1.10), we choose
R* > 0 such that

A *
Yly*| > R, / (y’*y >dy <e
Yr !y |

We can write

foT fBR fYR Lfnpdydrdt = foT fBR fYRfYR* Ay, y*) fo(y)p(y)dy*dydzdt

+ Sy Jon Fonly v AW Y Fuly?) () dy* dydadt.

First,

//// Afn(y dy*dyd:vdt—>/ / // Af(y*)p(y)dy*dydzdt.
BR YR YR* BR YR YR*

Indeed, setting 0(t, z,y*) = fYR Ay, y*)e(t, x,y)dy, we have

/ / / / Afn(y")e(y)dy*dydzdt = / / / O(t, x,y*) fu(t, x, y*)dy*dzdt
Br JYRJ Yg* Br J Ygx

and we conclude by lemma 3.3, because the assumption (1.14) implies 6 €
L>((0,T) x Br X Yg+).
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Moreover,

I i D oy ALl o(w)dy dyde

T * * *
<ellells [y fBR fY—YR* |y | fu(y*)dy* dadt
< 5T”90“00KT7

and the inequality (3.4) yields

’fo fBR fYRfY YR* ( )dy*dydxdt‘ < ETHSOHoo Kr.

Finally, we infer
S sy Sy Lt oyt = [ [y [y, Lf pdydads)| < oll) +C(T,R.¢)e.

O

Corollary 3.7 For all R > 0, the sequence (%’;ﬂ) 15 weakly compact
n n>1

in LY((0,T) x Br x Yg), where Y := (0, R) x B x (0, R).

Proof : It’s obvious because le(j_t?:f") = 1+f Lf, <Lf, o

3.3 Weak convergence of the fragmentation term

Since they are linear, the fragmentation terms easily pass to the limit,
and we have the following lemma.

Lemma 3.8 For all R > 0, we have
(i) Qf (fa) = Qf (f) weakly in L'((0,T) x Br x Yg),
(1) Qf (fn) = Qf (f) weakly in L*((0,T) x B x Yg),
where Yg := (0, R) X Br x (0, R).

Proof : The part (ii) results immediately from (1.13), and the proof of (i) is
the same as lemma 3.6.
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3.4 Strong compactness of y-averages

Strong compactness is needed to pass to the limit in coalescence terms (be-

cause they are quadratic), that’s why we use the following averaging lemma,
inspired by [7], [3], and [4] :

Theorem 3.9 Let (g,,) be a bounded sequence in L'((0,T) x R® x Y') and
weakly compact in L'((0,T) x Br X Yg), for all R > 0. Let (G,,) be a bounded
sequence in LY((0,T) x Bg x Yg) for all R > 0. We assume that

Bign + L Vogn =G in D'((0, +00) x R® x Y).
m

Then, for any function U € L>°(Y?), with compact support, the sequence

(/Y gn(t,ﬂf,y)‘l’(,%z/*)d:y)nEN

is strongly compact in L'((0,T) x Bg x Yg), for all R > 0.

This result can be improved :

Corollary 3.10 With the assumptions of theorem 3.9, we also have : for all
R > 0 and for any function ¥ € L*((0,T) x B X Y3), the sequence

</ gn(t,m,y)\l’(t,x,y,y*)dy)
Y neN

is strongly compact in L*((0,T) x Br X Yg).

Proof : The case of separated variables is obvious. Then, we proceed by a
density argument as in [3]. o

Corollary 3.11 With the assumptions of theorem 3.9, we also have : for all

R > 0 and for any sequence (V,,) bounded in L*((0,T) x Br X Yg) which
converges a.e to W € L>*((0,T) x Br x Yr), the sequence

(/Y gn(t,x,y)‘lfn(t,x,y)dy>n€N

is strongly compact in L*((0,T) x Bg).
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Proof : Let € > 0. The sequence (g,) being weakly compact in L'((0,T) x
Br x Yg), there exists 6 > 0 such that

VE € B((0,T) x Br x Yr), |E| <9, sup /// |gn|dtdxdy < e.
n E

Then, by Egoroff theorem, there exists Fy € B((0,7") x Br X Yg) such that
|Ey| < 0 and ¥,, converge uniformly to ¥ on E; := ((0,7) x Bg x Yg) \ Eb.
Whence

T
HfYR 9 Undy — [y gn\Ide‘ oy JoJ, Jy, 9090 — |dydadt

< 2C ¢ +supy, |¥, — V| fffEl 9|

= 2C e+ o(1).
n—-+oo

We infer
‘ | awdy— | gvay NS
Yr Yr L1((0,T)x BR)

The sequence ( fYR gn\Ddy> being compact in L'((0,7) x Bg) in view of
corollary 3.10, the results follows. o

Now, we are able to establish the strong compactness of the sequence of
fn y-averages, and also the (Lf,) one.

Lemma 3.12 For all R > 0, and for all function ¥ € L*(Y) with compact
support,

/Y Fult, 2, y) U (y)dy /Y f(t 2.y U()dy in LY(0.T) x Bg).

Proof : Since it is not clear that (Q, (f,, f»)),, is bounded in L'((0,7) x B X
YR), we can not directly apply theorem 3.9 to the sequence (f,,).
For v > 0, we consider the sequence g := %log(l + vf,) and we set

qv .o Qlnfn)  Qclfnrfn) Q7 (fa) Qs (fn)

T 14vf L+vfn  14vfn 14+vfy
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By the assumptions on (f,,), we have
g+ - Nagl = GY in D((0,+00) x R® x Y), (3.7)
m

Since 0 < g% < f,, the weak compactness of (f,,) established in the lemma
3.3 implies that (g¥) is also weakly compact. Similarly, the sequence (g”) is
bounded in L*((0,7) x R® x Y). Then, by corollaries 3.5, 3.7 and lemma 3.8,
(G") is bounded in L'((0,T) x Br x Yx). Therefore, theorem 3.9 applies to
(g¥) for all v > 0. In particular, for all function ¥ € L*>(Y) with compact
support and for all v > 0, the sequence (fy gu(t, x, y)\Il(y)dy)n is compact in
L'((0,T) x Bg), thus, by the uniqueness of weak limit,

/Y gLt 7, Y)W (y)dy / (62, y)U(y)dy in LY(0,T) x Br), (3.8)

where ¢” is the weak limit of (¢%) (up to an extraction).
The result follows because

sup sup // lgy, — fnldydz — 0, (3.9)
R3xY v—0

n te[0,T]

which implies the strong compactness in L*((0,7) x Bg) of the sequence

(Jy fult,z,9)¥(y)dy),,

To show (3.9), we can use the inequality
VM >0, 0<u-— %log(l +vu) = %u]l{ugw} + ullgysny. (3.10)
Then we obtain, for all n and for all ¢ € [0, T7,
Jesy Lo = faldydz < 25 [[oo .y fadyde + [[as oy fallis,>anydyde
< 9Er + g [fassy Sdyde < (45 + 5p=) K.
We conclude by letting v — 0, and M — 400. o

Proposition 3.13 We set p,(t,x) := [, fu(t,z,y)dy and p(t,z) = [, f(t,z,y)d
Then, up to a subsequence, we have, for all R > 0,

pn —>p in LY(0,T)x Br) and a.e. (3.11)
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Proof : We have

pn=pM 4+ oM where pM = Ta(t, 2z, y)dy.
Y

By the preceding lemma, p — p™ = [, f(t,z,y)dy in L'((0,T) x Bg)
for all M > 0, and

= fy_y, fnltzy)dy < 57 [y Lyl fa(t 2, y)dy
2
< Gefy (m+ B +e) fultzp)dy,

whence o o 0in L'((0,T) x Bg), uniformly in n. o

Lemma 3.14 For all R > 0, we have, up to a subsequence,

Lf, — Lf in LY((0,T) x Bg xYg) and a.e. (3.12)

Proof : Applying the corollary 3.10 with W (y,y*) = A(y, ¥*) Lyevpy Lyrevie
we infer that the sequence (fy Cgn(t, 2,y ) Ay, y*)dy* ) is compact in L' ((0, T) x
Br x Yg) for all R* > 0. Using (3.9) again, we obtaln for all R* > 0, the
compactness of (fy ot 2, y*)Aly, y*)dy* ) in L'((0,T) x Br x Yz). We

conclude similarly as for the proof of lemma 3, 6, establishing

/ Afrdy* — / Afrdy*
Yige Y

and identifying the weak limits. o

=0,
Ll((O,T)XBRXYR)

lim sup
R*—+0c0 o

3.5 Regularity in time of the limit f

In this subsection, we show the continuity in time of the limit f, which
gives a sense to the Cauchy data f(0) = f°.

Proposition 3.15 In fact, we have f € C([0,T], L*(R3 x Y)).
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Proof : We use the integral formulation. Each g/ is a distributional solution
of the renormalized equation, by (3.7), so a mild solution. Therefore we have,
for a.e (z,y) € R x Y, and for all t,t + h € [0,T],

t+h
Gt + hyz,y) — gt 2, y) = / G (0,2, y)do.
t

thus
t+h
1% (t 4+ 1) — g2l prern) < // / G2 (0, 2,y)| do
BrxYgr Jt

Moreover, by the subsections 3.2 and 3.3, the sequence (G%), is weakly
compact in L'((0,T) x Bg x Yg), thus for all ¢t € [0,T],

lim, sup lg;%(t + ) = g ()]l 23 = 0.

Therefore the sequence (¢g~*) is equicontinuous in C([0, T], L*(Bg x Yg)).
By the compactness of [0,77], this sequence is in fact uniformly equiconti-
nuous, thus

lim sup sup |[g%*(t + h) — ¢2*(t)|| 11 (Baxym) = O
h—0 p te[0,7)

Then, (3.9) and the estimate (3.2) yield

lim sup sup ||fi(t+h) — fﬁ(t)“Ll(RWY) = 0.
h=0  n ¢efo,1)

Ascoli theorem entails that the sequence (f%) is compact in
C([0,T), LY(R? x Y)).
The uniqueness of the limit in D'((0, +00) x R3 x Y)) yields
ffeC(o,T), L' (R x Y)),

and so f € C([0,T], L' (R3 x Y')) by change of variables. o
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3.6 Passing to the limit in a new integral equation

Even if the renormalization provides weak compactness, a new problem
appears : we will not be able to pass to the weak limit in (FCF R), because
of the non-linearity of the factor f,/(1 + f,). That’s why we need another
formulation to our problem, which avoids the renormalization. But, remem-
ber that the term @ (f, f) can not be defined as a distribution, so we will
use an integral equation which doesn’t involve this term. We proceed as in

[10].
We denote by T the linear transport operator
m

Let T~! be the resolvant of transport operator, defined by : for g(t, x,y), we
set u =T"'gif u|y—o = 0 and Tu = g. So, we have

t
Tt .mop.e) i= [ gl (¢ s)p/m,m.p.c)ds.
0

T~ satisfies the following properties :

(i) Forall R > 0, T_l(Ll((O,T) X Br X YR)) C C([0,T], L"(Bgr x Yg))
continuously and weakly continuously.
(ii) 77! is nonnegative (Vg > 0,7"1g > 0).

Forall F € C([|0,T], L'(Bg x Yg)) such that TF > 0, we set
Tt =e FT el

This operator is well defined from L'((0,7) x Br x Yz) to C([0,T], L'(Bg %
Yz)) and has the same continuity properties as 7.

Moreover, if (F,) is a bounded sequence in C([0,T], L'(Br x Yz)) such
that TF, > 0, if F,,(t,z,y) — F(t,z,y) for all t and a.e(x,y), and if g, — g
weakly in L'((0,T) x Br x Yg), then

vt € (0,77, Trlga(t) = Ti'g(t) weakly in  L'(Bg x Yg).

The operator T L allows us to build an new formulation of our problem,
which is better because it only involves QF (f,, fr), Q;f( fn), Q- (fn) :
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Lemma 3.16 f € C([0,T],L"(R3 x Y)) is a mild solution of (EC'F) with
initial data f(0) = f° if and only if

f=e TP a—tp/m,y)+Tp (QF (f. ) +T(QF () =T (Q: (f)), (3.13)
where F := T Y(Lf).

Proof : The result is deduced from the following fact : if f is a distributional
solution of (ECF), then

T(e"f) =TFe" f+e"Tf=e"(fLf+QF(f, f)—Q. (f, N)+QF (/)= Q5 (f))
="(QI(f, 1)+ QF(f) — Q7 (f)

O
Now, we can finish the proof of theorem 3.2.

End of the proof of theorem 3.2 : We will pass to the weak limit in the fol-
lowing equation, satisfied by each (f,) :

fn=c¢ F"fo(l’—tp/m y)+T (Q+(fnufn>> (Qf(fn)) n(Q_<fn>>a

where F,, := T Y(Lf,).

Notice that in view of (3.12) and the continuity properties of T, the se-
quence (F},) is bounded in C([0,T], L*(Br x Yr)), and F,(t,z,y) — F(t,z,y)
for all ¢ and a.e(x,y). Thus, we can pass to the weak limit in the terms
T (QF (fa)) and T (Q; (fn)) thanks to the lemma 3.8,

The term e~ fO(z — tp/m,y) can be treated with the continuity in ¢ =
0 (for the L'-norm) of each f, and f, established in the previous section.
Eventually, the last term T} (QF (fn, fo)) also pass to the weak limit thanks
to the following lemma and proposmon which use the a.e convergence of the
y-averages obtained in the previous subsection.

Lemma 3.17 For all R > 0 and for all function ¢ € L*>°((0,T) X Bg X Yg),
we have, up to a subsequence,

[y QF (fas fu) (t, 2, 9)0(t, 2, y)dy o, [y QE(f, [t z,y)e(t, z, y)dy
1+ pu(t, x) 1+ p(t, )

in L'((0,T) x Br) and a.e.
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Proof : We have

Jy QE(fn, fa)pdy fult, 2, y) Ay, ")t 2,y +y9)dy |
1+ py /f"my (/ 1+pn(tw) >dy

Now, we apply the corollary 3.10 with

Uit z,y,y") = Aly,y")e(t, x5 +y7)
(notice that ¥ € L>((0,T) x Br x Y5%) thanks to (1.5)).

Therefore, the sequence (fY gtz y) Ay, y*)el(t, o, y’)dy)n is compact in
L*((0,T) x Br x Yg), and we have

/gZ(t,rv,y)A(y,y*)sO(t,w,y’)dyi>/g”(t,x,y)A(y,y*)so(t,x,y’)dy
Y Y

(3.15)
in L'((0,T) x Bg x Yg), for all v > 0.

Using (3.9) again, we obtain, up to a subsequence, that

/fn(t,x,y)A(y,y*)sO(tmy/)dyi>/f(t,x,y)A(y,y*)w(t,x,y’)dy
Y Y

(3.16)
in L'((0,T) x Bg x Yg) and a.e.

Up to another extraction, we infer, by (3.16) and (3.11),

/fn (t,z,y)Aly, y*)p(t, v,y )dy /ft z,y) Ay, y*)e(t, z,y')dy
1—|—pn(t x) 1+p( )

(3.17)
a.ein (t,z,y) € (0,T) X Bg X Yg.

Applying the corollary 3.11 with

(. / Ju(t, 2, y) Ay, y*)e(t, z,y)dy
z,y")
1 —i— pn(t x)

(which satisfies the required assumptions because ¢ is compact supported
and A is locally bounded), we obtain the compactness of the sequence

(Jy gu(t, 2,y W (t, 2z, y")dy*), _ in L*((0,T) x Bp),
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and so, by (3.9), we deduce that (fY fult, 2, y* )V, (¢, x, y*)dy*)neN is compact.
Finally, we conclude that

/fn(t,x,y*)\l’n(t,x,y*)dy*i>/f(t,ar,y*)‘lf(t,x,y*)dy* in  L'((0,T)xBg).
Y Y
O

Proposition 3.18 Up to a subsequence, we have, for all R > 0,
QF (fus fn) = QE(f, ) weakly in L'((0,T) x Br X Yg).

Proof : We know by the lemma 3.4 that there exists Q(t,z,y) such that for
all R > 0,

QY (fu, fn) = Q weakly in  L'((0,T) x Bgr x Yg).

By (3.11) and a standard integration argument (we can refer to [17] for a
proof), it leads to

Qt(furf) . Q
1+ pn I+p

weakly in  L*((0,T) x Bg x Yg).

Moreover, the previous lemma shows that

Q (fuf)  QEULS)
1+ pn 1+p

weakly in  L'((0,T) x Bg x Yg).

We conclude identifying weak limits.
We have shown that f is a mild solution of (ECF). Since QF (f,, fx),

Q7 (fn) and Q7 (fn) converge weakly to QF (f, f), Q7 (f) and QF (f) respec-

tively, these three terms lie in L}, ., and a fortiori,

QrH(f.f) Qi (f) Q)
T+f "1+f 1+f € Ly, ((0,400) x R? x Y.

The term %fff) is automatically in L}, because Lf € L*((0,T) x Br X Yg)

for all R > 0 and 9D < Lf,
Thus, f is indeed a renormalized solution of (ECF). o
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1. INTRODUCTION 103
Abstract

We study linear closure relations for the moments’ method applied to
simple kinetic equations. The equations are linear collisional models (velocity
jump processes) which are well suited to this type of approximation. In this
simplified, 1 dimensional setting, we are able to prove stability estimates for
the method (with a kinetic interpretation by a BGK model). Moreover we
are also able to obtain convergence rates which automatically increase with
the smoothness of the initial data.

1 Introduction

1.1 Quick presentation of the moments’ methods for ki-
netic equations

We study here an unusual but very simple choice of closure for the mo-
ments’ method where we can completely characterize the stability and conver-
gence rates of the approximation. As far as we know this very simple situation
was never considered before. Before presenting this choice though, let us very
briefly give the main ideas behind the method of moments.

Moments’ methods have been introduced in [10] in the context of the
Boltzmann equation. This well known equation is posed on the density f (¢, z,v)
of particles in the phase space and reads

Of +v-Vaof =Q(f), (1.1)

where @ is a non linear operator (in the velocity variable v) which expresses
how the velocity of a particle may change when it has a random collision.

Solving numerically an equation like (1.1) is in general very costly. The
structure of the righthand side () is non local in v and moreover the equation
is posed in phase space which means that one has to work in dimension 2d+ 1
if z,v € R? (7 for instance if x € R?).

The moments’ method is one possible answer to this problem and it
consists in solving equations on the polynomial moments of f. Let m(v)
be polynomial in v then

O <m, f>+Vy <vm(v), f >=<m, Q(f) >, (1.2)
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where we denote

<m,f>= /m(v) ft,x,v)dv. (1.3)

Now instead of solving one equation in dimension 2d + 1, one has to solve
several equations but in dimension d+ 1. Moreover in general one can expect
that < m, Q(f) > is not too complicated to compute.

However the system given by (1.2) is not closed as vm is always one degree
higher than m. Therefore no matter how many moments m; one chooses, it
is never possible to express all the v m; in terms of the m;. This is the closure
problem and it means that (1.1) is never equivalent to (1.2) for any finite
number of moments.

Instead one typically chooses a closure equation, i.e. a relation between
< vm,, f > and the < m;, f > for those ¢ where vm; cannot be expressed in
terms of the m;.

The first big difficulty for this type of method is how to choose the clo-
sure in order to ensure that the corresponding moments’ system has good
properties and gives a good approximation of Eq. (1.1). This problem was of
course recognized early on, see for instance [3], as well as the role of entropy,
see [15] among many others.

One of the first systematic ways of finding a closure was introduced in [12]
and [13]. Tt is still not easy to actually compute the relation which means
that it is often computed numerically instead (see [18], [6], |7]). Different
closures can of course be used (see [21] for example).

Theoretically even checking that the corresponding method leads to a hy-
perbolic system is not easy (we refer for instance to [4], [5]). Proving conver-
gence rates seems to be out of reach for the time being although in practice
it seems to be a good approximation (see [11]| for a numerical study).

Let us also mention that the methods of moments has also been used for
theoretical purposes (as in [9]) and not only numerical computations.

We conclude this very brief overview by refering to [2], [17] or [19] for
more on numerical simulations for kinetic equations in this context.

1.2 Linear closure relations

The guiding question in this article is whether it can make sense to consi-
der a linear closure relation. This is certainly delicate in the nonlinear case
of Boltzmann eq. (1.1). Instead we choose a simplified 1d setting where it is
possible to fully analyze the method.
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Instead of (1.1), we consider the linear model

O f +vo.f = L(f), (x,v) e R xR

, (1.4
L(f) = /RQ<U,U*)f(t,l’,U*)dU* —Af

with A > 0 and where the operator () corresponds to a velocity jump process.
While much simplified with respect to (1.1), it is not uninteresting in itself,
with applications to physics (see [8], [23]) or biology (see [14] for example).
The equation had to be supplemented with some initial data, which for sim-
plicity we assume to be compactly supported in velocity

f(t=0,2,v) = fO(z,v) € L*(R?*), supp f°C R x I. (1.5)
In general ) could even be assumed to depend on ¢ and x. Here we make
the additional approximation

d

Qv,v") = (q(v) Zajv*j) Do 0)er2y (1.6)

=0

with ¢ smooth and compactly supported in some interval I, d € N* and

(aj)o<j<a € R With this special form, one of course expects to be in a

very favorable situation for the method of moments. Hence this should be

seen as a simple toy model where the method can easily be tested.
Denoting the moments of the solution f by

pl(t,x) = /Uif(t,x,v)dv, ieN, (1.7)
I

Eq. (1.4) simply becomes

d
Ouf +v0,f = L(f) = a(0) 3 gl = AF. (L8)
§=0

As we work in dimension 1, the structure of the hierarchy of equations on
the moments is also very simple

d
8t:“zf + ax:uszrl =% (Z Olj#f) — )\[Llf, 1 €N, (1.9)
7=0
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where we truncate at order N and we define the moments of ¢
Vi = i = /viq(v)dv, i€ N. (1.10)
I

In order to close the system, it would be necessary to be able to express ,ufv 41

in terms of the p/ for i < N. The linear closure relation that we study here
consists in assuming that 4, 41 18 a linear combination of the lower moments.
That means that instead of (1.8) or (1.9), we solve

d
O + Ofhiv1 = Vi (Z ozjuj> — A, i=0,...,N
=0

N : (1.11)
KUN+1 = Z Qi
i=0
with (ao, ..., ay) given real coefficients that one should choose in the “best”
possible way:.
One can rewrite (1.11) in matrix form as
O:My + 0.(AMy) = BMy, (1.12)

where My = My(t,z) = (uo(t,x),...,un(t,z))T € R¥*1 and A, B €
Mpy1(R) are defined by

A = y B = (%-Og)ogigN — )\IN+1.

0 1 0<j<d

apy ... an-—-1 OanN

(1.13)

1.3 Basic properties of the method and the main result

Given the simple form of (1.11) or (1.12), some properties are obvious.
Given its linear nature, the system is hyperbolic if the characteristic polyno-

mial
N

XA(X) = det(X Iy — A) = XN =) ", X (1.14)

=0
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has N + 1 real roots, denoted by
spec(A) = { oy .., An}. (1.15)

This is enough to guarantee the well posedness of the numerical system (1.12)
but not necessarily good stability properties. Norms of the numerical appoxi-
mation could for instance grows fast as IV increases. If the initial data is com-
pactly supported in x then the solution is as well and the support propagates
with speed maxy, |Ag|.

On the other hand, the major inconvenients of such a method are also
pretty clear. For instance positivity of the even moments will likely not be
preserved. Even the positivity of the macroscopic density ,ug has no reason
to be propagated.

However a careful analysis can in fact reveal that it is possible to choose
appropriately the coefficients a; in order to have not only stability but also
very fast convergence.

For simplicity, assume that I = [—1, 1] (just rescale and translate other-
wise) and choose the Tchebychev polynomial for x4 or
2k +1
<k<N = 1.1
VO < k<N, Ak cos(<2N+2)7r), (1.16)
or
al 2k + 1
(N+1) .
X' (X)_IH)<X—COS((2N+2> w)> (1.17)

Then it is possible to show :

Theorem 1.1 Assume that f° satisfies (1.5), that Q satisfies (1.6). Then
the solution to the truncated moments” hierarchy (1.11) where the coefficients
a; are chosen according to (1.16) or (1.17) satisfies

sup  sup [|jsi(t)][ 2y < € NNz | O 12 ), (1.18)
0<i<N t€[0,T]

1/2
where Cy o = \/m(d+ 1) (ijo aj2> is independent of N.
In addition if f° € H¥(R?), d = 0, denoting by f the corresponding
solution to (1.4) and defining its moments by (1.7), one has
C
0 — 11| o= (0.1, L2R)) < N % 1N e 2y - (1.19)
where C' > 0 depends on T, \,q and k.
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Remark 1.2 The convergence result is given for the first moment and d = 0.
Higher moments would lose small powers of N so the same proof would give

O Nk (i+d) /N
i — N{HL‘X’([O,T},LQ(R)) < TR X ||f0||Hk(]R2)-

We do not know whether those results are optimal or not and in particular
whether the numerical value 3/4 in (1.19) is optimal (though actual numerical
stmulations do suggest it is).

Hence in this setting, the conclusion of this analysis is that the linear method
of moments should be seen in the same light as spectral methods (see [16] for
instance). It is stable, converges automatically at order k — 3/4 if the initial
data is in H* but does not propagate any additional property (positivity
being probably the most important).

The next section is a more detailed presentation of the stability and
convergence analysis in the general case (without necessarily choosing the
Tchebychev points). The corresponding technical justifications and calcula-
tions are presented in two separate sections. Theorem 1.1 is proved in section
5. The last section is an appendix and recalls some well known results.

2 Stability and convergence results

We present here in more details the kind of stability and convergence
results that can be proved for the method (1.11) without assuming any par-
ticular choice of the eigenvalues (like (1.16)). We give here the main ideas in
the approach and leave the technical proofs to further sections.

2.1 Eigenvectors for System (1.12)

As they enter in some of the estimates, we start by a short parenthesis
about the eigenvectors for the matrix A. Define P € My,1(R) the matrix of
the eigenvectors; then

P =X\, 0<i,j<N. (2.1)

Its inverse P! can be computed as easily and

P =24 g<ij<N, (2.2)

U
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where

= HO\l — ) Dij = (=) Z H Ak, = Z )\J l+1' (2.3)

G ky<..<ky_; I=1 =
ke #i Vi

with the convention that p; y = 1.
Moreover, an easy computation shows that :

Prg =AM —an A T = = aia — aj, 0<i4,j<N. (24)

We can notice that p; ; is an homogeneous polynomial of degree N — j in the
eigenvalues (Ag, ..., An).

2.2 Stability estimate and kinetic interpretation of the
method
Let us first state our main stability estimate.

Theorem 2.1 Assume (1.5) and that {\o,...,An} C I. Moreover assume
that there exists a function py(v), positive on I, such that

=Y R(\), VR ERynu[X]. (2.5)

Then, the hyperbolic system (1.12) is stable and

1/2
sup || i(t)| 22 () (Zﬂ) xeTN D5 On(f%), i=0,...,N (2.6)

te[0,T]

where

)= ( I rf0<x,v>\2pN<v>dxdv) " 2.7)
0= ([ oPos(oiar) R (23)
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This result does not assume any particular distribution on the eigenvalues
but of course it is by no means guaranteed in general that one could find py
satisfying (2.5). Notice that the corresponding relation is really a quadrature
formula for computing integrals on I which we ask to be exact for polynomials
of degree 2N + 1.

We do not prove this result directly on the system (1.12). Instead we show
a corresponding result on a linear BGK problem (see [1] for the simplification
of collision kernels into BGK models).

For any € > 0 and N > d, consider the equation

DSy + 00y — N )
f]EV(Oax7U) :fO(SC,U),

where the linear operator L is defined by (1.8) and the Maxwellian M ™) :
f— MW f satisfies the moment conditions

/viM(N)fdv = /vifdv 1=0,...,N,
I

1

MW fy
c (2.10)

p

(2.11)

1

N
/UN+1M(N)de = Zai/vifdv
i=0 1

\

This problem is a kinetic approximation of the macroscopic problem (1.11)
as formally when ¢ — 0 then one recovers (1.11) from (2.10).
Indeed, multiplying (2.10) by v’ and integrating over v € I, we obtain

d
Oepi + Oupizyy =i (Z owj) — A fori=0,...,N,
j=0

where i == | ;' frdv for i € N. Moreover, when ¢ — 0, we have formally

N N
e = [V o~ [N o = 3 [0 o = Y au
=0 =0

which is our closure relation.
The interest of (2.10) is to make some computations more transparent
and easier to follow and in addition at the kinetic level which is more natural
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given the original equation. If we can prove stability estimates for (2.10) that
are uniform in € then simply by passing to the limit, we will obtain estimates
for (1.12)-(1.11).

The most obvious choice for the maxwellian is simply

N
f ZZ:; /Iv fdv | m (2.12)

where the v — m;(v), i =0,..., N, are any functions satisfying

/vjmi(v)dv =64 0<j<N, /UNHmi(U)dv =a;. (2.13)
I I

The conditions (2.13) ensure that (2.11) holds.

There are obviously many ways to choose the m; s.t. (2.13) is satisfied.
What we are looking for is a choice compatible with an inner product ®y
such that the application M) is an orthogonal projection for ®,. Formally
this implies that for any f

Oy (f, MM F) < dN(f, f).

In addition this inner product should have good symmetry properties s.t. for
fand g
(I)N<f7 Ug) = (I)N(Ufa g)

The simplest way to ensure this is to look for a weight py s.t.

Sx(f.g) = / £(0) g(v) p(v) do.

In that case formally

On(f, 00, f) = %&c Dy (f,vf).

Therefore if f§ solves (2.10) then one expects that

9 on(f5 £ do < 2 /R On(fo LUf3) da.

dt Jp
This is the strategy that we implement. Find appropriate conditions on py
and the m; to obtain the correct structure and then simply bound @y (f, L(f))
in terms of ®x(f).
For the first part of this strategy we actually prove
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Theorem 2.2 Let py(v) a positive function on I such that

N

/pR<(UU)) dv=3 R\,  VRERyulX] (2.14)

We set
En = L*(1, py(v)dv) = {f measurable, /\f(v)|2pN(v)dv < oo} .
I
Then, the map ¢y defined by

on(frg) = / f)g@ox (v, (f.9) € EX (2.15)

is an inner product on Ey, and the Mazwellian M) . Exy — Ey, defined
by

MWy = é ( / v#(v)dv) L) e gy,

pn(v)’
is an orthogonal projection and satifies (2.11), where (T})o<i<n is the basis
of Ry[X] defined by :

N
T(X) =) QuX*,  0<i<N.
k=0

with Q = (PT)~1pP~1.
Furthermore, with that choice of MW, any solution f§, of the problem
(2.10) formally satisfies :

d
G ot e <2 [ ox(. LR (2.16)

2.3 Error estimate

We now turn to the convergence of the method of moments to the solution.
For simplicity we state the results here for the case d = 0 in (1.6), namely

Q (U, U*) = Q(/U) ]1{(1),1)*)612}'
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We also assume that I C [—1, 1], still for simplicity.

The convergence results of course require a stability estimate. However in
themselves, they do not use the specific form of the closure.

Therefore here we do not assume any specific closure relation. Instead we
assume that we have a well defined methods of moments, i.e., some way of
computing p; which satisfy

Otphi + Opftiv1 = Yikto — AMbi, i=0,...,N

, 2.17
HN4+1 :F(le--aﬂN)' ( )

where
Vi = /Uiq(v)dv.
I

Moreover we assume that the corresponding method has good stability esti-
mates in the sense that

3C, v > 0, For any (i;)i—o.n and (fi;)i—o.n solutions to (1.11) for f°, fo,
N

then ) lmi — fiill e o,r, mrery) < CNVILFC = Fllraa, ey
=0

(2.18)

where C, ~v may depend on T, ¢, A but not on N or f°.

Note that Th. 2.1 can indeed be expected to imply such a result. The
exponent v will depend on the choice of the coefficients in our method. Of
course Th. 2.1 controls only the L? norm of the p;. However as the method
(1.11) is linear, the 9%y, are also a solution to the same system and an
estimate like (2.18) can be derived. For a more detailed analysis of how to
obtain (2.18) from Th. 2.1, we refer to Section 5 where it is performed when
the A\, are the Tchebychev points.

For any method that satisfies (2.18), then one has the following conver-
gence result

Theorem 2.3 Assume (1.5) with I C [—1, 1], that the method (2.17) satis-
fies (2.18) for some v > 0 and that f° € H*(R?), with k € N*. Consider f
the solution to (1.4) with d = 0 and the corresponding solution u; to (2.17).
Then, for all'T > 0 and for all N > 1, we have the estimate

C
0 = 428 |l o= 0,71, 2 m)) < =Tl L PAESE (2.19)

where C' > 0 depends on T, \,q and k but not on N.
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This error estimate is a sort of interpolation between the stability bounds
and the following result for C*° solution to (2.17)

Proposition 2.4 Assume that the (j1;)i=o0. n11 Solve

8t,ui + (9xui+1 =Y ho — )\,ul, 1, = 0, ey N, (220)
with p;(t =0) =0 fori=0..N. Then, for all T > 0 and for all N > 1, we
have the estimate

™ &
o = gl oirr oy < € % 7 D N0 milleqory, 2wy, (221)
1=0

where C' > 0 depends on T, A, q.

3 Proof of Theorems 2.1 and 2.2

To simplify the presentation, we omit here the subscript N in Ey, ¢,
pn, and the superscript N in M@,

3.1 Elementary space decomposition

The difficulty is to combine the fact that M has to be an orthogonal
projection for ® with the symmetry property on ®. We take here a slighty
more general approach by not assuming directly that ® satisfies (2.15).

Consider a Maxwellian which has the form (2.12) and satisfies (2.13).
First, such an application M is a projection because M o M = M, which is
a straightforward consequence of

M(mi)ZZ(/Ivjmidv)mj:mi, i=0,...,N.

J=0

Moreover, one has that
KerM = {f €k, /zﬁ‘f(v)dv:o, z’zO,...,N} =K,
I

Ker(M — 1) = Im(M) = Span(mg, my,...,my) =V,



3. PROOF OF THEOREMS ?? AND ?7? 115

and we have the space decomposition
E=V®K,

with
dim(V) = codim(K) = N + 1.

We start by a more detailed explanation of the sufficient conditions to obtain
Th. 2.2

Lemma 3.1 Assume that the inner product ¢ : E X E — R satisfies

K =V*? (i.e. the decomposition V & K becomes orthogonal).

V(f.9) € E*,  ¢(vf.g) = o(vg, f). (3.1)

Then, for any solution f5, = f5(t,x,v) of the problem (2.10), inequality
(2.16) formally holds :

d
& [ usstr e <2 [ o g
Proof :

Take a smooth f = f(t,x,v) such that O,f + v0,f = %(Mf — )+ L(f).
We have

d

4 /R 1, ) 2 = 2 /R o(f, 01 )da

—9 <§/R¢(f, Mf—f)dx—/Rgb(f,vﬁxf)da?-F/Rﬁb(faL(f))dx)-
Since M f — f € K and Mf €V, we have o(M f, M f — f) =0, thus

o(f,Mf—f)=o(f —Mf,Mf—f)=—[f—-Mflly <0.
We deduce

d
& [l <= [ otvoupas+2 [ otfLi)dr

Thus, having [, ¢(f, v, f)dx = 0 is sufficient to obtain (2.16).
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Since ¢(f,v0.f) = 0.0(f,vf) — ¢(0. f,vf), we can write

[ ottouiae =5 [ @lr.00.0) = o(wr.0.0) do.

Therefore the symmetry condition (3.1) on ¢ is enough to conclude. If f is
not smooth enough to follow the previous steps, one simply regularizes it by
convolution in z. As the equation is linear and x is only a parameter in M
and L then the regularized function solves the same equation. Therefore it
satisfies (2.16) and letting the regularizing parameter vanish, one recovers
the same inequality for f. o

Now, take a inner product ¢ on E such that K = V%, i.e. K and V are
orthogonal for this inner product. The symmetry condition (3.1) is obviously
equivalent to

V(f.9) €V?  d(vf,g9) = d(vg, f), (3.2)
Y(f,g) € K xV, o(vf,g) = d(vg, f), (3.3)
V(f.9) € K*,  ¢(vf,g) = dvg, f). (3.4)

We study each of those conditions in the following subsections.

3.2 Study of the condition (3.2)

Proposition 3.2 The condition (3.2) is equivalent to
ATQ = QA,

where A is the matriz defined by (1.13) and Q is the symmetric definite
positive matrix defined by

Qi = o(mi,m;), 0<4i,j<N.
Proof : The condition (3.2) is equivalent to
d(vmg, m;) = o(m;, vmy), V0<i,j<N.
Let (i,7) € {0,..., N}? Since m; € V, he have

(vmg, m;) = ¢(M(vm;), m;).
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Moreover, (2.13) implies

M(vm;) = m;_1 + a;my, 0<i<N, (3.5)
with the convention m_; = 0. Thus

d(vmg,m;) = ¢(mi—1,m;) + a;0(my, mj) = Qi—1; + a;,Qn .

But

(ATQ)s, Z ApiQrj = Qic1j + aiQn j,
with the convention ¢)_;; = 0. Therefore, we have

¢(vm;,my) = (A'Q)i
Thus, (3.2) amounts to the matrix ATQ be (real and) symmetric, i.e. ATQ =
QA, since () is symmetric. o
This result suggests a particular way of defining the inner product on V' :
Corollary 3.3 Choose ¢ s.t.
Q= (P YT pl=(pPPT)!

where P is defined by (2.1). This choice implies

¢(mi,m;) = Qij = ZPklpl (3.6)

Proof. We have, denoting by D = diag(Ao, ..., \n) :

ATQ :AT(P—l)TP—l ( 1A)TP 1 (DP )TP—l — (P_l)T(DP_l)
= (PP 1A= QA

thus Q satisfies ATQ = QA. Moreover, it is easy to check that @ is symmetric,
definite, and positive. —

In the rest of the proof, we always choose ® according to (3.6).
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3.3 Study of the condition (3.3)
Now, we assume (3.6) to be satisfied and analyze (3.3).

Proposition 3.4 Assume (3.6), and consider the following polynomials

Ti(X) =

N

1

QON§ Qri X", 0<i<N, (3.7)
1 k=0

where the matriz QQ € My1(R) is defined by (3.3).
Then, the condition (3.3) is equivalent to

Ty (v)m;(v) = T;(v)my(v), vel, 0<i<N-1, (3.8)
VieK,  ox ( ch]N X XA(;Z)VZZ; (v) f) - /1 N (0)dv. (3.9)

The proof of this proposition is split in several lemmas. First we find two
equivalent conditions to (3.3).

Lemma 3.5 The condition (3.3) is equivalent to

Vie{l,...,N}, ovm; —m;_y —amyn = ggz (vmg — agmy) (3.10)
1 N+1
VieK, ¢k (QON(va — aomN),f) = /Iw f(w)dw, (3.11)

We then have to study conditions (3.10) and (3.11).
Proof of Lemma 3.5 : The condition (3.3) is obviously equivalent to

o(vmy, f) = o(my,vf), 0<i<N, fekK.
Let i € {0,..., N} and f € K. Since f € K, he have
d(vmy, f) = o (vm; — M (vmy), f) = ¢ (vm; — mi—y — aimy, f),

using (3.5). Similarly, since m; € V|

o(ma vf) = (e M(vf)) = Qin / WV f (),

I
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where the last equality is deduced from

vrek,  aof) = ([w ) my

1

recalling that [w"fdv =0, Vn < N.
Thus, the condition (3.3) amounts to for any 0 < ¢ < N and f € K

o (vm; —m;_y — aymy, f) = Qin /wNHf(w)dw.

I
from which we deduce (3.11), and

¢|K ( ! (Umi — M1 — aimN) — 1 (fumo — aOmN), f) =0.

QiN Qo.N
Therefore, for all i € {1,..., N}, we have
1 1
(vm; —m;_1 — a;my) — (vmo — agmy) € K N K+% = {0},

Qi N 0,N

which shows the relation (3.10).
Conversely, the conditions (3.10)+(3.11) imply (3.3) just by following the
previous steps in reverse order.

We start with condition (3.10)

Lemma 3.6 Consider the polynomial

N
D(X) =) X'
i=0
where
_ Qi N N P(mi, my)

B QO,N B ¢(m07mN)’

The condition (3.10) is equivalent to

Bi 0<i<N.

D(v)m;(v) = T;(v)my(v), vel, 0<:<N,
where (T;)o<i<n are the following polynomials :

In(X) = D(X),

T, 1(X) = XTy(X) — a;D(X) — Bixa(X), 1<i<N.
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Proof. Setting 8; = 80_]; for i € {0,...,N}, we deduce from (3.10) the
recursive formula 7

m;—1 = vm; — (ai - ﬁiao)mN - 6i<vm0>7 i=1...,N,

which leads to, for any 0 <7 < N

N—i—1 N—i
N—i k k
m; = (v b — Z V" (@ig et — 5¢+k+1a0)> my — (Z Bitxv ) mo.

k=0 k=1
Thus Nt
D(v)mo(v) = (vN — Z(ak“ — ﬂk+1a0)vk> my(v),
k=0
where
D(v) == By + v+ -+ Byo™.
We deduce

vD(v)mo(v) = (xa(v) + apD(v)) my(v).
Thus, it comes from the recursive formula on the m; that
D(v)m;_1(v) = vD(v)m;(v) — (a; D(v) + Bixa(v))my(v), i=1...,N,
which is exactly
D(v)m;(v) = T;(v)my(v), 1 =0,...,N, (3.13)
with

T, y(X) = XT(X) — a,D(X) = Bixa(X), i=1,...N.

Conversely, if the functions (m;)o<;<y satisfy these relations, then (3.10) is
obvious, almost everywhere v € I (except at the roots of the polynomial

D). o
Remark 3.7 We notice that
XT(X) — agD(X) = xa(X). (3.14)
Furthermore, the formula (3.12) implies :
1+ deg(T;) < max(deg(T;—1), N + 1), 1<i<N.
But Ty € Ry[X], thus T; € Ry[X] for alli € {0,...,N}.



3. PROOF OF THEOREMS ?? AND ?7? 121

We can now prove

Lemma 3.8 We have the explicit formula (3.7) for the (T;)o<i<n which is
recalled here

T,(X) =

N

1

QON§ QriX"®, ~ 0<i<N.
’ k=0

Proof : First, according to the definition of D in Lemma 3.6, we have, for all
ke{0,...,N},

1 - 1 1
D) = NN = PlPip, = — P
() Qo,n ;Q N Qo ;; P EINTEE T Qo BN
1
Qo,n u
Then, the recursive formula (3.12) easily implies :
Tw) = (AW —awvAy 77 = —ageh — ag) D), 0SSN
which gives (according to (2.2)-(2.4))
P i P!
(M) = D) = gt = o 0<jk<N. (3.15)
Qon T Qon

Since each polynomial T; have a degree equal to N, it is enough to check
equality (3.7) on the set {)g,..., Ax}, which allows to conclude. 4

Remark 3.9 The formula (3.7) shows that the polynomials (T;)o<i<n are a
basis of Ry[X] since the matriz @ is invertible.

We may finally characterize (3.11)

Lemma 3.10 We assume that (3.10) holds. Then, the condition (3.11) is
equivalent to

1 xa(v)my(v) . N41
vrer, Pix (QO,N 8 Tn(v) ’f) a /Iv ")
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Proof : It is straightforward using (3.13) and the formula (3.14). o

We now have all what is needed to prove Prop. 3.4
Proof of Prop. 3.4 : By Lemma 3.5, condition (3.3) is equivalent to (3.10)-
(3.11). By Lemma 3.6, condition (3.10) is equivalent to (3.8) provided that
the T; are defined by (3.12). Lemma 3.8 shows that the recursive formula
(3.12) actually gives the explicit formula (3.7). Finally by Lemma 3.10, we
know that condition (3.11) is equivalent to (3.9) thus concluding the proof. 4

3.4 Study of the condition (3.4)

We prove
Proposition 3.11 Assume (3.6)+(3.8)+(3.9). Then, setting

_ QO,NTN(U)

my (v)

p(v) : (3.16)

and

ouclf.0) = [ 1plo)dr,  V(fg) € K,
the condition (3.4) is satisfied.

Proof : This choice is compatible with (3.11), since (3.11) can also be written
as
VfEK, (X—Af) = / oV (v)dv,
P I
and since we have [, xa(v)f(v)dv = [, vN*! f(v)dv since f € K.
Moreover, (3.4) is obviously satisfied with this choice.

3.5 Choice of ¢ on the subspace V

For the moment ® is defined as a weighted L? type inner product on K
by Prop. 3.11 and on V' by Corollary 3.3.

We wish to define ® as a weighted inner product on the whole K & V.
The following lemma shows that provided p satisfies the right relations then
® as defined by Prop. 3.11 and Corollary 3.3 is automatically of the right
form.



3. PROOF OF THEOREMS ?? AND ?7? 123

Lemma 3.12 Assume (3.6), (3.8), (3.9), (3.16), and assume that the weight
p satisfies the moment conditions :

N

/R(v)dU:ZR()\k), RERQN[X].
1 p(v) =0
Then, we have :
onlr0) = [ FR)g)pl)d (3.17)

Proof : It is sufficient to show that the formula (3.17) holds for (f,g) =
(m;, mj). We have, for (i,7) € {0,...,N}?,

[mitemstptortn = [ (T7) @) x 22

setting

Moreover, we have

N
¢(mi7 m]) QZJ Z Pl;zlpl;jl = Z ((flifj> ()\k)7

according to (3.6) and (3.15).
Since the w polynomials (7;7})o<i<j<n are in Roy|[v], we see that
the assumption on p guarantees that (3.17) is satisfied.

3.6 Proof of the theorem (2.2) : Synthesis

We summarize here all the definitions and check rigorously that they are
compatible.

So, assume there exists a function p = p(v), positive on I and satisfying
the moment conditions :

N

/ ﬁ((:; dv = Z R(Ax), VR € Royy1[X]. (3.18)
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Note that this in particular implies that 1/p is integrable on I.
The space E = L*(I, p(v)dv) is a Hilbert space, for the inner product

o(f. 9) = /f Vv, (f.g) € B

We define the map M : E — E by

Mf= é </Ivif(v)dv) ii((;};, fekb,

where

N
(X) =) QuX*,  0<i<N,
=0

and Q = (PT)~'P~! (the matrix P is defined by (2.1)).
e First, the map M is well defined as Vf € E, Vi € {0,..., N}

Z¢7@MUf;(lﬁgm)UQQ[uwwmwm)Ui

and thus M f makes sense. Moreover, for f € E, we have M f € E
because

[ s = |

N

S5

< (2

1=0

)sz

[t

I p(v)

2 (

=0

[ s

A\ & [ G)P
)xZ/ p(v) dv < oo.

i=0 Y1

[ sy

e [t is obvious that M is linear. We check that M is a projection : let
f € E, we have, for 0 < j < N,

N

/Ivaf(v)dv 2 (/Iw (w)dw) (/I “jﬂ;})dv>

I
|
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Moreover, we have
)\i:P]’k, j:‘Z(Ak):Pk_ﬂl’ OézvjakéNv
thus
N . o~
dOMNT(M) =61y, 0<i,j<N.

k=0

We deduce
/UjMf(v)d“ = /wjf(w)dwa 0<j<N,
I

I
which implies M o M = M.

e M is an orthogonal projection (for the inner product ¢), because it is
a self-adjoint projector :

as the matrix @) is symmetric.
e The Maxwellian M satisfies moment conditions :

( /viMf(v)dv = /vif(v)dv i=0,...,N,

1

\ /UNHMf(v)dv = iai/lvif(v)dv

1

In fact, the first conditions have been already established, and the se-
cond ones result from the following formula, using (3.18) and since

Xa(v)T;(v) is a polynomial of degree 2N + 1,

/I VAM () = fg( /I w"f(w)dw) /I %fi(%v

= ZN: (/Iwif(w)dw) kzjj:XA()‘k)Ti(/\k) =0.

=0 0
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e By Corollary 3.3, Prop. 3.11 and Lemma 3.12, the inner product &
satisfies the assumptions of Lemma 3.1. This concludes the proof of
Theorem 2.2.

3.7 From Th. 2.2 to Th. 2.1 : Uniform stability estimate
on the BGK model

The first point is to control the collision term which is done by

Lemma 3.13 Define p and ® as per Th. 2.2 then

//fN (f2)p dvdm<<ANd(/|q )2 p(v)d )1/2—A> -
| [1ssot)avas,

ST S

j=0 k=0 7=0 k=0

with

Ana = sz:

=0
Proof : We have

It 2, 0) L(fx) (&, v)p(v)dvdz
L

//thxv Z (/wﬂfN(txw)dw)p(v)dvdx
—/\//\th:cv|p v)dvdzx.

fa(t @, 0) LX)t 2, 0)p(v)dud
Iy

= /R dx (fj a; /1 wjf]%(tﬁv,w)dw) ( /I fi(t,x,v)q(v)p(wdv)
—)\/R/]|ffv(t,a:,v)]2p(v)dvdx.

So
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We can control the moments of f5 in the following way :

([ ([ o).

and the assumption (2.14) implies

v wyd

I

/wjffv(t, x,w)dw

I

. (z Azj) 850 %),

k=0

We deduce that

a; [ w5tz w)dw

< (Z a§> (ZZAZJ’) O(fx: fx).

Moreover, we have

/th:cv )olv)do

Thus, combining the last two inequalities and using Cauchy-Schwarz inequa-
lity, we obtain

= o(fr 1) < onla.q) o(fu fr)-

/R/Ifva(ffV) o) dudz < Za ii“\/m/ﬂﬂfwmdx

=0 0 k=0
i\ / (S5 f5)de

which is the desired estimate. o

Combining Th. 2.2 and Lemma 3.13, we can obtain stability estimates
for (2.10) uniform in ¢ :

Proposition 3.14 Let f5 a solution of (2.10) with (1.5). Then, the follo-
wing estimate holds for any t > 0

swp [ 11t o)pto)tuts < 0 [ [0 Powdeds, (3:20)

e>0 JRJT
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where

and we recall

d N

d d N . 1 — )\2d+2
N S 3 SE TN} SN pptt i
Jj=0 k

j=0 k=0 §=0 k=0

Proof : It is straightforward using Gronwall lemma, as according to (2.16)
and (3.19), we have

%/R/Jffv(t’ = v)l p(v)dude <2 (ANud </1 |Q(v)’2p(v)dv) v /\)
[ [ttt

We are now ready to conclude the proof of Th. 2.1 Now, we show that
we can pass to the limit ¢ — 0 in the BGK model (2.10) to obtain a stability
estimate on the hyperbolic system (1.12).

We fix N > d. Using (3.20), we can see that the family ( f5).>0 is bounded
in the space L?(]0, +00[joe X R, X I, p(v)dtdxdv). Thus there exists a sequence
€k k:o 0 such that

O

f]ka fN S L (]07 CO[ZOCXRI X Iv,pN(@)d]&diL‘d’U) .
—00
Iherefore

OS5 +v0ufif = Oifytvdefn,  L(fY) = L(fy) in D'(J0,c0[xRxJ),

k—o0

from which we deduce
M(f5) — f¥ = k(O f§ +v0u i — L(f]i;c))kjoo() in D'(]0,00[xR x I),

and thus

M( f\}“)kjoof]v in D'(]0,00[xR x I).
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Hence, passing to the limit in (2.11), we show that the function fy is a kinetic
interpretation of the system (1.12), in the sense that (u; = [, videv)KKN
satisfies (1.12). As this system is linear, hyperbolic, it has a unique solution
for a given initial data. That means that any solution of (1.12) can conse-
quently be obtained as the moments of a limit fy of f5.

Moreover, fy also satisfies the bound (3.20) :

2 tCn.q 0 2
Vit > 0, /R/I\f]v(t,x,vﬂ p(v)dvdr < e /R/I]f (x,v)]"p(v)dvdz.

Thus we obtain the estimate (2.6), since

(ZV’)/UNMUW v)d

according to the assumptions on py. The proof of Th. 2.1 is now complete.

|,uzt:v '/’UthZBU

4 FError estimate : Proof of Th. 2.3 and Prop.
2.4

4.1 Estimates provided by the model

In order to prove Th. 2.3, we will need good smoothness properties on the
solution to the exact equation (1.4). Fortunately this model is very simple to
manipulate and the estimates we need easy to obtain in that case.

Let us first start with the support in velocity

Proposition 4.1 Assume (1.5), (1.6) with I C [—1, 1]. Then the solution
to (1.4) satisfies

vVt > 0, a.e. x € R, suppy f(t,x,.) C I C [-1, 1].

Proof : If f is a solution of (1.4) with d = 0, then, using the Stokes formula,
we have, formally

%/R\f(t,x,v)y?dw:2/Rf(t,x,v)q(v) </If(t,x,v*)dv*) da

- 2)\/ |f(t,z,v)|*dw
R

< 2q(v)/Rf(t,x,v) (/If(t,x,v*)dv*> dx
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Therefore, integrating in time, we obtain

[t opds < [ 17w 0pd
w200 [ [ 160 ([ fsm00)07) s,

and since suppq C I, we get the result. o
The model (1.4) also propagates the H*-norm of the solution

Proposition 4.2 Assume (1.5), (1.6) with I C [—1, 1]. Then the solution
to (1.4) satisfies

Vi >0, I O, 22ay) < €S NS mece, req),
where C' = ||q||L2(r) — A

Proof : First note that for any k, 9F f is also a solution to (1.4) with 9% f* as
initial data. Then

10— —22 / ([ezstoaan) ( [orsita i)

—memmmLm»

Using Prop. (4.1) and Hélder inequality, we easily obtain

Hﬂﬂmk 2y < 2 (lallzeny = 2) 1 Ollzee, 2

and a simple Gronwall lemma gives the result. o
We may finally conclude from Props. 4.1-4.2 that

Corollary 4.3 Assume (1.5), (1.6) with I C [—1, 1]. Then the moments of
solution to (1.4) satisfy

VieN, V20, i Olem < NP ew, (A1)
and

Z ! ()| 2@y < (2N + D)Y2C | £ ooy,

where C = HQHL2(I) -\
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Proof. Notice that

1/2
|Mz‘</’U|ftCCU)dv< NS </ \ft:cv|2dv> :

by Cauchy-Schwarz. Hence

lisd ()| 2y < 1 ()]l 2 @2,

< o

and one concludes by using Prop. 4.2. 4

4.2 Proof of Prop. 2.4 : Error estimate in the smooth
case

Since the functions (u;) are smooth in the space variable, we have by
(2.17), for all 0 < ¢ < N,

lsomy =2 [ sttt z)ds
= —2/Rui(t,w)8xui+1(t,x)dx :
w2 [t apo(ta)ds =22 [ e, o) P
" R R

d
%H/Li(t)H%?(R) < 2| i (O L2 @) |0 i1 () || L2 )
+ 20l ()22 10 (8) | 2@y — 2M| () Z2 e
Thus, we obtain
d
il Olle@ < 10spiaiO)llz2w + Dl llno ()22 — Mmi )22
Of course the same computation can be performed on the 9%u;, obtaining
VkeN, Vie{0,...,N},
d
e @)@ < 105 i Oz + 14l 107102y (4.2)
— M| s (0) ] 2 my-
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This sequence of inequalities lets us control ||zi(t)|| 2(r) in term of the "last

derivatives", namely (HaivuiHLz(R))OgSN. To do that, we set

k
VE>0, Vke{0,....N},  Hi(t) =) _[0uillm-
=0

The coefficients v; are easily bounded by ||¢||z2. Hence the inequalities (4.2)
imply

d
Vit >0, Vke {0,...,N}, EHk(t) < Hk+1(t)—|— (2||Q||L2(I) —/\) Hk(t>
(4.3)
We now use

Lemma 4.4 Let (Hy(t))x>1 be a sequence of nonnegative C* functions such

that :
Hy(t) < CHy(t) + Hpya(t)

Vke N, Vit>0, {Hk(O):O ,

where C' > 0 is a numerical constant independant of k.
Then, we have :

1 t
Vp e N, Vt>0, Hy(t) < —/ (t — s)P et H (5)ds.
(p—1!Jo
Proof : First, the assumption may be rewritten as
d
Vk €N, Vt>0, p (Hi(t)e ") < Hypsa(t)e ",
thus, integrating in ¢, we obtain :
t
VkeN, Vt>0,  Hy(t) < / e“ I Hy o (s)ds.
0

A simple recursion allows to conclude.

End of the proof of prop (2.4) : Applying the previous lemma, we obtain

1 t
vt > 0, Ho(t) < ; /0 (t— S)N716(2||Q||L2(1)—A)(t—s)HN(S)d&

(N -1
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and thus, for all ¢ € [0, 7],

1 ‘ . AP
||#0||L2(R) < m / (t — S)N 16(2||Q||L2(1) A)(t—s) Z ||85M1(8)||L2(]R)d3
"0 i=0

oCldll 2 =T

< _ g)N-1 N )
< [y Zua p9) o s

which gives

Sup o (t; )l 2@y <C— XZH@ pill Loz, (4.4)

where the constant C' depends on 1T, A and ¢. This concludes the proof of
Prop. 2.4. o

4.3 Proof of Th. 2.3 : Error estimate in the general case

The general idea for the proof is to regularize the initial data. Then we
have to bound 3 terms. First the error between the exact solution and the
truncated hierarchy for this regularized initial data. This term is controlled
by Prop. 2.4. The next term is the difference between the solution for the
non regularized initial data and the solution for the regularized one, both
solutions to the exact equation (1.4). This is bounded using the estimates
for (1.4). The final term is the difference between the solution for the non
regularized initial data and the solution for the regularized one, but both
solutions to the truncated hierarchy (2.17). We bound this term thanks to
assumption (2.18).

— Step 1 : Regularization of the initial data

We fix € > 0 and we choose f0 € H*(R?), with supp, f° C I, and such
that (see the appendix for more details)

ae vel, fOL,v)€C®R),
1£2(0) = £ )2y < Cug®llf2 ()l (4.5)

12 @) < Cre® " Lf2 (W) ey Ym > k.
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Let f. = f-(t,z,v) be the unique solution to Eq. (1.4) with f.(t =0) =
f2. We define the moments as usual

pl=(t,x) = /vi fe(t, z,v) dv, i€ N.
I
Of course, those moments still satisfy the hierarchy
Ol + Ouplsy = yipdr — M ieN.

We denote by p$ the solution to the truncated hierarchy (2.17) for the
initial data

wi(t=0,2) = u{g(:z:) = /viff(:c,v) dv, 0<i<N. (4.6)

1

Step 2 : Error estimates in term of . First note that S — p/° satisfies
the assumptions of Prop. 2.4. On the one hand

S0 (0 = 1 )llee < D0 (102 wsllse + 102 152

i<N i<N
< STOY N2 + € 2N + 1)V 0|2,

i<N

by Corollary 4.3. On the other hand by applying (2.18) to x¢ and 0,
one gets

Z 10X 155 || o2 < C N7 ||3§;Vf£||/:gm-

i<N

So applying Prop. 2.4, we have for ' = max(~y, 1/2)

NY'TN
165 = 16 ooy < € == > 1107 £ 2y wr
N N'y’TN . : )
S Ck€ N X ”f ”HQIE“L%)

by (4.5).
We can use the stability estimate (2.18) to control

116 — pollzoe o2y < CN|SO = flre < Cu N7 || fO| x 12, (4-8)

again by (4.5).
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At last, we can control ||l — || Leo([0,7),22(r)) according to Corollary
4.3

1) — M(];EHL"O([O,T],L?(R)) = HﬂgiszLoo([O,T],LQ(R)) <O = flrewe)
< Cue® | fN ran e
(4.9)

— Step 3 : Choice of the parameter €
We deduce from (4.7), (4.8) and (4.9) the complete error estimate

e N ) 1

(4.10)
where the numerical constant C' > 0 depends on k, T', ¢, and \.
We of course choose the "best" value of £, which minimizes the error.
When N > k, we get for v > 1/2

TN\ YN eT
e=c :(ﬁ) N N

If v < 1/2 then one takes instead

, TN
|10 — :ugHL‘X’([O,T],LQ(R)) <C <N7 —

(TN Nl/QV) i eT
e=¢"=|—FF—

N' N—oo W7

with the same asymptotic behaviour.
In both cases

*\ k

120 — 118 | o= o, 22 (RY) < Criganss N7 (€7)
_ Crgnk
Nooo Nk’

(4.11)

which concludes the proof of Theorem 2.3.

5 Proof of Th. 1.1 : Example of the Tchebychev
points

We now make the assumptions in Th. 1.1 and in particular that d = 0
and that the \; satisfy (1.16).
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The constant Ay defined by (2.9) satisfies
Ano=(N+1)"2 (5.1)

Moreover we define

m
pn(v) = N+1\/1—v2.

In fact, the function LN is a normalization of the Tchebychev weight.
As the Ay gives the usual method of integration we have

Proposition 5.1 We have, for all N > 1 and for all R € Ron,1[X] :

R(v)  N+1 R(v) U:N
/IPN(U)dU R /]—1,1[ md gR()\k)’ VR € Ronia[X].

(5.2)

We may therefore apply Th. 2.1 to this choice of A\ and for this choice of py.
Compute

1

1/2
On(g) = VR 11 ( 4(0)Pox(v) dv) < Cllqll
—1
Similarly
Cn(f%) < C N2 O e
So by Th. 2.1

1/2
sup lj(®)le < TV £z N2 (Z A) < 0TI |12,

k<N

which is exactly (1.18). Moreover

1/2
S l®)llze < Ol N2 Y (Z A) .

i<N i<N \k<N

Of course by Cauchy-Schwarz, we have, for all 0 < L < N|

ey (s ow) < (nox )

i<N \k=L..N-L i<N k=L..N—L

. 1/2
< -
- ( 2 1—|>\k|2)

L<k<N-L
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Note that
1=\ > (kCJrN12)2 if k < N/2, 1_|/\k,22(]\/;%1)2 £k > N2
Hence, if L < N/2,
1/2 o 2 N2 12 N
' %:v (k/;.;\/_L/\k> =¢ ngmm <C o

Therefore
S itz < ClIflle (NV2 LY 4+ N L2,

<N

and choosing L = VN we obtain that this method satisfies the estimate
(2.18) with v = 3/4. It only remains to apply Th. 2.3 to conclude.

6 Appendix

The natural way to regularize is by convolution. However to obtain high
order approximation, it is necessary to choose correctly the mollifier. In the
L? framework though, things are quite simple by truncating in Fourier.

Proposition 6.1 Let k a positive integer, f € H*(R?) and ¢ > 0. It exists
f. € H®(R?) such that

1f = fell ey < ¥ID* fll 2 may. (6.1)
ID™ fell 2y < €| D* fll 2(a),  Vm € N. (6.2)

Proof : We use Fourier’s analysis. We consider f. € L%(R?) defined by

~

£:(6) = F(O) e/

First, we have

L R 1/2 R 1/2
I~ Pl = ([ IFae) < ([ eiferae)

= EkHDkaLQ(Rd)v
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which proves (6.1).
On the other hand, for all m € N,

~ . 1/2 R 1/2
|||f|mfa||m<w):(/ |€|2m|f(€)|2d§) s(/ 62’“‘2’”|€|2’“|f(€)|2d§)
\élﬁlf\ R4

— b D]

thus, f. € H™(RY) and the estimate (6.2) holds. o
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A model for the evolution of
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1. INTRODUCTION 143
Abstract

In [8], Berthelin, Degond, Delitala and Rascle introduced a traffic flow
model describing the formation and the dynamics of traffic jams. This model
consists of a Pressureless Gas Dynamics system under a maximal constraint
on the density and is derived through a singular limit of the Aw-Rascle model.
In the present paper we propose an improvement of this model by allowing the
road to be multi-lane piecewise. The idea is to use the maximal constraint to
model the number of lanes. We also add in the model a parameter a which
model the various speed limitations according to the number of lanes. We
present the dynamical behaviour of clusters (traffic jams) and by approxima-
tion with such solutions, we obtain an existence result of weak solutions for
any initial data.

1 Introduction

Classical models of traffic are splitted into three main categories : particle
models (or “car-following” models) [16, 3|, kinetic models |25, 26, 22, 20|, and
fluid dynamical models [21, 23, 24, 2, 28, 12, 17]. Obviously, these models are
related ; for example in [1], a fluid model is derived from a particle model.
See also [19] and for recent review on this topic, see [4] and [18]|. Here, we are
interested in the third approach, which describes the evolution of macroscopic
variables (like density, velocity, flow) in space and time. Let us recall briefly
the history of such models.

The simplest fluid models of traffic are based on the single conservation
law

om+ 0, f(n) =0,

where n = n(t, ) is the density of vehicles and f(n) the associated flow. This
model only assumes the conservation of the number of cars. Such models are
called “first order” models, and the first one is due to Lighthill and Whitham
[21] and Richards [27].

If we take the flux f(n) = nu with u = u(t, z) the velocity of the cars, we add
a second equation of equilibrium related to the conservation of momentum.
This approach starts with the Payne-Whitham model [23, 24].

But the analogy fluid-vehicles is not really convincing : in fact, in the paper
[13], Daganzo shown the limits of this analogy, exhibiting absurdities which
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are implied by classical second-order models, for example, vehicles going ba-
ckwards. To rehabilitate these models, Aw and Rascle proposed in [2] a new
one which corrects the deficiencies pointed out by Daganzo. In particular,
the density and velocity remain nonnegative.

The Aw-Rascle model is given by

{ omn + 0, (nu) =0,
(0p + udy)(u+ p(n)) =0,

or in the conservative form

{ On + 0, (nu) =0,
O (n(u+p(n))) + du(nu(u + p(n))) = 0,

where p(n) ~ n” is the velocity offset, which bears analogies with the pressure
in fluid dynamics.
In fact, this model can be derived from a microscopic “car-following” model,
as it has been shown in [1]. But even the Aw-Rascle model exhibits some
unphysical feature, namely the non-propagation of the upper bound of the
density n, making a constraint such that n < n* impossible (where n* stands
for a maximal density of vehicles).
Some constraints models have been developed these last years in order to
impose such bounds in hyperbolic models. See [10], [5], [7] for the first results
of this topic and [6] for a numerical version of this kind of problem.
That is why recently, Berthelin, Degond, Delitala and Rascle [8] proposed
a new second-order model, which aim is to allow to preserve the density
constraint n < n* at any time. The main ideas are :

e modifying the Aw-Rascle model, changing the velocity offset into

s = (2-2) o wen

n n*

thus p(n) is increasing and tends to infinity when n — n*;
e rescaling this modified Aw-Rascle model (changing p(n) into ep(n.))
and taking the formal limit when ¢ — 0%.
This process leads to a limit system on (n, u) which corresponds to the Pres-
sureless Gas Dynamics system :

On + 0z (nu) = 0,
Oy(nu) + 0,(nu?) = 0,
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in areas where n < n*. But a new quantity appears, due to the singularity
of the velocity offset in n = n*. In fact, denoting by p(¢, x) the formal limit
of ep(n:)(t,z) when e — 07, we may have p non zero and finite at a point
(t,x) such that n(t,x) = n*. Thus, the function p turns out to be a Lagran-
gian multiplier of the constraint n < n*. Finally, we obtain the Constrained
Pressureless Gas Dynamics (designed as CPGD) model :

o + Oy (nu) =0,
O (n(u+7p)) + 0z(nu(u+p)) =0,
0<n<n*, p>0, (n*—n)p=0.

The term p represents the speed capability which is not used if the road is
blocked and that the cars in front imposes a speed smaller than that desired.
We refer to [8] for more details on the derivation of the CPGD system in the
case of the maximal density n* being constant. The case where n* depends
on the velocity (n* = n*(u)) is more realistic (taking into account the fact
that the maximal number of cars is smaller as the velocity is great, for safety
reasons) and is treated in [9]. In [14], a numerical treatment of traffic jam is
done.

In this paper, we propose another type of improvement based on the
following idea : the idea is to use the maximal constraint to model the number
of lanes. The constraint n* will depend on the number of lanes in the portion
of the road. Indeed, in a two-lane portion, n* can be twice greater than it is
in a one-lane portion of the road. This idea simplifies the model dramatically
and we no longer need to consider as many equations of lanes which makes
the modeling and use much simpler while reporting the same phenomenon.
The new emerging behaviors which are obtained compared to previous models
[8] and [9] are the following :

— possibility for cars to accelerate (when the road widens) and then to

change their maximum /wanted velocity,

— creation of a void area in a jam (the acceleration of the leading car is

not necessarily followed if there is not a sufficient reserve of speed),

— this point represents also an approach to model some kind of stop and

go waves which is new in such model,

— and of course, the multi-lane approach.

The paper is organized as follows : in the next section, we make a modification
of the CPGD system to model traffic jams in multi-lane. In section 3, we
present the dynamics of jams. By approximation with such data, it is used
in section 4 to prove the existence of weak solutions for any initial data.
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2 The ML-CPGD model

We consider a piecewise constant maximal density of vehicles, given by

M
n*(x) = Z n;]l]’r'jﬂ"j+1[(x)
=0

where
n; € {1,2}, (7j)1<j<m an increasing sequence of real numbers,

rg = —00, Tp41 = +00.

It means that we set on a road with one or two lanes, the road transitions
(change of number of lanes) being at points (r;)1<;j<a. On a one-lane section,
the maximal density is one (in view of simplification), whereas on a two-lane
section, the maximal allowed density is two. It is the first improvement of
our model : the constraint density changes with  to model the fact that
there is one or two lanes. Evolution equations are given by the Multi-lane
Constrained Pressureless Gas Dynamics system (designed by ML-CPGD),
whose conservative form is

o + 0y(nu) =0, (2.1)
Or(n(u+p)la) + Op(nu(u+p)l,) =0,
0<n<n*(z), uwu>0, p>0, (n(x)—n)p=0, (2.3)

where the function I, = I,(z) is defined by

1 if n*(z)=1,
fafx) = { l/a if n*(z)=2.

The number o > 1 stands for the rate between two-lane velocities and one-
lane velocities. Thus a single car (we mean a car not into a jam) with speed
u on a one-lane road will pass to the speed au on a two-lane road. This
represents the fact that on a two-lane section, the average velocity is higher
than on a one-lane (on a highway, you drive faster than on a road even if
you are alone). The preferred velocity depends on the road width according
to a.. It can also be understood as the speed limitation on the various kind
of roads. This is the second improvement of our model. It only act on the
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second equation since it is the momentum quantity which has to be changed
and not the conservation of the number of cars (first equation).

Of course, this model can be extended to case with three-lane, four-lane
portion... In the case of three lanes, nj € {1,2,3} and I, is replaced by
1 if n*(x) =1,
I.p(x) = ¢ 1/a if n*(x) =2, with 8 > a > 1, a being the rapport of
1/8 if n*(x) =3,
speed between one and two lanes and 3/« the rapport between three and
two lanes.

3 Clusters dynamics

In this section, we present some particular solutions (n,u,p) of (2.1)-

(2.3) which are clusters solutions. For these functions, n = n(t,z) take as
only values 0 and n*(z).
In some sense, they are an extension of sticky particles of [11, 15| playing a
crucial role in the proof of existence of solutions for constraint models. They
have been introduced in [10] and used with various dynamics in [5, 7, 8, 9].
Let us consider the density n(t,z), the flux n(t,z)u(t,z) and the pressure
n(t, x)p(t, ) given respectively by

N
n(t,z) =n"(2) Y Lo@y<achio) (3.1)
=1
N
n(tJ x)u(t7 x) = n* (x) Z ui]lai(t)<x<bi(t)7 (32)
=1
N
n(ta :L‘)p(t7 fL’) - TL*(J}) Zpi]lai(t)<r<bi(t)a (33)
=1

with
NEN*7 u1207 pZZ()?

as long as there is no collision and no change of n*(z). That is to say
ar(t) < bi(t) < as(t) <bo(t) <...<an(t) <by(t)

and the number of blocks N is constant until there is a shock or a change of
width (thus we have N = N(t)).
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This type of piecewise constant solution writes as a superposition of blocks
with (n,u,p) = (n*,u;,p;) constant. Each block evolves according to the
interactions with the other blocks and the changes of width.
We have to explain three dynamics :

— What happens when two blocks collide ? (how to describe a shock)

— What happens when the road narrows (n*(x) was 2 and becomes 1) ?

— What happens when the road widens (n*(z) was 1 and becomes 2) ?
First, let us present some technical properties that will be used in the various
cases.

Lemma 3.1 Let be s,0 € [0,+00], a,b € C (Jinf(s,c), sup(s,0)[) and ¢ €
D(]0, +oo[xR). We set

o rb(t)
J(s,o,a,b,u) := Orp(t, ) + u(t)0,p(t, x))dxdt.
( ) /S/a@)( ot 2) + u(t)Oup(t, z))ddt
Then we get
J(s,0,a,b,u) = (o, x)dr — (s, x)dz (3.4)
T / ot b(1)) (ult) — H(1)) dt + / ot alt)) (@' () — u(t)) dt.

Proof : We have

d [/b(f) ( )d]_ b(t)a (t, ) dx + (t,b(1)) U'(t) (t,at) a'(t)
dt a(t)907$$_a(t)t907xx(‘p’ P IR,

thus

o rb(t) b(o) b(s)
/ / Op(t, z) dxdt = / (o, x)dx — / (s, ) dx
s a(t) a(o) a(s)

— /U ©(t,b(t)) b (t) dt + /a ©(t, a(t))d'(t)dt.

o rb(t) o o
Moreover / / Opp(t, z)dxdt = / ©(t,b(t)) dt — / o(t,a(t))dt and
s a(t) s s

the result follows.
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Remark 3.2 We notice that

J(o,s8,a,b,u) = —J(s,0,a,b,u), (3.5)

J(s,0,b,a,u) =—J(s,0,a,b,u). (3.6)
If we have a’ =V = u, then

b(o) b(s)

(o, x)dr — /( ) (s, z)dx. (3.7)

J(s,a,a,b,u):/

a(o)

If we have a’ = w and c is constant, then

Cc C

J(s,0,a,c,u) :/a(g) (o, ) d:z:—/a(s) (s, ) da:+/s o(t, c)u(t)dt. (3.8)

Lemma 3.3 We have the following formulas :
Ifd =V = = u, then

b(s)
J(s,0,a,b,u) + J(o,7,a,c,u) = —/ (s, ) dx

a(s)
b(o) (1) (3.9)
+/ (o, x) d.r—l—/ (1, ) d.

(o) a(7)
Ifd =V =wu and ¢ = b(o) = a(7), then

b(s)

T

J(s,0,a,b,u)+ J(o,T,a,c,u) = —/ gp(s,x)dx+/ u(t)p(t, c)dt. (3.10)

a(s) o
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Proof : We have

J(s,0,a,b,u) + J(o,7,a,c,u) (3.11)
b(o) b(s)

= / (o, x) d:r;—/ (s, x)dx (3.12)
a(o) a(s)

+

p(t u(t) = ¥'(1)) dt + /a p(t,a(t)) (a'(t) — u(t)) df3.13)

(o)
o(1,z)dx —/ (o, x)dx (3.14)

b(s

J e
[

+/ o(t u(t) — c’(t))dt+/; o(t,a(t)) (a'(t) — u(t)) d3.15)
L)

s, 2) dr + / "ol () (u(t) — ¢ (1)) dt (3.16)
) o

a(s

e(7)
+/ (0,2 dx+/ o(T,x) dx (3.17)
c(o) a(r)

+/ p(t,b(1)) (u ()—b’(t))dtJr/T p(t,a(t) (a'(t) — u(t)) d3.18)

Since @' = b = u, the two last terms vanish and we have

J(s,0,a,b,u) + J(o,T,a,c,u) = _/g) (s, ) dx
+ [ttt ) - ) i

g

b(o) c(7)
+/ (o, z)dr +/ (T, x) dx.
(o)

The formulas (3.9) and (3.10) follow. o

3.1 About uniqueness of the dynamics

In order to work with the most realistic solution, it is necessary to impose a
certain number of criteria on the dynamics in question. This discussion also
improve the paper [8].

A single block for which u + p stays constant is a solution, for example
the function corresponding to the following figure :
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(n*, Gy, uy — U;)

t*._ _______________________

(n*, u;,0)

to

Remark 3.4 To understand the meaning of the dynamics, for every figure,
the term (n,u, p) on a zone corresponds to the constant values of the functions
on a block.

In fact, in an open subset 2 C|0, +o00[; xR,, where n* is constant, it is very
easy to see that the dynamic displayed on figure satisfies (2.1)-(2.3), for any
value of 0 < @; < w;.

Now, remember that the term p represents the speed capability which is not
used if the road is blocked and that the cars in front imposes a speed smaller
than that desired. The term is 0 if the density is not n*(x) since in this case
the car can go to its preferred velocity. Thus there is no reason for a single
car to have a nonzero pressure term if there is no one before him. And the
relation (n*(x) —n)p = 0 do not impose p = 0 for the first car of the jam.
This is why we assume that the blocks satisfy the additional constraint :

(n*(z) = n(z")p =0, (3.19)

in zones where n* is constant. In this property, we denote by n(x™) the limit,
if it exists, of n(y) when y — z with y > z. With this condition, the dynamics
of the previous figure is a solution only if u; = u;.

The interpretation is the following : if the first car of the jam has the
opportunity to use its preferred velocity, it uses it and p becomes zero. If
not, p is not necessarily zero.

This is why for various blocks sticking one after the other, the constraint
(3.19) on p gives the two situations of the above figures.
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n A
n* n(zo)
n(xd
Lo
(u1,p1) | (u2,p2)| (us,0)
0 ) x
n
n* n(xo) = n(xy)
(u1,p1) | (u2,p2) | (us,p3)
0 ) X

In fact, an other criteria than (3.19) related to the minimization of p > 0
can be used. It is clear than choosing p = 0 minimize the p term in the
previous described situations. When the constraint (3.19) cannot be imposed,
uniqueness criteria which is natural is the minimization of p > 0.

We now detail the various cases that can appear in the dynamic of clusters.

3.2 Collision between two blocks without change of width

In a zone where n*(x) = n* is constant, we consider two blocks (n*,u;, 0)
and (n*,u,,0), with u; > w,. Thus, at a time t* > 0, the left block reaches
the right one, and collide with it. The dynamic is displayed in the following
figure.
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(n*, up, wy — uy)/ (n*, u, 0)

S s o

Q

(n*,u,0) (n*, u,,0)

to >
x

The density n(t, x), the flux n(t, z)u(t, x) and the function p(t, z) are locally
given respectively by

n(t,z) = o,y <z<tit) + 0 o, () <acn, vy i <,
’ 1z <o) T 0 oy <aco, ) T >,

n(t, 2)u(t, z) — { n:ul]lal(t)<z<bl(t) + niur]lar(t)<ar<br(t) %f t< t:,
n urﬂ&l(t)<a:<l~>l(t) +n ur]lar(t)<:t:<br(t) if t>t*,
and
0 if t<t,
n*(w = u) Uy iy cpaiyy i T > 1,

n(t,z)p(t,x) = {

with the linear functions a;, b;, a,, b,, a;, I~)l are given by

d d

Eal(t) = %bl(t) = Uy, al(t*) = a*, bl(t*) = ZL‘*,
d d * * *\ ¥
aar(t) = Ebr(t) =u, a(t")=2a" 0b.(t") =0b",
d - d - ~ * * P *
Eal(t) = Ebl(t) =u,  @t’) =d", b(t")=a",

and
Up > Up.

The left block obtains the velocity of the one being immediately on its right
when they collide. We extend this when more than two blocks collide at a
time t*, by forming a new block with the velocity of the block on the right
of the group.
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Lemma 3.5 The previous dynamic satisfies (2.1)-(2.3).

Proof : Let 2 be an open neighborhood of the shock zone (displayed in the
previous figure). Then, we have, for any continuous function S and any test
function ¢ € D(Q),

( 0y(nS(u,p, 1s)) + Ox(nuS(u,p, 1)), ¢ )

— _/O+°°/]R n(t,x)S(u(t,x), p(t, z), I.(x))(Oyp + udpp)dzdt

= —n*S(ul, O, Ia)J(O, t*, ay, bl7 Ul)
—1*S (U, Wy — Uy, ) J (%, 00, @y, by, )

—n*S(u,,0,1,)J(0, 00, a, b, u,)

*

= (—n"S(w,0,1,) +n*S(u., v — u,, Ia))/ o(t*, z)d.
For S(u,p,I,) =1, we get
( O+ Oz(nu), @ ) = 0.
For S(u,p, 1) = (u+ p)l., we get

( O(n(u+p)ly) + Oz(nu(u+p)ly), ) = 0.

3.3 Narrowing of the road without collision

Let us move to the situation where the road narrows (n*(z) was 2 and
becomes 1). Here, we describe the evolution of a block which undergoes this
narrowing. The speed will be divided by «a.

The dynamic of the block is exhibited in the following figure.
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to

(1-, Wint, ﬁint)
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The density n(t, z), the flux n(¢, x)u(t, ) and the functional p(¢, x) are locally
given respectively by

n(t, )

n(t, x)u(t,z) =

and
n(t,x)p(t,x) =
with
%ai(t) =
d

20, (1) <a<bi(t) if ¢ <t*,
2]1aim(t)<ac<a:* + ]l$*<$<gmt(t) lf t* < t < t**7
ﬂ&i(t)<x<l~7i(t) if ¢ >t
20Ny, (1) <a<ni () if ¢t <t
2uint]laint(t)<$<w* + ﬂmt]l:c*<x<5mt(t) if " <t< t**>
\f‘iﬂai(t)@di(t) if t>t*,
(29 L, 4y <ot if t<t,
2pmt]lllint(t)<l"<r* + ﬁint]lx*<x<5mt(t) if t"<t< t**a
\ﬁi]ldi(t)<a?<i)i(t) if ¢ >t
i (t) t)=a*, bit")=2z"
- Vi = U;y, Q4 =a, i =x,
dt

Eaint@) = Uint, aint(t*) = a*y aint(t**) = l’*,

d-
dt
d
dt

bint (t) = Wint,

_ai(t) =

bint (t*) = x*,

= @i (1) = o,

I;mt (t**> —_ b*,
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Lemma 3.6 The previous dynamic satisfies (2.1)-(2.3) if and only if

i)

_ U; + p; - Ui +p; .
Pint = WitDi—Uint,  (Tint, Ding) = (2uint7 — 2uint) D=
with
U; + Pi 0<2~LiSUi+pi.

0 S Uint S ) >~
2a Q

Proof : We have, for any continuous function S and any function ¢ € D(),

( O¢(nS(u,p, +OO+8 nuS(u 1)), ¢)
B / / (t,z) ,x),p(t, x), Lo (2)) (Brp + udpp)dadt

= _Qs(ulapu 1/04)J(O, t*a ag, bi7 uz)

—QS(Umt,pmt, 1/04)J(t*; U, Qi T, Umt)

_S(ﬂintvﬁint’ 1)J<t*a t**a l'*, Einta Eznt) - S(ﬂ’wﬁla 1)J(t**7 oo, div bi) ﬂz)

T*

= —ZS(ui,pi,l/a)/ o(t*, z)dz

a*
z* $r*

*

b* t**
_S(ﬂintaﬁmta 1) (/ Sp(t**7 LC)dLC - Eint / (P(t, x*)dt)
x* t*

b*

x*
thus we have

at(ns(u7pa Ia) + am(nUS(U,p, ]a))
= 2 (S(uintapinty 1/C¥> - S(Ui,pi, 1/0()) ﬂ[a*@*}(l’)é(t — t*)
+ (S(ﬂluﬁw 1) - S(ﬂinhﬁintﬂ 1)) ]][x*7b*](x)6(t — t**)

+ (ﬂmts(ﬂmt,@ma 1) - 2Uint5(uint7pinta 1/04)) ]l[t*,t**](t)5($ - x*)
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For S(u,p, I,) = 1, we get
O + Oz (nu) = (Wint — 2int) L o1 (£)0 (2 — 27).
For S(u,p, I,) = (u+ p)l,, we get
Or(n(u+p)ly) + 0y (nu(u+p)l,)
= % (Wint + Pint — Wi — D) Npas oo ()0 ( — 1)
+ (Ui + Pi = Wint — Ding) o o) ()0 (E — )
+ (int (Wint + Ding) — 2Uine (“2EEL2E) ) Djpo pory ()0 (2 — 7).

Therefore, (n,u,p) is a solution of (2.1)-(2.2) if and only if

ﬂint = 2Umt Eint = 2uint

Uint + Pint = Ui T P; Uint T Pint = Ui + D5

- - _ _ < _ _ 1

Ui + Di = Uint T Dint Uint + Doy = (Wi + i)
Uint + Py = é(umt + Pint) Ui + pi = é(uz + pi)

Since Uint, Pint,Wint and p;,,, are nonnegative, it concludes the proof of lemma.
O
Now, we can find the dynamics governing a single block (n*, u;,0) which

undergoes a narrowing of the road : according to subsection 3.1 and additional
constraint (3.19), we have

bi = 07 bi = 07 pint = 07
in the relations of lemma 3.6, which leads to

_ U; Uy
Dint = Ui — Uing, Uint = 2Uint,  Wing = 75—, Ui = —.
2¢ o

Finally, the only dynamics compatible with (3.19) for a narrowing is :
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Remark 3.7 In this situation, there is a backward propagation of the queue :
before the narrowing of the road, the cluster size was x* — a* and during
the intermediate state, it increases linearly up to b* — x*, with finite speed

i d - . : .
2u_ = %(bmt(t) — aint(t)). Concerning the velocity u into the cluster, the
Q
information travels at infinite speed and the velocity at the end of the block
pass instantly from u to u/(2a).

3.4 Enlargement of the road without collision

Now we explain what happens for a block when the road widens (n*(z)
was 1 and becomes 2).

In fact, the block (which comes with n = n* = 1) becomes a block with
n = n* = 2, but its speed will be multiplied by the parameter o. The dynamic
is exhibited hereafter :
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The density n(t, z), the flux n(¢, x)u(t, ) and the functional p(¢, x) are locally
given respectively by

a,(t)<m<b (t lf t < t*,
t JZ amt(t)<x<x* + 2]l:p * <x<bin (1) if t"<t< t**,
#)<a<bi( if ¢ >t
t)<z<b;( if t< t*
( ulnt]lamt t)<z<z* + 2uznt]lz * <2 <bint(t) if t"<t< t**
2015, <o) it ¢ >t
and
pil a;(t)<ax<b;( if t<t*,
( pl”t]lamt(t)<$<$* + 2pmtllz *<x<bint(t) if t*<t< ,
with
d d
G0 = o =ui, ) =da’, bt =27,
d * * K% *
— it (1) = Uine,  @ne(t") = a*,  ame(t™) = 7,
dt
d 7 — A * * A *ok *
—bit(t) = Uine, by (t7) = 2", by (™) = b7,
dt
d d -~ ~
—NZ' t) = —bz t) = ~2', ~i t** == *, bz t** - b*
Yoty = Th =i, ) =o' Bt

Lemma 3.8 The previous dynamic satisfies (2.1)-(2.3) if and only if

Uin Uin ~ ~
Dint = WitDi—Uint,  (Wint, Pint) = <Tt7 o(u; + pi) — 5 t) ;D = alugtps)—,

with
0 < Ut <u;+pi, 0<7 <a(u+p).

Proof : We have, for any continuous function S and any function ¢ € D(2),
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( 0y(nS(u,p, 1) + Ox(nuS(u,p, 1)), ¢ )

—+00

— / / n(t 2)S(ult, ), p(t, 7). L(2)) (Brp + udup)dadt
0 R
= —S(ui,pi, 1>J(0, t*, a;, bl,uz) — S(uintypint7 1)J(t*,t**, Aint, x*,umt)

_2S(ainta Fz’nta 1/0&)J(t*, t**a l’*, 5int, ﬂint)

+28(ﬂ2,ﬁz,1/06)J(t**,OO,C~LZ,bZ,’L~LZ)
= —S(ui,pi,l)/ o(t*, z)dx

*
*

z e
_S(uintypintu 1) (_/ QO(t*7JZ)dJZ + uznt/ QO(t,I*>dt>

. ”
b* Er*
_QS(ﬂintapmw 1/&) (/ @(t**a I)d$ — Uint / Sp(tv [B*)dt)
o *
"
+25(ﬁi,ﬁi,1/04)/ e(t™, x)dx,

thus we have, in D'(Q2),
Oy (nS(u, p, Ia) + O (nuS(u, p, 1))

= (S(uintap’int> 1) - S(”i:pia 1)) ]l[a*’w*]<:[;)(5(t _ t*)
+2 (S(ﬂmﬁz, ]-/OC) - S<ﬂmt7pint7 1/@)) ]l[a:*,b*](.r)(s(t _ t**)

+ (2ﬂints<ﬂintaz_9int7 1/04) - uintS(uintapinta 1)) ]l[t*,t**](t)5($ - iU*)
For S(u,p, I,) = 1, we get
O + Oz (nu) = (2Uing — Uint) Npps o) (8)0 (2 — 7).
For S(u,p, I,) = (u+ p)l,, we get
F(n(u +p)la) + Ox(nu(u + p)la)
(uint + Pint — Ui — pz) ﬂ[a*,x*](:p)é(t - t*)
"% (i + Pi — Uint — Ding) Ljar b (2) 6 (8 — )

+ (ZEint <@> — umt(umt +pmt)> ]][t*7t**]<t>6<x — ZE*)
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Therefore, such a function (n, u,p) is a solution of (2.1)-(2.2) if and only if

2Eint = Uint 2Eznt = Uint

Uint + Pint = Ui + D5 — Uint + Pint = Ui + Ds

U; + P = Uint + Dint Tint + Dy = (U +p;)
Uint + Dint = (Uint + Dint) u; + pi = a(u; +p;)

and we conclude as in lemma 3.6.
Now, if a single block (n*,u;,0) undergoes a enlargement of the road, we
have
pi =0, pi=0

in the relations of lemma 3.8, which leads to

o — — o Uint Uint ~
DPint = U; — Uing, (U’intapint> - 2 , QU — 2 9 U; = Uy,
with
0 < Uiy < uy.

In this case, we can’t impose p,,, = 0 since it would imply u;y = 2au;
and then p;,; < 0 which is impossible. Then, we use the second criteria of
section 3.1 which is the minimization of p;,; in this case. Here p;,; = 0 is
possible, that is the choice u;,; = u;, and the dynamics for a enlargement is
the following :

to

This situation is the only case where (3.19) can’t be additionally asked. The
physical explanation is that the increasing of the speed of the car going from
u; to au; is not instantaneous and has to be in two steps. Thus, in the
intermediate state, the car is not yet at its preferred velocity and there is
still a p term.
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Remark 3.9 We notice that the dynamics for enlargement is exactly the re-
verse process of the narrowing. Moreover, the ML-CPGD model allows cars to
accelerate, which was not the case in [8] and [9] (where a mazimum principle
held for the velocity u).

3.5 Compatibility of the dynamics

Since the previous dynamics are not instantaneous, they can interact
before they are completed. In this subsection, we present the various com-
patibilities between these dynamics. Note that it is not just a superposition
of various cases. In order to simplify the presentation, we only show figures
that describe the various interactions.

3.5.1 A train of blocks undergoes a narrowing

(2,u;,p;)

to

3.5.2 Two blocks collide just before the road narrows

Case with u;_1 > u; :
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to

Case with 5 < ;1 < w; -

to

Note that in this case, there is creation of a void area in a jam due to the
fact that the acceleration of the leading car is not necessarily followed if there
is not a sufficient reserve of speed. It represents also an approach to model
some kind of stop and go waves which is new in such model. It will be also
the case in the following situation.
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3.5.3 A train of blocks undergoes an enlargement

(2%, (a— 3)ui + ap;)

to

3.5.4 Two blocks collide just after the road widens

tA (2, wig1, 0U; — Wigq) / (2,u41,0)

(1, 2w, ui — 2uiq1)

Here, we have % > u;;1, thus

QU — U1 = Uy — 2Ui41 > 0.
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3.5.5 The road follows 1 — 2 — 1 faster than the block

t

to

3.5.6 The road follows 2 — 1 — 2 faster than the block

3.6 Block solutions and bounds

Using the above sections, we are able to state some results on the dyna-
mics of blocks.

Remark 3.10 The velocity u is assumed to be extended linearly in the va-
cuum (areas such that n = 0) between two successive blocks. Moreover, we as-
sume that u is constant at 00. But concerning p, the constraint (n*—n)p = 0
implies that p = 0 in the vacuum, and at £oo. Thus, the computations of
total variation in x of u and p are different.

The previous computations show the following results :
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Theorem 3.11 With the various above dynamics, the quantities n(t, x), u(t, x)
and p(t,x) defined by (3.1)-(3.3) and Remark 3.10 are solutions to (2.1),
(2.2), (2.3).

We can also establish some bounds on these solutions :

Proposition 3.12 We still denote by n(t,x), u(t,z) and p(t,z) the func-
tions of (3.1)-(3.3) and Remark 3.10. These functions satisfy the mazimum
principle
0 < u(t,z) < 2a (esssupyu’(y) + esssupyp”(y)) (3.20)
0 < p(t,x) < 2a (esssupyu’(y) + esssup,p°(y)) - (3.21)

If we assume furthermore that the initial data in the blocks u{ and p? are BV
functions, then we have, for all t € [0,T],
TVic(u(t,.)) < daM (TVi(u®) + TV (") + [[u’| =) , (3.22)

TVi(p(t,.)) < 4aM (TVg(u) + TV (") + [[u’[| =) . (3.23)
for any compact K = [a,b] and with

K = [a — t (esssup,u”), b — t (essinf,u")],

where TV (resp. TV ) denotes the total variation on the set K (resp. K),
and M is the number of road transitions (supposed to be finite).

Remark 3.13 The estimate (3.20) reflects the fact that cars can accelerate
in the present model. In [8] and [9], we simply have the estimate

essinf,u’(y) < u(t,z) < esssup,u’(y).

Proof : We treat some examples which represent the critical cases. In these
cases, we compute the total variation on R to simplify the presentation.
e (Case of collisions without change of width :
We obtain the bounds corresponding to the classical CPGD model (like

in [9]).

We assume the following dynamics : at time ¢t = 0, there are NV blocks
(denoted by By, ..., By) with velocities u > u3 > -+ > u{; (which is
the case with the most collisions) and pressures pY, ..., p% > 0, thus

N-1 N
V(@)=Y |l —ulnl,  TVE)=2) 1.
i=1 =1
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Let t > 0 such that in the time interval [0, ¢], the j first blocks By, ..., B;
collide successively at t; < --- < t;_; < ¢ for instance (i.e. B; collide
with B,y at the time ¢; for all 1 <7 < j—1) and then the ¢ — j+ 1 fol-
lowing blocks Bj, ..., B, collide at the same time ¢;, with ¢;_; <t; <.
At the time ¢, the last N — ¢ + 1 blocks By, ..., By have not collided
yet.

We have the relations

Vke{l,...,j}, Vie{l,... N}, P4l = p?

Vie{q+1,...,N}, ui':u?, pi':p?.

Then we get

TV(u(t,)) = |uf —ug|+--+uf, —uj|

+ ‘u;J - u?ﬂ’ Tt ’Uf1j—1 — ug |

+ fug —ug |+ Jug o — ug
= fug —ug| -+ fuy — )|

+ \ug—u2+1\+---+\u9v,1—u?v

IA

TV (u®).

Now, for p, we have
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TV (p(t,.)) = pij + !p? —péjl +- 4 !pzj_1 —péj’
+ o =P+ I — |
+ t]' _|_ 2 tj +_|_ tj
Pq pq+1 Py
= i+ i —ug Ul + Pt — up — ph|
o ud 0 —ud — Pl
+|uf +pf — ufyy — i
o gy + Py — g — )
Fa 20kt
0 0

ud —ud + [uf —uy| + -+ |ud_ — ull

IN

+ 200+t 1)

< 2TV (u®) + TV (p°).

e Case of enlargement of the road without collision :

We assume the following dynamics : at time ¢ = 0, we consider two

blocks By = (u?,p?) and By, = (u9,p9), in a section of road where
n* = 1.
We have

TV(u) = [uy —wl,  TV(") =202 +p)).

At time t; > 0, the block Bj; reach the two-lane section, and undergoes
the change of width during the time interval [t1, f3]. Then, later in the
interval [t3, t4] (with t3 > 5) the block By enter in the two-lane section.
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For all t €]ty,t5], we have (with the notations of section 3.4)

TV (u(t,.)) = |U(2) — U int| + UL int — UL nt]
u .
=g ]+
u .
< Jud — uf] + Juf — ug | + lémt-

Since Uy jnt < u? we obtain

U1, int

TV(u(t, ) < Juf—uf] +uf —

< TV + ]| .
Moreover

TV(p(t,.)) = 217(2) + Print + [P1int — Plint] + Plint,

but .
— 1,in
P1,int — Plint = (0& — 1)(’&? +p(1)) + D) : 2 Oa
thus
—_— U1,in
TV(p(t,.)) = 23+ DPrim) = 2009+ a(ul +pf) — Tt)’

and we deduce
TV (p(t,.)) < 2a(p] +p5) +20u) < aTV(p) + 2au’| L.
For all t €]tq, t3], we have

TV(u(t,) = |us—aui] < Juy—uf|+][(1—a)ul]

< TV(u?) + (a = Dju’| -,

and
TV (p(t,.) = 2py + 2ap] < TV (p").

For all t €]ts, 4], we have

TV(U({;, )) = |u2,int - u2,int| + |u27int — Oéu(1]|
_ U2 int ’U2,z’nt _ auO]
2 2 !
< U2 int |U2,mt _ ozug| i |0zug B ozu(l) ‘

2 2
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Since ug ;e < ud, we obtain

TV (u(t,.)) < uQ;m - Uzémt + aud + |auh — aul

< aTV(u®) + afju’|| 1.
Moreover

TV(p(t,.)) = point + |P2int — Print] + Doint + 20p)

= 2(D2imt + 04]9[1))

U2 int

o+ apl),

= 2(afuy + py) —

and we deduce
TV(p(t,.) < 2a(pf+p3) +20uy < TV (p°) + 20| L~.
At least, for t > t,, we have
TV (u(t,.)) = |aud—aul] = oTV(u?),
and
TV(p(t,.)) = 2apd+2ap) = oTV(p°).
Finally, the bound is

TV (ult,.)) < a(TV(u’) + [[u’]| =),

TV (p(t,.)) < a(TV(u°) + 2[[u’|| ),

for all t > 0.

In the general case (if we follow N blocks along the time), we shall
obtain the same bound because only one block at a time undergoes
every change n* =1 — 2.

But it is possible that many blocks undergo this enlargement together
at different places. That is why the general estimate is the following :

TV (u(t,.)) < TV (u®)+ M|u’] L),
TV (p(t,.)) < a(TV(P°)+2M|u°| L),

where M is the number of lane transitions.
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e Case of narrowing of the road without collision :
The computations are similar to the previous case. With the notations
of section 3.3, we have :
For all t €]ty ts],

TV (u(t,.) = |Ug — U int| + |U1,int — Tl int

= |ud — Ut ing] + Ut int

< Jud — ]+ |ul — wygng] + e
Since 1y ;s < u? we obtain
TV(ut,) < |ug—ufl+u} < TV(®)+|u’]r
Moreover,
TV (p(t,.)) = 203+ print + |PLint — Plint| + DLint,

but this time, P1int < Pi1int, thus

TV(p(t,.)) = 203 +prim) = 2(p3 +uf + P — i),
and we deduce

TV(p(t,.)) < 208 +p3) +2u) < TV(p°) +2|u’| .
For all t €]tq, 3], we have

1 1
TV(ult,) = W= —ull < fud—udl+1(1- )l
0 1 0
< TVEO) + (1= )i,

and i
TV (p(t,.)) = 2p8+ap? < TV(@O).

For all ¢ €]ts, t4[, we have

1
TV (u(t,.)) = |Ugint — Uzint| + [Waimt — EU(1)|

I
= Ugint + |2Ugint — EU1|

1 1 1
< Upimt + |2Us iy — —us| + |[—uy — —ufl.
a o a
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Since ug ;e < ud, we obtain

1 1
0 1 0
«

1
< Al + =TV (u0).
o
Moreover
2
TV(p(t, )) = p2,int + |p2,int - p2,int‘ + p?,int + apl

1
= 2 in —p!
(P2,int + apl)

1
= 2(ud+p) — U int + ap?)a
and we deduce
TV (p(t,.) < 200 +p5) +2uy < TV(p®) + 2[u’] .

At least, for t > t4, we have

1 1 1
TV (u(t,.)) = |—u)—=u = =TV
(u( ) )) |au2 aul‘ o (U ),
and
TV((t.) = 2+ 25 = ~TV()
P, . ap2 apl o D)

Finally, the bound is
TV (u(t,.)) < TV (u®) + 4||u°|| e,

TV (p(t,.)) < TV (u’) + 2[u’| =,

for all ¢ > 0.
Now ||u®||z« can appear on every lane transition and the estimate is
then
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TV(u(t,.)) < TVO) + AM | g,
TV(p(t,.) < TV(p°) +2M|u| 1,

where M is the number of lane transitions.
e The general situation is a superposition of these cases and it gives the
Proposition.

4 Existence of weak solutions

In this section, we prove the existence of weak solutions using previous
clusters dynamics, an approximation lemma of the initial data by these sticky
blocks and a compactness result.

4.1 Approximation of the initial data by sticky blocks

We have the following lemma, which is widely inspired from the ones in
[5] and [9], but here, n* is piecewise constant, and constant at +00. We can
see the Appendix for the proof of this variant.

Lemma 4.1 Let n® € LY(R), u°,p® € L>°(R) N BV (R) such that 0 < n® <
n*(x), 0 <u®, 0 <p° and (n*(z) —n°)p® = 0. Then, there exists a sequence
of block initial data (n?,ul), p{)r>1 such that for all k € N*,

/Rng(a:)dajg /no(a:)da:, (4.1)

R

essinf u’ < ug < esssup u’, essinf p’ < pg < esssup p°, (4.2)

TV(u)) < TV (W), TV(pY) < TV(pY), (4.3)

and for which the convergences nf —n®, ndul —n’u® and ndp? — n'p° hold

in the distribution sense. Moreover, the sequence (nY,u?,p?) satisfies the
constraint :
(n*(z) — n)pp = 0, Vk > 1.



174

4.2 Existence result

Let us recall the ML-CPGD system :

on + 0 (nu) =0, ,
O(n(u+p)ly) + Ox(nu(u+p)l,) =0, (4.5)
0<n<n*(z), uwu>0, p>0, (n(x)—n)p=0. (4.6)

We prove now the existence of weak solutions. The idea is first to ap-
proximate the initial data in the distributional sense by sticky blocks. These
special initial data give a sequence of solutions. Then we perform a com-
pactness argument on this sequence of solutions. Finally, we prove that the
obtained limit is a solution for the wanted initial data. The regularity of the
solutions are

n € L>=(]0, +o0[;, L®(R,) N L*(R,)), (4.7)
u,p € L>(]0, +ool;, L(R,)). (4.8)

Theorem 4.2 Let (n° u° p°) be some initial data such that
n’ € L'(R), u’,p” € L°(R) N BV (R),

with 0 < u®, 0 < p°, 0 < n® < n*(x) and (n*(x)—n")p® = 0. Then there exists
(n,u, p) with Tegularities (4.7), (4.8), solution to the system (4.4)—(4.6), with
initial data (n°,u®,p®). The obtained solution also satisfies

0 < u(t,z) < 2a (esssupyu’(y) + esssup,p’(y)) (4.9)
0 < p(t,z) < 2a (esssupyu’(y) + esssup,p°(y)) . (4.10)

Proof : Let n), uf, p) (k € N*) be the block initial data associated respectively
to nY, u°, p° provided by Lemma 4.1. For all k, the results of section 3 allow
us to get (ng,ug, pp) solutions of (4.4) — (4.6) with initial data (n2,u?,p?),
with regularities (4.7), (4.8), and which satisfy the bounds

0 < uk(t,z) < 20 (esssupyup(y) + esssupypp(y)) (4.11)
0 < pi(t,z) < 20 (esssupyuy(y) + esssupypp(y)) (4.12)
TVic(ug(t,.)) < daM (TVi(up) + TVi(pR) + lugll ) , (4.13)
TV (pe(t,.)) < 4aM (TVi(ug) + TVi(pR) + llupllze) - (4.14)
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Since (ny) is bounded in L*°, then there exists a subsequence such that
n —n in L,(]0, +00[xR). (4.15)

Thanks to (4.11), (4.12) and the bounds on u}, p? provided by Lemma 4.1,
the sequence (uy) and (pg) are bounded in L*(]0,+o0o[xR), then, up to
subsequences, we have

ur —u in L2 (]0, +oo[xR), (4.16)

pr—p in L, (]0, +oo[xR). (4.17)

Next step is now to prove the passage to the limit in the equation.
First, for the sequence (nj)r>1, we can obtain more compactness using the
following lemma and the estimate :

VI'>0, VeeDR,), Vit,secl0,T], VkeN

[ tnelt.) = mels. o)l
R
< ntsup |Jupllzery) (/ |8wg0|dx) It — s,
R

k>1

(4.18)

which can be obtained by integrating (4.4).

Lemma 4.3 Let (ng)ken+ be a bounded sequence in L>(]0, T[xR) which sa-
tisfies : for all ¢ € D(R,), the sequence ( [y ni(t, z)p(z)dx), is uniformly
Lipschitz continuous on [0,T], i.e.

k

3C, >0, VkeN*, Vs tel0,T],

< Colt — s|.

/R (mi(t, ) — i (5, 7)ol

Then, up to a subsequence, it exists n € L*(]0, T[xR) such that nj — n in
O([0, 7], L=(R,)), ive.

— 0.

vI € LY(R,), sup :

te[0,7)

/}R(nk(t,x) —n(t,z))(z)dx
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Proof : It is a classical argument of equicontinuity. We can see Appendix for
the details. o

Following of the proof of Theorem 4.2 : According to (4.6) and (4.18), the
lemma 4.3 applies to the sequence (ny)g>1, and thus

ny — n in C([0, 7], L2,(R,)), for all T > 0. (4.19)

As the same, we obtain (integrating (4.5)) an estimate similar to (4.18) for
the sequence (ng(ux + pr)la)k>1, thus it exists ¢ € L*(]0, +00[xR) such that

ng(uk + pe)lo — ¢ in C([0, T, L. (R,)), for all T > 0. (4.20)

Now, the key point of the proof is passing to the limit in the products and
is treated by the following technical lemma :

Lemma 4.4 Let us assume that (V) ken s a bounded sequence in L>°(]0, T[xR)
that tends to v in LX,(]0, T[xR), and satisfies for any T' € D(R,),

/R(% —y)(t, z)[(x)dx T> 0, (4.21)

either i) a.e. t €]0,T[ or i) in L'(]0, ;).

Let us also assume that (wy)ren is a bounded sequence in L>(]0, T[xR) that
tends to w in LS, (10, T[xR), and such that for all compact interval K = |a, b],
there exists C' > 0 such that the total variation (in ) of wy and w over K
satisfies

Vk € N, TVK(wk(t, )) <, TVK(w(t, )) <C. (422)
Then, vrwi — yw in L2, (]0, T[xR), as k — +oo.

Remark 4.5 This is a result of compensated compactness, which uses the
compactness in x for (wi)r given by (4.22) and the weak compactness in t for
(Vk)k given by (4.21) to pass to the weak limit in the product yxwy.

Proof : We can refer to [5] for a complete proof, even in the case where

VEEN, TVilwr(t, ) SCO+7),  TVilwlt,) < C(1+ 1),

which is more general. 4



4. EXISTENCE OF WEAK SOLUTIONS 177

End of the proof of Theorem 4.2 : The convergence (4.19) allows to apply
Lemma 4.4 with ~, = ny. Moreover, thanks to (4.13) and the BV bounds
on u! provided by Lemma 4.1, we can set wy = uy in Lemma 4.4 (in fact,
the sequence wu(t,.) is uniformly bounded in BV with respect to ¢, and also
u(t,.) thanks to the lower semi-continuity to the BV norm). Thus, we have

nrur — nu in L, (]0, +oo[xR). (4.23)

The same applies to the sequences (g, wx) = (ng, pr) and (yx, wi) = (ng(ug +
k), ug) © we have

ngpr — np in L2, (]0, +0o[xR), (4.24)
ng(ug + pr) Laur — qu in LSS, (]0, +00[xR). (4.25)
Furthermore, we easily have
ng(uk + pe)lo —n(u+ p)l, in L2,(]0, +oo[xR),
thus ¢ = n(u + p)I,, and
ngug(ug + pr)la — nu(u + p)l, in L, (]0, +oo[xR). (4.26)
We deduce that (n,u,p) satisfies (4.4), (4.5) in D'(]0,+oo[xR), and the
constraints (4.6).

The last step is to show that (n% p° u") is really the initial data of the pro-
blem, according to the weak formulation :

Vo € C([0, o0t xR,),

/ / (nOyp + nudy,p) (t, x)dxdt + / n°(z)p(0,2)dr = 0,
o Jr R
/ / (n(u + p)1a0ip + nu(u + p)1,0.p) (t, x)dxdt

o Jr

+ [P0 + P L(pl0,2)ds =0
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It comes easily, because we have, for all k£ > 1 :

Vo € C2([0, o0 xR,),

/ / (ngOyp + ngpurdy) (t, x)dxdt + / ng(x)go((), z)dr =0,
0o JR R
/ / (ng(ug + pr)L1aOrp + npug(ug + pr) La0xp) (t, x)dxdt

0o Jr

£ @) + ) L(e)e0,2)ds =0,

and we can pass to the limit when & — +o0o because of the convergences
ny —n® ndu) = nu’ and n)p) — n°p° in D'(R), and the convergences (4.23),
(4.25) and (4.26) in L (|0, +00[xR). o

4.3 Compactness result
To finalize the paper, we set a compactness result which is contained into

the proof of the previous existence Theorem.

Theorem 4.6 Let us consider a sequence of solutions (ny, uy, px) with requ-
larity (4.7), (4.8), satisfying (4.4) — (4.6), and the following bounds :

Vk eN, a.e. (t,x) €]0,+00[xR, 0 < ug(t,x) < C,,

VEeN, ae. (,2)€]0,+oo[xR, 0 <pp(t,z) < Ca,
VK =[a,b] CR, VkeN, ae. te€|0,+o0f, TVi(ur(t,.) < Conr i,
VK = [0l CR, VEEN, aetell+ool  TVi(mlt) < Carsr

with Cy, (resp. Canx) some positive constant depending only on « (resp. a,
M and K ).
Then, up to a subsequence, (ny, ux, pr) —(n,u,p) in L (]0, +oo[xR), where
(n,u,p) is a solution to the system (4.4) — (4.6). This solution (n,u,p) also
satisfies

a.e. (t,x) €0, +00[ xR, 0 <u(t,z) < C,,

a.e. (t,x) €]0, +o00[xR, 0 <p(t,x) < C,.
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5 Appendix

Proof of the approximation lemma 4.1 : Up to a negligible set, we can write

R=| |1

JET

where [; =|a;, a;1[ is a bounded interval, n*(x) = nj for € [;, and n} €
{1,2} (the assumption n* constant at +-co implies that the sequence (n});ez
is stationnary).

For all k € N*, we can divide (up to a negligible set) each interval I; like
this :

k—1 )
k k k ? .
I] = |_|]a§',i)a a;,i)-f—l[’ a;’,z’) = a; + E(aj+1 — Clj)7 7 = O7 el k.
i=0

ForjeZ, ke N, and 0 <1<k —1, we set

j 1+1
J Z N ne

Since 0 < n® < n*, we have 0 < mg? < %(I]) thus

k k k k k
]agvi)’ a;i) + mg‘,i)[ C ]a;i), ag’,i)—l—l['
We set
E o k-1
0 _ *
nk($) = Zk 2 n]]l] ;kl) ;kl)_i_ (k)[( )
j=—k i=

Obviously n? satisfies (4.1).
Moreover, we can notice that

nd =0 a.e. on ]a(k-) al®) [

b 0 0 1
2507 70

0 —
<= n’=0ae onla;;, a4

and

ny = n} a.e. on Ja

(k) (k) [

k) (k
30 gl ) o) [

n; a.e.onla;;,a

0
— n gy > i1l

We also define
k—

k
S Y @)

j=—Fk i=0 it

H
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where ugkl) = essinf u’, which makes sense because u” € BV (R). We have
' a6, [
@50 95,
k) (k k
a.e. x E]a;i),a;ill[, nd(z) #0 = ud(z)= ugz)

We extend u) linearly in the vacuum (areas where nf = 0) and at infinity, as
in Remark 3.10.

Thus, areas where n) = 0 have no influence on the total variation and we
have

k k
TV (ug) = |U—k 0 —k 1| +eoe |U(—13;,k—2 - “(—1371«—1

|u _u®
k=1 —k+1,0

k k k
w10 — u(—12+1,1| +t |ul(c—)1,k—1 - ul(c())|

k k
‘Uko_“k1|+ +|ul(c/)€ Q_UI(CI)c 1

< T‘/[a—k:akJrﬂ (U0)>

which shows that u? satisfies (4.3). We also have (4.2).
For any test function ¢ € D(R), we have

k-1 o) )
0 _ * o
/Rnk(x)go(m)dm = Z Z n; /a(.k.) o(x)dx

gl<k =0 Jag;

k—1 m(k)2
x k k i k
= Z ; mgz) w(aﬁ,i)) + —j2 80,(53(',1‘))
<k i=0
with a ) < fj (k) + m (1f m]z # 0). Thus, we can rewrite

)2

. (k
] 1+1 k n'm',i k
[ @t = 3 S / O(a)pal)de + LT ()

|j|<k =0
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Let jo € N* such that supp(p) C |_| I;, (it is possible because 1n£ (meas(I;)) >
je
71<d0

0). Then we have, for all & > jj,

75 1+1 k n*m '72' k
[ @eta) > [M ()p(alf ) + T )

l71<50 #=0

We also have

l71<g0 =0
Thus
[ e~ [ et
R R
SR 1 e
72 k k "/[:
EZZZfMWWWPWMW+Mu22¥%—
131<do =0 ¥ %.i ==
]z+1
< ||s0||oozz / :E—a d:[:—{— H"DHOOZZWM
l71<jo =0 l71<jo =0
k-1 9
meas(l;)
szwuzzQﬁﬁJ
|71<jo =0
) 1
< Cledo) x 7

Moreover, we have similarly

l@d@m%@m@m
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and
E—1 Lok >+1
0 0 o i 0 0
/Rn (x)u’(z)p(x)dr = Z Z 0 e (z)u (x)p(x)dr
|71<d0 =0 i
Thus

k
+ ¢l Y Zuﬂ

|71<jo =0

JL+1
S [ ) - et

l7|<do =0

(k)

. 1 .
< Cloi) %ol x L + 2l 33 /W e

7]<g0 =0

ugkl) |dx.
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Therefore we just need to show that the last term vanishes when k£ — oo.
This is raised because

(k)+1
o (k)
Z Z (/(k) u’(x) — |dx>

|71<jo =0

k—
jz+1
E E sup u’— inf ul|dx
(k) (k)

<
‘j‘SJO =0 ] (k)v (l+1[ } jz’ g’Hrl[
meas 0
< 3 meet) (va @
171<30

meas(; 0
< Z k:( 2 TV, (u”)

71 <do

< TV(u") x C(jo) x

:’vlH

We established that < nY, o > — < n% ¢ >and < n{ud, ¢ > — < nu® ¢ >.
Finally, we define p{ the same way as u) :

kook—1
n(x)pp(r) = Z Z@‘pﬁ’ a0l ym{¥ [(x),

JZ’

j=—k i=0
k , .
where pg» Z.) = essinf p°. But in the vacuum (areas where n) = 0) we set
’ (k) 4 (k)
]a] i@, z+1[

on cach interval a'®), a'®) [ In fact, there

pk—O Thus, we havepk:p() Aji5 @11

j (A
are two cases :

« k) (k (K
~ If n® =n} ae. on ]a;i), ag»’ilrl[ then n) = n} and p) = p§ )
— Else, it exists a non negligible subset w C] gl), agkl)ﬂ[ where n° < n},
and p’ = 0 a.e. on w, which implies pSk;) =0, and p) =0 = pg Z) a.e. on
k
]a§,i)7 ‘1§',¢)+1 [

We easily deduce that p) satisfies properties (4.2) and (4.3).

For the convergence < nip? o > — < n%" ¢ >, the proof is exactly the

same as njuy. Finally, the last point is obvious because n(z) € {0,n}} for
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all x € R, thus we have
(n*(x) —nd)p} =0, VE > 1.
O

Proof of the lemma 4.3 : Let (¢,)m>1 be a countable set dense in D(R,) for
the L'-norm, which exists because of the separability of L'(R,). We denote

rm (t) 3:/Rn1c(t,$)90m(x)dx.

The sequence (gx1)k>1 is bounded and equicontinuous in C([0, 7], R), thus,
the Ascoli Theorem entails that it exists an extraction oy (k) such that

Jor(k)1 — li in C(0,7],R).
The same applies to (ggl(km) k>1, thus it exists an extraction o such that
Jor(oa(k).2 — lo in C([0,T],R).

A simple recursion shows that we can build a sequence of extractions o,
such that

gol(o'g(...am(k))...)),mTlm in C([0,T],R).

Therefore, setting o(k) := oy 0 - - 0 ox(k), we have (by diagonal extraction)

Ym > 1, Gokym = lm, in C([0,T],R). (5.1)

Now, we can identify the limit /,, because since (n4(x))x is bounded in L>(]0, T[xR),
there exists a subsequence (still denoted by the same way) such that n,g) —n
in L (]0,T[xR). Thus, we have, for all m > 1, and for all ¢ € D(]0,T7;),

/OT/Rno(k)(t, m)w(t)@m(m)dxdt? /OT/Rn(t,x)w(t)gam(:L’)dxdt,

which rewrites

/OT Jokm(1)P(E)dt — /OT (/R n(t,df)g%(:r)d;p) b(t)dt.
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Moreover, (5.1) easily implies that

/ 9o (k),m dt—)/
0

thus 1,,,(t) = [ n(t, z)em(x)dz, a.e. t € [0,7T], from which we can deduce
Ym > 1, sup /(na(k)(t,x) —n(t, z))pm(z)dz| — 0.
tef0,7] | JR k

Finally, this convergence stays available for all ¢ € D(RR,), because of the
inequality

sup
te[0,7

/R(na(k) —n)(t,x)p(r)dx

< sup
te[0,7)

/R (ot — 1) (1, 2) P ()

+ Clle — omll L1 ®),

where
C:= i‘ilf(”nkHLW(]O,T[xR)) + [Inl| oo go,rixr) < +00.

We conclude that it is also true for I' € L'(R,) by density, using the same
inequality. o
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RESUME

Les travaux de cette thése s’inscrivent dans le contexte des systémes de particules. Nous
considérons différents systémes physiques, décrits de maniére continue, et dont la dynamique est
modélisée par des équations aux dérivées partielles décrivant 1’évolution temporelle de certaines
quantités macroscopiques ou microscopiques, selon 1’échelle de description envisagée.

Dans une premiére partie, nous nous intéressons & une équation de type coagulation-
fragmentation cinétique. Nous obtenons un résultat d’existence globale en temps, dans le cadre
des solutions renormalisées de DiPerna-Lions, pour toute donnée initiale vérifiant les estima-
tions naturelles et possédant une norme L' et une norme LP (p > 1) finies.

La deuxiéme partie traite de méthodes de moments. L’objectif de ces méthodes est d’appro-
cher un modéle cinétique par un nombre fini d’équations portant sur des quantités dépendant
uniquement de la variable d’espace, et la question est de savoir comment fermer le systéme
obtenu pour obtenir une bonne approximation de la solution du modéle cinétique. Dans un
cadre linéaire, nous obtenons une méthode de fermeture explicite conduisant & un résultat de
convergence rapide.

Enfin, dans une troisiéme partie, nous travaillons sur la modélisation du trafic routier avec
prise en compte de la congestion & ’aide d’un systéme hyperbolique avec contraintes, issu de la
dynamique des gaz sans pression. En modifiant convenablement ce systéme, nous parvenons &
modéliser des phénomeénes de trafic routier "multi-voies", comme 'accélération, et la création
de zones de vide. Un résultat d’existence et de stabilité des solutions de ce modéle modifié est
démontré.

Mots-clés : Equations cinétiques, modéles de coagulation-fragmentation, solutions renor-
malisées, méthodes de moments, systéemes hyperboliques, modéles avec contraintes, trafic routier.

ABSTRACT

The context of this thesis is particle systems. We deal with different physical systems,
described continuously, whose dynamics are modeled by partial differential equations. These
equations follow the evolution in time of macroscopic or microscopic quantities, according to
scale description.

In the first part, we consider a kinetic model for coagulation-fragmentation. We obtain a
global existence result, using the notion of DiPerna-Lions renormalized solutions, for initial
data satisfying the natural physical bounds, and assumptions of finite L' and L? norm (for
some p > 1).

The second part deals with methods of moments. The aim of these methods is to approxi-
mate a kinetic model by a finite number of equations whose unknowns depend only on the
space variable. The question is : how to close this system to get a good approximation of the
solution of the kinetic model 7 In a linear setting, we obtain an explicit method with linear
closure relations, which leads to a fast convergence result.

In the last part, we work on modeling of traffic jam taking into account the congestion,
using a hyperbolic system with constraints, which occurs in the dynamics of a pressureless gas.
By suitably modifying this system, we can model "multi-lane" phenomena, like acceleration,
and creation of vacuum. An existence and stability result is proved on this new model.

Keywords : Kinetic equations, coagulation-fragmentation models, renormalized solutions,
methods of moments, hyperbolic systems, constrained models, traffic jam.



