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Î{ous nrabord.erons dans ce travall que Ies probl"ènes de collision
les plus sinpleee à savolr la d.iffusion nutuelle de deux particul"es
élémentaires( nous entendons per particules éIémentalres, d.es particu-
les non susceptibles de se scinder en plusieurs partJ"es)e ce problème

se ramenant à la d.iffusion dans un potentiel central, après séparatlon
d.u mouvenent relatif et d.u mouvement du centre d.e masses nous verrong
aussi brièvement Ia d.iffusion drune partlcule per un oystème oomposée

ainsi que 1e cas dtexistence drétats Iiés.

Cette étude a pour objet Ie paramètre appelé ûlLongxreur d.e collj--
gionrrz Iequel caractérise l-e comporteoent asynptotique d.e Ia fonction
d.rond.e lorsque 1lénergle de d.iffusion est nuIIog plus précl-sément, il
srâgit trune d.étermlnatlon varlationarelle d.e la borne supérieure d.e

Ia longueur d.e collleion.

Maie avant drabord.or Ie calcul effcetif de la borne supérieure
de la longueur a" coiïisionl nous eituerons c6 paranètre dans le cadrc
généra1 d.e }a diffusion, crcst-à-di.re que nous rappellerons les roLa-
tlone qul relient entre êux les tiifférents paranètrcs du probJ,ème d.e

La d.iffuglon.

Les néthodes variationnelles jouent ilans cette étude un rôle as-
eez inportant. En effet, crest d.fe1les que dépend surtout Ia préeisi-
sion obtcnuG por.rr la borne supérieure de 1a longueur de collision6 eI-
les permettcnt de calculer les paramètres d.ont La fonction dtonde d.tes-
sal dépend. Crest pourquole avant d.rabord.er 1e problème eesenti"ele
nous d.évclopporons quatre néthod.es variationnellês su.scopt5"blcs do

fournir unG expression stationnatre pour 1a longucur d.e eollision.

I1 ne sGra question ici que d.e borne supérieure de tra longucur
d.e colllslonr notons cepcnd.ant quri1 egt possiblc d.ans certaines con-
d.itions d.robtenir rule borne inférieurG. ED effct X"to *)a 

étudié Ie
problène de la borne lnférieure des constantes de phasercas dcrnièrcs
apparaissent d.ans Ic comportament asynptotique d,cs fonctlons d,rond.e,

lorsque 1r'énergic d.e-d.iffusion est dlffércnte oc zérog eonnai-ssant d.ès

* T.Kato, Prog.
frog.

Thé or.
Théor.

5 1295,
6,194,

(1951 )(t9it).
Phys
Phys.
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Iors 1a relation (voir chapitre I) entre l-a constante de phase at Ia
longueur d.c co11lsion, 11 cst possible d.'étendre Lee résultats obtcnus
par Kato au cac oi, l-ténergie dc d.iffuslon cst nullc.
Bicn que nous ne parlerons pas icl d.c 1létudc d.e Kato, nous prand.rons

eonne point do départ dans Ia recherchc dc Ia borne supérieurc, una

égalité d.ont lui-n8me ec scrt d.ans son travaj.L, nous L r éerirons évi-
d.enmcnt pour une énergle d.c diffusion nulLo.



CHAPITRE I

INîRODUCTION DE IÂ LONGIIEUR DE COLLISÏON
({)
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Les grand.eurs les plus lmportantes d.u problène généra} de Ia
dlffusion apparaissent erplicltement dans le cléveloppement en sé-

rle d.e puissanoes de k tle 1r explecslon kcotg ',1 e llolls verrong

d.ane Ia suite d.e Lrexposé que ce cléveloppement est possiblêr Tl

étant fonotion de k . Consid.érons Ia relations
k ootg T'l - - * * * "ot2 -rk4!J +.oo. (l,r)

otr k est le nombre dronile

I 1& constante dle phase drune onde S

a La l-ongueur de oollislon (au sene de Ferml) 
"

ro Ia portée effectlve deg forces nuoléalres.
P Ie paranètre dépendant tle Ia forme.
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§ HYPOTHESES GENERAI.ESo1

Afin de ttéftnlr ces di.fférentes grand.eurse et de d.oaner Ia
valeur de l.a longueur tie collisione xeprenone 1rétuile général"e de

la d.iffuei.on.

l{ous faisons 1es hypothèses sutvantess

1 r rloüs ne considérons que Le cas de la tliffusion élasti.quo,
clegt-à-d.lre que nous ne tenons pa.s ëompte d.e Ia struotu-
re interne des partlcules.

2. pour nlavoir qufune seule d.l.reetion d.tinetdence, llour, sup-
posotrs Ia dlffugion précloninante dans 1létat S (prenière
aous-oouehe d.e chaque ni.veau cLifférent d.e lratome, dont l.e

nombre quantlque azinutal 1 caractérisant l"texeentrtcl-
té de lrorblte, est nu1).

,. Ia cible est formée tlrune particule au repoae

4. La force nuoléalre est une force oentrale, dlrJ.gée suivant
l.taxe OZ, (ax" joignaut 1es deux particulec)e eIIe cLérlve

dlun potemttel V(r) du typee

[fl v(r) -ù o sl it l ..è Goe

5" Les particules incj-d.entes suivent ltaxe 0Z et Leur éner-
gie est petlte (<tO Mev). En nous l"imi.tant aur cas d.léner-
gJ-ee fatbles, nous négli.geons aingi tous lee effets reLati-
vigteg. En effet, pour pouvolr Le faire, iI faut pouvoir
négliger 1e rapport + vis-à-vis de Lrunité; ee eue nous

ne pouvonc faire 1cl, car si. E" est lténer$ie cinétique tle

J.a partlcule incltlentep Dous pouvons éorirer
u2 zEo

-*-eC IEC

0r noug savon!, que sl lréaergie au repo"(r"2) estrd,e ltor-
d.re de 1000 Mevrlrénergle cinétique cera de ltordre d.e 2)
Mevrdroù nous avon§ 3+- 

-?cz 1ffi ,ce qui, en bonne aPProxima-

tion peut être nég1igé vis-à-vis d.e ltunité.

t



Nous nous pIaçons dans Ie systène du centre d.e masse, dans ce

casrle mouvement du centre d.e masse est rectiligne et uniforme etr
aprèc séparatlon de ce mouvement, iI ne restera que 1e mouvement re-
latif. Notons que dans Le cystème de laboratolre, 11é à ).a terre,
Le problème serait beaucoup plus compllqué.

Soit q, ("), Ia fonction dronde décrivant 1rétat de ce systènee

elIe satlsfait à 1réquatione
r d2 -2 , \ 1L.- +k2+w(")] +(=)=o (1 ,2),

dr

ou nous avons po§e k -h2 avec

l.a conetant,e d.e Dirac
La masse réd.uite d.e
J-a parti ouLe.

9

§2, AMPLITIIDE DD DIFFUSIoN ET SECIIoN EFFICÀCE"

E >0
It\t
&t

?nE2

Puisque tf (r) dolt d.écrlre 1e phénomène de dlffusiou, elLe
doit d.écrlre un falsceau d.e partiouLes incid.entes suivant 02, plua
une ond.e dlffusée d.e particules à partir du centre d.e diffuslon6
d.onc à grande d.istance eLl-e sera du typea

( (=) - eik' + f (O) 
"lkr 

pour r -.. æ, (t,l)
r

où. f (0) eet lramplitude d.e diffusion d.ans Ia direction 0, par
rapport au faisceau incident; nous né91lgeons 1a dépend"ance vis-à-
vis de ".ÿ , e&r iI y a symétrie cylintlrique autour de 02.

vl (=) = -# v(=)

à 1a section efficace de

dP= o (o)n .No d o.
Quant

30ns Dar t

où: jP""t
gle

lr est
N est

2cn

d.iffusion d ,nous Ia d.éfinis-

le nombre de partieuleg diffusées par seconde dane Llan-
solide d, Q

le nombre de particules dans Ia cible 
"

Ie nonbre de particuLes lncid.entês par eeeond.e et par
perpend.iculairement à 02.

Nous savons que Ia section efficaoe de d.iffustln est liée à Iram-
plitude de dtffusion par l"a relatlona o(e) = lf (ti)tr 2 (114)
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que Llon démontre comme euite
a) on exprine I{ en utilisant Ia denej-té d.u courantde probabS.}1té1

et lrexprecsion (r) a" t|, (r).
Oê

N= I d.S=i
J-

_ l\ /üe4z '" Zmi- \' d.z
E.u. 0)- E V.

I

kl't
z d.z

dQ = ÿ f d.f/ "

En utilisant alorc la déflnition de d(û)1 rroür obtenong La re-
lation cherchée.

m

b) de mênej on expl-lcite Ie nonbre de particuLec d.i.ffusées dans
1ltangle 'ffi e en négJ.i.geant Les termeg en ïi et guivart ,danc

1e comportenent acymptotlque
!) 2 -^ td.r'['=i"" €t'a =æ. =2aQf$#- $$+l

L
ht< 22ï
m
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I I = =T 3i 3:::::=::=:i::
La troiglème grandeur à introduiree est La constante de phase

1"! I eIIe caractérige le conportement asyrntotique d.e la fonction
d I onde.

Puisque 1tétat S possède Ia s;rmétrie sphérique, nous pouvons

poser r {, (r) = "(d e où u(r) gatisfait à }réquation \1 12) et à Ia
conditlon llnite u(o) = oc

Puisque V(r) déoroit rapld,ement, 1e comportenent aeymptotlque

tle u(r), sera du typea

u(r) - c ein (tcr + q ) pour r -,' aô (t ri)
l,a constante de phaserl est donc Ia valeur particuJ"iàre que

prend 1ra;igle de phase (t<r +11 )lorsque La dlstance internucléaire
est null-e 

"

que u(r) soit normalisée,
,r(r)

St noue vou.lons

*1 pour r*0, nous posons C

sin(kr iq )

o I est-à-dire quee

dr oùs

(tr5')"

1_
sin 11

,

u(r) v(r) sinl

Montrons quril est posslble de reller Q à 6

Nous sarrons que t[, (") peut être développée en poJ-yn8mes

iI sren suit que pour l-e cas consldéré 1c1, (t=o), nous

tl, (=) = üo (") ,o,o (0),

et après normallsation de lrharmontque sphérique Y(Ê) ,

rlon''{ro{r)- ui,(r) (qnlb

oe qui peut encore arécrj.ree

Ùu(') =\/'Ç'ikr eosO *G r(0 ) *ik=: (t 
'6) "r

Intégrons cette relation sur Les anglec en renarquant qulaux basses
énergies, ItanplJ.tude de d,iffusion f (Q ) est i-ndépendante d,e trtangle
et eet égal"e à sa valeur noyenne Ï ; soits

. r= ikr
4, o(=) = #* [ e-itr- "tn=] * \fr l( E e;- (1,2).

de Legendre,

avon§ 8

nor, obte-
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0r, à grande distance , to(r) et u(r) représentent Le nâme état du.

systèmer per conséquent les expressions (tr:) et (trZ) doivent
stidrentlfler, et les coéfficients de 

"1k= 
d,olvent Stre proportlon-

nelce crest-à-d.ire quee

--1 iîf = k e-'i sinti e

De cette relation, nous passons à oell"e enüre 6 et Tl 8

d cî = k'2 sin211 d o

4ri s 2
nou encore6 (tra)

k2



ConnaLssant Les principaujr ps,Ianètres d.u probJ-ème de l"a d.tf-

fusiOn, et les expressionS qui tres re)"tent, nou§ sommes en mesure

d-tintrod.uire }a longueur d.e collision, principale caraetértsti-que

du coaportenent asymptotique de u(r), à énergle nu1leo

Pour E = o, et r -i êel , J-réquation (t rZ) se réd.ult à B

(t,g)

17ê t)

§l$. LoNGUEUR DD cotLTSTot-I
== == == === = == == = ========= =

*Q
2

d.r

(ltindice o signifie E = e)

I'a solution de cette équatlon est ,lu type 8 u ( r

Sur un graphique , portons a

u (=) en fonction ,üe r
o

a.

Par définition,
de llaxe des r
Nornalisons u (o'

u (r) \)o'

ao
1 uo(r) en ordonnée
t-
Lr "r, '9tiêo)-see

)=Crr + Cr.

, et représentons

g'r.t )

Dtaprès Ia solution, nous rema"quons que

pou.r r arsez grand, uo(") est représen-
tée par une droite, tr"aqueIIe cor.rpe lraxe
des r en îf,n. poJ.nt de coordonnées("ro) I

nous pouvons d.ès lors écrtre quee

rro(r) s & - 3 (trto)"

df i.ntersectior. de l"a droi"té ot
col-ligi-on.

qoe,o(o) = 1r nous obtenonss

' (1r1or).

I

-û' )

l-rabcisse du point

, est Ia longueur de

r) de telle nanière

vo(r) "1
'x

à

Si d.ans Lf expresston d"e u(r) asymptoti.que, ealcul"ée pour une

énergJ.e qu*iconcrue, noug faj-sons tendre k.+oe Ie résultat obtenu

d.oit égaLer vr(r); pour k petit,nous avonsg

/ \ sinl]lr +iil_ _ tr + kr cot g,qv(r, = Tin 1
1im

k -,o
d.r où B (t + kr cotg ',.,)* 1 E, soit questgr.[ = -]çsa' (r , r r ) .

a2 u (r)o'
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Connaissent l"â relatl"on entre 6 et Ti e llotls po:ùvons obtenlr

ceLLe entre o' 
,",, ^^^::l "- servant de (trtt), nous obteuon8s
,.i 

o o 4* a.- (t ulz) "

Renarquons que Ia mesure expérinental.e d.e0 o, fournit seulement Ia
valeur abcolue de &.

Il. regte enfln une expresclon inportante à dénontrer, et à parttr tte

laquel1e nous obttsnons lLa valeur de la longueur tle colliliong l"L sta=

git de Itapproxlnation lntlépend,ante de ].a forue, ainsl appelée car on

ne peut déterminer Ia forme du potonti.e1 nueléaire à partlr d.es ceulec

données expérimentales de ro et a"
Cette reLation s0obtient comme sulte écrivons l.tdquatton (l12) pour

deu.x énergies différentese E1* o, E2 quele onque.s

d2o (r)o' + IVu. T' 0 (*)( \
2or

a2u(r) + w u(r) = -t 2u(=) (u)
2dr

Aprèu nultlpli"oation de (") par u(r)e et rie (u) par u.(r)r rlouü üouù-

trayons tra cecond.e relation de 1a prenière1 noug obtenonss

*; C" uto -uo ur) * ka u(r).uo(r) (1113)

Notons quten intégrant (1,12) rur r tta:rs lltl-n'üervaLte[orn ] (ot R est
tra portée des force-q nucJ.éa-res)e rrous ohtencns l-a reLatj-on de Bethe-

Peienlc entre '4 et k o Cette reLation proïrlre que Ie développement

(t ) ect va}ablse pulsque r. stexprf.ne en fone tlon d.e ko

Ecrivong la reLatlon (trtz) pour les fonctions normaLiséer v(r) et
.n" (=)

# ," vr^ -vovr) - k2 v(=)o"(r) (trt5t)

at sotlstrayonü (trt1) ae (1rl1r)6 nous intégrons dans la retration obte-
nue sur r, tlans ltinterva]"IeI O, *o] , en tenant conpte d.eg eonditlons
suivantecs or(o) = 0 vt (o) *.k cot g 'r1

v(o) z 1 vro(o) =** "
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oo(=) = "o(")] pour r .+ È€

"(") = u(r) 
,)

Nous obtenons finaLenenta k cot*n= - *

e4)

+k 2. (v"v-uou) d""

(l,tl)

0r pour r très grand.e tra eontribution de ItLntégra)"e ost precque nu1-

Ie, ce nrest que pour r( ror eue la eontri-bution de l"tintégra3.ê rre tê-
ra 

_p1us 
négligeabtr"e.

CIest donc une bonne approxtmation qu.e d"e remptracer u par uo et \r pêr'

vo, noug obtenonr ainsi. J.f approximatlon indépend.ante de la formes

kcotsî'ï =-*.r*=*o' (r,r+)

où nous avons posé, ,o, Ia portée effectLve d.e la force nucl,éairea

, 2 2.(v - ir ) dItoo'I*2
o

Notons que(t5) aurait trru Stre déd.uite d.u d.évetroppenemt de k oot gt1,

puisque Le terne ft4 =l et Les cuivants sont nég1.igoabtr-eü aux basses

énergies . A partT.r d.e (ll), nous pouvons égal.ement vérj.fLer que Ia
constante de phase ect un nombre pur3

1;r-']i r l=[ r-'] + [ r r-']
Enfine en caLeulant La Limite tte (1r) pour k'+ 0 e nous avons 8

1int,,\1
k-)o (keotg rl)Bo- (1,16)
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§5. ÀPPLrcATroN Âu DEUTER.oN.

== ====== === = = ==== == ====3=g === ==

Dans le cau partLouller d.u deutéron, la sS.gnlftcation physique

de 1a longueur de collision est imméd.iate"

Nouc r&yons que 1e d.eutéron eat un systène d.e d.eux particules d.e Il&!-
ses à peu près éga1es, maintenues ensemble par une force attractlve
de petite portée. Soit B so:r énergte ile li"aicon, nous posonc Eo-!o
Pulcque à grande dtutanoee tr-e potentleL est négX-lgeeb,le, Ia f,onotion
dlond.e tê conp,orte "rommeS

1R
To-' h'#jloùR* k

B a Les d.inensions dtune long:ueur et est uupérleur à La portée tlet
forcesg dèr lors, iI existe une grand.e probabilité d.e trouver l.e deu-

téron d.ans u.n état Iié; même si la d.istanoe i"nternuoléaire est pluc
grande que la portée d"e 1a foree nucléaire, puisque u(r) d.écroit ex-
ponentiellenent e etest-à-dire que R d.étermine l-a d.lnension du deuté-
rorro Llapproxj.mation 5-ndépend.ante de Ia forne srécrite

-1 -2

nous en concluon! que dans l-a 1i.m:i.te où 1a portée ro peut être négIi-
géer La ilinension du d.eutéron est donrée par La longueur de oolllsion.

1 .* "o 
R-a a



CHAPITRB 1.7

TIIETHODES VARIATIONNDLLES.
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Dans Lrétud.e tie La longueur d,e eo,ll"flsJ,on, tl" sera nécessalre

de résoud.re Xréqrration d.e iiehfid.J.rrge:rg otest pourquof nou§t expo§e-

rons iei. quatre néthodes d"ifférentes en farellitant na résoLutlon.

Dans le eas drun système de d.eux parti"eules entre tresquellee
grexerce une foree nualéaJ.re, du type foree oentrale, 1réquation
de Sehrôd.inger en lnotrvement rel,attf sréerit 8

L
d

2

d.z'

k' n )l
-{Jw(") l(l-r- d, /'" ) æ@ (z.r )+

2 2
4

I 2ro.E E")coùk I

K;
w(=)aÉ 3e* v(r)

42
h

Si. o:l prend lu = o dans eette équatlorre o,T1 retrouve lréqua-
tJ,on (z) du ehapJ,tre préoédente où nous nravtons eonsidéré que

1rétat S"

La fonotion d,tonde ,& (t)1 d.éa:ri.vant Itétat du systènee d"oj"t

être fj.nle et eontfnue dans tout J.respaoe, enle doit done vérifier
Les oonditione li.nites t 4, (o) E o

ql, (") -t, stn (k:r - }i o ry) (z,z)
2

Si. l.rénergie est oonnu,e, 1a résolutton de Lrégraatl-on (1)

revlent à d.éterntner lLa f,onetion d.ronde ctéorfvant oet état dténergie.
Cette étu.d.e se simptrlfie, grâee à l"tuttlisation ctes méthodes varia-
tionnel"l"es.

Ilor:.s en étud.lerons quatre.

r
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§l . METHoDE vARTATToNNELLE DE HUÏ,Tï{EN.

QÉ1

--i,

L2,

on fait vari.er La fonction G.

partJ.r de (l) on obtiente

Dô O ilr

intégrale par parties, en tenant

)

ta néthode variationnelle tle Eulthen est baeée sur Ia proprlé-
td de statlonnarité cle Ia constante de phate i 1, déflnle par Ie com-

portement asynptotique d.e la fonction d.rond.e.

Etablir un prtrnclpe variationnelj crest étutlier J.e conportenent

drune tntégral-e au cours de 1révolution du systène, eü montrer que

Itlntégrant se comporte tte teLle manj-ère que J.a prenlère variatlon
d.e lrlntégrale soit nu}Ie.

Dans Ie cas présent, on concidère ltintégrale L te).Ie quet

L GDGdr (:2 
'1)

où. I 2 1(L+l )
2Ï2

+ Ir(r)+

fI est évident que (l.l stannule sl G est solution exaete d.e ltéqua-
tion de Schrôd,inger. Supposons quril en soit alnsir et étudions Ie
conportement de lfintégrale Iorsque nous ajoutons à G une quantité
lnfinitéslnale ô S teI1e que ( G + ô'G) vérifle les conditions Ll-
mites (Z) . Pour t5G, ceIles-cl deviennents

(o) -o
cos(kr --'"-îo* rir) ôl , Qr4)

kd2

dr

ôs
ô§

car la constante de phase 1'l I varle quand

Calculons ensuite Ia variation tle L. A
€- -âo L = o/ G D G dr

I.,b
^@oSoitquer ôL- [ae»Gdr

Jo

Dans ô L, nous intégrons Ia seoond.e

+

q)

lG
)*o

conpte gue dans D intervi.ent une d.érivée seeond.es
sô 2

I
6G

€€l o6t

d fiG a2q
2clr

\t
d

d.r
2

d.r (,

dr
ôG *_]

u,-l
@

+JQG dr



Nous

ôL -

de

te
Et

I
obtenons a:inei- pour ô Ls
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,1 -clqdr
*ôG 4q.

aaLcul"ons 1r intégraIe Ï,, solt c

puis exprimons que 'r1., es"t statj-onnaire dans

z 6G D G d:r -+ G

].dr

Puisque par hypothège, G esir Ia soLut:io:t exaete de

grale d.u eeco:!:!.d. meubre ntannuLle, et tenant eompte des

limites (z) et (+), Ia parenthèse sréerita - kô n, o

Soj.t ftnalement s ôL + k ô, ql_ = 0o

Nous constatons ainst que J"a cond.itj"on do stati.onnarité de L dépend.

uniquement d"e lla stationnarité d.e la eonst:ante d.e phane;(t étant con-

nu) 
"

(r ), Irinté-
eond"l-tions

Suppcsonrs gurau qours d.e Lrévolutloal drut système, la variattron
Ia fenction est tetrJ-e q'Lle ( O + §,C ) est toujours solutlon êxâc-

de (t ) g dans ce (s&s mrous a,1rr:cins tou.joi;rs T" - 0r maj.s auesi ôL * 0.

eetibe hypothàse en'ürefne bi.en Ia starlonnartté d.e TiXE

ôqI =0 (er:)

Ir:.versdmentc si no:rs strpposôns d.ès Ïe d.ébrnt d.u problène que la cons-

tante d.e phaee est sta-tj.onnai-:re, alors q'uel que soi"t ôG, nna5.s qui vé-

rifj.e lLes c,ond:itlons (+), G + !,G est eollution exaote de 1réquation
d.e §ehrôd"inger puJ"sque 5L * 0o

En généraJ", pour îrou\rer Ia fonetia,r: drond.e, on proeède comne

suit" Consid.éroïrs une fone.t:lcïr G = G(rr,er....,rrr) rlr) eroo"oQ* sortt

d.es paramètree tnconnus g

L * I (:i -"ô.oooo 'i 
B' _t' r !I"

l"a relLattone

f'I glr ..)
u ül aT dJ ",I.

't lt
C

Àa
L-r't,

e,"
1

et que G est soLut:l n exaiote rLe I réquatiott (l ), orest-à:d-ire que

L * 0 et par sutte qu.eô L = 0
Dès J-ors, il suffit de résoudre Le système de (n + 1)équati.ons à

(n+1 )ineonnueee pour d.étermi"raer les paramèàres dont }a foncti"on dlon-

{=LI =,,,t i-t L
I ôe"

,j

=0d"e dépend. e soi t s

0 p olur :i =
"'l 

9 2 9 o o ort o

(e,6)



é zl

Notons quten général.r iL nrest pas facile tle d.i.sttnguer entre

maxi-mum et mininum pour la constante de phasee .e&r dans }e cas oonti-
nu ( u\O), considéré icj-, 1a vartatton seoonde de L est nul"l"e.

Une généraLtsati.on lntéressante d"e ee probJ.ème a été dévetroppée
( z\

par Ey1i-e=a""\2/, Intéressantee car elIe traite d.e Ia même manière

J"e problàme d.u spectre contj.nu et d.tt sprectre d.iscret. La méthode

suppose quee quel" que soit Ie cas consi"ttéré, un seuJ- paranètre est

va:rf,abl-ee J-es autres étant fixes"
Le prineipe variationnel oonstste al"ors à rendre ',oe Iis.ramètre sta-
tionnaire" Dans l-e cas d.e k2 r pax exenple, nous Elvons ntexpressione

^**-2tr.i*j d.T"a

+ ItI(r) l(lt] )
2 lc dr

2k

_Ë*r 
G dr

Cette reLat,ton ti.rée d.e

æ

0 n G dr = C,r pst stailtonmaire s j. la f onc-

tion (e + ôC) est toujours solution exacte de Itdquation(1), queL que

soit ôG.

Signalons enfin que Eulten a donné u.ne nouvelle formulation de

sa méthode, d-aas laquelle il- met en évidence Le earactère de quasi-
valeur propre d.e Ia constante d.e phase. Clest dans cette oaraetérlgti-
que que réside princi.palement Ltintérêt de }a méthode.

Dane cet exposé, Hulten lntroduit une fonctJ-on y(r) teJ"le quel

ü (") - sin (tcr + l'.) - sj.n lt'.y(r) (zrl)

Nous ne considérons que }e oas d.e llond.e S e n = 0"

Tandis que i (") vérifle les conditions (z), y(r) vérifj"e l"es condj.-

tlons
y(o)=1
Y(*E*o

Introd.uisons $ (r) d.onné par (Zrl) dans lLréquation d"e Schril'J.J.ngerg

nous obtenonsB

(z,e)

yn'* k2y + ïr(r) y = w(r) [ eos kn + eotg'r osin kr ] (2,9) .

=



ZZ

Si eot g 'r1 est donné, Ie second membre de (Zrg) est connue et
d.ans ce cas nous ntobtiend.rone qurune seule solution y(r) vérj-fiant
l-es conditions limites (zre). Dès Iors, nous pouvons consldérer Ia
constante d.e phase cornme un genre de paramètre-vaLeur proprer droù

son non phase propxe.
Nous pou.vons égalenent montrer que 1-a relatlon (Zrg) nrest rien drau-
tre que 1réquation d.rEuIer d.u problène variationnel suivante

J
oâ
F (r, y , ÿt) dr.

Z

où F(rrÿrÿt) *yt2 * k2y2 + tv(r) [ eos r." - y ]

Si nous imposons de plus ques

(2, t o)

- 
= Ii (r,y)ox =

k ï B= fif =l sin
IU

csnstante,où G(try) =.J'll(r) sln kr (codlo:-y)

(zrtt)
2 kr d.r où qB est La phase propre de

1 t approximation d"e Born 
"

alorse Ie principe varlationnel revient à exprimer }a stati.onnarité
d.e J (ô,1 = O) , ou encore, revient à étud"ier 3-réquatlon d.tEuler cor-
respond.ante, qui srobtient colnme suitg posons eotg 1 *r\ r et iutrod.ui-
s()ns Ie mutrtiplicateur 2 Àe dans LréquatJ.on drEurJ.er, nous &urons Iréqua-
tione È [à(rt?l"c)1 - i(r+.2;tq) =cdr t Uy1 J- à7

et cette relation est identique à (Zr9') c

11 sten suit que si cotg TI est f,ixe, 1a résolution de Ltéquation (Zrg)

fournira une valeur de y e qui introd.uite d.ans.la relation (ZrT)l d.on-

ner& Ia valeur de 1a fonction dlonde.
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§z" METHoDE vARTETToNNELLD DE KoHN
(rs)

Q = f i-(*\' + k2 ,rz + w(r) ,ÿ2 - x+
J" L \d"j r

Nous allons développer une autne néthoôe variationnelle, qui dif-
fère aesez peu d.e celle de Hutrthen"

Au l-j"eu d,e La quantité 'oL* consdd.érée préoédemmsntre posonst

]

2
ti,- dr +K tp2(^) (zrtz)

où k est la d.értvée J.ogarithnique tte la fonctlon'i, (=,9 pour B æ & ,
a peut prendre toutes nes val"eurs de zéro à L. r lnfinj".

Si,{r(r) est solutton exaete de Iféquati.on (zrl)e Q est nun; en effete
en intégrant (Zrle) p*o partLese :rolls obtenonss

Qe-\*1.i," J, [_F.
2,k*+ +W(- r(À+1 )

ér
tlrar + K 4,{, l Z (")

'irt(a)
ü (")

Q*-4'(")o{,,(a,)* (i,2(") - o o

Renarquonsr qur il nt est pas nécessai-re que 1a fonction d,r onde

,ir(") soit normal-i-sée convenablement à ltinfinig ce qui ntétait pas

Le cas d.ans Ia méthod.e de Eulteno

En parta.nt d.e J"lexpression Q e rrous pouvons d"évetropper un prinei-
pe vaniationnel e soit pour K si 1fénergI-e est connue, soit pour kf
sl K egt connu. Nous nous intéresserons seul-ement au premJ.er ca*.çai
est Xe plus généraL.

Faisons varter ill ("), solution exaete de (2, X ) e drune quantité
inflnitésimale ô q, , telle que ô ti (") = Os et supposons que 1a

fonctton (,1+ ô,1 ) est encore sol"utLon exaete ae (zrt), queJ. que

soit ô rJ, . Dans ces condltions, a[ .ir + ô 4r] = 0r naie de plus

ôQ = o"

Cette hypothàse a pour eonséquene,e la staticnnarité d.e K , en effets

à
T

k2+ 2+ w r,r, 
2- U*tÜ 4,2',r

'(f \?
ôQ={-{-44-,i, f+

)o l- 'r dr !
dr+ô K. ,.!' 

? (a)+2 x.r.f, (a)ô$ (a) .
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Apràs intégration par partS-es, nou§ obter'onss

ôQ*- ,{ *uu}"-) dr {
U

azf
J.

(")+6 r ,ÿ2

+

i. e . 'b .l. l-'L

+ ït {, -è{1ËÜ- ,i,

I
t++k2+
11"

,ô&ar

Ltin.tégraLe d.u second. membre d.isparatt, puisqrls t[,(r) est solutlon ile

(1) et il- reste s ô ir

Puisq.ue e / o ,,p2(") / o

"',f' 
2 (") 0"

+ 2 K. ti, (") 6 4, (") 0"a

et t3" eren euit que ô K = 0 (2,11)'

Inversémente sl K est fixe, et quelle que soit La variation ô$

nats tel-Ie que ôÇ (") o 0 , La foncbion rf + L$ est une solutlon de

lL ! équatton de Sr:hîôd inger.

A parti.r d.e cetüe formulatJ,on, nous poutvons obtenir une valeur
,deK o '

Posons
.[ (o) 0 pour

a
ar

+K

Sous forme matriciel"l"ee nous avonss

( 2 ,14)
i = lccooe gllc

est une soluticn de 1téquation(2r1),
est fixe

(r

où nous sirpposons
quo 8

Introduisons (14) dans 1r expressîon d,e Qa

I
I
,)/o

+ w(r)

(e, , " . o r err) sont des coéff ic j-ents j"ndétenntnés 
"

,i

t/r

", (n'
d:; c_.

II{
\-
(.,

a

ry) fr.,,,J
...1 r

[ â*u'[ (") J
g u'c

tI
r§

IeJ=[
4".

r"J
(12 ) r-J +K (I c" r!. (a) )'11')L\'/

4.

o (2,t5)"
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Expri.mons âIorts que Ia varlation première d.e Q est nul"}e, soite
n

6Q= E
-9{

*ea-
l-

ôc 00

}Ious obtenons ai.nsi un aystème de n équattons à Ïx i.neonnues r les c, s

)q
ù,ç.

:.
I. 4." e.
J IJ J

.r"üL l-
'l- (") ) '4, (") E 0"

0

e " tl.,1'l-
"j

0r ee système nteet résolu-ole, que si l"e d"ét,ermi"nant

d.es j.nconnu"cs, est, :'l-dentlquement nutr, e rest-à-d.ire si

-[Arj + x ,i, I (") ür(a) ]

d.es coéfficients
8

Qrte)

,1a

La matriee .1, 1(*) ti,;(a) e est de rang 1, ès Ïors J-téquatlon(zrt5)
est Iinéaire en K et sa résol,uti"om, fotrrnlt u:re seul"e valeu:r pour K"

Remarquons que sl a tend vers lr:lnffni, K devients

K * k os:lg (t<a+ l1 ).
Et puisc,lâ ïa sectj-oï! total.e de d.lffueior 6 - 4 xE k-2 s,:.*ï1

ccnnaissance de K er:.tratne oeLle de rÿ 
"

Enfj"n e à énergie nu13-e, l-a val"eur asympt,otique de Kest finie,
o&r xl est r.lne for:ction <le l"lénez'giee eornme nous llavons nc:ttré dang

1e premJ.er ehapit;:re"

Ë
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§3. METH.DE ,AR,ÀTT'NNELLE DE sc,Irr*n *!5)

Dans cette troisième néthod,e, la oaractéristique essentielle est
le passage cle 1réquatlon de Schrôdinger à une équatlon intégrale par

I t utlllsatlon d I une f onctiorr d.e Green o

Dans Ie cas de Itonde S, Itéquation (Zrt) peut sréerirer

t-2 \

L:.'-1 ,s(")=-w(r) ù("). (2,17),

Nous définissons la fonction d.e Green par la relatione

G (=, r,) - k-1 cos( k">) sin (tr<) (2118)

a
- /r> -maximund.e ( rrrt).ou\vs 

U a = mj-nimun de (r, r, ) .

Et de La définition (erte) , nous tirons que tr (o' r') .= 0

I c (", rt), cos kr\ si ryrr
En utilisant Ia fonctLon de Greene montrons que,l(=) peut sréori-

re8 0(r) - sin kr. [t", rr) w(r,),lr(r,) drt (zrtg).
)o

Pour que (tg) soit correctee 11 faut que ,û(=) vérifle les condltions
linites (z).

Vérifions-Ie I

1. pour r- O e orl €t bien 0 (o) = 0 puisque G(orrt) - 0.
2. pour r -r lnfinl 8 ïemarquons que ltintégrale d.ans (Zr19) ntappor-

te une contribution non négligeable que sL rr est d.e lrordre tle Ia
portée des forces nucléatres 'puisque | f, lv(f) --+ O sr i?l +infinL.
Dès lors, nous pouvons y rempl.acer x<par rt et r > pet r , nous

obtenons e

-[i*
1ü(=) -sitl kr + [k- kr' w(r') 0("') a"' ] cos kr (zrzo).

et ainsi écrite, ,i, (") est bien du type r S(r) - sia(kr +r1 )
ou encorer$ (r) - sin kr + tgqcos kr (ZrZl).

o
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Par comparatson des expressions (ZrZO) et (ZrZl) , nous obtenons

tgï = k- 't{ sln krt w (rt) S (",) d.r t (z,zz) 
"

(§

Pour obtenlr enfin Ie principe variationnell multiplions les d.eux

membres de (Z.rtg) p", W(r)rf (r)e et intégrong de zéro à ltlnfinirnous

3X8'"' ^ r*
t w1"; ,1,21=1 ar = f w(r) ù (=) sin kr dr

-/o -4 §,o

que 8

Schwinge

kcotgq -
w(") 02 (r)ar -

{
o

w(r) (r(r) G(r,r') w("') ü ("') d.r d.rt.

Après d.ivigion d,es d.eux membres d.e cette expression par Ie carré ae(ZZ),

sé Jtordre des termes, nous obtenonsr§e

w(r) ,l (r) G(r,r') w(=')Q (r'),d" d.=t

:i w(r) Q(r) sin kr a= ]2

w(") Q(") sin kr dr

et après avoir chan

Iir=r,r,2(,) dr -

Ir

c

-I 2

Nous en tirons final,enent 1a formule fond.amentale tle Ia théorle cle

/fr=»t"l sin kr d'rl

ËQ,rr )w(r)w(r' Ii, (=) c,, ("' ) dr drl

kt

§o

(z rzl)
,[fr", 2

sin kr <!(r) d= ]

Cette expression peut être consitiérée comme un principe varlation-
nel pour kctogl . Consid.érons en effet une variation lnflnitéslnale

ô ti, (r), satlsfalsant à Ia relation (zrl9)l d.ans ces conditions, on

vérifie que k cotgq est stationnaj.re si Irénergie est connue. ;'
Inversémentr sj. la constante d.e phase est stationnairel Ia fonc-

tion (S * ôÙ), oùr ô$ vérifle (Zrtg)rest une solution de Iféquation de

Schr6dinger.

t k
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§4 " UETHoDE vARTATToNNELLE DE RIrBrNou (6)

Cette quatrièroe néthode variationnelle préBente une ttlfférence
essentielle à 1tégard" d.es trois autresS eIIe srexprine uniquenent en

ternes de Ia fonction d.tond.e interne.
Par fonction d.ronde interne, nous entendons Ia partie cle la fonction
drond.e rad.iaIel décrivant 1rétat d.u systène dang J,a portée d.e Ja force
nucléaire.

A Ia place de 1réquation (Zrl), nous considérons 1téquation racllale
correspond.ante, soi-t s

-2d

-
dr

l u(r) - o (zrz4).t 1(:-+t )
2r

(u

ou

A giand.e d.istance ,
lin û)

f .+G

u(") = r0 (r).

r) vérifie les contlltions linltesa
f u(o) = o.I
L"(=) -rcotgq,sin(kr- {) * "o" (r. - Tl (2,25).

Pulsque ï{(r) ""t Tr-;entiel nucléaire, sa contributlon devlent négll-
geable en d.ehors de 1a portée d.es forces nucléatreg, pax conséquent I
pour !Y(=) -O , 1tétat d.u système est tiécrit par Ia fonction ur qul véri-
fie 1réquation, 

Ur, r.2

-- 
L,[

clr

r(:. + t ) ]ur -o ç(zrz6)2r
Et ta solutlon de cette équation différentielle peut sréorire soua lq
formes(l)ÈcotgÎtrl+@2.

0, ttoit être telle quer

lin u(r).
r _a§a

Dans Itéquation (25), posong

Après transformatione nous obtenons 1téquationr

fxr=p
L, - kr f(kr)

tttËJ , _ o
p

a2t 2

-+d.p p

d.f

-+I_dp
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qui présente une slngularité essentielLe à lrinflni et en général un

pôIe dtordre ( f + t) en I = 0 .

Les fonctions de Sessel sphériques sont dee soLutioas d.e cette équa-

tion.

Droù r OJ krj kr
1 (z rz6r ) .

@ z'- tr nr(kr)
)(

ou J.(tr)

nr(tr)

Rt sin kr
kr +§ @r

1 kr

cos kr
kr B1

sin kr
Rr. kr

(

Rt et S, sont des polynôme" "r, 
({) , à coéfflciente réeLsl et de

t
d.egrés r respectivenent 1 et (f-t ).
Lee valeurs asynptotlques deo , et trl , sont dès lorst

û) ., - si-n (k= - *)

ü) , - coe (t= - ÿl=r2*

1in
f.a É

lin
f"+eo

(z rzl )

De cette façon, nouE avons blen r I u(r) - o(=X r = €
Nous utillserons, pour exposer Ia néthode varlatlonnele d.e Bubinowl La

fonction o,, r ptutôt que û) ô I c&r cette dernière a un conportement i.r-zÿ3- - z
régulier à lrorigine. I

Ayant ttéfini 1a partie as;rnptotique tte Ia fonctlon u(r), introdui-
sons Ia fonctlon {tonde lnterner y(r)r par la relationr

u(r) - -y(r)'+ cotg 11.ûl 1 * ,2o,o GrzB).

où y(r) verifie f'"" "ooaitlons Limitesr
y(o) s cos + (z rzg)
y(r) -+ O pour x.rt a'r

Remarguons que pour 1 = O, y(o) - 1 3 tlès lors Ia fonctioa dton-
de interne colncide avec la fonctlon y(r) introctulte déJà dans Ia Bêcor-
de formulation d.e Eulten.



Recherchons à quelle équation satisfalt y(").
Pour ceIàtr remplaçons u(r) par son expresslon (ZrZa) aans 1féquatlon
(2,24) t
.2 ^ -/- -\

S«- v + cotgî1. o r+ ozoo) +[r<2+w(r)- '(1Ët \(-v*or cots\+o 2oo)-od.r- G§s r

0r o^ vérlfle lréquation , 4 r. + k2tt -r - 0 (zrrO).éæ - d.ré Z* Zæ

et ûr., vérlf ie 1t équation r

_2
d

--2d.r
o1 +(k X#lur= o (2.1o,)

-r0-

2

Tenant conpte de ces d.eux équations nousr obtenons 1réquation
Ien y(r) r

d2r .2 t(l+t) , . '

- 
* \'y (y-rzoo) +w(r) (y-ootgîr.o 1-o2..) - 0 (211).

d.r r

Recherchons encore à quelle équation satlsfait ( ÿ - o2o.).
Procéd.ant comme pour y(r), nous obtenonst

2
k2 +

Ltavantage d.e Ia néthode d.e Rublnorr est de présenter plusleurs
expressions variationnelles dlfférentes pour Ia constante de phase.

Nous allons en exposer d.eux d.ifférentes en partant d.es équatlona (2.1't)
et (z.1tt),

A. La prenière expression se calcuLe de Ia nanière suivantet
Nous considérons 1réquation (Z.rl), nouÊ, Ia nuLtiplions part

(-y(=) + cotgrlr. û)., + tûzo.) , puis nous intégrons de zéro à lrlnfinlr

t d.

d"r
+ w(r) - tt1Ë '' '' 

I (y- rrJ - cotgq, w(r).o ,= 0 (t.rt,).
r2

[(

æ2

$ , *t2v)(-và* coterlrtrr.,, *ozoo)
or æ

G!ê

1+1

o r2
(r- gJ ( -v+cotgrltur,' + gJar

o

+ (=)(y-q cotgrlr- ,zJ(-y +cotgqr 01+ ozoo) dr - 0
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Intégrons les trois premlers termes par partiesl iI vient quel
C,o

-{t*.r[./m \' -n' "'t u, .[** (cotgn I .o1 * * rJ-*( cotgrrr.'.,. %- )] ]

.l3}+k2r,r M2.,a ydr 0.)+ tIr

æ

+

+ cot€p,
o

1(r+t )
2

y cotgfl, dr
1 r

o

. I+P cote.q trr ., o 2oodr
Êt,-r)

)v2 (y -o. ) a=éoo

æ
2

o

'-[i", (
2y-01 cotgnl -12_ d-r 0o

En tenant compte des conditions linites, et des équations véri-
fiées respectivement par y ,o 1 "tr2oo , nous obtenons l

o

2§,o 2 æ 2

dr

&É

Oa

r Éir=i)'J 2
or-tÏl.+)o

- Ji r", (r- , , 
cote"q- , 

"J
2 2

l, t trJ 2oodr -= cot8\ Ilf.oq',1
o

y- eo ,; d.r

û-) dr.?æ

-k v d"r

o

bo

. W cotsr1tll1 02.- dr = o.
)r'
o

[u,,
l. o z-o-ot
Lor

Apràs deux intégrations par parties, i} restet

d, trl
cotBrl,

dr

soi.t finalement : kcotBrl. 
È

Nous pouvons d.onc écrire quet

*Jo k2o û) dr_2dr 2 1

o

-Ft* )'*n'r' iP (r - %J2 + w(v-rrr, cots\- u, r;l 1 a"
o (z "12) .

k cotgq,
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Ltexpression obtenue pour k cotgT1 présente encore une difft-
culté, car 1a constante de phase apparait encore d.ans Ie second Dên-

breo Pour 1réviter, nous écrivons (2,12) comme suitl
ôA(kcotgrl)'-zn(tcotgrh) +c=0 (2.11).

à cond,ition de définire

A=
{

w(") û:.,2 dr.1

e,o

2

æ

21-
^

B =* I w(r)or1 (y -r2oo) d"" (2.14) .

y(r) = - 02oo, rlous &vons n = ] et C - 0

kcotsq = t

1

k+

(.*)

c,ô

* k2 yz " (+* - -) (y -,,rJr]C= dr.

La solution de 1réquation du second degré (ll) estr

3t B
2 -ACkcotgq,

A
(2.15)

Nous nous limiterons au cas d.u signe plus d.evant le rad.ical, de
telle manièrer eue pour une val-eur particulière de y, kcotg!, se rédui-
se à lrapproximation d.e Born"
En effet, si nous prenons

et (2,15) se réduit à 8

jt
o

ao

cf est-à-dire que A kcotsrl = 1 et k t8r1 ,* [.*r, ,2 d",
ô

cette dernière rel-ation coxrespond à lrapproxination de Born.
0n sait, en effet I que ltapproxination d.e Sorn est valable pour des po-
tentiel-s d.écroissant très rapidement à grand.e d.istance et très fatbles
au volsins,ge d.e lloriglne, ce qui est précieénent }e cas icirpuisque
Itéquatj.on (2,1o'), rerative au cas où v/(r):0 , a pour solution ra
fonctj-on tl ", (r) .
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La second"e nanière d.robtenir llexpression de kcotgl, est un peu plus
longue. Noug recherchons en falt d.eux expressions d.ifférentes pour
kcotgti, i ces expressions ne sont pas statlonnalres, par contre nous

remarquons qulune combinaison des d.eux fouraira une expression sta-
tlonnaire pour la constante d.e phase.

La prenière expression stobtient d.e la façon sutvantet
nous multiplions 1réquation (2,11,) par (y*ro,J 

"t intégrons de zéro
à lrinflni, soitr

+ï[ ï t(t+t-È

Éjt* flf r- ?j'u, , coten, jw(=), r (r - gJar - o
-2+k ( ) 2

o^o
_§,O )

fT# r k2v2 +('r(r) -'GP )(v -"r*-)J u". [t

r

e

§É

æ

+

CF

où3

,*)' ^drz6
oo

v)
2

-f(

d 0 2oo
2dr

é,frk
v

o

, &), u,
*tl

clr

+ k2to
.2+kû)

1, - t»r-r)z J

- cotgrl,f
o

(") o, (y - ur. ) a"
T ZQT] -0

Tenant compte des relatione (29) et (10) nous obtenonsr

a-

æ

f (*)' *k2 v2.t(*t=1 -'l#.,j)

- cotgrl,
ÿ
o

(")rrr1 (y - tor-)ar = o (2.16).

Soit flnalement I ( k cotg'l.r r) 3t - C =0 (2.16:) .

(2 r14') ,1

1
E-

k f
o

(=)to 1( y -ar ,J ar

Pour obtenir 1a seconde expression, nous multlplions (Z.rl,)
per CI.,, r et (z.1ot) par (r -rrl ,*) e puls nous soustrayoas la seooade
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relatlon cte 1a prenlère et lntégrons de zéro à Ltlnfinil
§ô s

IJ^? +k2

"S*.(-'

(y- r,r { o .u= -r[.otse, ït tD.,+ YIrr)- rrûlzJr

,]

It#

2 clr

r(r+t )
2r

(v-o ^ )êé<,

o

dr-O.ûJ

Après des intégrations par partles, 11 reste:

o[*+ 
k2 - ÏP] 

(r-t^';r-")to, dr + fi(") u,., (, -or,..,) ar

Cr€

T: tg r[ vÿ uJ.l

Uu1

dr (r - t.,roo) -o 
1

I (y -ro^ )ttré*t
dr2

+ y2 1(1+1 )
2r

o

oâ

I
L

0.

1+B
1Droùefinalenent s k cotgrtr = A

(2.17) ,

l,a combinaj-son }a plus slmple de O6,) et (ll) se calcuLe comme suitr

(t * ar)2

et en soustrayant la prenière reLatlon d.e La second.e nous avonsr

k cotgrl, =
(1 * 8.,)2

C (2,1a) .
A

11 reste à nontrer que les deux erpressions obtenues, (ll) et (lA),
condulsent à u.n principe variationnel pour Ia constante de phase.

Ctest-à-d.ire qurll faut montrer que kcotdî, est stationnalre quend. on ln-
trod.ult dans urx de ces expressions, Ia fonction (y +ô y) où y est so-
lution de 1téquation (11) et où ôy vérifle lee conditions l,lnites (Z.Zg).

d(y -o 
=)ld" J"

A

dr

f u cotgql .81 = c

[ "otertr.( 
1 + B,) -
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IL faut que nous ayons d.ans chaque eas prS.s separérnent a

Aô C
"I3ôB-r"

1 1

ï ôB+

-----=-

(n' - Ac; I
=0 (2.19) .

(e "40).2.
z( 1 + B,) ôBl

A
ôc=0

Vérif,ions done ces deux éga11téso

1. Si nous calculons la variatlon de kcotgtl, à ltaide tle ç2.12\,
nous obtenons que ô ( kcotglr) = 0 , d.ans 1es cond.itions énoncées pour

1y + ôr) " 11 doit d"ès l"ors en être de nâme pour Ia solution cle Lréqua-
tion (2.11)o expression équivalente à (2.12). Et dès lors (z,rù eet vé-
rlfi-ée. Renarquons que Â est stationnaire puisqutelle ne d.épend. pao d.e

y(r) , (z.16o) et (e.fl) ne sont pas statlonnairese mats leurs variatlong
sont proportionnellee à ô 31, en effeta

a) (tcotsn 1.) _ B1ô C - Cô31

,.,'

et de ph:s fC = 2 (tcootg,qr)ô f1 cars

ôC = 2(kootsrtr) 
o 

w(r) otô y dr = 2 (koots\) ô 3r

d t oùre

lkcotgq)ô Br- c ô81 er., (kcotelr) - c2B
1ô(kcotsnr) = 2 2

ô3r

1
BB

À

1

ôr
b) ô (kcotgnr) E

1

clest pourquoi en soustrayant les d.eux expressions oomxne nous 1la-
vons fait, les vari-ations ae ôBt stannullent et (+O; est exaote.
0n peut aussi le vérifier explicitements

§ (kcotgrrr) = 2( 1 + 8., )ô Br -ôc
A

ô (kcotglr) = z(i + 81 ) +- 2 (kcotglr.t) ô31



ô (kcotstl)

(2.17).

-16
1rn'r11 -kcot6[rl

.â

2ô B

A=A +
o

c6

oï

0, en vertu tle La relatlon
1

1

1

Comme cas particuller de cette étud.ee Doüs allons résoudre le
problème de lronde S ( f = O)

01 et ,2o.stécrivent respectlvement e sin kr, cog kr.

Dans le premier chapitree rrorls s.vons tlonné Ie d.éveloppenent en

série de keotgrl " kcotgrl o = - * --â =o k2 + ...o où. lrindice o

signlfto I = 0o

A Irald.e d,e Ia méthod.e de Rubinow, nous al-lons calculer les para-

màtres a et ro. A cette fi-n, remarquons que chacune d.es intégrales
Ar 3, C peut aussi se d.évelopper en urre série de puissances de k3 poul
A nous avons par exemplet

k2 I r ae ooa
2 o

oùr Les valeurs de Ao, Bo, Co "técriventr§ô

A w(=) dr2ï
o

o

+
1ro

B

-[.
( y- 1) dr

o
E:4"

/e*\ '
\d= / )

+ w(r) (y -t ) dr.

La prenière expression de kcotglo, selon la méttrod.e d.e Rubinow

srécrita kcotgrr
1.1-B+(l'-lc)z
}I

on y remplace ArBrC pa:,-'1-eur développement en série, puis on id.entlfie
les coéfficients des mêmes puissances de k dans les deux expressions de

kcots n"ô qt
B (B' A c )2Or'O: O O'

o Io

A
1
a

o
Nous obtenons c (2.4t) .



-17 -

De Ia mSne manièree Doüs obteaons Ia valeur tl.e Ia portée effectLve des

forces:

(,'

1

â 1

æ

A

t
At

T-
o

2Br l
al

1

ooo
o

c+c +2
(

f

1

7

)o
v2-tc

out At

B

,[.
o

(=) "4 a=

1 *,frJ(v-r)dr
(3,o

2
v -ïIr (v-t,rct

o

cê

2
,]

o

dr
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§5. RELA.TION DD KATO ENTRE LES METHODES DE HULTEN ET SCHINGER
---=:---

Nous voudrions signaler ici que *"ao(7) a établl une relatton en-
tre Ia méthode de Hulthen et celle de Schwingê?r

Pour obteni.r cette relation, écrivons d.tune manière plus générale
Ies copditions limites auxquelles doit satisfaire Ia fonction d.fond.e3

soit r l- ,vvru' 
) rl, (o) - O
\
L,!, (=) { cos kr + À sin kr. (2.42).

oùL = cotg 1 r en ne consldérant que lrond.e So

Nous uti.liserons égalenerrt la fonetion y(r), introduite déjà dans La

gecond.e formuLation d"e Hulthen, aj.nsi que dans Ia néthod.e d.e Rubi.nowS

cette fonction est telIe que l
,ü (=) * - ÿ + cos kr +À. sin kr (2.4r),

avec les cond"itions limites suivante u f yG) - 1

\--r(*) - o

Appelons Q o 1* fonction dtonde exacte, solutlon de Lléquatlon tie

Schrôd.ingere et correspond.ant a un état d.rénergie d.éternlné.
Cherchons alors à résumer Bar une seule fonction chacune des nétho-

des variationnelles d.e Hulthen et Schwirgêro

Remarquons que 1a néthode variationnelle dle Kohn se rapproche assez

bien de ceLle d.e Hulthen pulsque poura -+ infinl , nous avons,
" (r)-ôKsln2 (r<a+q)pour(, = (I,: , r ôQ =ôK(''

& -+ e;<r

soit quer ôQ * - k61,
d.e même dans 1a néthod.e de Hulten nous avons vu que t! = g r

ôI--kôrl .
Dès Lors, nous pouvons d.ire que La néthod.e d.e Kohn est en queJ.que sorte
une généralisation d.e La méthod,e d-e Hulten.

Partons alors de la prenière fornuLation d.e Hulthenl on y étud.iait
I I intégra1e e

L=
o

rl, (r) D. ,i' (=) dr.
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Calculons Ia variation prenière d.e L, pour ü = Qo , nous avonsr

§L - + k ôq et non plus - kôn I puisque nous avons nodi-
fié La condition à ltinflnl.

posons ensuite ,, [*] = r.l, -16 o Ç dr. (2.44).
o

nous constatons que sl (., = 0o ,rlous avonsr F[ ,ü J = f L

ôF [0J= o

11 sren euit que Ft +] est bien la fonction qui résume Ia premlère
fornulation de HuLthen.

Afln drobtenlr la second.e fornulatlon, introduisons y(r), ctest-
à-dire I renplagons (r(r) par [ -y +cos kr +)', sln kr] dans f [S] I

nous obtenonsr après dLee intégratlons par partles et en tenant conpte
des conditions sur y(r) que 8

F[,],]-J+z(x-lr)f, -kr1BÀ2. (2,+>)

où nous retrouvons trols expressions d.éfinies précéd.ennentr

dr.v
22

(.*)'. w (=) (cos kr - ,)']'-.1*v
o

§ofN= sin kr (cos kr - y) w(r) a" (2,46) .
o

æ
2ItI sin kr d.r.

o

0r, pour obtenlr Ia seconde formuration d.e EuLthen noug devons
expriner que J est stationnaire avec la cond.ltion que N et k 1'l ,
constantes I soit lcir -ô J - ô F[ ù]- O

kf, ,rB

sont

Explicitement I {
Dr ôc
àc

n

à* ol - o
?l

+

puisque y = y(Ct e......Crr).

n
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Er
"ùc

n

Soi t
§

J-F * 2 (t - n) - z krbt- 0 , rtroirc k- N - kr1 rL.3À
et apràs lntrod.uction de eette valeu.r U* tr.'llrl À dans f [+ ], nôirs obte-
nonscuer Fo[ù]=k?r-J-Lli" (z,,tr'i). .

otr pg[ $]est telJ-e quer 
èo

Fs[ 0 o]= k L car (.r+Àrl) 

="fi*y 
*k2y2+ w(coskr-y+lcrnkr)(coetr-"{e,

o

{r
(.1 

"Uq)
y +k2y + ïI(y-cos kr-klnkr ÿ-coskr' lr

et cette intégrale est bien nulle pour une solution dronde exacte

- 0 car ô F, - t<ôf, - (ôJ + z[ôtt) +ô l."N -?r, ô N -2ôL.§

ô Fn = krtBL ôÀ -(ô.1 + eÀô r) + Àô(.k- tc1B l )

ô Fu - lulchô)t - (ô J + zÀ.ô w) - Lk nB ô?r, - o

en vertu des relations de stationnarité obtenues précédeument"

DC TC
n

{q,12

=0

d.r

n

?.
=ftËJob;''

ô rH[ tl,o]

11 sragit naintenant d.e trouver La fonotion F

d.e Schwinsêrr En fait, nouEr J-a supposons teLle que

Fs [ ,lro ] = kÀ

ôtJ Qol - o

tle ].a relation d.e Katos

Fs = ry r{"Ç-t

S
résumant 1a méthotle

(e.4s).

et nous la calculons explicitenent en partant

fntroctuisons daas cette relation Ia valeur de F, donnée par (2.47) et
la fonction zG), telle que z e cos kr - ÿr droù $(r) a D + À" sin kr.
En intégrant par part,iis et en tenant connpte qutà l-tinfinil z -> cos kr
vtent srer ,, 

* ,f -U4' oo-t* 
ffi* 

t2,] z dr (2.4s).

i1
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Il est évldent que z nrest pas utle soLutlon d"e Iréquation de

Schrôdlnger, nous posons doncr

&+k2r--vÿv.)
d.r-

Cette équation peut se résoud,re en utllisant Ia fonction d.e GreenS

en effete puisque z -ÿ cos kr pour r + eo , 1a fonction d.e Green est
1a même que ceIle utilisée dans la méthotle tle Schwinger, soit r

G(r r') - k-1 sin (t= <) cos(Xr >),

et z(r) = G(=, rt) ït,(rt) v(rr ) drt.

c I est-à-d.ire que Fa s t écrlt dans ces cond.j.tions r

-[r
lli v d.r (r,rt)w(rt) 

"(rt) drf (2.50)

ïL reste à ca

o

eÔ aÉ

F
ù̂ =j-;o2 d" {oo o

Schwlngerl k- kr w(r) v(r) dr
t

lcuIer
1l
J s].n
o

IntéErons pâr narti-€
x-| frin kr w(r) v(

€l P?)
_ L- I / la-_-1" L"

J L d.ré

1e ddnominateur d.e La relat on fondanentale d.e

2

1
1 f a?z

LFk- sin kr +k d.r

€s I nous

r)dr=
ô.4+ K gr_n

'avon

- -1-k

-{

s quet *

[-sin lcr Y - k cos k" - J-L dr Jo

z dt = -k-1 [- k sin2 kr - k 
"ou2k=L l =1

ô

Dès Iors, FU donnée par (Z.q.e) est bien La fonctioa de Schwinger, et Ia
relation d.e Kato e relie donc les méthod.es variationnelles de Eulthen
et Schwingêro
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§6. coNCLUSroNS.
==== ==:=-==r=====

T,es cinq expressions, respectivenent de Eulthen(Z11), ile Kohn

(z.tz), de Schwinger (z.zj) et de Rubinow (2.r5) et (zrr9) constituent
J.e point de d.épart drune néthotle de calcul varlationnel d.es déphasagest

etr ce qui est plus in,portantr pour nous, d.e La longueur de collislon.
Dans ce but, on cal"cuLe Ie second nembre dfune de ces expressions

en y remplaçantt[, ou yt suivant Ie case par une fonction d.ressal corêB-
respondante. Et Ia valeur obtenue pour Ia longueur de collision et drau-
tant neilleure que 1a fonction dfessal est proche de 1a fonction exacte.
0r Les néthod.es de Kohn, d.e Schwinger et d.e Rubiniw sont caractérisées
par 1e fait que Les fonctions (,|, (") et y("))sont indépendantes drune

normalisation correcte à lrinfini" Ce nrest pas le cas pour La néthotie
de Hulthen.
Nous pouvons d.onc d.ire que ces trois néthod.es sont plus précisesl en

généralr eue celle d.e Hultheno Pour ces néthodese en effet, 11 suffit
d.e choisir une fonction dtessai dont ltaIlure ast Ia plus proche possl-
ble de celle d.e la fonction réelle, seulement dans Ia région où Ia con-
trlbution du potentiel nfest pas nég1igeab1e.

Renarquona auesl que cette caractéristique est utilisée dès Ie
d"ébut cie La méthod.e de Rubinow, puisque La fonction dtond.e y est d.écon-

posée en d"eux fonctions y et oao et que J-e prlncipe variationnel elex-
prine en termes de Ia prenière qui est nu11e à 1rinflnl.

ô



CHAPITRE ITI

ETI.IDE DE I,A BORNE SUPERIEIJRE DE L,A LONGUEI'R DE COLLISION DANS

LE CAS STATÏQIIE



-44

§1 " PRELTMTNATRES.

La longueur de collision tt & ,, est un des d,eux paranètres qul
caractérisent la d.iffusion à basse énergie, d.ans lrapproxinatton indé-
pend.ante d.e La forme, (ltautre paranètre est la portée effectLve d.es

forces nucl-éaires)1 il rsen suit que sa d.éternination pour Ie probJ-ène

à énergie nulle est très importante.
ï1 est possibJ.e cependante d.e calculer théoriquement Ia valeur

exacte d.e l-a longueur de collision, pui-sque nous ne possèdonà pas ae

relation où. e11e soit 1a seule inconnueo Mais nous pouvons, à lraid,e
d.e néthodes variationnelles, en obtenir une valeur approxlnative. En

faitr iI sraglt exactement dtune borne supérieure de la valeur réelIe
d.e &o

Quell-e que solt La néthode variationnelle consldérée, nous d.evons

utlliser une fonetion dtessai d,épend.ant dfun certain nombre d.e paranè-
tres. Evid.emrnentr Ia précision finale d.épend du choix d.e cette fonctiont
La méthode a d.ès lors moins d.rintérêt, sl eLle ntest pas acconpagnée

d.e critères assurant une précislon rlgoureuse au résultat flnal.
Crest ce que nous tâcherons d.e réaliser dans notre étude.

L.Spruch et L. no""rrb"rg(8) ont étudlé Ie problème de Ia borne
supérieure de Ia longueur de collision, d.ans tous 1es cas possiblee,

en partant du cas statique que nous aIlons exposerr
Nous supposons qur11 nrexiste pas d.létats liés.(Nous verrons plus tard
Ie cas où il existe un ou plusieurs états Iiés).

Soit u(r), Ia fonction dronde rad.iale, dans Ie cas d.e lrond.e S;

u(r) vérifie 1téquation différentiellee

u r 0

w(=)

uI =[*+w(r)]

v(=)

( )

2a
6rr(*ou

m est 1a masse d.e Ia particuLe incidente.

(r.t).



"(") dolt Stre finle
1. à lrorigine I u

Mais les
arbitrairement.

0

Les fonctions

it(o)'o

(o)
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et contlnue dans tout Lrespace, d.roùr

dtessal orr(") vérlflent les cond.itions
pour i - 1r2

2" à lrlnfinir la contribution de Y{(r) est négligeab}e, tlès lors Ia so-
Iution d.e Lréquation es;rnptotique etécrit à une constan-
te prèsa u(r) - c ( =- ").
Posonse o., (r) - a - I

or(=) '1-:
Remarquons que ur(=) est te1le que Iur(r)] - 1 pour r - 0; iL eraglt
icl d.lune normalisation dictée poux Ia sinpllcité d.es calcul.s.
Dans Ia suite, nous nous servirons d.e ces d,eux types dlfférents d.e fonc-
tions I or(r) pour i = 1r2. Cornme fonctions de r , *t (r) ne diffère cte

"r(") que par une constantel ce nrest qurau poj-nt d.e vue d.e Ia longueur
d.e collision que 1a différence est essentielLer en effet, dans lrune
tt &,, est en nunérateur, et dans llautre en dénominateur.

fonctionu ,.rr(r) sont inconnues, nous 1es choisiesons

linites e u

où. at est une constante
o.,*(r). et urr(r).
Et quitte à les modifiere
contlnues alnsl que leurs

3.1)
r
a

pour r -tco
t

qul éventuellenente peut être dlfférente dans

nous supposons gue les fonctlons d.ressai sont
d.érivées premières.

u1t .t 
"t-"

u2t -) 1 -

Posons encorer r» r(r) - rrrr(r) - "r(r) pour i = 112 (1.+)

Ces fonctions vériflent les cond,itlons linitess

* I - inrinl
caractérisentNotons que les

lee fonctlons to ,(=)

or r(o) !

co 1(r) -.

or ,(r) .o 1

aÀ
l,

co , (r)

0 pour I - 1r2

"t- " - Cgnstante (1.>)
pour r { qa

le choix aes urr(r) I

r (

car si
sont nulles, Ies fonctlone dlessaL coincid.ent avec
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Ies fonctions exactesl et d.e urême l-a constante "t sltdentlfte d.ans ce

cas à Ia longueur d"e collision réeIleo

Deux égal-ltés d,émontrées par T.Kato, constituent Ie polnt d.e dé-
part cle notre étude. EI1es srécri.vent cllfféremment suivant les fonctioas
d. r ond.e utilisées .

Dans Ie cas de ,r., (=) et u.,r(r) on a8

8,= à.t -[" 1t t u.,t dr + ,r- L ,1 d'r (1,6) .
G<t

oo

aô

dans Ie cas de ,r(=) et urr(r)

1 L u,, d.r + 2 L,n z dt ().7) .1 -f,,
o

F-a -a t

Vérifions ces ldentités3La prenlère stécritr

f,,æ

ÈA

o

oéoo

-l- ". Ir
o

,t t L utt d.r + u.,* - u1 ) L (ot r- u., ) ar

.Ë,
o

oo

-/ ",,
o

L o1r u" - ,F.1 
o1t u" -rf(".,*- u, )ru, drL u.,, dr +

o

OêA<t

oo
t

Puisque o., (") est 1a fonctlon d.rond.e exacte, 11 reste r

êê

--fr,
oo 2

l8,=â +k 2
t à ,1

2
d.r

Après d.eux intégrations par partlesl il vient que r

êo

u1t
I

Lu-, d.r =It + T u. . d.r.tt
d

oo

"-"t=L".,
drt t dr1

d=-d" -f",o
t &u1 d.r

oo

o

En tenant compte des conditions linites (Z) et (l) , nous obtenons

une identité. La seconde égaIité (1.7) se vérifie de Ia n8me manière.

t
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Le problème revient donc à étud.ier séparément }es deux égalités
de Katoe et en se bagant sur cette étud.e, à d.éterminer Ia nell1eure
borne supérieure d,e Ia valeur rée11e d.e Ia longueur d,e collision.
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§2. ETUDE DE I,A PREMIER.E IDENTITE DE KÀTo.

à= à.t dr (1,61 ,

F
Renarquons tout de suite Oue siJ trt1 1tD 1 d,r tltsparalt d.e ltiden-

tité d.e Katol 11 ne reste dans le second membre qulune constante et une

intégrale; et eette expression peut conduire à un principe varationnel
pour Ia longueur d.e coll-ision.
En effet, suivant J-e signe d.e lrintégra1e négIigée , nous &vonsr

,,Fa S "r-J oltL u1t dr,
o

1e signe cIrégaIité ayanl lieu si seulement Ia fonction arbitraire est
ld.entj-que à la f onction rée1Ie.
Mais avant de pouvoir utiliser une méthod.e variationnelle, 11 faut d.éter-
uriner le eens de IrinégaIlté précéd.entel ctest-à-d.ire rechercher Ie si-
gne d.e lrintégrale négligée. 

ôo

æ
I 'tt

Jo

ôê
/^L u.,, dr + f w ,(r) I ot., (=)

4

Nous étudions donc lrexpressi"" 
Jà,

o

0r le hamiltonien est d.éfini par 8 H =

ouencorei r=l' , ++v(r) pui
2 mi- d.r-

1

Dans cette intégraIe, nous avons posé r t !
p2

L trl tlr (r.e)

d2 + iT(r)_2
d.r

- 
+ Vlr)

ZM

sque p
op

l-
R

1
d,

dr

2aComparons 1es valeurs d.e L et H , en nous rappelant que Ïtt(r)= Y("),

(rJ
-ïE

11 vi-entquesLE- H.

Introd.uisons cette valeur d.e L d.ans lrlntégrale (J.B), nous avonsr
æ

f,tr,r dr--æ) f,
o

1

o

E
'1 

d'r (1.9) ,
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0r 1 | opérateur haniLtonien est définl positif pour les fonctions

drond.e d.e Irespace de configurationr gui sont d.e carré sommabl-ee cfest-
à-$!re pour les fonctions ,1, (n., q2

-/ | 'rel '" ".nrr)l' d T converse' où d

ae1 dqr. .. .derro

Pour notre problène, H est d.éf
. ;+)'1P'

gj. Sril en est ainsi, nous pouvons

.c...oooe-) telles que lilntégrale'n'
I déslgne 1rélénent de volume

oc

int posi tit sy[u,(=) I ' dr conver-
o /.oo

aff irmer que 
-/.' 

t L co 1 dr est

négative ou nu11e puisqutil en est ainsi tiu second menbre.

Malheureugement, ,t (r) rrtest pas de carré so'nmable. En effet, en vertu
des conditions linites (1,>) vérif iées par o .,, (r) r nous constatons que

lataleur asynptotique de c,1(r) rrrest pas de carré sonmable, puisque

I (constante) d.r ne converge pas . Et d.e cette fagon, nous ne pouvong
Jo
cônclure quant au signe de lrintégraIe (r.B).

Cepend.ant, 11 est possLble, en utillsant une autre fonctionl eolt
o., (r l.) , où À est un paramètre arbitraire, mais positif r draboutir à

Ia conclusion cherchée

Pogonss 01(r l,) -o t (r) "- 
h' (r"to).

on vérifie que to.,(r l") est teLle que 8

o, 1 (o, f,) - o

to .t (", À ) -o pour r -r infini.
et d.e plusr qurelle est d.e carré sonmable, pui.squet

(§é) 2
d.r oonverge.

Dans ces condltions, nous pouvons d.lre que Ia fonctfon 4,fr) est négative
et nu1le, ctest-à-d,ire que 8

I f 
ur., (r, t) 

|

rq(r ) -f.,(",r) r r.:,(r, À) dr - Fl* 1(=,1 ) sr.,(r,À.) ar( o (r.tt).

et ceci est vrai quel que soit )r posltlf.
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IL reste à montrer que lrlnégalité (tt) est encore exacte si Ie paramè-

tre I est nul o 11 suffit pour cela de démontrer que ].a fonctfon U.,( À)

est une fonctlon contLnue d.e À e ctest-à-ctlre que t
1in M1 (2\ ) - Mr (o)

À *o
Considérons l-rexpression u., (À) - u., (o) , et calculons sa valeurs

M1 (L) - ru., (o) B Ë., ,rn) rq (d )ar - Fîf rl r o., (r) d.r
Jo Jo

\-

, 
-F,*'e-Àx t* * *(,)] u,,(=) ;Mu,-jiî,tr)r ro,(r)ar

o*t-o

En tenant conpte d.e La d.érivée second"el 11 vlent quet

oo

M1( À) -rvr., (o I = f,A ("-'^=- r ir r., (,) dr +À2 
-6 ,'1=;"-2À 'a,

OO

-2irr-2

Calculons 1a llmite d.e cette expression pour f, *r 0 t
§,o

nj*
o

1 
(") co'., (r) e d.r o

Oê

* lim
l,*o

-2 lr

tL t (r)

dr - Iim
f,-+ o

r,l{[*, rrI - ', 
(")]

L"-'n 
=- ! r,1 t") dr

o

2
2

§o

f,,
o

ç)o -2Àr+ LlmÀ
f,+o

(=) e ,x_f:ù1 (=)r,, '., (r) e d.r.

Dans la première lntégrale du second membrel iL faut, pour pouvoir

pa,sser à la limite sous Ia signe d.tintégration, appllquer Ie théorène de

tebesgue. Ctest-à-dire quriL faut que Lrintégrant [c,1., (=) ("-2 À'-1 )t ot (t) ]
tende qers zéro en restant najoré par une fonctlon F, intégrable dans

L" , 
*J et intiépendante de L " 0r iI en est bien ainsl puisque pour

À.)ro, ona s t \ r-l'" '/ u ' T,ir; lr"-rl, "- ,) u,,., tr) < r,r., (=) r, ,., (r)6 L., 
Lo,*J.
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lim
À'- o

lin
f,"r o

§Ô

{",
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t to., (r) ôr-2 l"rl"im
,\-r o

(=)

q<)

ê

= tr-î"Jxno
o

I

f t r.o,(r) dr * of-,,",I -z l.re

En procéd.ant d-e même dans 1a trolsiàme intégraIe, nous avons ques

2 À" o1(r) ur,, (r)"-' t{ *o avec

2 L i,.r., (ï)0r ; (r) "-2 
À' r 0', (r)c^r,., (r) g ,. 

[", 
*]

d"roù e Iim 2
f,-+ o ^T

o

c,:., (=) ur t., (r) e dr-2î, r

(z I ,r., (=) ,', {r) "-2 
t" 

Jlim
L*o

En eff et, posons d.ans 1r intégraIe e

§æ

d.r - 0o

o

Dans 1a second.e lntégraler -nousîne pouvons pas appliquer Ie théorème de

ï,ebesgue car (r) ,'{,r) Fr,, L",*J " Mais nous pouvons cependant nontrer
qUe 8 §,ê

. lim 
^' {- "-2 

f, = ,.,2 t=) d"r *- rimÀ-'o J ' t* o
o

I-^ 1-in o: .,'r=)l = rim Àcr * o
L 3 { û ' .{-ro

À,r-ÿriI vientquel
€

lim 2. f"'2Y* "2 lyl dy " Et en appltquant 1e théorène de B.Lévtr nous
1r"+ o I ' ,' ttJ 

tî " Et en aPPllquant

constatons que ,rr.r"no" ("-" ,.'IfJ)""- une sulte croissante de

fonctlons lntégrables quand fo-.+ 0r nous avons aLorse

où C, l> ct I nous pouvons

dès Lors passer à la limite sous 1e signe d.rintégratloa et 11 vi.ents
"-2Y -,' ( î ) .-: c re-2' 

*,,, 
F, *-]

,l''F* ""'({) u'ï1"o i\" c =0
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Chacun d.es ternes devient aussi petit que lron veut quand l,* 0r

dtoùr lin M1 (À)-tvt.,(o)
,\+ o

Et putsque M., (,\) est négatlve ou nulLe pour À > o

nous avons aussj- r 
*

c'est-à- aire weifu

Introd.uisons ce résultat d.ans lrldentlté de Katol nous obtenons

lrinégalité r §.
a Ç rt - /- ort rort g, G.tl)

d.e laque}le nous pouvons tirer une borne supérieure d.e 1a vaLeur réelle
de Ia longueur tle collislon.
Puisque a, et u.,, (c.,....cn) sont arbitralres, Ie second membre de ltlné-
galité (1.11) se présente comrne une fonctlop dépendant de (n+1) paranè-

tres ind.éterminés I soit
§ôI

", - Jrlt L u.,, dr = F ("t,"r...c,r)
o

Le minimum de F(at1c,, ...oo) est d.ès lors 1a meilleure borne supérleure
tle la longueur cle collisione et celuj--ct srobtient par un processue de

calcul. variationneL.

1). Utilisons drabord Ia néthode variationnelle de Kohn.

l,a valeur de e est d.éfinle dans ce cas part È
Q = at - ï1 " où I., f,,

Exprlmonc que Ia variati-on prenlère cle Q ;"/"";l
n

.n=rî Ë ô"r + 
Ë ôa*=o

ce qui revient à résoudre Le systène d.e (n + 1 ) équatDe - .'
b) a,

T

?)e * 0 pour 1= 112s....t1o
'Oc.

1

(o) 4 o

., (=) L LL) (=) dr/ o (t,tz) .

, , rttd= (J.t4'"
ê1 soitr

lons à (n + 1) rrr-

(r,t5)

1

connues 8

Après lntroduction dans Q ("tr"t.o.crr) e des valeurs obtenues pour

les (n+ 1 ) paramètres; nous obtenons La valeur extremum de Qg nous ne
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pouvons d.istlnguer entre maxinum et nintmum, puisque Ia variatlon secon-

d.e d.e Q est nul1e

Z)" En utlllsant La néthod.e de Hulthen, nous consldérone l.flntégralel

Lu dr=ï C-o.o C II n).t it .,1

Pour obtenir 1es paramètres inconnuse nous résolvons 1e systèmer

rt =o

oo

Intégrons La seconcle lntégral.e par partiesl il vlent quet

(rtT
^€

-/ 
",

o

=0 pour i*1 r.. "nAc i
Le calcuL d-es paramètres fournit d.onc lrextrénum tle I., et par suite une

borne supérleure poux }a longueur de colliston.

Drr
(, "t6) .

5). Pour utlllser La méthode varlationnelle d.e Rubinowl nous d"evons

d.rabord introduire La fonctlon dronde lnterne y(r)r

Posons o.,r(") --at ÿ(r) + a, - r (5.17).

où y(r) vérifle les conditions linitese
(v (o) *1
/ J \u/ E , (1,171).
\ y (=) = 0 pour r .-oinfinlL

La fonction d.tonde interne est évldenment lndépend.ante de a, , puisque

cette constante nlintervient que dans 1e oonportement asynptotique d.es

fonctions d.f ondee or celui d.e y(r) est nuI.
Exprtnons alors lrinégaLité (1.11) en ternes de 1a fonctlon dfoa-

d.e interne s
oêr_2

a *{ a* [t- "t ÿ + ar- r) t* + vr(rl (- a, r(r) + ar- r) dr
o

a..( et f rt ÿ * "r- ")2 w(=) dr + a,
,[- "1 I +at-r)

-2dy
-2dr

oê

dr"
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ê<t
d.y

d.r

<ro

o
a(at - Æl (-et y *"r-=)2a, * "l t*]"JUU

o É
2

"to

è<t a<>.'

++a 2
t

+a 2
t

ou on

nul1e.

d.r-e

,

-l-(*

7T-F*t

2
d.v
d.r

d.r -a t
gr
d,r "ti= ]" L"]"*'

a -(,a, -fi", @', "' * "l 
* , + 2a, ,y - 2"2, v - 2 arr) clr2

o

o

êcl
2

Cette inéga1ité peut encore stécrlret

& 1At-2rta-afc

t

1+ Tù (y - t) dr

a

a posét sê
[- - - f w 12 dr.u)

o

9ô/^
s- / Tÿ.=.(y - 1) d.r

o

(r.ta).

(1.t9).

2

A, correspond. à i-rapproximation de Sorn d.ans 1e cas où J.lénergle est

Q=

A partir de (r.tg) , 11 est donc possible drobtenlx une borne su-
pérleure pour J-a longueur tte colllsion. Dans ce butl nous alétermLnons

a, variationnellement à partlr du trlnône
)

AB - 2 arB - "; c.

Le trln8me est extrenum poux "t - - Ë , et Ia valeur de lrextremum eetr
ArC+B- a

c a
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2

d|où nous avons8
ArC+B

a \ c (l.zo).

Contralrement aux néthodes de Kohn et Euir,iii;u; iI est parfots
possible tte ttistlnguer entre maxinum et minlmun.

11 stagira drun maximum si C > 0

d"run minimum si C < 0
_2

Dans Le cas on C est positife nous avons que Ë est posltifl clroù

" do, (r.eo').

Cette tnéga}ité slgnifie que Lrâpproximation de Born fournl.t une borne

supérieure de Ia longueur de coLlislon.

4). Nous ne falsons pas appel lci à Ia néthocte de Schwinger pulsque cfest

d.e cette néthod.e que slest exclusivement sotvi Kato d,ans llétude des

bornes supérieures et inférieures des constantee de phase.

En utillsant trois méthodes variationnellesl nous avons évld.emment

obtenu trois bornes supérleures différenteg.
par conséquente 11 stagit de trouver laquelle tle ces néthod.es apporte

Ie meilleur résultat. En généraJ.e iI ntest pas possible cle le savoir

directementr cependant pour des types d.e problèmes comme celui tle 1a

d.iffusion à énergie nulle, sans états 11és1 nous pouYons apporter quel-

ques précisions.
Comparons drabord. Les néthod.es variatlonnelLes d.e Eulthen et de Kohn.

nes deux expressions étud.iées d.e part et d.rautrelÏ., et Qr eelle
d.e Kohn est 1a plus complète, puisque Q comprend. tout Le second tnêItr-

bre de lrinégalité (1.11), alors que f., nren est qurune partl-e. En

outre, Q est certainenent bornée inférieurement par Ia valeur réelIe
de Ia longieur de collision puisque a -( A, ce qui nrest pas Ie cas

pou:: ï 'iri,',que a -4"at - Ï1 
"

ürcj- signifier eue pour une valeur donnée de Ia fonction dressair J-es

paranètres caLculés à partir du systène (1,15) fournissent 1a plus peti-

te valeur possible pour Q.

Remarquons que si u1 t (") 
"rest 

pas une fonction linéaire des



-56-
paxanètres, nous obtiend.rons plusieurs solutions pour ceux-ci, en ré-
solvant Ie systène (1.15) t nous adopterons d.ans ce cas; les valeurs
d.es c, te1Ies que A ait Ia valeur minj.mum.

§upposons que lton alt caLculé Q à lraide drune prenière fonctlon
o.,*(=), solt Q1, Ia valeur obtenueg et que lron recommence alors les
calcul-e à Lraide drune seconde fonction ul.,r(r), plus sinpre que

or*(r)1 et telle que pour des valeurs partlculières d.es paramètres,
o1t (=) coincld,e avec urlt(=)3 soit Qr la valeur obtenue. Dans cê o&81

nous pouvons comparer Q., à Q, et éventuelLenent anéliorer la prenlère
limite supérieure Q1.

Les deux d.ernières renarques sont égalenent valablee pour la néthotle de

Eulthen. Mal-s par J.e fait que f., nrest pas bornée inférieurement, "tétant un paramètre arbj-tralre, choisi supérieur ou inférleur à Ia lon-
gueur d.e collision, nous concluons que 1rutll-lsation de Ia néthotle de

Kohn sera généralement préférabLe à ceIIe de EuLthen.

Quant à La méthod"e d.e Rublnow, nous ne pouvons pas savolr à pri-
ort sl eIIe est préférab1e à oeIle tle Kohn. E11e présente pourtant sur
cette d.ern1ère un avantage, crest que lton peut parfols dlstinguer entre
maxlmum et mininumo Dans le cas du minimum, la borne supérieure de

la longueur de collision est d.onnée par 1!approximation de 3orn.(5.2O,).
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§3. ETUDE DE LA SECoNDD TDENTTTD DE KATo.
==========================================

1 1

§O

J",
r*

1 'tr?) t t^,r(r) dr-a = - 8..

-a -1

,Luradr + (j.7 ) .

o o

Remarquons comme précéd.emment que si ,(") I t" ,(r) dr est nés}l-

gée dans 1régalité (7), iI restera d.ans Ie second menbre une expression
qul peut conduire à un principe varlationne1 pour lrlnverse d.e Ia 1on-

gueur d.e colltslon. Mais contralrement à Ia premj-ère ld.entité; 11

nrest plus possible de déterminer le signe d.e lrintégrale et par consé -
quent le sens de ltinégaIité.

co

-[,o

§lê

- a.t ,F, ,(=) I urr(r) dr.

îlf intégrale lw"(r) t.(ù2(r)drc
J^

onmable, crestYà-dire que

t,'r(r) l cette lntégra1e est dL-

ur r tendant vers 1tLnfini.

o

En effet, pour obtenir Ie slgne de

iI faut montrer querl: r(r) est d"e carré s

fT. , (")l ' d= corYêrgê o

J g 0r pour La vaLeur asymptotique de

vergente s ear :or(=) est lndéterminée po

En raisonnant s6mmê d,ans le premier casl nous choisissons la fonction
r,r ,(r À) = or(r) "- 

L' , À )o (1.2t).

et cette fonction et de carré gommable.

11 en résuLte que la fonction M2(X,) est négative ou nuLle, soltl
§êqê

M2( D r 
-l; ,(= ,t) I a,r(rÀ) dr - - .fr+ f-$rr) u g(,1") a= < 0

quelque soit l, >0.
Pour que cette inéga1ité soit encore valable pour À, - 0 r iI faut

oo

que Mr(lr) soit une fonctlon continue de À

^ lin M2 ( h) - ttr(o)
L-'o é

, soit que r
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CalcuLons J.rexpression M2([) - ur(o)r nous obtenonst

M2( À.) - ,r( "l -,[,'5G) F-' ^ "- ,l r 2(r) u, * x, _fJ,) "-, 
L = d,

§o

o

§é

- zlv ur r(=) ,tz( -2 
^r dr.r

Prenons-en la liniter nous avons ques

) e

lim
f,-+ tM2( L) -ttr(o) l

QTD

f, ["-'^ "- 
.r] r,r(r)arlin

l,- o

-2 Lr

(=)

dr lim

us pas

ca,s t

able d

rninée

o

+ lin l.
À-'o

2

-4, --à, t

-1-a --& t

ap1z
, (r)

)
o

^E

'? 
?t-f %

o

1r; otr(r) 
"-2À " dr.,(") e

Mais lcir nous ne pouvons p1

gratione car d.ans Ie premier
joré par une fonctlon lntégr
en effet, a,r(r) est inttéte

o ,(") lo r(r)

f,'+ o

ser à la limlte sous Ie signe d r inté-
par exempler ll,tn.tÉg:rant nrest plus ma-

"rr" f orsê ] et lndépend,ante d.e 1,, t

à lrlnfini,

w

É t,[ ( o,*l 
,

Ceci montre blen que Ie choix de la fonction dronde est essentiel dans

}a d.étermination d.e la borne supérieure.

Remarquons cepend.antl q.ue tor(") 3 r appartient à 1a clasee des

fonctlons qul contlent u ,(=) , puisque r vérifie les nênes oondi-

tlons llmltes que or r(=) . Introd.uisons cette fonction particulière
d.ans 1 | expression (l ) , nous avons 8

1
ræ

-l*2t
o

f,,

Lr2tdr+ f Lrd.r

€

r ,f"

L ozt d.r +f 2 w(=) d.r

w(=) dr ; où b est Ia portée des
forces nucléalree.

o o

r
èob

2
æ

.",/'
oo

2 w(") d.r - w(=) dr *-r
b

2
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Chacune des d.eux dernières intégrales peut Stre négllgée1 en ef-
fet I

1 t' w(=) dr est nég11geabIe puisque Ia portée des forces nucléalres
est très petite

=2 
W(=) dr est aussl négligeabJ.e pulseue Éour rib , W(r)--0.

Nous obtenons dèe lors lrapproxlnationt

c€2-r
-t

8t a.t

§o

-["r,
1

a + Lu*dr (r.zz) .

dr

2

y+1 d.r

Interprétons cette appxoxiuratlonl en ternes d.e La fonction y(r).
Nousposonssorr(r)--y(r)+1-L (1,21),tt

où y(r) peut évidemment dlfférer d.e Ia fonctlon y(r) lntroduite dans

o.,r(=).

Après introductton de (zl) dans (zz) ,nous obtenonst
§jô

-1
a,

Soit 8 &

où C, B,

â, a.t . 
{("., 

- ,î )o

la2l-\ d.r
,,) (-,.,-+)+

-1
€t

fntégronspar pe.rtlesl iJ- vient quet
oô

+ w(-y + 1

-iç".'-i) su'
o 't)

* Â(=)
o

1

É"t

êê

"-, 
o 

"i, - ,[ffi]' u"
o

r .2 -1 , .€
; ) dr-4. \Y/o
tr

o

-1 Ë c + 2 *11{r*r) - ";2 An

At sont définis par (t9).

(r,24) .

o

d.ont on ne peut tirer a,ucunes limltes, supérleure ou inférleure; d.e a-1 .
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Lrextremum d.u trinôme a lieu nour ai
1l extremum egt d.ono e

,-1x A-1 ( r * t)2 + c

(r + t) , Ia valeur de

(r,24') ,

Al

3

Remarquons que (Z+r) correspond à 1a quatrlème formulation cle Ia nétho -
d.e varlationnelle d.e Rubinor, dans le cas où 1t;étrsrt*e est nulleo

En résumé, la seconcle identité d.e Kato nlapporte &uculr résultat
précis quant à Ia vaLeur rée1le d.e Ia longueur cle collision; puisque
lfapproxination (ZZ) ntest très bonne que d,ans Ie cas où Ia portée d.es

forces nucléaires est extrênement petlte.

fl peut arriver d.ans certains cas particuliersr eue 1a rapid.ité
d.es calculs solt préférabLe à une préoision finale rigoureusel nous

pouvons alors nous servir du résultat suivant.

. ("t ( t - rtrz) (1.25).

reLation qul se sinplifie en 8 & \< 'r' a. )0t

(Z>) s t obtlent comme suit 8

«11z"t

cFànous posons /^
1"r, 

J, u2t drlT
2

o

qtt - ", urr(=) - "r (1 -j ) - &t - x.uat
Après lntrod.uction de Ia vaLeur ae urr(r) dans Irl noüe a,vonsr

2-a*at tz - 
.) 

u1t L ul t d'r

o

orra-(at- f;rlo1t drUJ
o

Remplaçons lrintégrale par sa valeur I rroüs obtenonsr
/2a 4 r, - a't 12 r Boit ltinégalite (1.25),

I

"'(r
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§4. GENERALISATION A DES MOMDNTS ANGULAIRES DIFFDRENÎS DE ZDRO

Dans Ie cas où les partlcules du système possèd^ent un monent

angulaire 1r rlifférent de zéro, 1e oomportement asymptotique d.e Ia
fonctlon drond.e est caractéri.sé par un paranètre A1r qul correspond
à Ia longueur de collislon dans Le oas où. L - 0r nais nr a plus cette
fois les dlnensions dlune longrreur.

Nous allons done reprendre 1rétude précéd.ente et J.a généraLiser
à des particules de moment angulalre I quelconque.

Nous supposerons encore quril nIexiste pas d.tétats Liés.

Lréquatlon d.e Schrôd.inger sr6crit comme suits

I u, (r) rd2l-
Lar'

+ ïr(r) 0 (1"26) 
"r

0 (1,26') .

équatlone

et on effectue Ia transfornationl solte

1(r + t )
2

o, (")

Et Ia valeur asymptotique d"e ,rr(=) vérlfie ltéquatlonr

1

", 
(r)rd2

Læ I
+
2

1I
r

Cherchons Ia solution de eette
ÀDans ce butr on pose

d vI
dt 2

d.v-
21 J-1(I

dt
où va - vl(t).

l-r
Z

t2 + + 01) vI

Dans les cond,itions drapplication du théorène d,e Fuchsl on constate
que t - 0 est un point singul-ier régulier de lréquatlon en La varia -
bLe to
0n pose alors a v - t0 j et on introd.uit 10 d.ans Lréquation, on

obtlent Itéquation déterminanter 0 (e + t) _ f(t + t) - 0

d.ont Les racines sonte e a
À

-'1 l 1 + 4 I ( 1+ 1)

Nous avons donc Ia solution u rI a.,t'
2

+ , -(r + t) pour t '+ 0

r

C

cz+

2

or= C
1

ou encore 8 r 1 L+1 poux r -+lnflni
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Sl nous poson§

de Llexpression K -
fagons d.lfférentes,

A
1

cz

1 2L+1

udr=

-1

d.r + u l, co d.r

o-u

C

ur(=) - - " 1 
*' . tI17 r -t pour

Pour l--0ronabien u(r) -)!-8o
De prus "r(r) est te1lê que ur(o) - o.

Choisissons une fonction dressal I solt ur(r

nouE] avons que t

r -+ lnfini (1.27),

) , eLle est telle quer

(r.zo).

(1.29) ,

("-(o) - o
ft'\ ,, 1+1 Att
\*t\T) +-T + ffi

-1T pour r -r infini

où 4.t est une constante arbltraire.

Ltidentlté d.e Kato stécrit d.ans ce cast

Ar=Art- ottrot
oir trl - *t

Comme dans l.e cas où 1- 0, on obtient lridentlté tle Kato en partant

,r. tr rt - u, I u) drr que lron calcule tle deux

r. 1" lu.'L u dr - 0 putsque u(r) 6s
,IJJOr2o f u L u- dr
llr

JO
-Â;
-/o
droù

l- u"t

Id"

solutlon de Iréeulllon (1.26),
dtoù K = /u Lu- d.r"

-]oê6J^uqo

$* "ri .f, rïar -Ir ! u dr
Joâ

t

K - Alt -'AIo

par conséquent, AIt -41 - F" 
u, dr

Fqul peut erécrlrer A, - Àr, 
J"r 

L u, d.r +

o

arê,f,

o

Loclr

En vertu du conportement asymptotique de td (") , nous conetatons qtlr1l
sf agit d.tune fonctlon dtonde d.e carré gonmable, en effett

-1
o (r) # ( or, - or) pour r +lnflnl.



[*, 
rur(r) dr - -(ib)

{'
(=) tt u,(=) dr 4 o (r.ro).

§6

{-

et ce I quel que soit 1>0.

IL nfy a donc que dans Ie cas ou I - 0r que o (=) otest pas d.e carré

soïn$ablel et que lton doit recourlr à o (r I) pour déterminer Ie si-
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Nous pouvons donc afflrmer que t
§'§

gne d.e 1r intégrale 8 L at d.r

Introduisons IrinégaIlté (fo) dans (zg) I noüs avons ques

§ô

e,ô q-

ar ( Art- *1t L 'lt d' (r.rt) .

De nouveaue sl lron nod.ifle Le conportement asynptotlque tte u(r),
creet-à-d.lre si on Ie prend. te1 quet

u(r)-, - (z r + 1) A;1 , 1 +1 '* 
=-1 pour r '+lnflnie lL nf est plus

posslble de déterminer une inégalltér cax La valeur asynptotlque de

u: (r) nrest pas d.e carré gommable.

Cependant en prenant une fonctlon t, (") particulière, soit
tri(r) - =1 

* 1, nous aYong quet
oê §€

l-=' * 1 , =1 
+ 1 dr - fnf"» , ,2 L * 2 dr.)Joo

Et sl b, Ia portée d.es forces nucléairee eet sufflsamnent petiter cet-
te intégraLe est négligeable et lridentité de Katot

1 -t_-AIt_ (1 ,29') .À;

Â-1..I

u. Lu. dr+tt to dr
o

srécrlt d.ans ce cas particulierr
§ê

-1
It rl. t u. drtt (1.1'r, ) ,ÉA +

En résumé, d.ans Ie cas d.e Ia d.iffuslon dans un chanp de poten -
tleL statlque, où i} nrexiste pas drétat: }iésr et orreLle que soit
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Ia valeur du moment angulalre orbital 1 I des partlcules, nous Pou-
vons obtenir une linite supérieure de }a vaLeur réel1e d.e Ia longueur

cie coLlislon, en utlLisant une d.es trois néthod.es varlatioaaelles t

Kohn , Eulthen ou Rubinorg mais en sachant que la néthode d,e Koha

est généralement Ia plus précise.

Ilous général,iserons cette étude d.ans les deux cas suivautsr

It- fe dlffuseur et un système composé.
I

l Z- fe potentlel eet teL qurll existe des états llés.
L



CHÂPITRE IV

CAS OU LE DIFFUSEUR EST UN SYSTEME COMPOSE
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§T. CARACTERISTI(IUES DU SYSTEME COMPOSE

Nous consid.érons un système très général formé d.e Ia façon sui.-
vante e

/le diffuseur comprend. Z protons et I{ neutrons,

[ 1e faisceau tncld.ent comprend. un neutronl
et nous nous limiterons encore au cas oùe

1o l,a d.iffusion est élastique, ctest-à-d.ire qutaprès diffusione ]e dtf-
fuseur et l-es particules diffusées restent d.ans 1e mêne état intêxne1
dès les Le neutron d.iffusé peut âtre différent du neutron incid.ent.
( si un proton sortalt d.u nucléon après Ie choc, 11 y auralt réac-

tion nucléaire, donc dlffusion inélastlque).

2. iI nlexiste pas d.rétats liés, par conséquent, le comportement asymp-

totique d.e La fonction d.tonde est caractérisé par un paranètre réela
n r Ia constante de phase si E / O"

A t 1a longueur d.e colllsion si E - Q"

Dans ces cond.itions , recherchons 1es caractéristiques d.usystème*
1"Soit une énergie arbitraire d-e diffusion, celle-ci est une combi-

naison d.e 1rénergie du nucLéon dans son état fondamental et de

1ténergie d.u neutron lncldent:

E
t2 r.2

-uis 2p,

est 1ténergie d.u nucléon.g

firo,
lr

réd.uite drun neutron par rapport au reste d,u systène.

2o ce systène possèd"e un moment angulaire total J , comblnalson d.u

moment angulaire totaL l du nucléon et d.u moment d.e spin du neutron;
or I est Iul-nême La somme des noments de spin ( 3 ) de ses (Z + W)

constituants et d.u moment angulair" ( Ï ) d.u urouvement orbital d.ans

1e nucLéon

(4.2) .
si oz est Ia directton d.e l t lncld.ence.

(4.t).

ou E

2

2

+ est lrénergle du neutron; p étant 1a massezIt

I

..t -) -)ï-L+s
1

v+etJ
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J.T,e phénomène d.e d.tffusion d.run neutron par un nucléon; gf accom-

pagne d. lune émlssion d.e rayons gamma" Nous ne tenons pas conpte

lci de ce champ d.e rad-iationg si nous en tenions comptel il ne

stagirait plus drune d.iffusion élastique.

Enfin, nous consid"érons ici des neutrons et d.es protonsl rolle

pourrlons tout aussl bien étudierl par exenple, Ia diffusion
d.réleotrons per d"es atomes neutres; en tenant compte blen enten-

du des forcee d.e Coulomb. Cependant; ltlnteraction entre Ia par-
ticule diffusée et 1e d.lffuseur devenant rapldement négligeabIel
nous pourrlons encore d.éfinir d.ans ce ca,s une constante de phase.

Puisque nous voulons trouver une borne supérleure de Ia longUeur

de colllsion, généralisons Ltid.entité de KatoG.e) pour J.e sys-

tène plus complexe que nous étud.ions.

Ltéquation de Schrôd.inger E |écritt

-fg+\ (r*v-E)'1,-ÂÙ-o (4,1),
\i 2/

où T est lropérateur dténergie cinétique du système.

ï est ttopérateur d,ténergle potentielle d-u systène.

E est lfénergie totale donnée par (t).
Or Ie système comprend, $rune parte E particules ldentiques(p=o-
tons), et d"rautre part; (tt + t) partlcules ldentlques(neutrons)1
d.ès lors Ia fonctlon d.tond,e dr d.oit être telle quet

(.r= t (-r )i {,. pour j - 1 --- z (4.4).' J .J

,i,= I (-r)i,l,i pour L - z+ 1--- Z + N + 1 (4.4t).

oar en vertu d.u princlpe de Pau11, les fonctions dronde ad.mlssi-

bles pour Ies fernions, sont nécessalrement antisynétriques.
Mais puisquril stagit drune dlffusion élastlque I IIotlB ne tien-
d.rons compte que d.e llantisynétrie sur 1es neutrong (4t).
Par conséquentr

a) ,irz*N*1 a {(1...2t z + 11,..2+ N + 1) ntest pas unlvoque-

ment déterminée par la connaissance d-es $ .,
jours lui ajouter une quantité Àtllr***., telle

on pourra tou-
que î(-t )iÂ«1.,r=o
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b) pour obtenir t| , à trartir cle .f r*r e 11 suffit d r interchan-
ger les coord.onnées des 1 ène et (i+t )ème neutrone

Remplagons Iréquatfon (J) par 1réquatlon radiale correspondante,

soitr -(+) (r+v-n)ç =!.r2 -o
où g- f (-r)igt et ù1-+î- r si ei est lad.lstance d.uiène

neutron à une d.ee (Z+lf ) autres particules.
Posons encorer

Fl - tr't(1.,..27 z + 1r.ô.r(i-t), (t +t)1...2+ }I + 1) (+.5).

La fonctlon F, tlécrlt Lfétat du systène dont Ie lène aeutron est à

lrinflnir elle caractérise donc 1e syetène après le chocl et lntervient
dès lorg dans Le conportement as;rmptotique de La fonotlon rad.lale g,
tr', est telIe que Fi - u, Ï, et noue supposons que ree fonctlone
3i "ott normées.

Reoherchons Le comportement asymptotique d.e Ia fonctlon gi, cê-
lul-ot doit dono tlépend.re de la fonctlon Frl et de Ia fonctlon d.e spln
d.u 1ène neutron soit X(i) 

"

Si D est une constante arbitraire, nous avonst

gi- D x(i) r. ffi} pour ql .+ infinl

où. f "l est Ia constante de phase

\ g est un paramètre de nornaLisation.\
Dès lors, ,i, i est tel1e quet r

ùr - D x(i) Fi ffil ,"r" ql ... inrlni (4.6).

r
III r I1déstgne Ia dlstance entre lee partlcuJ.es n tt h qr"

4f -r o Pour rn n -+ inflnl.

si mrn / L,

4.61) .

Pulsqulune seuLe partlcuLe est d.iffusée, nous avon§ 
"rr"o=" "i



-69

§2. GENERALISATION DE LIIDENîITE DE KATO.

===Ê======= ======== ====== ===== ===== ======

Pour obtenlr lrid.entité de Kato, nous partons d"e ltexpression
suivantet * è-

*-[;li Â1.,ar- l-+*tÿ-dî (4.7),)'r ) r
§ô o -o

où/ df signifie que lron lntègre sur lrespace cle conftguration, mais
Jo

en tenant compte en plus d,tune soqmation sur Les spi.ns, et ili, est une

fonction dtessai vérifiant Les conditions linites(6) et (6t). En vertu
d.u princlpe de Paulie Ia fonction d.tessai peut aussl srécriret

fl-1)tû, pour 1 - Z + 1o..2 + N + 1.ùt

Ltexpression de K donnée par (Z) Be

a) Nous remarquons tout d.rabord que

calcule§êf*
l4,tJO

puisque tf est une solution exacte d,e (l),
Eê

K-- [0,*n+tdr)

(4.e) .

d.e deux façons différentesr

,. t! d^ C- 0

11 reste d.onc r

(4.9) .
o

b) Introduisons dans K Ies expressions de {, (4t) et de t (a),
avons t

K= ,l
\/ dT it

§â

noug

oô c,ô

aÂi.x1J {r 1t j
* .n

jI.T
1

ç{
!-,
J

Â ( dr

fl ntexiste pas d.e surface à ltinfini où d.eux fonctions d.lfférentest
il . et 4 . r par exemple, soient simultanément d.ifférentes d.e zéro1rJ
et d.e nême pour Les fonctions dressai; dès lors, quand nous intégrerons
par parties, lestermes pour lesquels t / i , nrapporteront aucune

contribution en zéro et lrinflniz notrS pouvons donc écrlret
§o

K ÿ
L

gle cinétique qui
2

T -g + t = - r

2 t).

où t ne contient

{
11 ti,1t d. T

{

lf

itÀ d,. dT'a ,b
J(

i

Nous intégrons par partie, car d,ans À'intervient llopérateur dléner-
s | écrit e

t2
l.l

1,
i_

pas d t opérat

-2
d-
E]?

_2'|v
d.o .^1eur* de dérivatlon.
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T et E,1rénergle potenti-e1le et 1rénergle totale sont des nonbres

donnés, généralement, dans 1es hypothèses d.u probl.ème.

Avec cette valeur d.e Tr K srécritr
C,ê.,
^1

', -/ '' r,
o

ço*

K- ,f,. dT-
1 it

Dans la prenlère intégrale, nous intégrons deux fois par partiesr
c)§

d2
-2d.o .

rI tÿ

§<,
d d/. asit i+

{r.,.+.- 0.1t11

q, dT

lf

a

ttr xi

o

K= r [u'

d2

aq.2
i

it)
.)f

+l
2

d tlt d,T o

*-ô,2 6r (4.r r ) "

1 2
d.q

1

Dans Ie second membrel lrlntégrale stannule; d-tautre part pulsque

aucun d.es neutrons ne Joue un rôIe prépond.érant, nous avonel ,
O'O

K * (w + t) t
d d.,. d.u*..'t 11

it do.'l- d,o .'l- o
o

[ü do.'1 do.-l-
4,,i ]

o

Calculons cette parenthèse, en tenant compte d.es cond.itlons Iimi-
tes (6) et (5t) , et de la nornallsation des fonctions ÿ. et X (f).

Nous obtenonsl

K-(N+t)t2
k sin( rit-1 )

sln( 11 -0 ) sin (, f 0)

- (N + t) l2 t< 
F"t*,r1 -0 )- cotg trrr-e l]

D est arbitraire, soit que !2 - (i,r + r )-1 I iI vient alorsr

K - k [""t*, n-o ) - cotg ( ,, , -0 )l (4.t0).

En comparant les 2 valeurs d.e nous obtenonsr

k cots( 11- e) - k cotsfi t- 0) 0

o

où n*t}'t ù .

La relation (tt ) est donc bien lrldentité de l{e-to générallsée au

cas où Ie dlffuseur est un système composé et où Iténergle de dlf-
fusion est arbitraireo ',

K --[
-j,?,

s) et (ro)]

ü, dr+t
o

d2
-2do.'L
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§3. RECHERCHE DE LA BORND SUPERIEURE.

Pour trouver la borne supérieure de k cotg (n-G)r nous devons
§â

déterniner le signe d.e fn* 1 A dr e

Jo

Comme dans Ia première étud.e1 cette intégrale peut srécrtrer§é §)o

fç* Â, a ur - -(T*) ,[ n- (u - u; o dr (4.r2).
oo

où H est un opérateur hermitien, et 11 en est de nême de (g - n)
(1ténergLe E est positive car 11 nrexiste pas drétats Iiés)

0r nous savons que llopérateur hermltien nrest d.éfinl positlf
que poux les fonctions d.tonde d,e carré sommableS crest-à-d.ire que sl
0 est une fonction de carré sonnable dans [or*o] I rrolls pouvons

affirmer que Ie second membre de (lZ) est négatif ou nuI, et qurll en

eet d.e nême alors d.u premier membre, ce qul aous cond.uit à Ia borne
srrpérleure de k cotg ( r1- 0).

sO
fr+

I{otons q"J 0 .l Qdî = 0r si seuLement La fonctlon dressai
o

est id.entique à la fonctlon dronde exacte.

Yoyone sl 0 €- \ . Cette fonction peut stécrlrer

e - I (-r)' ql : pour i - (z + t) ...(z +trt + 1),

où Q, vérifle les conditj-ons lluritesr
sin(kq. + Q )
-sinG6f,

sin(kq, + 1) - sin (rt - ît
sin(n* - 0) sin (q - 0) DOUI O. -)"1- D X(1) t crio

ou encore8

F.
1

qi

Constante. D X(f) Fi0 -+i q.i

sin(kq. + 0)

/ t.0, { 0 pour r '-r§<t sl mrn1'nn
t) pour 8i ** (4.t1),

F, ;-sin(kq* * ît)
o i -,D x(i) f L=cr-\æ-

(
(

\
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IL sren suit que la valeur asynptotique de û i rteat pas d.e carré sorn-

.".,. lï,
uabLe, en effete

r _ - n,.
Ifinflni. Car si

en poeant kq i * - nr, , avec F, rebaptisé

s:.n(tq. + 0 )
L- est intégrabLe en Q, r 0e mai.s pas à
'1

sin(ko. +0 )

fr ' ét*Lt d"ans 1., f p, -.] I t a > o) I arors
-1

ar *)

qi , Ia fonction

, de même que Ia fonc-
kcos(tcq, + 0

serait aussl dans Lt

tion

Ë-nnt
cos(i<q. + e )

puisqueq.i

Nous aurions alors que Ia fontione

sin(ko . + 0)"1
q'i q'i

ce qui ntest pas possible" De nêne

)

t I
)

cos(t<q.+6) o) - t ar., [",.*-) ]
s1n

cos (ko . +'l-

2(tq.+ e )
Ç [o'" ]t

2q.i

C t est pourquoi nous sommes amenés à consid.érer La fonction

- ,\à.
a (îr) É fa e i:i (4 

"t4) 
t

où l,est un paramètre arbitralree urais posltif.
Dans ces conditions, La fonctlon {)(7,) est de oarré sommab}e et

nous pouvons alors dlre que la fonction iut ( ?. ) est négatlve ou nulLe
pour l" )0 e ctest-à-d.lre quet

M (,\) a (À) Àn (7') d rr (- o

æ*

Tr
(4.t5).

I1 reste à montrer que lrinéga1ité (ti) est encore exacte pour7,- gg

nous dénontrons pour ce1à La contlnuité de La fonction,Vl (it) p&r rap-
port au paramètrelr, . Ca1culons Lrexpression M( l\) - u (o).

æ

[;
o

{

M(D-u(o)- c 
*(:n.) 

Àa 0" ) ar -
+

^A 
dr aI
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ca}culons Ia prenière intégraLe en tenant conpte de ce quet

ÀI.q, 
.i

o())-Qe i=i râ1-r)1s;,

Â op - {fiu)h *, - ,J- -(f*, )
Nous avonst

l.X q
1 l_

e

l/
Lr

fiz
2tr )

2

r +t +ÿ-j u].

§§

M(r) -f. "-Lâor [W)ttç- {. *)., -,]) o"-trin' dr
o

æ a -îF r æ ÿ o ô i. , -IFr
M(x)7rd "-rtnt (ol)s, 

"-^t'n* u" {n.ont i: f-ru,t+v-ul 
0e 

'!r'1

OO

or r "l 
(,"-^ Fr-F]n * (r+r)12 0 - z(n+r^ ë] "-rxret

,F

er

où nous avons renplacé Ia somme sur tous lee lnd.lces (L-Z+l..r.Z+N+1 )

des neutrons, par(N+t ) pulsque aucun dreux ne joue un rôle préd.oninant.

Dàs lors1 noüs obtenonse
n* -zLXo. 2 -zlriq,

M(1.)-M(o) - [n* (e-'-a=t-r).r0ar+(r+r)À' llat " '-1 dt)r
6O

00 -2 À.âqr
Èê

-(u+t ) â Dq
e dT

j

Notons que bette expression peut aussi srécriret

(4.16).

o

Ë -2ÀEr q. z 
§ê

u(1,)- u(o) - )çi("-'^oi*l- 
1);ta ar+(rrr+r lx- f tQ 12 "

o

ü e*),Jn,o). "-âloi sg-(r+t)zl" /(qra)* e *' 
=zJ "L ,aJ qlo-

Nous caloulons alors Ia llnite de M (t ) pour À* 0.

-z l.I. o .
t- -1 dT

(4.r 6 r ).
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dT - 1im
lt'* o

§ô ao
2

1n*r yf1 c 
12,o

z À(tt+ t ,j
o

çr )cl
,\"

-2l,Xo.1 -l-

2.)

d I où. Iln

- (N+r )
aCI.

Jq i nt'

dt

d.T + Rr

dT+ Rr

llQd r- 0

+lim L
À*o

e

Afln de nleux marquer lranalogle avec Ie cas où Ie dlffueeur ne

comprend qurune seule particulel d.éconposons les deux d.ernières laté-
gral-es d"e manière à faire apparaltre Les composantee d.e A , nous avonar

eaoo

'sjn t
2 -eIIq.l_ -1

_l'l
-z f,§, oi,

iQ - [.iqi
ËJJ

fe
?0..J

- ?r§r Ai r

a. 12e dT= a)
1

e ds+R
o

§ê 
^iË

E (lr+r ) .[l*.;z "-z^f'ai' dî + R

o,

où R est une lntégrale résultant des ternes d.lagonaux et qul dès lors
est fi.nle quand. )r* 0.

èo sa

o

a)
J

e
1q

tt
a d,î e

J oo

Cxt

j*"
o

ê

En utlllsant Ie théorène d.e H" Lebesgue, nous montrons, d.ans J.e

cas d.e Ia première et d.e La troislène lntégrale, que Ie passage à Ia
limlte sous Le signe d.rintégratlon est posslblel en effett

* I -z LEq., I
t)0 [e "-1 À0 {0quand['+ ordeplus,

n 
- [-'tlnt-,] L8 z Ç* .r! o e ,, [o, *]

-fr
F-2i.f,.q.I 1'1
Le

æ c€
,]

-)ê

t ,]
o

o

{i

f,-+

-â. f,o.1'1 ÀA dî- fri, Q 
*

)o x'o

-l'
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quand À -r

)a
5i €' Lr

-2À,§r A1r
e

àe.
dq.-J

&
Dnj

â

e

§Æ

-t 0

e

0 , de plus

lÉ

,\a
J

.)Ê

a.
J t" tF l

a,(}

(u+r )2 zl. &
?nj

1*la.
JJ
o

dT

h

= (r+r

{

11

l'

2)t A1ln
|.+ o

D0i - 2ÀX1r81r
d.T - 0o

-21,L 1r Q1r
e

(4.t 7).

rtê
.)(

j e

Dans Ie cas d.e La second.e intégrale, nous utilisons Ie théorème de 3.
l,évi

1lm
l-* o

I
F.

1

q
et montropE.q

(n+r )' ^J I o

ue8

2 -2x f,o1 dT = lin
Qi-> e-

2
e

l_

= constant Xtrl sin2(tcq, + 0) B constante sln2 (tq. + CI )

-z À!,0i, 
dE, = o

o.:.l

1aen procéd,ant d.e même façon que dans 1e cas du po tentlel statiquel
Z

dtoùr lim (N + t) i.r

I-o
et e4..Bassa.rlt àr, l.a ltmite sous 1e signe dtlntégrat$on1 noug avens quet

In, l'

ræ
k cots 0t -6 )zt* cotg 0, -0 ,. JUi.t ,!*

o

lin
À-o

,l(tt+t ) À
-z Ll,oi,

z*a

6r =(u+r ) It"^'I d T-0

âu9-

2 0.
1

2o ei
oo

Par conséquentl euand, [ "-r 0, chacune d.es intégrales devient
si petite que lton veut et llm M(1,) - M(O).
Ce qui entr ne quer L-o

,É

A r! 0 dTu(o) É

o

pulsqutil en est ainsi pour M(,\).

Introdulsons cette lnégaltté tlans ]-a relatiou (4.tt) , nous obte-
nons t

d I (4.r e).
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Par une méthode d,e calcuL varlationnele rrolle pouvons dès Lors

obtenlr une borne supérieure pour k cotg (n - 0 ) . Dans Ie cas où

Lrénergle est nullee tloüs aurons sulvant les d.ifférentes valeurs tle0

1 a e'0 r

-A

2, tJ - Tt !

ArO JI
I

,rr
o

,1 St dT4- A + llm
|ç-r o

t t

(4.re').

+ lin
k-r o

Â tir dTt

Dans Le premler ca,gl rlolls aurons une borne inférieure d.e A-1 ,
ou une borne supérLeure de Ao

Dans Ie eecond cas ; ûous aurons une borne supérleure d.e À-

f,:
o

1
a
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§4. cAs PAR.TTcIJLTDRsDTFFUSToN n-D.DANS LTETAT QUARTET.

Supposons que les uroments angulaires orbitaux soient respectJ.ve-
ment g

Nous constatons quril y a quatre manières différentes d.e conbl-
ner ces valeurs de J i suivant ces d.lfférents types d.e conbinaison ,

nous obtenons pour Le moment angulalre totaL , I t

Pulsqurll y a quatre vaLeurs, nous disons quril ya diffusion du

n - D d.ans Lrétat quarteto A chacune de ces valeurs de I, correspond.

une fonction d.lfférente. Soit Xn une de ces fonotioneo
La fonction dronde du systène peut alors slécriret

ü

1_- z' pour Ie neutron
a or ou'l pour Ie d.eutéron suivant que les spins sont

' antlparalLèIes ou parallèleso

0- xQ 
[,rO', ,2ai) - ]( 1t1r r,l (4.t9).

antisymétrLque par rapport à Lréchange des neutrons, et
, f(q,)(t,?iil -z-ân(r.,r) Ë 

(4.t9').

D pulsque icl D2 - (U+r ) - 2

est }a fonctlon'déorivant 1tétat du deutéron

r--*,*,*,2,

car fD est

D

ou
1

2-z

n(r.,r)

r(q
1
) est la fonctlon qui décrit Ia partlcuLe diffusée par rap -

port au centre de magse.

La fonction dtonde (, aépeôl de trols partlculesS signalons à

ce sujet que Suckingham et Masseÿ'dnt lntrodult un problème à un corps

ceLui-ci étant décrit par une équatlon intégro-tiifférentielLe t

," ,tf (nl ) - o (4.20) .
où lf ind.lce rrs,, signifle que lron coneid.ère lrapproxlnation statLque.
A énergie nu1le, la solution de cette équatlon est caractérlsée par Ie
oaramètre A .

Q§
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Dlautre partl nous pouvons choisi-r une fonction d.ressai(, telJ-e quea

r-1
üt = Xq. 

l-Ur(, ,2ç1) -Or(trltz)) 3 introduisons 9, dans une des rela-

tions (4.te). P"r la méthod.e de Kohn, nous calculons An variationnel-
lenent, 1a valeur obtenue ser& plus grand.e ou éga1e n on" pulsgue An"

est calcuLée à J-rapproximation statlque.

Oe = Aeo a si la fonctlon dressal d,, est construlte à l-raide d.e Ia
solution" d.e (zO)" I1 stensuit que Aes est une borne supérieure d.e Ia
valeur réelle d.e La longueur d"e colllslon Àno

Après un bref résuné d.e 1rétud.e d.e Ia dlffusion n-D, nous nontre-
rons que 1réquation intégro-différentielle de Massey (ZO), peut être
d.éduite du principe variationnel d"e Kohn.

Choi sisso
1

ns une fonction d. lessai.
f.(q.,)

'n R (='z) 
ï

I ,i1, tlzt ,

1

t
ou \ t

q. -+ *à

(4.2t),

1 afin d.e géné-

(4,22) ,

(4.2r) '

1E
La fonction fr(o) ( où nous écrivons q à la place de q

raliser) vérifie l-es conditions limitesr

ft(q)do pour e*o
ft (q) -+ sin kq * tsflt cos kq pour

Or Ie principe variationnel de Kohn srécritl
,-æ

ktgl e ktgl*+ 14, lf,* eE
"JUu

o

Et puisque 
l,rr*l = 

| 
tl,

\_

2t e nous avons 8

k tgï i k tgrl, + 2 r,*o

Introd.uisons Ia va.leur d.e {'

1{' {,t d T

Çr?J

r i1 vient quer

r*(o)
R(r) 

-t'' 
Â ,'

çl f t,Ë[
o

k tglj - k tg'flt * q

,t

CIT I
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k tgt * k tgrl , + (q) l" rr(o) dq (4.24) 
"

cette d.ernière relation définit lropérateur L" d-e Massey.

pour k '-r 0 r nous pouvons obte-
calculée à partir de L" fr(O)

est comme nous llavons d.it une borne supérieure de An.

Notons enfin que ltapproximation statlque est appllcabLe à une

très grand,e classe de problènes.

fr,
o

En calculant }a limite de (24 ,,

nir une borne supérieure de An . Et Ae
s
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§t. NorroN D! ETAT LrE

Lorsque Ia valeur d.e 1ténergi-e E est négative, 1réquation d.e

Schrôd.inger H {, = E rl.rnradnet d.e solutions que pour des valeurs
particuliàres de E formant un spectre discret; la fonction d.rond.e

q, (ou les fonctions c! , se i-I existe plusieurg valeurs négatives
de E) srannulLe à lrinfini de teI1e sorte que Itintégrale
converge o

La probabilité d,e trouver Ia particule à ltinfinl est nulle, puisqut
elIe est localisée dans un domaine fini, crest pourquol on d"lt que

Ia particule est d.ans un état Iié.

Nous étud.ierons dtabord Le cas où iI existe un état 1ié, puis
Le cas de plusleurs états liés 

"

T,a différence essentielle avec les d.eux premières études, est
quren vertu d.e lrexistence d.rétats 1iése La diffuslon ne peut plus
être caractérisée par une longueur d.e collision rée1le, si nous te -
nons compte d.u champ de radiation" En effete Ia modificatlon apportée
par Le champ de rad.iatlon, au niveau d.énergie consld.éré1 revlent à

lui ajouter une énergie complexe, Mais nous négligerons dans la suite
le champ d.e radiation, dès lors, à cette approximation, la longueur
d.e collision sera encore. un paranètre réel-.

Pour la simplicitée nous nous linitons au ca,s d.rune particule
sans spin, neutree et de moment angulaire orbitaL nuL ( t - O), d.if-
fusée par un centre de force d.e petite portée.
Les résultats obtenus pourront évidenment être étend.us au cas où Le

moment angulaire orbital est d.ifférent d.e zéro, et au cas où 1e dif-
fuseur est un système composé, (revoir J.a prenière généralisatlon ,

chap.IV).

fi ')[ 
2a=
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§2.

1 11ténergie de cet état Iié.

2m
= -tT o1 '

Etsiu est la fonction propre correspond.ant
81

(5.r).

à cet état, nous avons

e
"1

est normée à lrunltér crest-

première étuder euten partant de I ri-

1

que Lu. - En u. .
"1 t"1

Nous supposons d.e plus que Ia fonction u

à dire que (rc r ue ) * 1.
11

0r nous avons vu dans notre
dentité de Kato t aô

A - A.t t
nous pouvlons ott&ir une borne

d.r

o dr (0r où. rJ = üt-

dr (5.2).

de ae en montrant que 1rin-

Vê11-

-T Lu.tu .r'
super].

€

1le

Lco

eure

tégra1e
o

fie les eondi.tions

car en se

il nrétait
Dès 1ors,
baser sur

et0

,-[r" et à condition que u(r)

Iimites c

u(o) - o

u(r) -+ &-r pourr'+ §o

servant d.rune seconde fonction u(r) tel}e quel

u(o) = o
*(r)-, 1-I pour r-rsr

pas possible de trouver une borne supérieure d.e a.
d.ans Ie cas dtexlstence drun état Llée rrous allons encore nous

1 t id.entité d.e Kato e et étud ier 1 I intégraIe

(5.5) .

Cepend.ant, nous ne pouvons plus conclure d.irectement quant au si-
gne de cette intégrale, car co doit contenir une partj-e correspond.ant à

Irétat lié. 11 sragit d-onc d.rajouter à la fonction trt - *t - o, une

Âi, o dr
J6

fonction proportionnelle à u
"1

e mals tel1e que pour la fonction total.e
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Lr) I nous ayons encores
P
I 'a' Lc,t t d-r z

J6
0

Cecl est possible, puisque en prenant al t = û) * u q '1 
t inégaIlté

précéd"ente est réa1isée sl o est orthogônale à u
1

, en effet:
§oÉ ji. "

o

êof IL6Idr= ) t ( (,+ u )dr = fi L odr +,[z Lto clrq e1
1

o

ê,a §ô

+

[*
tl dr+ Âq ) e1

o

tu dr
E1

Après deux intégrations par partiesl et en tenant compte que u t
1est nulle aux Linites drintégrations, 11 reste ques

§3
(', ,

)
o

§o
*1o
)r
o

lJ;:"
o

oê
odr I u11 u" - -(#) c'rdr + f, H u

JelEr
o

d.r /-- 0
1

Nous savons déjà que Ia fonction u est orthogonale à 1a fonction
* ,1 r mais nous ne pouvons pas savoir si Ia fonction u, est orthogonale
à *q, iI est donc impossible de d"ire st oui. ou non o et u" _sont or-
thogonaree. 

- 1

Cepend.antril existe une fonetion 0J I telle quer

0)r rû)_(CO,,e),a
11

(1.+).

et qui est orthogona}e à u
c , en effet, nous avonsr

9a §o2_rr- d.r - Itr.l u dr - lcoue1 )qJoo

§ô E 1 §ofi
^

§€

q u")u d.r-
J;, "

o

u d"J
o

u2

n
dr=0Ç

T "1o o

Et pour cette fonction, nous avons bien quer
æ Èô .i [,

'§ê
I

- *', 
)'"

o
fl

o

u
e

1

j u
e1

.i
o

(0 L
1

dr (0 (5.5).
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ï,c» 6, -

§ô

1

ul .o

-r
J' '1"',

o

Explicitons cette inégalitég
tJrc

Soi

T
o T" 1

1

§ô

I d.r

._fr.,,$"
o

§,ô
1z+ ,uJq

Wr'i
o

èê

*[", ,
.=]

*J "r," Y
o

t Iut dr
1

æsO

fu,r,, a= - îu)o 1q
Lt,.l a, (î»I u d.r

e1 f u"-[*
o

§ô ôo

e
"1

ut u tir
81

d
{

2 æ

c

,r u d.r - 1r2
è

1

.{

- rP
- /r., r [ /r"I C, Ll t
-o'Jo

.=rT"
1

."] d.r

èê

èo

d.ru
er,

-o

Sê

dr , f,,,)r
o

1
o

Si nous tenons compte de ce querï, u"
1

et queo u8
1

1

o
nous obtenons, en pexmutant les slgaes d"rintégratlons( ce qui est per-
nis puisque chaque intégral.e prise séparéneât a un sens)r

j- çê
- r"^
)è
o W"

æ

?îL r)d, f,ru ^)o '1
dr-.6 .=] f %LrLt] dr

e
'1

1 1I

oo

1

2

* 
) 

*rr,
o

{/;
o

1
d.r d"r LO

} (üror dr

è-ô

tùdr

o
Puisque u

t: oe

l* .j -f"d.r11 
ô1

[*.,

1
o -o o

ns par parties d,ans le second membrer
t:êr

rntË[ro
rÊ§

J,r "f,
dq- a

d'ûJ -1 
I

E(l] Id,r dr I t/-
2

dr+ I .Ju t̂1 1

o
o

o

ê"t
est nuLle alxr limites d r lntégrations et que u et u 5
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sont orthogonales, i1 reste finalementl
§Â)

r
o

trl udt 1-- A-
I t*t d.

{

etç

1+: t1

2
u

Lut

(5.6).

2

\
En nous servant de cette inégalité, lrid,entité de Kato devlentl

e

\Èêt

çê
f

a.-{ a, -) ",
o

-t2
arlqJ

(j.7) .
t

Et sl q est connue, nous pouvons d.onc obtenir une llnite supé-e1
rieure de Ia valeur réeIle de a, en utllisant une néthode varj-ationneL-
Ie. Malheureusement, ce nrest pas l-e cas en généraI. Cepend.ant; si nous

pouvlons rontrer que Ie d.ernier terme d.e (Z) est négligeable pour une

fonction d.ressai ur, nous pourri-ons encore obtenir à partir d.e cette
inégalité, une borne supdrieure d.e a, malgré ltignorance de 1a fonction
rée1le d" ,le

Dans Ie cas de e- H, des expériences ont montré que contrairement
à cette hypothèse, la d.ernière intégrale de (Z) 

"test pas sufflsamnent
petite que pour être négligée.
11 faut dès lors trouver une autre inégallté, te1le qurelle soit ind.é-
pendante de Ia fonction inconnue u... Benarquons que Ie derni.er terme
de (Z) peut encore srécrirea

Ï, u, d.r *81
§o

Lf" u

o

1

€re

ê dr
1oo

apràs d.eux intégrations par partles.

Utilisons alors lrinégalité d.e Schwartz !

et puisqurici, u

l" u{'=t[f",,[1",

ïtË
o

1 t]'=iu .iu
e

.I
1

0 "ç ) ('0"0,
o est normée à lrunité, nous obtenons que:
\ sê

L ot .i ' ",. ï ,[, or)2 d".
o

où cette expression est bien ind.épend.ante de u
Et lrlnégaIité (7) d,evientc

Ç>or8, t-A,. -lu,.)
o

fr r ,,r)2 d=tlut
o

d.r

§
'1

(5.a).

I (,,, . q,) 
|



Si d,rautre parte t
respondant à 1rétat Iiér

f"_

B6

la valeur expérimentale
La f onct j-on d. I essai,

1t

d.e 1r énergie cor-
nous avons que3

est1t
et Llt̂:

I Iruô d.r
1t 1t

o

est suffisanment proche d.e 1a fonction exacte, nous pouvons

+

etsiu çtt
remplacer e

1

A r/- a,t otlot

Dans ces cond.itionse

, et Itinégalité devlent alorsr
G-l

-t

a= + l- I (t o-)2 a,et+)' t'
o

tl.n) æ t, pour /i <*tr

t'8

(5.9).

énergie du iène état Lié.

1 Par t tt
<;È§

o

Evid,emment, cette borne supérieure de ae que lton obtient à partir
de (g) ou (9)r nrest pas 1a mel11eüre, puisque d,rune part nous â.vors IItEt-

joré en utilisant ltinégaIlté d.e Schwartz, et df autre parte rrous s.vons

najoré en supposant que Ia valeur expérimentale d.e lténergie ctt , est
proche d.e sa valeur rée1Le, ou plus exactement, qurelle Iui est lnférleu-
reo Crest pourquoie nous all-ons étudier une autre manière de résoud-re Ie
problène, en nous basant sur les d.eux théorèmes (10)"oir"rrt",

Théorème 1 e Soit un système comportant exactement N états liése et
soit une base de K fonctions propres orthonormées, où K peut être plus
grand, éga1 ou inférieur à I{" Ecrivons lropérateur harniLtonien sous la
forme drune niatrice d^e K J.ignes et K colonnesl cette matrl-ce est d.iago-
naler avec les éléments dtagonaux rangés par ordre croissentg

,{u)* rlo)s c.... " æu[t)

rln), o pour i).N.

Théorème 2 a Dans Les nânes cond.ltions que dans Ie théorène '1 , écr1-
vons lropérateur H sous La forme dfune matrice de rang (f + t), à }tai-
de des nêmes K fonctions que précédemment, alors, X.es valeurs propres
g(t*t ) vérifient ta rera,ti.ons

1

E" :t 6(tt*t )*.: ,(n)1-1_^'1_
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Nous allons donc nous baser sur ces deux théorènes pour obtenlr
une inéga1ité à partlr d.e laquelle nous calculerons variationnellement
une borne supérieure d.e &o

Nous nravons ici qutun seul état Liér doùt N - 1.

Soit E.,\ 
1ltérr"rgie 

d e 1t état 1ié 1 et ,1 et v, une base de fonctlons
propres orthonormées. Sous forne matri-cie1le, lropérateur hamiltonien
s I écrit e

("

\"

où HirJ - (r, , Hrj ) pour i,

Quant aux valeurs propxes

-(t ) -'

et par application d,u théorème

par application d,u théorème

Nous en tirons donc que s E{2).

j 1 12.

elles sont tel1es quet

11

21

H
12

H 22

1e

2e

nlzD o

,l')<r{').0
04t)2(

2
E

Et puisque le produit des valeurs propres dtune matricerest éga} au d.é-

terminant d.e Ia matrice, nous avonss

,{') . *5') - *., 1"822 - Htz.Hz. 1
De plus , E est hernitlen d,roùs

811 .822 - (Hzt)2 E1 1'Hz2 (r, r)'

0

0. (5.t o).

Selon les hypothèses d.es der:x théorèmes, 1eB fonctions propres de

Ia baser v., et v, doivent être norméese cependant nous remarquons que

d.ans (tO), elles apparaissent chacrine d.eux fois, dans chaque termel par

conséquent ni 1e signee ni Ia norme de ces fonctions nta beaucoup d"rin-

portancet nousJouvons d.ès lors prendre v., teI]Ê ques

1f dr * 1

t-

f
o

I v
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quant à oZ nous Ia rempLaçons par une fonction v| norméer mels non

orthogonale à Ia fonction v1, ctest-à-dire telle quet

u2

où v, est encore orthogonale à o1 puisque i

vvIvu2* I

2
( 1)

Et (l) - v1

§ê

,1

oô

o

."] Hv
1

e€,

o

,! E ,r ^")'-W

ôê

§|a

eo

ôê

Eé

&

Éo

I u2 u1 dr =rI
*[ "fa" -oI

2

est en fai-t arbitrairer nous la prenons telle quet

I

2
vvv

I
d,r

{

La fonction v^- '2.

,l -, ( r\) -o: (r) "-X "o &Yêc h '} o

d.roù r u.*cc(1")-rt r (;r) "r dr .

Expltcitons alors Irinéga1ité (tO), en rempJ-açant v, pa,r sa valeura

(5.tr).

dr

oêo

I v 0vE
11

2
1."]

1
,2Ho2Id.r

0
2.l

§o

ôo

dr - l,{:,""

,jl,
o o

U['r''r - '''fu'
oo

(D"r

§ê

Développons chague parenthàse, en tenant compte que E est un opé-

rateur de dérivatir-,ria
§P

F,
oso

À) vrdr -H1 $Ol" "ru,[r(2')v,dr
'aro

H.J
o

o(À)s ur (À) d.r -H1 E or( À)dr
1

oo

oo

,f"
o

îr)v.,u,r6t »", dr hrî
æo-rl

ar)a (\ ) "r dr l-it.i +H 2
1ÿ

j't(x) ", Jd
11

fæ

r_
,) ',

o

oo

i;Ë,n", uJ' - yï,
Èo o 7

ar)u (r)"r
o

.i
1

+H
'1

Hv
1

d.r

o
1
Ev

2
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r_rsâ+ z-tu(ir,) ri v., d") ,1 E 11 a=[' G, (t) "1 ttr é 0.
';oJo

Après slnplificatton, i1 reste:
§A §ê æ ooI11
(it) n r^r(',) dr - H., .,[- *[ r[." t^) "rl

o

lrrf, Q' )n ", aJ
2

H (r)'1 d.r -
o oo

'Èa§.,

+2H

0r, renarquons que Ie d.ernier terme peut srécrire:
e<, 9o æ

H
11 dr+H

o

11 u (;r) ,1 drI
o

û) (h)'H v, ar 4! 0.

,kxl ,,,.=I['(r) n,1+,1 , r(Lü ,,f'o- ». [ur] -#'",1
§Ér

oo

dr

drocêrv est nulle aux llmites de Lrln-
1

<=,€eâ

[«nr{= "'{:r) 't *[

tervalle [-o ,.-]
D t où nous obtenorrs I

H

s-

H
11 o(D u r,r(,! tu 4

ou eïr.c ore t

H

o

l["rÀ) u v, uJ'
€O

Çç

o

2

ôê

+, rfî <» , ul À) dr ,,1,f". H c': ( À) .i î dvn d r(i)
I to /\\J -L "dr dr J

2
v

o

etpuisqueL-- (,#) " , iI vient quer
æ dJ

.J(,r) t or ( À) dr G[".,,,,<^l

lf ".

2
(ù

o

En fait, Ia fonction v, est ldentique à 1a fonction u"
§,§

v vï, dr
1 1

r dl'tt ou
'§o

[" 
,U r, c,r(L) a" A fi 1t

i, o: (2" ) .=] 2 (5.t2).
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Nous avons d"énontré préeéd.emment que 1e prenier nembre d.e cette
lnégaIité était une fonction continue du paramètre )' I iI en est d,e

mêne d.u second. meubre, carS

Lin
f,-r oLF,,

j;, ("-M- 1) r o.rdrT, ro ( i') d.r - L

I- ctr - I1m
)u*o

1
T ttt

q
u,u{ = Iim

À*o
€,Ô

s§

J
o

.j

t
o

+ Iim ,\'

).+ o

,l 
cù) Er t

o

2?r["

Si nous supposons que Ia fonction ua

û, r "-îrr i[r.
?t

est continue dan" ["r*] ,
1t

J'
e

o

alors nous pouvons passer à Ia limite sous 1e signe d.tintégrationr puls-
que chaque intégrant tend. vers zéro, en,- restlnt naJoré par une fonctlon
indépendante d,e 7", et intégrable d.ans 

L 
or*J.

Dans ces conditions nous pouvons d.onc écrire que tr* u,4* tË ,, ,, (=) uJ' (5't1)'
J,,r 

(=) I o(r)
oo

Et en nous servant de cette lnéga1itér ltldentité de Kato d.evient:

r* r 1* 12, (,t -J ", L u, crr . + LJ "r.,, ,.,u,_j
oo

ou encore puisque L [Ù * tr ,t ,
r3e aô

t .F,
2

r 4"t _ d.r,tLot

l1 .J est identique à e

(5.t4).

2
ut -'dans 1e

Lut1t
o o

Cette inégalité ne fait d,onc intervenir que Les valeurs expérimen-

tales, ctest-à-dire ktt et êtt , drautre part nous nrutilisons pas

lrinégalité d,e Schwartz pour y parvenir.
Si nous comparons mai-ntenant cette d.ernière expression avec les deux pre-

mières que nous &vons obtenues, (7) et (g)r nous conetatons que ces deux

derni.ères ne sont que des cas partlcuJ-iers de (t+).

cf""
1

En effet: ?

t
o

cas particulier où Ia fonction expérimen '"1 t est ldenttque à Ia fonce

)

)1
6 tt u" 1

+
r.1

L
1

u")

1
u
e

tiorr réâITè ü ' ;r puisque alorg
e1 e;tt 1t

Lut dr 2
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eo

*{".,}'t {J-*a, ot a,
2 2

(J
2

,t% tlr
1

1 1

Z) fn utillsant lrlnéga1ité dà Schwartz , nous passons de

+rË ,*, u,]et+ L) et t
drrsiu, est normée à ltuntté.

1t

(5.t 5).

, où b est un paranètre ln-
1tr

e5

2

ÿ' ',t'1
a 8tt

o o

Signalons encorer eue ltlnéga1ité (t+) obtenue en nous basant sur
les deux théorènes, peut aussl Stre cal-culée en partant clrun prtncipe
variationnel. Cette méthod.e met plus clairement en évid.ence Ia générali-
sation du problème sans état tié, au problène avec état Iié.

Lorsgufll ntexi-ste aucun état 11é1 Irexpression variationnelle de

Kohn ( ou de Hulthen) srécrit sous Ia formet

a -a
ç,

Lu. drtt
o

Maise sril existe un état J-1é, u* d.olt contenlr une partie corres-
pondant à cet étatl soitr r,t=ot +bu"
d.éterniné.

Puisque u^ est nuLle en zéro et ltlnflni, uf vérffie les m8mes8tt
conditions linûites gue ut, crest-à-di.rer

o

*"t- " pOUf f -+ oo o

fntrod.uisons cette valeur deæ ,t dans (t:), nous aYonsr

I
ot

"; 
(")

(o)

&è -t- {Ul*o*qr] ,["i *bb
o

e .,.,

"r - [ir ui ar - {t*,, , o;
oo

I tlr
1t

+
-]

I
ot 2

-

[* 8rtLu
q

d.r-b Lu
1t

o

aæ

Puisque u" est null-e en zéro et lrinfinll iI reste après deu:
"1t

d.r.
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intégrations par parties dans la seconde intégraler
€ô <'è Èê

aêa

e/5

d.r où B

bf,,
)e
o

1t

(5.r6).

lru. L u. d.r - 2tt"f

1r
-2lu^ Lu-dr-2b

) t1t t'

o

1r r

-)"rLurdr
o

,1at

t 1t

Déterninons Ie paramètre b variationnellementt
eê

o

r,ular-t2 Ï, ut̂- d.r.

rto u
è̂

dr =0
1t

2

I

eur L, le ternee

soit t 
, Qa

t L orr dr + t Lr"",*' orr u=]

o

f'.
-' "1t

o

I% 1t

-17-rb = --- lu L u. dr.utt ) ett t
o

Avec cette valeur de b e ooüs obtenons lrinégaIité,
w

tr"
(?§

1 ."]tuL+
1t

Et puisqo" ol vérifie Les mênes conditions llnitee que ut e norls

concluons que lrinégaIité (16) fournit une borne supérieure de a.

Enfin, lrutilisation d.e 1a fonctlon dressai

f- -C f " ,, , *, u") ts ., r] est prérérabre à cer.r-e de u*r

puisque dans Ia premièree J.a valeur du paranètre b est extrêEütnr

Signalons etlcore que de nombreuses applications ont été résolues
en utillsant ce type d.e fonction 8 pa.r exemplel dans Ie cas tle la tLiffu-
sion éIectron-hydrogène2 J.rétud,e de Borowitz et Greenu"r*(Jt)

Dans le cas de valeurs quelconques d.u moment angulalre orbital, Ia
généralisation se fait alsénenti nous remplaçons a par A, et tntrodui-
sons dans lropérat

t-
At z Att- F,

t
o

{

1 1+1
2r

,

2

(5.tT).
o

où Ia fonction dr essai vérifie 1es cond.itlons limltes guivantesl

o1t (o) - o

, \ r-1 -(r + t)olt (r) -, A,^ Pour x-+ so ,rr'' (z r +'t )



et
d.e

91

où. Le comportement asymptotique de 1a fonction d.fessal srobtient
Ia nême manière que d.ans le problème sans états liés.
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§3. CAS DIEXISTENCE DE PLUSIDURS ETATS LIES.
================================:==.-======

Supposons

Soit r Ei , pour

tt
e

pours

qur 11 existe

i - 1.o"N9

'l - 1"o.Nl

exactement N états Liés.

Les énergies de ces N états 1iés;

, Les fonctions propres correspond.antes.

Les valeurs d,es énergies sont rangées par ordre

El L 82n.. .z..EN.

1
sont négativesr par contre celles d.es t, sont

1

Supposons

croissant I

Les

pos itlves

encorec Que

nous avons

valeurs
sieê

d,es E

I =-(tr),,"
Malheureusement, 1-es fonctions propxee et 1es valeurs propres des

I'I états liés sont inconnues.
En raisonnant comme d.ans Ie cas drexistence drun seul état Iié, nous

sommes amenés à choisir une fonction 'G) 
I telle que 3

0J = (r) (ur (5.te)
1

\:l<)

d.e façon que I(, LCI dr 4a

1
ua

N

L
=L

) L1^L

o

Notons que cette fonction ûi

tions propres des états f.iés e

<)-5 <-r<,

est orthogonale à chacune des N fonc

en effet nous aYonst
.>êj

{"
u t

:-

d.r -f
Q<)

I(0u 2-*e. dr
]-'r. 

uiud.rt
1

N

L
i-=1

<ÿ

<5<>

tf,
o

2
e

1

ooo

€r€

udr 11 dr
ooo

puisque les fonctlons propres sont orthonormées.

Dans ces conditions, nous avons biena
É

f, ri ÿ (-,
1

u dr= O (pour1 1.....N).j

00)f
-)o

L (, d.r 4 (5.t9).
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En utilisant 1a relation (te), nous pouvons expllciter cette lné-
galité, soitr

.)

<rê
Crô

(!

T
)\

o

f
)"
o

N

x+
N

.J
ÿ
o

N

L «rtlr €i rE

Urff
o

6','=)
I

iJ
us

u

,UEr
)'o

N
lJ

a=l
0

'1

N

:l-t,

,b

tlE ï, û)-l
]-

d.r
1

É€ata

F,(i a,F$
}I

Ltùdr- X ,u, fî
)eJ

o

uI
I d.r - u

O
d.r

a.
].

oo
1 1 1

@o

+
N
L tLe

l_I
o

{

drx

fr,
o

.J tu
Ê l,1

ÛJ I odr d.r 4 0.
f 1

En appliquant }topérateur L à chaque terme, nous a.vons encoret
-§Ô er§

I

j, '"f*
o

N

LOttr - f,
1=l

1=l
o

el

N
x

1=l

u l, tOâ
1-

L

N

dr- X
1=l

èê'

t

drico
lo

e
1 ÿ

Lu d.r
e.
1 1

o o

êo

1""

J" r-
o

t.
l_

dr
T"c

1
to dr uÊ

2

dr 40

, il rester

el

u L (,-, d.rf ei
t"r) l, u d.r

4

I
lûJ u

) ei
o

êô æ
u"] rf

o

.J
i

o

eê {3ê

+ u
l_

uLei

N

1

d.r

r"
o

u
"1

ô€'€

oÿ
o

En tenant compte que L u =ê u
q" 1 ?, ,

1

L ud,r 4 L tOd"r
)

û) u tlr
tl1c.

1

N

4x
i=-l ei ei

1 r
o

rC's

o

Et après d.eux intégrations par parties d.ans Ie seconal membre, nous

& §oavons 3

f-
o

1[

-toiL è.
l-

LO
2
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."] (5.20).2

,rrUf,

§a)

f (DL (ù dr 4 tuu
N
!-

i=1
1

ei L_f
o

Ç
l_

ï,

o

r, âa1 J ", L u* dr
o

I ,t dr.(r 2

V

(t ,t)2 a,

r.:Ë
N

ucô
l_

lr
Ll ,.J.

tZ
(t otlu:|,

N
rL

i='l
2

I
l-= I

11 L

oo

4 )t N 1 N

-
soit que 8 ( 5.eo') .

Cette d.ernière inégaIité présente leavantage d.e ne nécessiter Ia connais-
sance que dlune seule valeur propret N. , 

1La borne supérieure d.e 1a longueur d.e collision est d.onnée pabr

[- 
, trdr 4 t f,r 

o.)2 d,

'">'§
=,ô

(5.2t).
eN

Cepend.ante cette inégaIité ne peut nous servir que si l-a valeur
d.e uN est connuel ce qui nrest pas 1e cas en généraIe clest pourquoi
nous alIons rechercher une autre inégalité en nous basant sur les deux

théorèmes cités précédemment ( §Z)o ''

Nous choisissone une baee de I{ fonctions propres orthonormées,
soit v. pour J. = 1n...N, et nous écrivons llopérateur haniltonien sous
la forme d.rune matrice de rang Ns

f
4

A lrald.e de lrinégalité d.e Schvartz, noue evons finalementc

6 L.rdr -a.1, + [r,*;2a" (5.20,).I r=r I )' a' -)o c (
Cette borne supériËure d.e I ruLutd.r, peut être améJ-iorée, si nous

observons r/ )ç
que 1es vâleurs E. étant rangées par ordre croissant, Ies e , sont ran-
gées par ord.re d.écroi.ssantl dès lors *N est la valeur mininum des 8..
IL slen suit quee
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tIL.

1'
I
t
i
,
I
I
I
t
I
I

ryi
9ô

F
1 N

$,zz)

%ru

oùH ij -[ 1 jv Hv d.r.

Nous supposons que les fonctions d.e Ia base sont suffisamment bien

choisies pour que les valeurs propres qui leur correspondent soient tel-
Ies que E.{o

1
pour i = 1.o... N.

Les valeurs propres d.e Ia natrice sont donc égales à E..

Considérons ensuite une fonction propre y (r)qui est teIle que t
æ N+1'

P

i ln-t'rl 
2 d'' = 1

o

'N*1
v d.r = 0 pour i - 1....N.

Avec cette (Iri+t )ième fonction, nous reformons Ia natrice de rang (tt + t ),
soit Ht N*t

dN
s1 Sw rn Tn ru*r

HN*1 ,1 
HN*'t 

,N 
HN*1 

,N*1

o-

1

H
I
l
f
I
I
I
I

1

qui peut encore srécrire, en sachant quer
æ

[ ,r, dr - rr(tt) pour I = 1....N
111

tH ij d.r *0 pour irj = 1....N . i *i,



,.N
"r,

I

I

I

",J*

I

I

I

I

I

+
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-H '1 
, N+i

pour i = 1n....N

(5.22')

' 'HN*1 , N*1

-(tu)
"N

111 Jlt
1rN+1

où HirN*'l = EN*1 ,1 poux i = 'l " " (N+1) '
Puisque le d.éterminant dtune matrice est égaI au prod.ult d.es va-

leurs propres, nous avons quet

Déterninanr de la narri ce(zzt) =,{*î1)...,$1i' ) (5.22,,),

Par application d.u théorème 2p i1 vient quel

E(N*1 t E
l--

(tr)
i

o= r{N)= o, a,ot r[N*1). o pour i - 1...I{
Par Le théorène 1, nous aÿons aussi que ,$lî')> o

Développons 1e déterminant de (Zzrl suivant les éIénents de Ia
d.ernière lignernous evons ques

H 0-- -- ---H
_N
-ti^rz\

nT
\lN+1

I

I
I

I

I

N+1

1 l rN+1

'rrç*' _ti-"N+'1 ,1

HN*l 
,'r---'HN*1 , i$r, HN,N*

= ,{T:1 )..uf*i'l
Final-ement , le déterminant d"e (ZZr1 stécritr

("**.,,., )' u[T)....r$*)* ("**,,r)' ,{*) ,r*)...r$*

*EN*1 rN*1 ,l*)...r§*)

t rr[',

) +

I

I

I

I
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dtoù nous en tirons le valeur d,e e HN+1 
,N+1 r

u
"N+1,N+1

,.T,[T
].

,(t't+t )
Xo. o o rX

pour i=l .. . . .N9

;(N)-
"1

u§**'
;TN)-

"N

1

l_
Hû]

('r,**', )' *

n(N) < o

,f**'à o

(u+t )* E(tt*t; ,(5.21) .

1

12
a"l

)N

L
i=1

Remarquons que dans Ie d.ernier terme, chacun d.es rapports
,(u+t )

1ry
est positif puisque

(w+t )
N+1

de plusI E 2 O, Par eonséquentt

EN*, 
, w+r ?

N
T' ('**', 

,', )'
(5.24) ,

Suivant Ies hypothèses dcs deux théorènes, Ia fonctto. oN*., doit
Stre normée3 maie puisqutelle apparalt deux fois d.ans Ies d.eux membres

de (zq)r ra valeu" af? y*1 )2 a" nra pas dtinportance, nous pouvons

donc cholsir pou= rN*1 Ia fonction r

N

tN*1 = 0 .I . (o 
'vr) 

v,
1=l

qui est bien orthogonaLe à chacune des fonctions v, (pour i = 1 ...N).

Dans ces conditions Itlnéga1ité (z+) peut srécriret
N

nI
1

1l-

" 
-î "rf"' ui

rf"

ûaf i.ù - §.u
1

v çv, dr

1
d.r -

-1 
1

1a"V ilt s.É.
1

é4

il* ,u,
€)o

L

§O

(

\
1

di

F"r.']
o

o

Hv. /'ro
1J
Jo

v

=r,o

Explicitons cette reL'ationt
cp cêæ ôô

u=[î
) {,*

- r, [ru,ru, l'
iJo

<=ê

{8,
t» d.r - ,J,'

-ràlv. E v. d
L)1 I

o

d.r L l1
oooo

cêcp

»,f,?1' r_/o ^"J
+v. uJ1J+

o

(t)v
1

dr Ef, r
2

77

(])vt d.r
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."]
Gê

- 10'1

(l)v

€'o

U,'
a= l-u,I .iv. Hv.

11
1

+
2

1

2
1

x
1 il-

1

-2

I

Hv t
1

v
1

ET
1

1
o

tA <)ôæ

r J:I f
o

"{ 1
oHv v. Hv,ar d.r o

II reste après suppressJ.on d.es termes égau:rr
êo

§
oHodr ? iJ.,

1 t
2

I:Hv ."]
,T

1
1

Après deux intégratlons par partles dans Ie second membrel nouo

obtenons, sachant que v. est nuLLe auJ( limites d.tintégration et que

H (o- E of t

f,
o

2
E(0dr >/ r ou encore,

]-

aro N

L
1=l

2r
)o

o)I todr I i t ,t (5.25) .

N

:

GÉI

a 4a, - I-r, t *,
Jo

l["

ftl10

1 ."]lHut

.J

1 ,T
1

Et en introd.uisant cette inégalité d.ans Ia rel-atlon d.e Katol nous &vonst

N

dr + "X lr" (5.26) ..J.t
1

2
1

N
,t

i=1 e
L o

Si nous remarquons que les expressione (24) et (zS) ont la n8me

forme, à Ia seule dlfférence près que dans (Z>) Ia fonctlon v**, cst
renplacée pa,r 1a fonction o r nous pouvons conclure que Ie cléternl -
nant (22,1 {oit ausst être invariant pour une telle trsnsformation ,
stsgt-§-d.lre pour Ie passage d.e ( 

"trroo..rv11.r 
,lf*t) à(vrrvroo.ovg.t o ).

En effete Ie passage des fonctions ( v1 ,v2oo. rv11.t trt ) aux fonctions
(t1 .....vN rrtt*t) se falt à Lf ald.e d,rune matrlce uninod.ulaire I soit

o,3
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Ia natrice

B

0

0
I
t
I
I

\0

N

I
1=l

(o,rr ) (o:,vr)

ElIe est blen telle que lton attc

,1

2

ÿ1

u12v

B

,N

'N+1

En effectuant cette transformation, nous retrouvons la définitlon

tN

(r)

De plus nous voyons directement que : déterninant B 1.

Comme dans le cas drun geul état l-ié; renereuons que nous pouvons

relier ltlnéga1ité (Ze) à ltexpregslon variatlonnelle de Kohn ( ou de

Hulthen)t nous choisLssons pour cela une fonctlon dressai tel quer
N

I

d.elafonctiontr.l:tr.la

tionnelle

(orri)r, * r**.,

+ X b.
1

l-æ I

de KohnI
§a

'.i&
drt

Après déternination variationnel-l-e des N

obtenons une lnégalité d.e Ia forme (ZS).

ti'U.E U.tt et nous lrintroduj-sons dans lrexpresslon varla-

*tLrtI
paranètres b, r nous

Dens Ie cas dlexistence des N états 1iés1 nous evons ainsl d.eux

inégalités (zl) et (26), à ltaide desquellee nous pouvons obtenlr une

borne supérieure de Ia longueur de collislon. Généralementl Doucl obte-
nons à Ltaide de (26) un meilleur résultat qurà Lraide de (zl)l en effet,

1



1A1

nouc sommes arrivés à cette dernlàre inégaIité en falsant deur maJora-

tions successlves, et en utllisant LtinégaLité de Schrartz. Cependante

lfexpression (Zl) présente llavantage d.e ne pas nécessiter Ie cholx
drune base d,e N fonctions correspondant aux N états liée; cornme dans

(26)ç bien qutil ne soit pas plus facile de choislr une fonction de dif-
fusj"on sufflsamment bonne d.e façon à obtenir un résultat utile en par -
tant de (et ).

31en entendu, nous pouvons généraliser ces résultats à une large
classe d,e problèmes, puisque nous nravons considéré tci que 1e cae Le

plus simpl-e" La seule restrictlon à malntenlr, est quriL ne d.olt cxl.s-
ter qulune seuLe dlrection d rincid.ence.

Recherchons pax exemple, Ia borne supérieure de 1a longuuer d.e

collison d,ans Ie cas de 1a diffusion drune partlcule par un système

conpoeé, mais possèdant N états liés. Partons de lrlnégaIité Qe).

Désignons par ,1, t
Dar O.-l_ L1é

g 1a fonction dlonde d.ressai

e Ia fonction d r essal du iène état

$.27)

Dans ces condltions, IIinégalité (5.26) devientr
§A GÉ

N
d'ü + X

l=l
-fA LL.t

ç 1 [G]no ."7e{LJ l- ]- J+ot /r (, +

Si d.e plus e 11 exlste à lrinfinl une interaction entre Ia par-
ticule diffuséc et Ie diffuseurl dte à la force de Coulombl lrlnégati-
té aura encore Ia nêne forme que dans (zl), mais cette foisl a sera
définle en terme d run tléphasage additif, soitr

/tu'a \&--l-l

\nr' / u*o

4,

o

où. C
2 est Ie facteur tle pénétration d.e Coulomb.

per r\ Lropérateur r - # (r - e*) ["t r ::] 1" hanlLtonlen
'' I total

I où E- cst Irénergie de

I 
g llalson aa Itétat

( fondamental.
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Dans ce oasl J-e comportement asynptotlque de la fonction d.ressal
varie quelque peue pulsque Ia force de Coulonb intervlent à lrln -q,t

finl.

Notons encore
pl-us particuller de

que toute cette étud.e peut être refaite dans le cas

la d.iffuslon dtun neutron pex un d.eutéron.
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Lressentiel à retenir d.e cette étud.e, est que d.ans tous 1es cas,
nous evons pu obtenir une borne supérJ-eure de 1a longeur d.e colLlsion.
La précision de cette borne d.épend. surtout d.u choix d.e 1a fonctton d.ror
d*.ltessal et , en général; Ia méthode variationneLle de Kohn est pré-
férab}e aux néthodes de Hulthen et Rubinow, rappelons que La néthotle de

Schwinger nra pas été appllquée ici"

Nous avons vu d.ans le premier chapitrer eue La section efficace
d.e diffusion srexprime, à énergie nulLe, en termes de Ia longueur d.e

co11lsion, solte
O = 4n*2 pour k =-0.

0n pourrait penser que Ia connaissance de 1a borne supérieure d"e tt " *r
entralne la connalssance de Ia borne supérieure deOe lL nren est rien.
Consld.érons en effet un cas simples supposons que pour la d.iffusion
d.lune particule d"e monent angulaire nuI, nous ayons obtenu une borne
supérieure posittve d.e t' a ,,, soit a { R.

Ne connaissant pas Ie signe d.e I' a ,r e h. valeur rée11e d.e Ia longueur
d.e collision pourra. se trouver parmi Ies valeure posttives, inférleu-
res à R 1 mals aussi parni les valeurs négatlves proches de zéro1 sl
la valeur de R est suffisamment précise. 11 slensuitr euten rempla -
gant tt& ,, par R I nous obtiendrons pour 6 une borne supériêurê D&rr-

quant totaLement de précls:ion" Dès lors, Ia connaissance d.e Ia borne

supérieure d"e la longueur d,e coLlislon ne nous conduit pas. à La borne
supérieure d.e la sectlon efficace de diffuslon.
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