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Les unités adoptées sont le kilogramme et le centimètl'e ; le t,'avail 
mécanique est expl'imé en kilo.'1mmmètl'es; 

F, Pou Q, force quelconqile: 
T, effort tranchant; 
M, moment fléchissant; 
M', moment de torsion; 
± t,tensioll intérieure normale de traction ou de compression; 
e, tension de glissement; 
0, dilatation ou allongement spécifique, rapport rie l'allongpmcnt 

ou du raccourcissement total Ô. il la longueur primitive 1 : 
'X, coefficient de dilatation ou inverse du module d'élasticité longi

tudinale E: 
y, glissement; 
~, cl)efficient de glissement OH inverse du module d'élasticité de 

glissement E'; 
R, coefficient de rupture il. la traction; 
R', coefficient de rupture il la compression, par unité dt' surface: 
R", coefficient de rupture au cisaillement: 
R"', charge de rupture il la flexion: 
R"", charge de rupture il la torsion; 
1", 1''', 1'''', 1''''', charges spécifiques admissibles il la traction, il la 

compression, au cisaillC'ment. il la flexion ct il la torsion; 
1, moment dïnertie d'une section plane par rapport il. une droite 

située dans son plan et passant par le centre de gravité: 
I p , moment dïnertie polaire d'une section plane; 
1'g, rayon de giration d'une section plane. 
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PRÉFACE 

L'application des mathématiques à l'art de l'ingénieur 
a pris un développement considérable. L'empirisme 
tend à disparaître de toutes les branches de l' acti vi té 
intellectuelle pour céder place à la science. La théor·ie 

n'est en opposition avec la pratique que si l'une des 

dell.x est défectueuse. En Résistance des Matériaux, en 

Construction des machines, en constructions civiles, en 
électrotechnique, la saine théorie a permis d'éliminer la 
mauvaise pratique. 

Comment établir une théorie? Effectuer d'innombrables 
essais avec toute la précision désirable, les concrétiser 
par la théorie des moindres carrés, en déduire une loi 

générale affectant la plupart des matériaux, échafauder 
la théorie et la développer, c'est là le procédé le plus 
rationnel. Les mathématiques constituent alors un ins
trument admirable, surtout quand il est manié par des 
mains habiles et prudentes. Car le calcul différentiel et 
le calcul intégral ne peuvent donner que ce qu'ils ont 
et toute question un peu générale devient souvent 
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irrésoluble, du moins dans l'état actuel de nos connais
sances, si on n'introduit l'hypothèse, la constante. 
Encore faut-il qu'elle soit très approximativement con
forme aux faits, ce qu'il y a lieu de vél'ifier minutieuse
ment dans chaque cas particulier. 

Les auteurs modernes, Bauschinge!', Foppl, Bach 
surtout, ont largement usé de ces procédés rationnels et 
nous avons essayé de les suivre dans cette voie en 
empruntant souvent à Bach le meilleur de ses expé
riences et de ses déductions. Nous nous sommes 
souvenu, d'autre part, des belles leçons de feu M. Bou
din, Inspecteur Général des Ponts et Chaussées, Pro
fesseUl' à l'École du Génie Civil de Gand, de M. L. Ans
pach, Professeur il l'École polytechnique de Bruxelles, 
de feu l\I. Bonka!', Professeur il l'Université de Liège, 
et nous avons consulté les beaux travaux de Lamé, de 
Saint-Venant, Flamant, Résal, Poincaré, Boussinesq, 
Her'tz, Grashof, Winckler, relatifs il. l'Élasticité et à la 
Résistance des matériaux. 

Nous reme!'cions 1\1. Ch. Günther, Professeur à 

l'École Supérieure des Textiles, d'avoir bien voulu se 
charger avec nous de l'aride travail des corrections. 
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PRINCIPES 

Lorsqu'un corps solide est soumis à l'action de forces 
extérieures qui lui font équilibre, il se produit dans le 
corps des efforts intérieurs ou actions moléculaires. -
Considérons (Hg. 1) un solide quelconque soumis à l'ac
tion des forces extérieures Pj, Pl, P3 , P, et 1\ qui se font 
équilibre. Imaginons une section fictive, S, partageant le 
corps en ùeux parties A et B. La partie A est soumise à 
radion de drux forces 1\ et P:;; si on avait sectionné 
réellement, la pmtie A ne serait pas restée en place; il 
en résulte que la partie B exerce sur A une adion molé
culaire qui fait équilibre aux deux forces T\ et p •. De 
même A exerce sur B une action moléculaire qui fait 
équilibre aux forces extérieures 1\, P2 cL P 3• Il est bien 
évident, d'ailleurs, que, Cil "ertu du principe de l'action 

WtVE. - Résistance des matériaux, 1 



égale ;\ la réaction, l'action moléculaire de A sur B en un 

Fig. 1. 

point de la section S, est égale et de sens conlmù'c à l'ac
tion exercée pal' B SUl' .\. 

P, 

Fig. 2. 

()n prut conrllll'(' que dans un corps solide il ya équi
libre, pour une portion quelconque de cC' corps, entre 
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les efforts intérieurs qui agissent sur une section ct les 
forces qui agissent extérieurement sur le corps. C'est ce 
que montre clairement la figure ~. 

Nous aurons l'occasion de voir que le procédé précé
dent, appelé méthode des sections, est souvent employé 
pour calc.uler les efforts ou forces moléculaires qui se 
développent à l'intériem des corps et pom s'assurer 
qu'ils n'atteignent pas de valeurs dangereuses. 

Les seules molécules qui agissent les unes sur les autres 
sont celles qui sont distribuées à des distances extrême
ment petites de la section que l'on considère. - Ce prin
cipe peut être consi(léré comme évident, et quand on dit 
qu'une section située à l'intérieur d'un solide est soumise 
à certains efforts, on entend par là que l'ensemble des 
molécules situées à gauche cie la surface considérée exer
cent des adions sur les molécules situées à droite, et 
réciproquement (tig. 11. Poncelet, dans son « Introduction 
à la mécanique industrielle )), étlldie l'action atlractive et 
répulsive de molécules voisines il lïnt(;l'ieur des corps, 

Les tensions intérieures ou actions moléculaires sont 
de deux espèces : les tensions normales et les tensions 
tangentielles, - Un élément de surface ds (fig. 3 ct 4) à 
l'intérieur d'tm corps solide est soumis, dans le cas le 
plus général, quand le corps reçoit l'action de forces 
extérieures, à un effort oblique, f, ou force élastique; on 
peut décomposer cet effort en deux composantes: l'une, 
t, nOl'male il la section considérée, l'autre, e, située dans 
la section, La tension t est dirigée de l'élément ds vers 
l'extérieur; c'est alors une tl'action + t (fig. 3) ; ou bien 
elle est dirigée vers l'élément; c'est une pl'ession - t 
(fig. 4), Les tensions + t s'appellent tensions normales. 
La tension e, située dans l'élément, se nomme tension 
tangentielle, Une force élastique, f, agissant sur lin éJé-
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ment de surface ds, est donc complètement déterminée 
quand on la rapporte à trois axes coordonnés; l'un, l'axe 
des h, par exemple, est perpendiculaire sur ds, il fournit 
la composante + t; les deux autres, choisis dans le plan 

ds .. 

Fig. 3. Fig. 4. 

ds, donnent les cleux composantes ~x et 0" de l'effort 
tangentiel 8. 

Les tensions s'expriment toujours par unité de surface; 
en sorte que si elles agissent sur un élément de surface 
ds, leur valeur réelle sera -+ t ds et ex ds, Gy ds. L'élé
ment cst admis suffisamment petit pour que les tensions 
y soient supposées uniformément réparties. 

THÉORl~MGS SUR LGS TENSIONS 

Généralités et conventions. - Par un point situé à l'in
térieur d'un corps, on peut faire passer une infinité d'élé
ments de surface ds ; il suffit de faire varier l'orientation 
d'un élément quelconquc passant pal' ce point. Nous 
aurons l'occasion de démontrer ultérieurement que lorsque 
l'on connait les tensions t et G appliquées à trois éléments 
de surface différents, passant par le point considéré, il 
est possible de déterminer les tensions correspondantes 
sur un élément orienté de quelque façon qne ce soit, 
mais passant par le point. 

Nous avons montré que l'action moléculaire de la par
tie A (fig. 1) d'un corps, sur la partie B, en un point C 
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d'une section fictive S, était égale et de sens contraire à 
l'action moléculaire exercée au point considéré par B 
sur A. Elevons au point C, et dans un seul sens, la nor
male à la section S. Cette normale est, par exemple, 

z 

o E 

dz /t,y 
, 

9yx / 
, 

<----( 
: 

G rc------jl----d' 
F 

(lyZ~ 
x 

dx A 

,y Fig. 5. 

intérieure pour A, extérieure pour B. La composanle nor
male t de l'effort élastique de A sur B Pl'oduit une exten
sion de 13 quand el1e coïncide en direction avec la normale 
extérieure; nous lui donnons alors le signe +. Mais la 
tension + sur B est la réaction de B sur A et la tension t 
sur A est le signe contraire il la tension t sur B. Les 
composantes nOl'males des forces élastiques agissant 
sur une m(\me section sont donc toujours de sens con
traires. On peut dire la même chose des composantes 
tangentielles O. 

Il est permis d'étendre le raisonnement précédent au 
cas de deux facettes parallèles appartenant à un corps 
solide. Considérons, en effet, un parallélipipède infini
ment petit OABCFGDE (tlg. 5) et, dans ce parallélipipède, 
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les deux facettes normales à l'axe des Z. La perpendicu
laire sur la facette ABCO donne la direction de la ten
sion tz· Rapprochons les deux facettes jusqu'à ce qu'elles 
coïncident. La tension t~ sur la facette ARCO est la réac
tion de cette facette sur la facette DGFE; la tension 
normale sur celle-ci sera dirigée en sens contraire. On 
constate donc que, la tension t~ sur ARCO étant dirigée 
vers les Z négatifs, la tension sur DGFE aura le sens des 
Z positifs. Il résulte de lit que, lorsque la perpendiculaire 
extérieure sur une facett~ sera dirigée vers les X, les Y 
ou les Z positifs, la perpendiculaire sur la facette oppo
sée sera dirigée \'ers les X, les Y et les Z négatifs. Le 
même raisonnement s'applique aux tensions tangentielles 
a ou à leurs composan Les en Oy, ete. 

Conclusion: Pou)' les facettes du solide dont ?es no1'
males extùienJ'es sont dirigées dans le sens des cooJ'don
née~ positives les composantes de t et e sui l)ant les axes 
sel'ont également posüives ; SUl' les facettes opposées, 
les signes sel'ont contraires. 

Loi de continuité. - Nous supposons dans ce qui suit 
que la matière est homogène, c'est-à-dire que les corps sont 
constitués de la même façon en chacun de leurs points; 
nous admettons aussi que leur surface est continue. Les 
coordonnées d'un point M à l'intérieur d'un corps étant 
x, y, z, les coordonnées d'un point MI infiniment voisin 
du premier sont x + ox, y + oy, :; + oz. Les tensions 
t et e appliquées au point l\1 sont, en général, des fonc
tions des coordonnées x, y et z. Soit f (x, y, z) = tune 
tension au point considéré, Nous supposons les projec
tions ox, oy et oz de la distance des deux points assez 
peti tes pour qu'on puisse négliger leurs carrés. La ten
sion au point lH' sera 

'Of, of ' of ' r (.1:. y, ~) + -,- ox + .-;;- oy + "3":- oz 
oX 0!J UH 
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à cause de la loi de continuité. En effet, une fonction est 
continue quand on peut lui appliquer le théorème de Tay
lor qui n'est applicable qu'aux fonctions continues. Nous 
supposons donc que les composantes t ct 8 de la force 
élastique sont des fonctions continues de x, y, ;:; ainsi 
que leurs dérivées partielles du premier Drdre, leurs déri
vées secondes étant négligeables. 

Equilibre d'un parallélipipéde infiniment petit. Théo
rème de la réciprocité des efforts tangentiels. Variation 
des tensions. - Xous allons chercher des relations entre 
les tensions agissant en un point à l'intérieur d'un corps 
solide; de l'étude que nous allons entreprendre nous 
déduirons une loi fort simple régissant toutes les tensions 
au point considéré. 

Soit 0 le point (fig. 5) ; eonduisons par ee point trois 
facettes infin imen t petites que, pour simplifier, nous sup
posons normales; nous pouvons donc rapporler notre 
examen à trois axes orthogonaux OX, 01', ct OZ passant 
par les facettes et com'ergeallt au point O. Kous suppo
sons des facettes infiniment petites afin de pouv0ir ad
mettre une répartition uniforme des tensions. Construisons 
le paraIlélipipècle infiniment petit OADCDEFG de cotés dx, 
dy et cl::;. Les composantes de t et e sur OA13C sont les 
mêmes que les composantes des mêmes efforts au point 
o et ayant la direction des premières; les composantes 
de t et 0 sur OAED sont les mêmes que celles qui agissent 
dans le même sens au point O. En effet, les différences 
sont des infiniment petits du second ordre. Sur des faces 
opposées ces composantes, comme on a vu, cliffl'renl 
d'infiniment petits du premier ordre. 

Soit t" la tension normale sur la faccLte OABC ; elle est 
dirigée yers les Z négatirs. Décomposons la tension 0, 
appliquée dans cette facette, ell ses deux composanLes 
a,x et O'Y parallèles aux axes OX eL OY. Le premiel' 
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indir,e z est relatif à la direction de la normale à la facette 
dont il s'agit, le second indice x ou y iodique la direction 
de l'axe auquel la composante est parallèle. Comme l~ est 
dirigée vers les Z négatifs, (JOJ et (Jo" sont dirigées vers les 
X et vers les Y négatifs. 

Sur Iii facette opposée EDGF la tension normale est 
dirigée en sens inverse de lz ; de même les composantes 
de 0 sur cette facette sont inverses de eH et Ozy. 

La fonction en x, y, z de l, quand on passe en EFGD, 
subit un accroissement 0:':;. Développons cette fonction 
par le théorème de Taylor et arrêtons-nous au premlCr 
terme infiniment petit. On trouve: 

dt-
t~ + d; dz 

valeur de la tension normale sur DEFG. Les composantes 
8," et eX!! sont devenues respectivement: 

dO. ,l8zy _ 

Ozx + -Jz- d; et O,y + ~ (L 

Soit ly, tension normale sur OAED, dirigée vers les Y 
négatifs; les composantes Quo et 0yx sont dirigées vers 
les Z et les X négatifs. SUl' la facette opposée BFGC les 
composantes sont devenues: 

city 1 . dA y,. 0 dO,v 
t!l+ Tv (y. O'IZ + ~dy, !l' + ~ dy 

Elles sont de sens inverses ù ceux de lu, Gyz ct 8yx • 
Soit lx, composaIlte normale sur OCGD, dirigée vers les X 
négatifs; les composantes Ory et 0"0 sont dirigées vers 
les Y et vers les Z négatifs. Leur valeur sur la facette 
opposée ABFE est: 

dt x 
i., + -Z-d.r; ex 

Elles sout de sens opposés aux précédentes. 
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Chacune des tensions dont il vient d'être parlé est 
appliquée à l'unité de surface; sur la facette ABCO la 
tension normale totale a pour expression lz . dx . dy; la 
tension totale relative à OZ!! est eZ !/ • dx . dy, et ainsi de 
suite. Etablissons l'équilibre du parallélipipède infiniment 
petit. Les seules forces qui interviennent sont les compo
santes des tensions; éventuellement on peut faire entrer 
en ligne le poids du parallélipipède et une force d'inertie 
qu'il posséderait; ces dernières forces sont appliquées au 
centre de gravité du parallélipipède; on peut désigner 
l'ensemble de leurs composantes par X, Y et Z. Il y a 
lieu d'écrire les trois équations d'équilibre de rotation et 
les trois équations d'équilibre de translation. Cherchons, 
par exemple, l'équation d'équilibre de rotation autour de 
l'axe passant par le centre de gravité du paraIlélipipède 
et parallèle à OZ. 

II vient: 

[6 dy (r d8 yx d) dy J . 
y.r 2 + Jyx + ~ y 2""" dx d~ 

[ dy (0 dB"",) dl} ] - ery 2 + :ru + ---ct:Y dy :2 dx dz = O. 

La composante Z de la force extérieure n'intervient 
pas, son bras de levier étant nul; il en est de même des 
composantes X et Y ; de plus, les termes IJ, t" et t z donnent 
une résultante qui passe par l'axe. Divisons l'expres~ion 

, 'd t i prece en e par 2 dx dy dz; on a: 

o cl (J'Ir cl O.n; _ 
Oyr + yx + -d-' - dy - Oxy - exy - -d- dy - O. y y 

Négligeons les termes infiniment petits devant les 
termes finis; il viendra 26 yx = 26xy ou : 

En écrivant les deux autres équations d'équilibre de 
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rolalion autour d'axes parallèles à OS et OY el passant 
par le centre oe gravité, on trouve; 

d'où le théorème: 
Dans deux elements de sUi'face qui se coupent à angle 

droit, les composantes tangentielles qui sont normales 
ri l'arête commune sont égales entre elles, c'est-à-dire 
qu'elles sont J'eciproques. 

On conclut de là que si dans un élément de surface 
situé à lïntérieur d'un corps agit une tension tangentielle, 
il se trou\'e toujours une tension tangentielle dans un 
élément de surface normal au premier; en d'autres termes, 
les tensions tangentielles agissent par paires. 
Ecrivons maintenant les équations d'équilibre de transla
tion, lei les composantes X, Y et Z interviennent ainsi que 
(., l!! et t;. On a, pal' rapport à l'axe OS : 

dt, d eu< 1 cl d dflcT d d l 'd d d --, - d.cdyclz + -d-'- c:c y ;;;+ -,-"-' .c ye z+X x y ~=o. 
( ,7; y (,::; 

Par rapport à l'axe des y; 

d 0 rli dt '1 cl 0 "1 '1 
~ dxdydz+ dy clxd!Jd::,+ --dz:- dxdydz+ Ydxd!Jc::;=O. 

Enfin, par rapport à l'axe OZ : 

cl Bx, dO'I' d d d clt, • cl d -l~ dcd!Jdz + -d-' - 1: Y z+ -1- d:cdljelz+Zdx !J z=O. 
é.C y C;;' 

Di visons chacune de ces équations par dx. dy. d;:, : 

~ + cl 0fP + ri iJ a + X = 0 . 
d.t d!J d: \ 

~ + ~ + dO;L + y = 0 1 (I) 
clJ; dy cl;; \ 

dO." + ~ + ~ + Z = 0 r 
~ 'd!J cl;; 1 

Il Y a neuf inconnues dans les équations (I) ; mais les 
conditions O!,,, = 0"'1; OO!I =.8'1; ; H.,.; = 8zx ramènent le 
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nombre d'inconnues à six, Les conditions d'équilibre 
fournies par la mécanique rationnelle conduisent donc à 
trois équations renfermant six inconnues; le problème 
est indéterminé; le systl;me doit donc être résolu hyper
statiquement. Nous aurons, en effet, l'occasion de voir 
qu'en utilisant les relations entre les forces et les défol'
mations, c'est-à-dil'e en faisant appel à la loi fondamentale 
de l'élasticité que nous expo>erons ultérieurement, toute 
indétermination disparait. Quoiqu'il en soit, retenons 
seulement ici que l'étude des tensions appliquées à un 
tétraèdre formé autour d'un point il lïntérieur (lu corps 
solide est suffisan te pour (léterminer toutes les tensions 
en fonction des tensions appliquées sur trois éléments de 
surface passant par le point, puisque le nombre d'incon
nues est seulement de six, 

Équilibre d'un tétraédre infiniment petit, Ellipsoïde 
d'élasticité ou de Lamé. - Soit un point 0 ~l l'int('l'ieur 
d'un solide; on peut orienter Cil cc point autant d'élé
ments de surface que l'on Yeut. 

l'lous allons montrer que le lieu des pxtrémités de toutes 
les tensions normales ou tangentielles, appliquées sur ces 
éléments, est un ellipsoïde; il suffit d'ailleurs, comme on 
vient de le voir, de connaltre les tensions sur trois élé
ments de surface passant pal' le point pour déterminer 
les tensions appliquées sur un élément quelconque ren
fermant le point. 

Soient donc (fig. 5) trois éléments de surface W,c, Wu' 

Wz passant par le point 0 ; nous les supposons normaux 
l'un sur l'autre pour les rapporte!' il trois axes ol'thog'o
naux, ce qui simplitîe la question; le point 0 est choisi 
comme origine des coordonnées; les tensions sur les élé
ments sont connues, Conduisons un quatrième élément 
quelconque ABC, (le surface ~2, coupant les trois auLres 
et extrèmemenl rapproché de l'origine de façon que les 
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tensions inconnues, appliquées sur cet élement, puissent 
éLl'e considél'ées comme étant les mêmes que celles du 
point O. :"Ious formons ainsi un tétraèdre infiniment petit 
AUCO .. \ppclOIlS Ir, (!l' l, les tensions normales sur W x , 

w!I' W, ; (j'!1 ct ~'/' les efforts tangentiels perpendiculaires 
sur l'axe (les X ct appliqués aux éléments uJ!I et w, (ees 

Fig. H. 

efforts sont égaux) ; 0,,, 0" les efforts tangentiels (égaux) 
perpend ie ulaires SUl' l"axe des Y; fJ"I' O!/, les eIforLs tan
gentiels (<"gauxi normaux il l"axe des Z. Il n'en existe pas 
d'autl'es. Soient x, y, :; les composantes suivant les axes 
OX, OY, OZ de la tension inconnue f, résultante de t et e, 
appliquée sur Ud("nwnl ~L ]::tahlissollS les équations d'équi
libre du tl'trai'lIre suivant les trois axes; J'effort élastique 
x, y, :; passe par le poin L () puisque la facette ABC est 
supposée infiniment prL's de ce point. :"Ious supposons 
que la force exl(~rienre due à la gravité ou il l'inertie passe 
aussi par 0, ou \l'existe pas. Il vient: 

;1', !! == t x t'J.I' + (j1{,:rtOy + O;: .. /{!):; 
!J. Q == ty(!)y + O~yw;:; + OX!I(I):r 

~. Q = t,tu, + 0!l'wy + o""W,l 

(1 ) 
(2) 

(3) 



TENSIONS INTÉRmURE~ 13 

Soient 7, ~, Y les angles que fmme n avec les trois 
plans coordonnés; on a : 

d'où 

Q cos 7 = l'),,: Q ros ~ = ")!I; Q cos '{ = tù" 

cos ~ = ~; 
Q 

tù~ 

cos y = lT" 

Les équations (i), (2), (3) deviennent donc: 

a; = tx cos 7 + 0!l'" cos ~ + O~,T cos y (1) 
Y = t'I COS? + Ooy cos y + f)xy cos ~ (2) 
; = t" COi' Y + fl Jl , cos ~ + 6." cos a (3) 

On a de plus: 

cos' y. + cos' P + cus' y = 1 (4) 

..c, y et ~ sont lcs composantes des tensions sur un 
élément passant par 0 et de position définie par les angles 
a, ~, y, Pour trouver le lieu des extrémités des tensions 
appliquées à tous les éléments passant pat' 0, il convient 
d'éliminer a, ~ ct Y des équalions précédentes, Tirons cos a, 

cos ~ et cos y des trois premières; ils seront exprimés 
en fonction du premier degré des tensions tx, t'I' to, 
Syx = S,TY' Sox = OJ;, 8"1 = 8y", supposées connues, et 
des variables x, y ct;:;, Hemplaçons dans l'équation (4), 
nous obtenons une surface du second degré, La tension 
appliquée sur un élément ne pouvant èLt'e infinie, cette 
sU'rface est un ellipsoïde. Le centre de cet ellipsoïde est 
le point 0 lui-même; car en introduisant cos 7, cos ~ et 
cos y dans l'équation (/.) on obtient trois carrés parfaits; 
l'ellipsoïde est donc rapporté à son centre. D'où le théo
rème de l'ellipsoïde d'élasticité ou de Lamé: 

Le lieu des extrémités de tontes les tensions appliquées 
à tons les éléments de surface passant par nn point à 
l'intél'ienl' d'un solide, est nn ellipsoïde dont le centre 
est le point considé'i'é. 
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Cet ellipsoïde n'est pas rapporté à ses axes; mais en 
désignant la moitié de ceux-ci par a, b, c, et en effectuant 
un changement de coordonnées, l'équation prendra la 
forme: 

a, b, c s'appellent les forces principales. 

PROPRIÉTÉS DE L'ELLIPSOIDE Il'ÉLASTICITI~ 

A. - Les {m'ces principales sont normales, c'est-à-dire 
que ces forces s'appliqIlent aIlX plans diamétmux prin
cipaIlx correspondants; les trois plans diamétraux prin
cipaux SIlbissent donc des tensions exclusivement nor
males. 

Ainsi, les trois demi-axes a, b, c de l'ellipsoïde sont les 
tensions normales appliqué'es aux plans diamétraux prin
cipaux; d,ms ces plans n'existe aucun effort tangentiel; 
ct COlllilW ({ l'sUe yedeur le plus grand de l'ellipsoïde, la 
tension maximum est normale sur le plan diamétral cor
respondant ou sur le plan renfermant b et c, 

Heprenons les équations 

,1; = l.r cos a + Or!! cos ~ + OX~ cos 'r (1) 
?J = t" cos ~ + eyo cos '( + 6xy cos a (2) 
;; = t, cos '( + 0", cos ~ + ex, cos a (3) 

On a YU que Gry = ~'J"' 8!1z = ~ZIJ' B.r' = 0,," ; x, y et z 
sont les composantes de l'effort élastique {appliqué sur 
la facette ABC (fig. 6). Abaissons la normale OX sur 
cette facette; ON détermine précisément avec les axes 
les angles a, ~,'( compris enire ABC el ces mêmes axes. 

Appelons a!, ~', / les angles que forme {avec OX, OY 
et oz. On a : 

a; = f cos a'; .'J = f cos ~'; ::; = f cos i' 
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d'olt : 
, ,1; 

cos-x =,; cos y' = ;, 

Désignons par Cf l'angle que forme l'effort élastique t 
avec la normale O:\'. On sait que le cosinus de l'angle de 
deux droites vaut la somme des produits des cosinus dcs 
angles que déterminent ces droites avec les axes. On a 
donc: 

x y 7 

COS l' = f cos 0: + f cos p + i- COS y 

f COS 'il = .X COS -x + !J cos ~ + .:; cos y 

f cos 9 est la projection de l'effort {, appliqué sur l'élé
ment ADe, sur la normale 11 cet élément. 1\ous allons 
cherchel' quand cette force est maximum, Annulons la 
dérivée. Il vient: 

- ,1: sin 'J.d'l. - Y sin ;3d~ - z si [J yrly + cos "d.l: + cos pely + ' 
+ cos '(ri: = 0 .. , (') 

car x, ?J et -~ sont des fonctions, Les équations il), ::.l) et 
(3) deviennent, d'antre parL : 

d.r = - 1., sin -xd-x - 0", sin ~d~ - 0."0 sin '(rly 
.dy = - t" sin ~'lr -- 0yo sin i'ely - e", sin -xrl-x 
d: = - tz sin ~'el'( - 0yo sin pd~ - 0"0 sin 7.d'l. 

Remplaçons dans (4) : 
- ,1: sin 'l.d-x - y sin ~d? -.:; sin ydy + COS" (- tr sin 'l.d-x 

- OEY sin ~d~ - exo sin ydy) + cos ~ (- t,/ sin ~eli3 
- 0yo sin re/y - Of y sin -x(h) + cos l' (- to sin ydy 

- °1" sin ~d~ - 0.10 sin aela) = O. 

D'olt : 

sin -xd'J. (x+ tx cos -x + n,EU COS ~ + 8'0 ('os y) 

+ sin ~d~ (.1/ + O,''!! cos a + t" cos P + 0'/0 cos '() 
+ sin yely (z +- Oxo cos a + 8y, cos ~ + to cos i) = 0 (li) 

D'autre part: 
cos~ a + cos~ p + cos2 "[ = L 



i 6 ÉLA,TICITlt ET RÉSISTA:-IC E DES MA TÉRIAUX 

Différentions: 

sin Cl. cos Cl.(b. + sin p cos ~d,3 + sin 1 cos '{cl'{ = o. 

l\Iultipliolls par une fonction 2). ùont nous disposerons 
par la suite. Il vient: 

2À sin Cl. cos CJ.clCJ. + 2À sin ~ cos ~d~ + 2À sin '{ cos ydy = O. 

Soustrayons de l'équation (5) : 

sin Cl.dCl. (x + tJ• cos CJ. + Bry cos ~ + ex, cos y - 2). cos <x) 
+ sin ~j~ (.1/ + onl cos Cl. + t il cos [3 + 0ilO cos '{ - 2), cos p) 
+ sin '{d, (~+ 0"'0 cos CJ. + 6'10 cos ~ + t, cosy- 2), cosy) = O. 

Disposons de À pour que les facteurs des kois différen
tielles soient nuls. On a : 

ct 

x + tx cos CJ. + O.rI! cos ~ + G.r , cos, = 2 } cos Cl. 

.1/ + OJu cos CJ. + ty cos ~ + uy, cos y = 2" COS? 

z + 0.10 cos (,( + Gy, cos [3 + tz cosy = 2), cos, 

Comparons avec les équations (1), (2) et (3). Il vient: 

Or 

Donc: 

2,y = 2i. cos Cl. 

2.11 = 2À cos [3 
2~ = 21. cos '( 

uu x = À cos Cl. 

.1/ = J, eus ~ 
z = À cos y 

f = I/x" + y' + .:;2, 

f = ), V cosol CJ. + cus' [3 + cos' '{ = J, 

f cos 'i' = À veos' CJ. + eus' ~ + eus' '{ 

cus 9 = \l'cos' Cl. + eus' [3 + eus' '( = 1. 

Il Y a donc maximum quand 'f = O. La projection de la 
tension sur la normale est maximum quand la tension est 
elle-même normale sur la facette ABC; cette tension est 
alors égale à sa propre projection. Comme la tension a 
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est maximum, elle est not'male et le plan auquel elle 
s'applique est le plan diamétral correspondant t'enfer
mant b et c. On voit de mème que b et c sont les tensions 
relatives aux deux autres plans diamétraux. 

ITaleur de la tension maxima j,. - Les équations (1), 
(2) et (3) deviennent, en y remplaçant x, y et :; par leur 
valeur 

,c = ), cos 0:. !J = j, cos :j, ~ = À cos '{ 

d'où: 

avec: 

À cos CI. = t.T co~ CI. + On! cos il + 8,., cos -: 
À cos ~ = t!J COS? + 0'1' cos '{ + Oy!! cos 0: 

J. cos 'r = t, cos '{ + 0", cos ~ + fI.T , cos CI. 

cos 0: (À - t,) = O.,y cos il + 0" cos y 
cos i3 (1. - t,,) = Bu, cos ': + D,!! cos 0: 

cos'( I.À - t~) = 0!l' ('us :) + 0" cos CI. 

cos' CI. + cos' il + cos2 ,; = 1. 

Éliminons CI., ~ ct 'î entre ces quatre équations; on arrive 
à: 

(tx - À) (l" - A) (t,- l,) - 02 j !, (t, - l,) - 8'.c, (tu ~- i) 
. - (j2U' (tx - j.) + ;2 8"" BU" 6.T , = 0 

équation du troisième degré en ),; elle donne générale
ment trois valeurs pour )" correspondant aux trois axes 
de l'ellipsoïde a, b ct c, et dont la plus grande est a. 

B. - L'équation de r ellipsoïde délast1cité étant 

il est visible que cette surface ne dépend que de la valeur 
absolue des forces principales Cl, b etc. 

C. - Sienméme temps que l'ellipsoïde d'élasticité 

;t2 y2 Z2 --;;- + -b' + -., = 1 a- - c- (1 ) 

\VÈliF.. - Résistance de!'; malériau \. 
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on considèl'e l'une des deux surfaces 

x" IP Z2 - + -'- + - = -+- 1 
abc 

(2) 

dites sul'faces auxiliaires, le plan tangent au point de 
percée d'une force quelconque avec la surface auxiliaire 
est pa1'allèle à l'élément auquel s'applique la force. 

Cl) Pl'emier cas. - Supposons 

a> O. b > 0, c> O. 

L'équation 

représente un ellipsoïde de demis-axes \/a, Vb, Vë":" 
L'équation 

représente une surface imaginaire, car la somme de 
trois quantités plus grandes que zéro est aussi supérieure 
à zéro. 

~) Supposons 

a< 0, b <0, c < o. 

L'équation 

représente une surface imaginaire. L'équation 

,rel y2 ;:;1 

-+-+-=-1 a /) c 

représente un ellipsoïde. 
Il résulte de lit que dans le cas où les trois forces prin

cipales sont de même signe, la surface auxiliaire est un 
ellipsoïde ou une surfacl' imag·inaire. 
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Deuxième cas. - a, b et c sont cIe signes contraires. 
Soient a et b plus grands <[IW zéro, c plus peLit que zéro. 
L'équation 

.1:~ 1/" - +-'--a li c 

représente un hyperholoïde à une nappe; cal' en coupanl 
par le plan xy, on obtient une ellipse; et par l'un des 
deux autres plans, ulle hyperbole. 

L'équation 

z 
c 

A x 

FiQ'. 7. 

x'!. U-.! ,::? 
-+---=-1 abc 

représente un hyperboloïde ù deux nappes ayant mtme 
cône asymptotique que l'hyperboloïde pr(~cédent 

Dans cc cas les s1ll'faces auxiliaires sont deux hyperbo
loïdes conjugués. 

Cefailétabli, choisissons pour axes COlljUg'U('s les di!'(~c
lions des forces a, li et c, Considl,t'olls (Iig. 1) Ull élément 
ù une distance inliniment petite d de l'origine. Son (;qua
tion est: 

.r cos "J. + Y cos ~ + : cos '( = il. 
Désignons par X, Y ct Z les composantes de la tension 
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sur l'élément. L'équilibre de translation donne 

" = a cos ex 
y = b cos i3 
z = c cos y 

Les composantes X, Y ct Z sont les mêmes pour un 
élément parallèle au premier, passant pal' l'origine 0 ct 
infiniment l'approché. L'équation de ce demie!' élément 
est 

x cos ex + y cos ~ + ;; cos j = 0 (3) 

Les équations de la droite qui donne la direction de la 
tension sont: 

y z 
(4) 

a cos ex b cos ~ C cos j 

Soit x', yi, z' le point de pe!'cée de la droite (4) avec la 
surface (2). 

L'équation du plan tangent à la surface (2) en ce point 
est: 

x.U' !lY' ;;;;' 
-+-+-=-+1 

a b G 
(5) 

Démontrons que le plan (i» est paraIH~lIe au plan (3). 
Le point x' y' z' étant sur la droite (4), on a : 

x' y' z' 
a cos ex - b cos ~ - C cos j 

1\I 1 . l' lIa cos ex 
. U tip IOns es (eux membres de (5) par ,l;' ou 

par l'une des quantités égales à celle-ci. Il vient: 

ou 

a cos ex x cos ex + y cos i3 + ;:; cos '( = ± ----;-_ 
x' 

-+ b cos ~ 
- !/' Ol! 

± C cos 'r 
::; 

D. C01'ollaire. - 'l'outes les (ois que a, b, c ne sout pas 
de mêmes signes, c'est-à-dire quand les stwface!-: auxi-
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lialres sont des hyperboloïdes, il existe des efforts pUl'e
ment tangentiels. 

En effet, si on considt're uu effort dirigé sui ,'uut UlIt' 

génératrice du cÔlle asymptoti(1I1e, cd effort pe('ee la sur-

01 '-'1--
1 

Fig. S. 

face allxiliaire il l'infini; le plan tangent l'n ce point il lu 
surface est en ml'me temps tangent au cr'ille eL l'él(~ment 
parallde passant par 0 (tig. 8) l'st le plan lui-mème qui 

1 

61 
1 ·----·--01 a 

Fig. ~I. 

('enf('rme donc la force. Daus cc cas, le c(lIle asymptotique 
est le liell des efforts purement tangentiels on rellveloppe 
des l'I{'nwll{s élnxqur.Js sont appliqn(~,; des effods pure
ment tallgentiPis. 

Héciproquemenl, quand a, b. C SOllt de mèmes signes, il 
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n'y a pas de forces purement tangentielles, car la surlace 
auxiliaire étant fermée, uneforce quelconque F (fig, H) ne 
sera jamais dans le plan parallèle passant par O. 

E, Cas pa1'ticuliers de l'ellipsoïde d'elaslicz'té, 
L Soient a = u = e, l'ellipsoïde deyient une sphère. 

Si, de plus, a, U, e SOllt de mtornes signes, la surface auxi
liaire devient aussi une sphi'l'e eL toutes les forces sont 
principales, ear une force quelconque est perpendiculaire 
au plan tangent en x' yi :/, donc au plan parallèle passant 
par O. Si a, b, e ne sont pas de mêmes signes, les surfaces 
auxiliaires sont deux hyperholoïdes dont le cône asymp
tote est inclin(~ à 4~o; une force quelconque ne perce pas 
la surface; le cône reste le lieu des efforts tangentiels. 

Il. Si rune des forces principales est nulle, l'ellipsoïde 
d'élasticité devient une ellipse; quant aux surfaces auxi
liaires, on obtient une ellipse réelle ou imaginaire si a et 
b sont de mêmes signes; si a et b sont c!f' signes contraires, 
on a deux hyperboles conjuguées. 

III. Si deux forces principales sont nulles, l'ellipse se 
réduit à une droite; tous les efforts sont dirigés dans le 
même sens. 



CHAPITUE II 

DÉFORMATIONS 

Faits d'expérience, - Contrairement ù ce qui est sup
pos(~ en mécanique raLionllelle, les corps étudiés en 
Resistance des Jlalen'aux ne sont pas des solieles inva
riables; ils sont susceptibles de sc déformer sous l'in
fluence des forces extérieures, En mécanique rationnelle, 
la distance de deux points d'un solide est c.onsidérée 
comme absolument invariable, Il n'existe pas dans la 
nature de solides répondant rigoureusement à cette con
dition, Tous les corps se déforment plus ou moins quand 
ils sont soumis à l'action de forces extérieures, Quand 
les forces extérieures cessent d'agir, si la modification 
constatée antérieurement persiste, on dit que le corps 
est formé d'une rnatière plostique. L'argile mouillée 
en est un exemple, Si l'effet disparaît avec la cause 
premièr<~, le corps revient exactement à sa forme pri
mitive; on dit que le corps est formé d'une rnatièl'e 
élastiqtte; le caoutchouc est une de ces matières, Enfin, 
si la déformation, sans disparaitre entièrement, se trouve 
atténuée dans une certaine mesure et si le corps s'est 
rapproché de sa figure pI'imitive sans y revenir exacte
ment, on dit que la matière est serni-élas/ique, C'est le 
cas de tous les matériaux de construction, Tout solide 
soumis à l'action de forces ext(:rieures subit donc des 
déformations; quand les forces extérieures cessent d'agir, 
le solide, s'il n'y a pas eu rupture, tend à reprendre plus 
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ou moins sa forme primitive. En général il n'y parvicut 
pas, et, dans toute déformation. il y a lieu (k considérer 
deux Uats différents, abstraction faite de la rupturc : 
la déformation élashque qui clisparait quand les forces 
cxlél'ieures cessent d'agir, ct la déformation plastiqtte ou 
permanente qui persiste quand l'action des forces exté
rieures a été supprimée. Il résulte de l'expérience que, 
pour la plllpal'l des mat{~riaux de constmction, et, dans 
certaines limites, la déformation peut (\tre considérée 
comme presque entii~rement élastique; mais au delà de 
ces limites la déformation permanente devient de plus en 
plus considérable. 

On peut diviser les dôformations en deux classes: 
10 Les déformations lWl'males ou dilatations, qui sont 

des extensions + 0 ou des compressions - 0 et qui sont 
corrélatives des tensions normales + t ; 

20 Les glissements y qui sont le résultat d'efforts tan
gentiels 6. 

Les formules de la résistance des matériaux, à part 
celles qui sont relatives aux plaques ct aux enveloppes, 
se rappo!'tent uniquement à des pièces prismatiques. 

Pièces prismatiques. -On appelle pièce prismatique ou 
prisme le volume ellgelldr(~ par un contour fermé plan, 
constant ou variable, assujetti à se c\('placer d'un mouve
ment de translation sans rotation, ct dont le centre de 
gravité se meut le long- d'une lig-ne ou axe longitudinal; 
le contour fermé se nomme section transvel'sale. L'axe 
longitudinal est supposé continu, sans point anguleux ni 
point multiple. S'il y a variation de la section transversale 
pendant le mouvement de son centre dp gravilé sur l'axe 
longitudinal, cetle variation est continue et progressive 
(le façon que deux sections voisines puissent ètre consi
dél'ées comme identiques et formant un pi'isme droit élé
mentaire. 
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Une fibre élémentaire est le volume engendré par un 
élément de surface ds de la sec tion transversale pendant 
son mouvement. La (iln'e moyenne est cellp qui est for
mée par l'élément c!p surface confondu avec le centre de 
gravité quand celui-ci se déplace; en d'autres termes, 
c'est la fibre élémentaire qui coïnridpavec l'axE' longitudi
nal. 

ItTliDE DES DÉFOIL\IATlONS NOR3L\LES OU DILATATIONS 

Définitions. - Considérons (fig. 10) un prisme circu
laire droit AB, de longueur l et de diamNre d. Soumettons 
ce prisme à radion de deux efforis extérieurs P iden
tiques, dirigés en sens contraires et agissant dans l'axe. 
Cette hypothèse revient il supposer un prisme encastré à sa 
base et soumis, dans la direction de son axe, à son extré
mité libre, il l'action (hm effort P, le seeond effort Pétant 
la réaction d'encastrement. Nous admettons que les efforts 
P ne sont pas suffisamment élevés pour provoquer la rup
ture. Sous l'action de ces efforts, nous consLatons : 

.[0 Que l'axe de la pièce s'allonge et (lpvieni. l'; l'allon" 
gementa donc pour expl·pssion ~ = l' -l. 

~o Que le diamNre d diminue el (le,'ient d' ; la contrac
tion latérale, beaucoup moindl'c (lue l'allongemenl longi
tudinal, a donc pOUl' valeur ~, = d - d'. 

On dit quïl y a extension de la pit~c(' ct contJ'action de 
sa section et les efforts 1) sont considérés comme posi
tifs. 

Si, au lieu de [aire agir les efJorts l' en sens contrail'es 
vers l'extérieur, on les applique en sens contraires vers 
l'intérieur, on constate: 

'l0 Un raccourcissement de la longueur l qui devient l'; 
le raccourcissement a pom expression L\ = 1- l'; 

~o Une augmentation du diamètre d, qui devient d' ; 
cette augmentation a pour valeur ~' = d' - d. 



On dit qu'il y a compression dl' la pii'('(: et gonflement 
de la se clion ct les efforts l' sont consid('rl's t'omnH' nl'ga
li fs. 

Sous l"adion d('s efforls (':od('I'icurs l', jlositil"s ou n(,ga
tirs. il nai't. dans le jlrisl1Il', dcs efforts illtc'rieurs, aelions 
Illol{-clliaires Oll tensions ('lastiques Ilig·.lll. Ces ten-

P 
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, ----f 
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Fig. 10. Fig. 11. 

sions, pour 11111' section tl'ans\'el'sale 011 Ilol'mah' SlIl' l'axe 
du pl'isnw, sont perpendiculaires il la section. Il existp 
donc deux ('sp~c('s dl' tensions normales: 

lo Les tensions normales qlli sont des tractions + t; 
2° Les tt'nsions normaks qui sont des compressions 

-t. 
Elles s'l:xprimenl les tilles et les autres par llnit(~ de 

surface; en sorte que la tension totale sm 1111 l'lément de 
slll'facr' ils (Il' la sl'l'lion aul'a pour expn's,.;ioll -+ t ris si on 
adnwt IInp ('g'ale l'l'par'tition des tpnsions Slll' Il'U'llll'ut OP 
slll'I"ac('. Dans la I1H\Il1l' hypothi,sl', appliqu("c Ù la section 
totale S, ("l'sl-it-di,'e "i la tension spécilil[Ul' 1 t'st suppo
s('c la m('llll' dans toule l'(,tendue dl' la section, (·llP aUl'a 
pOlir yal!'ur : 

l' 
S (1) 
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Il eonvil'nl d'obSCl'\'er qu(' la gTandeUl' dl' la section S 

qui doit in!elTeninlans la formule (1) est celle au mOllWIIL 

olt le prisme est soumis il r action des efforts pxt(~rieurs ct 
lion quand Il' prisme l'st lihl'p. O!JSCI'VOllS aussi que la 
répartition dl's actions I1l01l"elllaires t dans la sedioll con
sidl'rèe S n'l'st pas toujolll'saussi silllpk qu'il vient d'ètre 
SUppOSl', Ainsi, si 011 soumet il 1'C'ssai 
1lIH' éprouvetLe de caoutcltlllic ayallt la 
forme de la ligure 1:2, on constate que 
l'allongement élastiquc l'st heaucoup 
plus considt'rnble vers les arl\tes qu'au 
milieu; les droites primitivPll1enl paral
j('les (la et lib se transforment pendant la 
traction en deux coud)!'s opposallt lellr Fig. l~. 

cO!1Yexitl'; Füppl, professeur il ITnin'I'-
sité lechni(juc de ~runich, dans un essai semblable, a 
ObSCI'vé un allongement qllatre fois plus ('onsid{'l'able 
vers les ardes que celui constaté au milieu cie l'éprou
vette. Il résulte de là que les tensions, qui sont corré
latives des allongements, sont beaucoup plus considé
rables vers les bords de la section que dans les l'IC'l1lcnls 
centraux. :\ôallmoins, dans les limites olt Ii0US éludions 
ll~s actions molôculaires, c'cst-;'t-dire pour Il('s yaleurs 
tl'i's faihles des tellsions 1l00'males, nous pOllVOllS admet
tre, an~(' suffisamment d'exactitude, une l't'partition uni
forme sur les sections, 

Dilatation. - L'al\ong'ement ou le r,H'coun:issement 
absolu ~ est relalif il la long'ueur totale l du prisme; 
plus cette IOllglleur ('st grande, plus l"allongemellt ou le 
raccourcissemellt sont considérables, On appelle allon
gement specifique ou dilatation, ct on (li'~sigll(, par o. l(~ 

rapport de l'allollg('lllenl 011 du raccourcissement total ù 
la longue\ll' primiti \'e. On il : 

(2) 
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C'est, en somme, l'allongement ou le raccourcissement 
par unité de longueul'. La dilatation est positive ou lH'ga
tive suivant qu'il s'agit d'extension ou de compression. 
Observons que 0, quotient de deux longueurs, est un 
nombre. 

Coefficient de dilatation. - On admet généralement 
qu'il existe entre les dilatations 8 et les tensions normales 
t, dans certaines limites d'efforLs, une loi de proportionna
lité que l'on exprime par la l'dation: 

à = at (3) 

x s'appelle coefficient de dilatation. On tire de la for
mule (3) : 

3 
IX ==-t (3') 

8 étant un nombre, x est de mêmes dimensions que t ; si 
t est exprimé, par exemple, en kilogrammes par centi
mi'lre carré, a s'exprimera par les mêmes unités, Le 
coefficient de ûilatation est défini comme suit. Combinons 
la formule (3') avee (1) et (2) ; il vient: 

!l. 

-Z- ~ S 
rI.=-I'-=,x p ( 4) 

Si, dans cette formule, Oll fait l = '1, S= '1, P = 1, on 
a ri. = il ; donc: 

Le coefficient de dilatation x, 'l'elatif à une matière 
donnée, est la quantité dont s'allonge ~tn prisme droit, 
de cette matière, ayant une unité de longuew', une sec
tion égale il l'unité de surface, qttand il est soumis, dans 
la di1'ection de son axe, à l'action d'une f07'ce égale a 
l'unité de force. 

La fOl'mule (ft) peut s'écrire: 

;l = ail 
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L'allongement total d'un pl'isme droit de longueu1'1, 
de section S, soumis dans son axe à l'action d'un effort 

p 
P, tel que t = S ' est égal au produit dn coefficient de 

dilatation pm' la longuettr l, par la tension spécf(lque t. 
Il existe un coeftkient dl' dilatation il l'extension et un 

coefficient de dilatation à la compt'ession. 

L'inversc i.- du coefficient de dilatation est souvcnt 
a 

appelé mod/de d'élasticité longitudinale eL désigné par 
la lettre E; El cst lc module d'élasticité relatif à la com
pression. Nous préférons, ayec Bach, professeur ft l'Uni
versité technique supéricnrc de SLuttgart, conSetTet' à Cl 

sa véritable signification, flui est d'èLrc un coefficient de 
proportionnalité ou un nombre empirique qui l'attache 
l'allongemcnt il la tension; on l'xprim(; ainsi la loi de 
proportionnalité d'une manière qui s'accordc avec les pro
priétés réelles de la matière; de plus ex, qui cst propor
nel à la déformation dont il est une mesure, rappelle,la 
notion de coefficient de dilatation calorifique utilisée en 
physique, lequel dépcnd de la Lempérature,ex éLant 
variable aussi, comme on aura l'occasion de voir, dans 
certaines limites de charge, pour toutes les matières, 

La loi à = al s'appelle loi de Hooke 1; elle n'est vérifiée 
exactement, pour aucune matière. Hopkinson, en '1822, a 
proposé la formule parabolique 

ô = at + W 

compliquéc et peu en rapport avec les faits; Lang', en 
'1807, a donné la relation : 

E = Eo - ct 

c étant un factcur numérique égal à 200 pour certains 

t Du nom de cc géomètre anglais qui J'a énoncée le premier vcrs 
1670 dans la formc suivante: 

« Ut tellsio, sic \'is, )) 



matériaux et qui s'annule ])0111' les corps ohôissanL il la loi 
de Hooke. Enfin Scld"de, ('Ii'y!, de Bach, en coordonnanl 
les nOl1lbl'('ux d'sullats d·(',.;sais ('ffeciués par cet expéri
mCIltalclll', a Nabli. ('Il 1 ~()(i, la fOl'l1lt1le 

qui para Il compli'lell1enL d'accord ayec l'cxpôrience; m 
a (>té étudié pal' la thôorie des moilldl'es carrés pour la 
plupart des matl'riaux. ~OLlS aurolls l'oeeasion de discu
ter la valeul' cIe ces [01'11l ules. 

Limites de proportionnalité. Limite d·écoulement. 
Charge de rupture. Travçül élastique. Etude d'une éprou-

o x P 

Fig. 13. 

vette en fer forgé - La loi de Hooke 0 = "J.t, qui n'est 
math(:nl,llil{lle!l1ent \Taie pOlIr aucune lllati(~Tl', se rap
pl'oche ('C'[ll'Ildalit de la l'l'alile" l'Il cc qui concerne le fcr 
forg-l' l'll"aci('l'; mais, di's qlll: l'd'fOl'L l' all('inL une Cl'r
taine \"nleul', celte loi Il'est plus exacte pOUl' aucun corps; 
on dit que la limite de J!J'Ii]JOi'lùmnalilé esL atLeinte. 

La loi de lIoolu: s'appliquant tri's appI'oxilllitli\"l'll1elll 
au [('l' fOl'g{', ("('sll/Il pl'isme (]e ('('Ue I1wLii'l'(, que flOU" 
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allons soumeth'e ù des effets de traction. Traçons (fig. 13) 
deux axes orthogonaux OS ct 01'; sur l'axe des S nous 
port.ons les efforts extérieurs J> et sut' l'axe des Y les allon
gements ..'l. correspondants. :"Ious obtenons une courbe 
GABCD. l'our un point quelconque on a OX = P, 
0.-\1' = A. La Iîgl1r(' montre que depuis l'origine 0, oit 

y 
Li F'----------------------- F 

E' P max ------------------------------ t' 

o ---

Fig. 1,. 

c 
- B 

x p 

P =0, jusqldlUn certain point 13, olt l' =013', [e diagramme 
est constitué très sensiblement par une droite; il Y a 
donc,jusqu'cn n, loi de proportionnalit(, entrp il et t et la 
matiiTe ()bé~it IlIa loi dl' Hookp. Di's qne l'on dé'passe la 
yalf'lIl' l' = UB', la (,(Hlrbe s'inll(;chit YC'l'S l'axe des Y en 
fuyant tangentipllclllcnt. il la droitp on. Les allongements 
suivent la loi BC jusqu'en un l'l'l'Lain point C COl"('('SIWI1-

(!:tnl il ludwl'ge ]> =OC'; on voit que sur celle Jléll'lie de 
la coul'be les allongements cl'oisscnt pills yit(', quoique 
régulii'rement, que \es efforts. Au de[ù du point C, 
les allongements deviennelll considé~rabl('s pour de tri's 
petites augmentations de l'effort P; le prisme s"étire lon
guement; on dit qu'il y a écoulement dl? la matière; 



l' = OC' cs\' la limite infél'ieure de l'écoulcmcnt. l'our 
cel'tainc, matit'l'es, Ilotamment pOUl' le fcr lCIlaC(~, l'allure 

dc la courbe c hallge brusCfllcmell t au point C ; ellc sc 
l'appl'oche tOlli;\ coup de l'axe des Y (CE) pOUl' S'l'Il écar
ter ellslliLc lelltemellt, ('e qui ycut dir'c que l'écoulcment 
dc la maLii'1'c se produit, quand Oll alteint l'cffort!' = OC!, 
pOlit' des dTOl'ls inféricurs il cd effort. Plusieurs chutes 

semhlables PCU\'('llt sc pl'Oduire au <Ielil dl' la limite de 
p l'li po rLio IIllali t(~, 

S'lI s'agit. d'Ulll' rotnprCssioll, au lieu d'une extension. 

011 troUYC aussi UIlI' lillliLe de jJrojlol'liollllalit{~ ct Ulll' 

Fig. 15. 

limilt, d'('crascmclli de la matic'l'e. Toutes les matières 
n'ont (l'tlillcUl'S pas llll(' limite dl' proportiolillalik soit à 
!'c:dellsioll, SOiUI la compressioll, Au surplus, les limites 
de projlortiollllaliL(~ ct d'l'coulcllU'IlL 1)(' SOllt pas toujours 
(doignl'l's l'ulle de l'autre'; (~'csL le cas IloLamtnellt pour 
l'acil'l', 

ContilluOllS lllailllcnanL Ù auglllelitel' jJl'ogl'cssivement 
la chal'ge l' SUI' le prisl1H' Cil fer fOl'g(~; Ù un moment 
d(>lel'milll~, la l'uptul'e se pl'oduil'a, Etudiolls :urpGl'a\'ant 

l'al/ul'\: des allollgements l'ortolls Ù IlOUY('au (tig, 14) les 
l'Ifol'l.s l' Cil abscisses el les allongemellts cOITPSjlOlHlanls 
~ en ol'dol1nb's, :'\OU5 obtenons ul1e courbe OnCEF, Les 
al/ollf-!'('!11l'lIls sOliL ici heaucoup plus faibles quc' dans la 
jJl'l'rnii'I'(' partie dl' l'('ssai, La combe s'aplat.iL vel's l'axe 
de,.; Y ; l,Ill' mOllIe IcnlenH'Ilt. jusqu'ù l!ll ccrLailJ jJoinl, E, 

(~II jJl'l~Sl'"l.allt. sa l'ollyc:-.:ité VI'I'S l'axe des X. Di,,.; que l'al
IOllgl'!11I'111. ~ = OE! est atteinl, ll~ prisllle COlllrll('nl'l'Ù 
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s'amincir en un certain endroit olt sa section diminue for
tement (fig'. Hi); c'est le phénomène de striction. L'effort 
P nécessaire pour provoquer de nouveaux allongements 
au delà de la striction diminue. En prolongeant l'essai, 
il arrive un moment où il y a rupture, mais l'effort qui 
produit la rupture est moindre que celui qui correspond 
il la striction. On apprlle charge de J'llpture l'effort 
P = liE' = PIlla< (tig', '14) ou effort maximum pendant 
l'essai, quoique la rupture se produise pour un effort FF· 
inférieur. 

Le coef'{icient de J'nptnl'e rst la tension normale qui cor
respond à la charge de rupture. On a donc, en désignant 
cc coefficient par ft : 

H == PlIla "\:_. 

S 

Il cOllvietHlrait, pOUl' Nre rigoUl'eux, d'introduire clans 
cette formule la valeut' de S au moment cIe la rupture; 
cette valeur est plus faible qu'au début. POUl' certaines 
matières, l'erreur peut être n6gligeable; pour d'autres, 
elle peut acquérir une cerlaine valeur, Si, au lieu d'essayer 
l'éprouvette il l'extension, on l'avait soumise à ('ompres
sion, rupture sc serait produite aussi il un moment donné; 
le coefficient de rupture il la compression est 

P' 
H'==~· 

S 

Il est souvent utile de déterminer le pOllrC'entage d'al
long'ement ou de raccourcissement, ainsi que la contrac
tion on le gonflemrnt de la section, en fonction des di
mensions primitives, Appelons 1 la longurut' pt'imitive, 
Il la longueur au moment de la rupture; l'allonge men t 
absolu de rupture a pour pxpl'ession fi - 1; par unité de 

longueur primitive l, on a un allongnl11ent I, l 1 et pOil!' 

\Viw>:, - Résistance des malériau\. 



cent de longueur primitive 

100 JJ_-_1 
1 

La contraction spécifique en pour cent a également 
pour expression 

100 S - S, 
S 

Sj étant la section de ruptUl'e. 
Le tmuait mécanique développé pendant que l'éprou

yette passe de la longueur l à la longueur II est représenté 
par la sUl'face OBCEFPO (flg- 14). Le travail mécanique 
par unité cube de matière ou trayail spécifique jusqu'à 
charge maximum EEI s'exprime par la formule 

T = aire OBClm' , 
St 

Loi générale des dilatations, - Quelle que soit la matière 
soumise à. épreuve, on constate apl'ès lui ayoir appliqué 
un effort extérieUl' plus ou moins considérable P, qu'elle 
ne reyient pas, lors de la suppression de l'eHort, à sa 
longueur primitive. "Cn prisme droit apri~s avoir subi un 
allongement total .l conserve un allongement plastique 
ou permanent .lI; la différence ~ - .lI = ~'I de ces deux 
allongements caractérise le degré d'élasticité de la matière 
et se nomme allongement élastiqlte, Au lieu, comme 
dans l'exemple précédent, de porter les efforts extérieurs 
P en abscisses, on pourrait porter les tensions t, On peut 
dès lors écrire les trois fonctions générales: 

~ = <;'1 (t) 
!l' = ~l (t) 
.)." = I~ (l) 

La première de ces fonctions représente la loi des 
allongements totaux, la seconde des allongements per-
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manents et la troisième des allongements élastiques. 
En comparant à la longueur primitive du prisme on peut 
tirer la loi des allongements élastiques spécifiques, c'est
à-dire des dilatations ù en fonction des tensions t et on 
a: 

à = r (t) 
La loi de Hooke, 0 = ':J.t, exprime que la courbe des 

dilatations, pour toutes les matières, est une droite, ':J. en 
dessous de la limite de proportionnalité ou d'élasticité 
étant indépendant de 0 ct de t, en d'autres termes (f. étant 
nne qnantité constante. 

Cette loi n'est vraie que pour un tr(~s petit nombre de 
matières, notamment pour le fer forgé ct pour l'acier; et, 
même dans ce cas, ilu'est pas rare que' depuis t = 0, la 
loi affecte la forme d'une l'ourbe et non d'une droite. 
Différentions la fonction 0 = f (t) par rapport à t; il vient: 

di) = r (t) dt 

do , () ou dI = ft. 

On pourra définir ici le coefficient de dilatation comme 
étant la déri vêe de la dilatation par rapport à la tension; 
cette définition est susceptible d'une interprétation géo
métrique puisque (1 (t) est la direction de la tangente à 
la courbe des dilatations au point considéré 0, t. Mais on 
pourrait aussi écrire: 

à f (t) 
T=-t-

formule qui conduit à une autre définition du cœfflcient 
de dilatation. Géométriquement c'est alors la direction 
de la corde joignant le point 0, t à l'origine. Cette 
deuxième définition, qui concorde plus exactement avec 
celle qui se déduit de la loi de Hooke, diffère notable
ment de la première, sauf pour de petites valeurs de 0 et 
de t. 
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La loi de Schüle 

qui résume les essais de Bach, paraît convenir pour le 
fer, l'acier, la fonte, le granit, les cimènts, les mortiers de 
ciments, le béton, le cuivre, le laiton, le bronze, Pour 
m =1, ô = 'J.t, La loi de Hooke n'est donc qu'un cas 
particulier de la loi générale ô = IXt lll , Pout' m > t les 
dilatations croissent plus rapidement que les tensions, ce 
qui est le cas pour la plupart des matériaux, pour m < 1, 
elles croissent plus lentement que les tensions, ce qui est 
le cas du cuir; dans l'un et l'autre cas, le coefficient de 
dilatation 'J. varie avec les tensions développées, Plus m 
diffère de l'unité, plus la courbe des dilatations ô s'in
curve, tournant sa concavité vers l'axe des ô si m> 1 et 
yers l'axe des t si m < L Le coefficient de dilatation 
peut se définir en disant que c'est la dilatation correspon
dant à l'unité de tensioll, 

:\Ialheureusement la formule 0 = 'J. lm ])l't"sente un in
COln'énient HU point de Ylie Lhéorique; e'est qu'il est diffi
cile d'assigner une dimension à la quantité IX. De ;) = 'J. (m, 

, à 1 nombre , , 
]JOlll' m = '1 on tire 'J. = - = --,--~ ,cl sion tIent , t 1 force ' 
compte de cette dimension, l'équation ô = X/lU cesse d'être 
homogène dès que m diffère de l'unité, 

Différentions: 

d'olt 
do 1 _= nl'J.t m-
dt 

C'est la direction de la tangen~e sur l'nxe des t ft la 
courbe des dilatations ,3, Pour m> 1 (la fonte, pal' cxcm
plc)ett=oona do 

-=0 
dt 

la courbe des dilatations a comme tangente il lOl'iginc 



lJÉFORMATIONS 37 

l'axe des t, quels que soient (J. ct nt, Pour nt < '1 (le cuit 
notamment) et t = 0, 

do (1. 

([(=m~= 00 

l'axe des 0 esttangent àl'origine à la courbe des dilatations 
quels que soient (1. et nt, Ces déductions ne sont pas tou
jours conformes aux résultats, car les courbes élastiques 
ne coupent pas toujours l'axe des abscisses à angle 
droit, 

Observons d'ailleurs qu'il est prudent de ne pas attl'i
buer une portée théorique à une fonction déduite empiri
riquement; on serait souvent amené, comme le fait 
remarquer M. Eric Gérard, directeur (le l'Institut l\Ionte
tiare de Liège, à des extrapolations erronées. 

Au point de yue purement physique la formule de 
Lang 

E = Eo - ct 

parait moins sujette à critique; le module d'élasticiü; E, 
inverse du coefficient de dilatation (1., a le sens qui lui est 
donné par la formule 

t t 
ô - fTi) d'oü 

ou par cette autre 

dt 1 
do - 7(i) d'oü 

1 E ;:; - - 10'" -;-0---

- C "Eo - ct 

Dans ces formules c est un fadeur numérique qui s'an
nule pour les corps obéissant à la loi de Hooke, 

La formule de Schlile, déduite d'innombrables essais 
effectués sur les matériaux les plus divers, avec toute la 
précision désirable, parait résumer les propriétés élas
tiques de la matière et nous 1I0US en servirons chaque fois 
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qUI', voulant généraliser, la théorie nous autorisera son 
emploi. 

Nous allons exposer longuement la façon de procéder 
à la détermination des coefficients'J. et rn en empruntant 
à Bach une partie des développements qu'il a consacrés 
à ces recherches. 

Détermination expérimentale des coefficients 'J. et m de 
la formule 0 = 'J.1 1l1 • 

FO:"!TE 

Echantillon na 1. 

Essai à la pression. - Eprouvette cylindrique en fonte 
grise tenace telle que celle qui est ulilisée dans la cons
truction des machines. 

Dimensions primitives: 

Oiamètre du cylindre 

Section. . . . . 

Longueur totale. 
Longueur réelle soumise il 

eSSè\l . . . . . 

d = tl cm. 
-rrd" 

S = -4,- = 50,27 cm2 

62,la cm. 

l = 50 cm. 

L'épl'ouvette n'a pas encore été soumise ù essai. Pen
lIant une minute et demie on lui fait subir une pression 
P = 10000 kgs. immédiatement ramenée il P = 0 puis à 
P =10 000 et ainsi de suite. 
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Tableau des essais. 

TE~IPÉRAT{il\E CO:\STANTE 16,3°C 

Chargrs en kg. Longueurs Haccourcissemen Ls. 
UU 

Spécifiques prisme Olc:,ul'ées 
Totaux. Permanenls Élaslir[ucs 

Totales P p après charlue essai 
1=- en cm. ..l ..l' ..l-..l' :i 

---

0 0 1 - - -

10000 
1- 13,86 13.86 

198.9 ---
1 ;!OU 12UU 

1 _ (1.75 o - .. 13.11 • il) 

0 0 --- ---
t ;WU 1 ;WU 1 iUU 

10000 198.9 1- 13,% 13.94-
1 ---

1 iUU 1 ;W() 

0 1-
O.S\! 0.89 13.05 

0 ---
t 2 0 1 2uLI 1200 

10000 198.9 I-~ 
f.\. 

--
j 20U j 20u 

0 I-
l 1 13 

0 --- --
1200 j ~UO 1 ;WO 

10000 198,9 1- 14,Oi! H.03 

1200 1 200 

0 0 1-
1.04- 1. 04- 12.99 

--- ---
j ;WO "1 20U 1 ;WO 

10 000 l\i8.9 1-
14- .11:3 14-.03 

t 200 1 ~UU 

0 
1.04- 1.04- 12.99 

0 1- ---

1 

J 2uO j 2UO 1 20U 

Il résulte du tableau précédent que le prisme, de lon
gueur primitive l = 50 cm. sans cbarge, soumis ù une 
première pression P =10 000 kgs., sc raccourcit de 
\ 13.86 '1 1 l' 1 .... = t 200 cm. On suppnme a charge; e cy ml rc COll-

, , 0.75 
serve un raccourcissement permanent .l = 12UO cm. Le 

raccourcissement élastique a donc pour valeur. après cc 
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'. . ,\" _ 13.86 - 0,75 13,11 
premIer essaI, '-' - 1200 = 1200 cm. Réins-

tallons la charge P = 10000 kgs. ; nous constatons un 
. 31.9.'; 

raccourcissement total de 1200 cm, un raccourcisse-

ment permanent, aprl~s nouvelle suppression de la 

} d O. 89 t . '1'] c large, e 1200 cm, e un raccourcIssement e astique (Le 

13.94 - 0.89 1:3.05 
- - cm. Le raccourcissement total ---r2~ - 1200 

a donc varié, d'une expérience à la suivante, de 
13.94 -- 13.86 0.08 1 . 

1200 = 1200 cm., e raccourcIssement perma-

cl 0,89 - 0.75 1 .04 1 . 
ncnt e 120U = 12UO cm ct c raccourcissement 

'}' 1 13.11 -13.05 0,06 
e astIque (e 1200' = 1200 cm. 

L'application nouvelle de la charge P =1O 000 kgs., 
suiyie de sa suppression, (léLermine une variation des 
raccourcissements, Lps valeurs finales sont: 

14,03 
tJ. = 1200 CIll,: 

1 0.'; 
j.' = ~'-- cm.: 

1200 . 
tJ. _j.'_ 12,99 

- 1200 cm. 

Soumettons maintenant le même échantillon à une 
charge P = 20000 kgs. et supprimons cette charge. 
P = 20 000 correspond il. une tension 

l;- = :'1O 000. = 3Ui,U kQ's. par cm'. 
S 50,27 ~ 

On trouve, après le premier essai 

30,42 
tJ. = 1200 cm.; t;.' = 3,06 cm.' 

1~00 ' 

Au bout de la douzième épreuY(~ 

31,:W 
j. = 1200 cm.; 

3.95 
j.'= --cm.' 

1:l00 ' 

j. _ j.' _ 27.36 
- 12UO CIll. 

6. _ ~' _ 27,~;j _._ 
- 1200 cm. 

La température ambiante pendant ces douze pssais 
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a Yarit~ de Wo3 il H.io.~ C, soil de ~ de degr{~ centigrade. 

. :wooo~. D6 8 1 
.\. \'ec P = 30 000 kgs., SOIt t = 50.27 = Cl , 'gs. 

par centimètre carré. puis l' = 0, on tl'OllYe : 

18 ()() 
..1. = -'-cm.: 1200 . 

..1.' = Jl..l~ ('m. ' 
l~UO ' 

el aprl's douze essais: 
'\'9,50 

..1. = --l'Ill.' 
I:WU ' 

.l' = 7.49_ Clll .: 
12U(' 

Fig. 16. 

4~,48 
..1. -..l.' = ---cm . 

1200 

, 42,01 
..1. -..1. = --~.- cm . 

1:200 

t 

La lempl'ralure lll'Ildaul ('es dOlll.e derniers essais est 
l'csl('e invariable il ll)0 .-\. C. 

Les raccolll'cissemenls permanents finaux sonl (Ionc : 

Poul't = 198. \J lq;'c m' 11~~;{ 1(,0 = 7.40 0 d li raccolll'ciss'. loial. 

t=39i.\J 

Les raccourcissemeuts p(~l'ntal}('llb commell('cnl donc 
il sc maniresLPr, pOUl' cel échantillon, pOUl' de lrl'S faibles 
chmg'l's ; di.'s que la charge augmente, lP raecourcisse-
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ment permanent augmente aussi. Les raccourcissements 
élastiques sont d 'autant plus faibles que la charge est 
plus élevée. 

f1.eprésentons les résultaLs précédents pa!' un dia
gramme. Choisissons deux axes orthogonaux, portons 
en abscisses les tensions t et en ordonnées les dilatations 0 
(fîg .16). Il est visible il l'allure de la courbe des dilatations 
élastiques que les dilatations croissent plus vite que 
les tensions et que par conséquent l'échantillon examiné 
n'obéit pas à la loi de Hooke. C'est d'ailleurs ce que 
montre le tableau sui\~ant. 

RXCCOC RCISSE}IENTS SUR 50 C}!. 
TE:'iSIO:'iS 

SP1::CIFlQCF.S t Totam .. Pel'Illallcnts. f:lastiques. 

kg ('m~ 
Diff(· 1 lliffé Diffé-

~--
l'ences. l'encc~. 

-- -- -- --

0 0 0 0 

et 
14,03 14,,03 1,04 J ,04 12,9\J 12,99 

0 HI8,9. -- -- -- --
1200 1200 1 2UO 1200 1 2uO 1200 

et 
:H,:,W 17,17 3,95 2,91 27,25 14,26 

0 387,9. -- -- --
l :WO 1 200 1200 1 200 1200 1 ;WO 

ct ;J\JG.8. 
4\J,::i0 IH.30 7,4\J 3.54 42.01 14.76 

0 --
1 :Wu J 200 1:WO 1 :':00 1200 1200 

CalCldons maintenant le cocl'licienL de dilatation en 
nous sel'vanL de la relation 

, 
o 

cx= -
t 

pour les .trois tensions spécifiques du tableau précédent. 
On trouve, pOUl' t = 0 ct t = '198,9, soit entre P = 0 et 
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P =10000 kgs 

(J.= 
12.90 

1200. 50 1() 000 
~0.21 

Oi8 ~OO 

Pour P = 0 et P = 20 000, 

27.25 - 12.90 
(J.= 

12uO. 50 (20000 - 10000) 
50,27 

Pour P = a et P = 30 000 

(J.= 
4,2.01 - 27.2::; 

1200.50 
1 

(30000 - ;W 0(0) 

:iO.27 

·\-3 

837000 

~08 600 

La relation 0 = (J. t n'est pas admissible pour la fonte, 
cette matière n 'obéissant pas à la loi de Hooke. Adoptons 
la formule 0 = (J. tm (1) avec, pour l'échantillon examiné, 

(1. = 1 32~ 000 et ln = 1,068n, chiffres tirés de l'en

sem ble des résultats par la théorie des moindres carrés. 
On arriye à la formule: 

(2) 

d'où le tableau: 

D1LATATlO:\S ÉLASTl(!UES 

TE:\SlONS SPkC1Fl\)UES calculées sur 50 cm. 

kg/cm'! ObsC'r,,"écs. Calculées 
par la formule \ 1). 

0 el 19f1,9 
12,99 12,99 
---

1 :WO 1200 

0 et ~97,9 27,25 27,25 
1 :WO 12uO 

0 et 596,8 
42,01 42.03 
--

1200 1 ;WO 
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La formule (:lI donne dOllc une approximation largc.
n1l'nl suflisante . 

.\ous avons vu que le coefficient de dilatation '1., pour 
une tensioll donnée, lI'l'st autre chose que la tangente au 
point de la courhl' des dilatations correspondanL à celle 

6'3 

P (}2 

la, 
0 t, t 2 t3 t 

Fig. 17. 

tension. ,\insi, dans la ligure li, pOUl' les ten"iOlls IJ et 
t"~ auxquelles correspon<lent les dilatations Oj el rl 2 , Oll a 

'1.= 

Si lc~s tensions 12 ct f j sont choisies sunisammenL rap
proch(,'l's, Oll pOUl'l'a écrire, ù la limite ; 

do 
'l.=--. 

dt 

On Il'obliendrait aucune c'xacLilude si 011 riljljlorlaiL le 
('(wfficient '1. itl'orig-ine dc's essais. l\insi, jlour la {C'IISioll l, 
correspondant ù P = 30 000 on aurait 

;;, 4:2,011 
'l. = t; = 1 :WU . [il! -;i\j~ = b5:24UU 

La courbe des dilatations Sl' ddache lkjil de laxe des 
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t mème pour des tensions très faibles; l'échantillon cpn
sidéré n'est donc mèmr pas compli>tement élastique pour 
des tensions tl'l'S petites. 

Il est de règle, dans les constructions, de ne pas per
mettre aux déformations permanentes de dépasser une 
certaine limiLe. On choisit donc, sur la courbe des 
dilatations permanentes, un certain point auquel corres
pond une (lilatation permanente suffisamment faiLle pour 
qu'elle puisse être considérée comme négligeable. Cette 
dilatation correspond pratiquement à la limite d'élasticité 
de la matière. 

Echantillon n° 2. 

Essai à la jJ1'ession. - Ayait c!('jà été préalablement 
essayé à la pression. Aussi les dilatations permanentes 
sont-elles ici plus faibles que dans l'échantillon n° '1. 
On essaye jusque t = 998 kgsjcm". 

Les dilatations élastiques c missent plus vite que 
les tensions, Par la théorie des moindres carrés on 
arriye à 

Echantillon n° 3. 

Essai à la traction (jusque t =40~1 kgsjcm"), 
On arrive il la formule 

0== 1 t l ,08:\ 

1 :W; 000 

Essai à la pression (jusque t = 511 kg/cm"). 

(3) 

(4) 

On est amené ici il de grandes déformations penna
nentes, ce qui se conçoit puisque l'échantillon avait été 
préalablement essayé à la traction. On aITiye à: 

0== 1 tL03 , 

! 043 uuu ('i) 
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. Il résulte de ces deux séries d'essais qlle le coefficient 
t 

de dilatation x il la traction ou 1 338000 est notablement 

plus petit que le coeftlcient de dilatation x il la compres-
, t 

SIOn 1043000 ' 

Si on fait 

t 338000 t l ,083 = 1 04~ 000 t 1,o:<;; 

On trouve 

tension au dclà de laquelle les dilatations il la traction 
devicnnent supérieures aux dilatations 'par compression, 

Bach trouvc d'ailleurs pOllr la plupart des échan
tillolls de fonte que l'écart entre les courbes des dilata
tions pal' traction et compression est d'autant plus 
impO\'tant (lue ces échantillolls ont ôté soumis antérÎcUl'e
ment il plus d'effO\'ts, 

Essai il la pression (jusquc t = '1 43'1 kg/cm'), 
Essais du même échantillon avec charges plus élevées: 

o=:: 1 11.0;;2 

1 217 oou (6) 

Si on compare les rclations (5) et (6) on s'aperçoit 
que le coefficient de dilatation il la comprcssion a. dimi-

1 , 1 
nue de 1 0~3 000 a 1217 iJOO ' tandis que l'exposant ln 

croit de 1,035 il ,) ,052. 

Echantillon n° 4, 

Essai à la tl'acHon (jusque t = 409 kgs cm'). 
Eprouvette déjil essayée il la compression 

à = 1 tl.1 
1 150 UOU (7) 
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Essai à la compression (jusque t =143'1 kgs <.:m"). 

0== 1 (LW" 

Il:24uOu 
(8) 

Résumé. 

Traction. Eprouvette neuye : 

, 1 
0= 13:J800U (4) 

Eprouvette déjà essaYI'e à la compression: 

, i 1 1 (_',' ,,= i 150 UOO t, 1 

Pressiun. 
Eprouvette neuve: 

o == ~=c~= t 1.0613 ;) 
1 ;)20 OOU 

Eprouvette non en<.:ore essayée il la pression: 

(2) 

<3 = i t1,03, (:i) 
1043000 

Eprouvette déjà essayée à une forte pression: 

Q = __ 1 __ (1.0"2 

1 :!on uoo 
ô = 1 t1,0., 

1 124 UOO 

(G) 

(8) 

On a admis dans tout ce qui précède que les éprou
vettes avaient même composition de matière sur toute 
leur longueur, donc mème densité en chaque point, que 
la section S, la tension t et le coefficient 'J. avaient une 
valeur identique tout le long' de l'édtantillon, Le coeff1-
cie nt 'J. varie beaueoup avec la composition d'une fonLe ; 
il est moindre pour une fonte dure que pour la fonte 
grise employée habituellement dans la construction des 
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machines. La croûte qui existe à la surface des pièces de 
fonte a égalemC'ut une influence sur le coefficient x. 

I! n'y a pas lieu pour la fonte de sc préoccuper de la 
eontraction ou du gonflement latéraux qui sont très 
faibles pour cette matière. 

FER FONDU 

Echantillon n° 1. 

Eprouyette neuve cylindrique d 

S = 3, Hi cm'; l = 10 cm. 

Tableau des esoais. 

TE1IPj::!\A l'l'RE VARIA);T E~TRJ.; t7,6 

~,OOï cm. 

ET 17,8 oC. 

Charges en kg-s cm::! Allongements sur 1 fj {'In. 

Totales. TCU"liOllS f. Tohlll'\. PCl'lll anc' Il Ls, Elastiques . 

1 000 et :3000 316,:j et 9.\.9,1t 
.\.,61 0,17 .\..44 
--cm. 1000 cm. 1 ouu Clll. i 000 

1000 ct 5000 316,5 ct i 582,3 
9.21 0,22 8,99 
i 000 cm. i 000 cm. 1000 cm. 

316,:; ct 1898.7 
11.20 o 63 Il,27 

t 000 et 6000 1000 cm. 1 ~IOO cm. 1000 cm. 

On voit que ks dilatations croissent plus vite que les 
tensions. En effet, pOUl' la première charge de 2000 kilo
grammes, la dilatation élastique est 4,44. 

Pour la seconde c hargï~ de ~ 000 kilogrammes, la dila
tation élastique est 8,H9 - 4,44 = if,55. 

Pour la troisihne charge de 1000 kilogramnH's, la 
(lilatation élasticjlle cstll,2ï - 8,99 = 2,:28. 

Figul'cl8, llOUS donuolls ]P diagramme des dilatatiolls, 
tracé depuis l'abscisse t = 3Ui,5. La limite d'écoukmPllt 
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fut atteinLe pOUl' t =:2 ltii'l kgs/cm2 • L'éprouvette fut 
ensuite délestée ct les essais rccommend'rent : 

Yal'ialio!ls dl' la 
charge. 1000 fi :1000 1000 il :;000 1000 il (j 000 kg. 

Dilatations élas· 
tiques. 

Différences 

o 

4.:;0 9.01 

Fig-. 1 X. 

2.27 
11.28 

'":2 
l<') 
r-.... 
o 
Cl 
o 

---K r::J .... 
1" 

i~~ 
eS 1:::1 ~ 

!~ 

La dilatation tdastiqul' croit (Iollc moins ici que ln tcn-

125 200 275 t 

Fig-. 1 ~). 

sIOn. Avec ln clilaLatiolll,t;O 011 ll'Ouve, pOUl' le coeffi
cienl'X, 

'X=----------
1 Ouu .IJ (949,4 - 310.:;) 210\.1 700 
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On a obtenu une seconde limite d'écoulement pour 
t = :2 01)7 kg/cm:' ; on peut aller avec cel écoulement 
jusque l'max = 118'.0 kgs.; la rupture se produit pour 
P = 8700, soit t = 2753 kgs/cm". La figure 14 représente 
la courbe des allongements relatifs à ce second essai; 
l'allme de celle courbe n'est d'ailleurs pas indépendante 
de la vitesse avec laquelle cl'oissent les charges. 

La résislance il. la traction fut 

H = 11840 = 371:7 kgscm". 
3,Hj 

Ll~ diamèt.re moyen de la section de rupture était de 

l,23 CIll correspondant à une section SI = ~ '1,232 

'1 

= 1, lH cm". La diminution de section a donc été 

o 3,16 - U9 6'1 
10 3.16 = :".3 p. 100. 

A la rupture la longueur moyenne primitive de 20 cen
mètres est montée à 25,1.8 cm. La dilatation en pour cent 
à la rupture a tlonc été de 

9" 48 "00 
100 ~". 2~ ~. = 27.4 p. 100. 

Lctrayail élastique est monté à G,7G kg. par centimèlre 
cube. 

Echantillon n° 2. 

Eprouvette neuve. 
1 

'1. = -:::2""'0""'J-:-4""O""'OO7C' 

P = :3 487 kgsJcm". 

Diminution (le la sedion G~ p. ,( 00; dilatation ::l\),5 
p. 100. 
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Echantillon nO 3. 

Limite supérieure . . 
inférieure. . . 
fI.. . . . . . . 

Diminution de section 
Dilatation . . . . . . 

2407 kg" cm" 
2075 
3667 
6U,7 p. 100 
33,8 

Les allongements sont suffisamment proportionnels. 

Acier (ondu. 

51 

Les allongements sont suffisamment proportionnels jus-

que t= 4 45!) kgsjcm2 ; oc= 213~ uoo ; R=7236 kgsjcm2 • 

Diminution de section 43 p. 101). Dilatation 19 p. 100. 

CuiVl'e. 
Premier essai. 

Second essaI. 

;) = -:-:-::--::--=-:-:- t L098 
2195000 

o == -'-'0"'7':':-::-::-::- t1.0ï4 
1865000 

R = 2232 kgsjcm". 

Diminution de section61,6 p. 100. Dilatation 46,'1 p. '100. 
Le cuivre ne possède pas de limite d'écoulement comme 
le fer et l'acier fondus. 

"Cn second échantillon a donné 

0== 1 
2084000 

t1,093 

Bronze. 

ô== 
7 :138000 

t L028 

R = i 974 kg/cm". 

Diminution de section '10,5 p. '100. Dilatation 6 p. '100. 
Le bronze n'a pas de limite d'écoulement. 
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Laiton. 

0== 9 \-, 000 toust. 

R = 1167 kg'fcm 2• 

Diminution de section t7,'fp.100; dilalalion'13 p. '100. 
Pas de limite d'écoulement. 

Cuir. 
Courroie ayant servi. 

, 1 (1 " 0=-- t·, 
415 

A lïnverse de cc qui se passe pour toutes les matières 
étudiées iusqu'ici, les dilatations pour le cuir diminuent 
donc quand les tensions augmentent. La figure t9 repré" 
sente la courbe des dilatations qui a une courbure inverse 
de la courbe relative à la fonte, au fer, au cuivre, au 
bronze, au laiton, etc. La durée des essais a une grande 
influence sur les propriétés élastiques du cuir. 
R = '2,81 kgs/cm2 . La section diminue considérablement 
après les essais pal' suite des efforts intérieurs. 

Ciment pur. 

il = ___ t1.09 

250000 

Jlutliel's de ciment. 

1 
1 <le ciment, 1 -:2 sable du Donau 

3 

4 :2 

à = -3-~-6-0-00- tUl 

1 ;) = -3-t;-). -00-(-) t 1. l;j 

1 
2JOOOO tl. lï 0== 

Il est intéressant de constater l'influence de la quantité 
de sable sur la valeur du coefJi<;ient >( et de l'exposalll m. 
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Béto)/ . 

. :2_.1) sablcduDonau,5dc"c'TilYil'rdullonali 0 = __ 1 --tu." 
:\\JSOOll 

-;:.,. ~ l - d'E~g'ill~', :i de pierre il c li\UX 0 =.r5î 000 .". 
\ 
il' i li , ... 

. " . 1 1) '- t t lln ;:; ~ dullonau,ô(!Pgr<lYIPl'( II Ullau 0 -280000 

6 de l)icrre ft chaux ~ ___ 1_ tl. lCI 
j - 3S0000 

:., 

3 
-

~ 
~ ___ I_l l.l;.11 

IOdegravil'rduDonau , -:\I:OOU 

5 
'" 1 ll,-ltlï 

d'Eg-giny,10 de picrrl' Ù chaux 0 =:10iOliO . 

(;/'il)/it. 

La ligure :20 est l'l'latin' il (h's essais de tJ'adioll; la 
ti8'ure 2i à des essais de cOll1prl'ssion; on voit ligure 21 

ô 
~--],

'" " ~ .C 
'0 o 
c' 

" 
~.~I~ 21", 
: 11-

:~ 
O~~~~---~-~~~----

7 III 21,01 t 

Fig. 20. 

quc, ail eommencenH'nt, les dilatations croissent plus 
vite que les tensions pt vers la fin plus lentement que les 
tensiolls. La courbe 21 possl'de dOllc un point d'inflexion; 
ce point est ail-dessous de la limite d'élaslicit(· qui, pOUl' 

la pression, est (['envil'on 40 kg/cm'. En-dessous de cettp 
limile on peut écrir(' : 



'J'mction. 

J[m'/IÎ"(' . 

Echantillon 1. 

Echan tillon 2. 

0== 25U UOO tl.1:I2 

à = ~--c-1~:c- Il.' "" 
3~U UUO 

---~-<:) . ...,. 
,c 

Q 
c 

: c ..... 
Il 

''0 
O~~~--~~~--~~~~ 

89,2 t 

Fig. ~1. 

La ligure ~~ donne les dilatations élastiques à la t1'<1C-

-t 

Fig. 2~. 

tion ct ù la compression. Valeur du coefficiellt d,· dilata
tion ':J. : 



DÉFORMAT/OX~ 

Pression. 

t KG!C~I" 1 cr ESSAI 4° ESSAI 

1 1 
0,22 et 24,2;; 

ltn 200 j 61 100 
i i 

24.25 et 48.29 
232 GOO 214600 

i 1 
48,29 et 12,3:1 

2lii ~OO 2,9500 

Traction. 

t K(;/C~I2 2" ET 3" ESSAIS t KG C~I2 

i 
1,21 et 10,82 0,19 et 3,61 

Ll9600 

1 
1 

3,61 et 7,21 
IJ\! 500 

1 

10,82 et 14.42 

1 

Gi'ès. 

1 

~" 
û~} 

50 ET Ge ESSAIS 

1 
1,3 300 

1 

:216600 
1 

205100 

12r P.T 3e ESS.\ IS 

1 

19300 

t 
69200 

Bach montre encore que, pour celtp matière, les dilata
tions croissent plus vite que les tensions. 

Coefficient de contraction transversale. - ~ous avons 
supposé, jusqu'ù présent, qu'un prisme droit n'éprouvait 
qu'une dilatation simple, celle relative à l'axe du prisme. 
Nous savons qu'en même temps le prisme éprouve une 
contraction ou dilatation latérale que nous désignerons 
paroi, 01 étant inlÙieure à 0; nous poserons 

Q' == _0_ 

m 



Considérons un petit parallélipipède dont la longueur 
des côtés est l'unit(~ ; 0 est sa dilatatioll longitudinale, de 
sorte que la longueur d'Ull coté, dans ce sens, après 
dNormation, sera t 1:: il; chacun des deux autres côtés 

s'étant contr'acté de 2, le volume du paralldipipèdc. 
11/, 

après déformation, sera ('1 --l- Ô) (1 - 1~1 )". On peut négli

ger les puissances de 0; le volume est devenu '1 + Ù 
') 

(l - ":"'). Le volume primitif était 1 ; l'augmentation de 
m 

volume, après dôformation, est donc mesuré par 0 
') 

(1- ":"'). 
1Jt 

La plupart des Lhéoriciens assignent ù rn la yale ur 2 
pour les licluides et 4 poUt' les solides ù la condition que 
les défonnations l'estent très petites ct inférieures ù la 
limite de proportionnalité. C'es L Ilotammen t le chifjre 
ohtellu par Poisson en se basant sur diverses hypothèses. 

Amagat a trouvé pour -~ les valeurs suivantes: 
II! 

Yerre. 
Cristal. 
Acier. 

0,2'\'51 
O.2H)\) 
O.2(i8l\ 

Cniyre 
Laiton 
Plomb 

0,32-;0 
O,3~75 

0,'\'282 

Clapeyron et J\l('rcadier ont l'galcment effectué des 
recherches dans ce sens. Cagniard dc~ Latour a trouvé 
que, pour le laiton, m avait exactement la valeur 4 ; 
vVertheim a trouvé 3 pour le verre, les métaux et même 
le caoutchouc. Nous adopterons. pour le fer, le chiure 

j:~ que les expérimentateurs moderlles Ollt assigïlé pour 

valeur du coefficient m. 

Hypothèses relatives à l'ètude des dilatations composèes. 
Isotropie. Principe de superposition. - Isot1'opie. -
Nous avons admis, JUSqU'il présent, que la matière (>Lait 
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homogène, c'est-ù-dire de même structure en tous points. 
Nous admettrons aussi qu'elIe est isotrope ou que sa 
résistance est la même dans toutes les directions, de sorte 
que le coefficient de dilatation Cf. conserve la même yaleur 
en Ull point donné d\lll corps pour tOtiS les axes qu'on 
peut menet' par ce point; les propriétés élastiques sont 
donc indépendantes, dans ces hypothèsps, de la position 
du point à l'intérieur du corps. Les corps anisot1'opes 
sont ceux dont les propriétés élastiques varient avec la 
direction passant par le poin t. Beaucoup de corps solides 
naturels sont voisins de l'isotropie; le yprre, l'acier, la 
plupart des métaux sont dans ce cas. Au contraire, les 
hois, le fer laminé présentent une hété1'otJ'opie marquée. 
De plus, les proprid.és (;lastiques des bois sont intlupn
cées pal' des circonstances accidentelles, les Ilc('uds, la 
direction des fibres, etc. 

Principe de wperposition. - Cne superposition d'états 
élastiques différents entraîne la superposition des défor
mations corrélatiyes de chacun des {·tats élastiques con
sidérés. On suppose implicitement que les déformations 
que produiraient isolément différentes forces élastiques 
sont assez faibles pour que l'action de chacune des forces 
ne soit pas sensiblement modifiée par les autres; lps 
déformations sc superposent donc simplement en sc com
binant suivant les lois de la mécallique rationnelle. Ce 
prittcipe, comme l'observe Füppl, n'est pas susceptible 
d'une démonstration üirectc ; il trouve sa justification dans 
le fait que les conséqm'llccs qu'on en a déduites sc trouvent 
vérifiées par rexpéricnc(~. Il existe cependant des cas, 
comme le fait. rcmarquer Dresse, où la loi de superposi
tion ne peut être admise. Si une poutre repose sur-trois 
appuis placés à des ni\'eaux différents il sc peut que 
chacune des charges qui lui sont appliquées ne par
viendrait pas à la faire fléchir jusqu'ù toue her l'appui inter-



Illpdiaii'e, tandis que toules les charges r('unies peuvent 
produirl~ cc l'ésllltat qui intl'Oduil une nouvelle réaetion 
dépendant de la ddorlllatioll. Dans cc ('us l'application 
dl' la loi amait ('onduit à CL' rl'sullat erroné fJue IL' tl'oi
sil.'llw appui n'exerce aucunc réaetioll. 

Déformations composées, - Soit (fig. 2~.1 un parall(~

lipipi'de isotrope soumis, dans la direction de l'axe 
dcs \., ù uni' traction p" P,; la (lilatation dans cc sens, 

z 

, 
l ' , 
1 

)6----- -----;}-----')(-
,/ 1 

, 1 

ùm' h l'" sl'ra rÎ .• el la tensioll correspondante t,. = 
;)', ,li se produit l'Il méme temps, dans le sens de l'axe 
7. 

" 
des Y, une dilatation -"---- ct, dans 1(' spns dl' l'axe des Z m - , 

une dilatation l'\rale ---"~. Si le pal'allélilJipi'dl' au lil'u " ln - -, 

d'(\tre (>tiré dans le s('ns de l'axl' des :\ pill' 1111 effort 
l'J' l',., {:tait soumis dans le SCIlS dl' J'axe dcs'Y ;\ d('ux 

'. 
effort.s 1\, la tension dans ('(' sens serait /'1 ~~ "--"-- 1'01'

'f. 

l'l'spondanl h 1111(' dilaLation rÎ l !! <laus l(~ Sl'llS dl' ,'axc 

d('s y, il lIIH' dilatation Ô"I dans le sens de l'axe dl'" :\ et 
1Il 
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de l'axe des Z. Enfin, si le parallélipipède était soumis 
suivant l'axe des Z seulement à deux efforts l>, il s'en
suivrait, dans ce sens, une dilatation ô'e Gorrélative d'une 

" 
tension te = 0/ ' et dans le scns des X et des Y, deux 

dilalations ~;: . Supposons que les f'fforts Pl' P'i' et 1\ 

agissent simultanément et admet.tons le pl'Încipe de super
position; on pourra écrire: 

Dans le sens de l'axe des X 
ln 

y .. ""'1 0':: + 0'.1 
0 y == 0,1/ --

ln 

z ..... ....., à'x + à' l ! 
0- = 0 c - ' 

" - 1J! 

Si la matih'e obéit à la loi de Hooke, on a : 

à/,y == at.r ; à'y == at!!: Q'.:; == ':I.t-:.; 

d'où: 

(tx - t!l + t~ ) 
, 

t!l + t~ ., Q.c = t.r -Ox == IX ou -
Il! 'X ln 

Oy == ri. (tu - t~ + t.l ) 0.11 = t!l- t~ + t.r 
ou 

ln (J. ln 

(t, - t.r + t'I ) 0- tf + t'I 
rJ; == ':J.. ou -" = t~-

11! (J. ln 

Si la matière considérée n'a pas de limite de propor
tionnalité, (J. n'est pas constant mais est une fonction de 
t ou ô, On a donc dans ce cas: 

Il est de règle de considérer le coefficient rn comme 
ayant la m(\me valeur à l'extension et à la compression. 

Dans les formules précédentes 0,., ô!I' à, sont les 
dilatations composées ou résultantes des dilatations 01" 
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fi'" et ,)',; /" t" et l, sont les tensions ducs il ri'" ,)'" et 
0', el IIOJl le.': lellsùms composées. 

I:TLTI1E ilES DI;:[i'nR~lATIONS TANGE:'\TlELLES 
OF G LI fi S E i\1 E :'i' T S 

Définitions. - Considèmns (lig, 24) un parallèlipipi'dc 
inlillilllcllt petit. OA13CDI·:F ct supposons-le soumis, dans 
sa facette SUPI"I'ipUl'''. il I1IH' tf'!1sion tangpntidlp fi par 

o c 
Fig. ~L 

unité de surfacl', Le pal'allélipiphle est supposé fixé par 
1I11 axe OC ; IlOUS supposons aussi momenlan{~ment que la 
faeeUe infél'Ïl'ul'f' l'st tixe. La [,wdle supérieure ABEF sc 
dl'place pal' glisselllent ct \'ient sc placer en NE/F'EI. 
L'allg'le droit AOC est deyenu Llngh- aigu NOe. Le glis
senwilt tolal de la facette ADEF par rapport à l'axe OG 
e:,il mesuré par l'anglc .\ON = BCn', que nous désignons 
pal' "(. On a : 

Le déplan'll1cnL dalli. supposé lri's faible 011 pcut 
l'nit'l' : 

,\.\ ' 
,,---

1 ~ U . .\ 
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faccltc ABEF s'cst mpproel}(~c de la facette ocne ; mais 
Cl' rapprochement peuL t'tl'e considéré 

comme négligeable, On a, en effet, 1-~~~~~~;:~-~ 
pour expression de cc rapprochenH'nL 

(fig. i51 . Y 

,\[ = AO (1 - UII CfJ~ ':1. 

Or quand ',' est iniininwn! petit, 1-cos': 
est un infinim('nt pdit dll srcond ordre. 

Théorème. - Le glissement proprement dit i vaut la 
somme des deux glissements fjll'epJ'I,?lVent le~ {accttes 
pei'pendiculaires, pal' rappurt li l'a.xe de glisSe1Jlent. Dans 

_~_--/ B' 

Ar-~~~~~~~-7/----~B 
-A;<·-..... A" 8 t ,: 

" r-----f!.-"-------, B" 
/ 

(1/ ' ."-. t /.t"" 
, , , 

1 

Fig, ::?li. 

, 
/ 

/ 
/ 

c 

le paralIélipipl'ùe O.\13CDEF les glissements sont iden
tiques dans toutes les sections normales il l'axc fixe 
OG; nous pOUHll1S dOliC Ile cOllsitlél'C'I' que cc qui se 
passe dans la faceUe O,\BC, Sous l'influencc de l'effort fJ 

dans la dil'edion .\13 (Ii~·. :W), Lt fa('dtt' AB glisse pal' 
rapportit l'axcU, lepoint,\ \'ient l'Il X, le glissetlH' lit a pOlll' 
expressiotl l'angle AU.\' = 'X'. L(' théorhn(~ l'datif kt la 
réciprocitè des efforts tangenliels indiqlH' d'alltl'e parl, 
qu'cn mêm(~ temps qll'ag'il Iln effort f) dalls te s('ns ,\B, 
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doit intervenir un même effort 0 dans le sens perpendicu
laire CE. Sous l'influence de ce second effort, la facette 
CE glisse par rapport à l'axe 0, le point C vient en C', le 
glissement de CE est évalué par l'angle C!OC = 11.'1. Le 
carré est devenu, sous l'action des deux efforts réci
proques 0, le parallélogramme OA'B'CI. Si on amène ce 
parallélogramme de façon que OC! coïncide avec OC, le 
point A' viendra en NI et l'angle A/ONI = œil, le parallélo
gramme est arrivé en OA"E"C. Le glissement total j = 
"\OAfI, par rapport à l'axe 0, est donc bien la somme des 
deux glissements partiels 'X' cl 'X" des facettes normales 
AB et BC par rapport au même axe, et on a : 

Coefficient de glissement. - Le petit cube dont il vient 
d'être question appartient à un corps solide soumis à 
l'acLion de forces extérieures de façon, que des efforts de 
glissement e agissent seuls sur les facettes du paralléli
pipède. Le glissement qui correspond, pour une matière 
donnée, à la tension de glissement égale à l'unité, s'appelle 
coefficient de glissement et se désigne par ~. On a : 

(i) 

C'est donc l'angle ùont a varié l'angle droit de deux 
éléments de surface sous l'action d'une tension de glisse~ 
ment égale à l'unité. De la relation Cl) on tire: 

j = ~e (2) ou (3) 

L'ü;yersp du coefficient de g'lissemcnt ou +- l'st son vent 
l' 

désigné pat' G, module d'Cla!iticité de glissement. La loi 
de proporlionnalité j = ~O n'est pas plus cxaele ('l} ee 
qui concerne les glissements que la loi de IIooke rclati vc 
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aux dilatations; elles sont, comme on voit, de forme 
identique. 

Relati-on entre le coefficient de dilatation a et le coeffi
cient de glissement ~. - Considérons (fig. 27) l'ellipsoïde 
d'élasticité rapporté ù ses trois axes principaux a, b et c 
et soit une facette ABC à la distance 00' =1 de l'origine. 
Cherchons le glissement de cette facette par rapport à 
un axe passant pal' le point O. Ce glissement se produira 
sui vant une certaine direction 0'011 (:l, ~', y'). Evaluons 
l'effort tangentiel 8 dans cette direction. Observons 
d'abord qu'on peut écrire la relation 

cos a cos a' + COR f- COS ~' + COS Y cos y' = 0 (1) 

puisque 00' est normal sur ABC, donc sur 0'0'1. 
Appelons i2 la surface ABC et écrivons la condition 

d'équilibre suivant la direction 8. Il vient: 

car a w.,. représente la tension totale sur l'élément (<ln 

aw., cos a' la composante de cette tension suivant 8. On 
a donc: 

'r = a cus :x cos 'Jo' + b cos rj cos p' + c co::, '; l'US y' (2) 

Cherchons maintenant le glissement Yo par rapport ù 
un axe passant par 0 et normal sur 0'011 (fig'. 28). Il est 
visible que O'Ol étant le déplacement de 0' dans l'espace, 
c'est-à-dire le déplacement total de 0', cc déplacement a 
trois composantes qui sont les déplacements des points 
a', b', c' arrivés en ail, bll , Cl'. Pour obtenir le déplacement 
(le> 0' suivant 0'0 '1 il faut projeter les trois composantes 
a'al ', b'bl! et c'c" sur 0'0". Appelons il,,, ,Sin ù,. les dilatations 
respectives suivant les trois axes. On a : 

Oa cos rx == a'a"; 0/; cos ~ = b'b"; Ô(' eos y == c'e" 



Donc: 

Pour obtenil' le glisseml'llt proprement dit y, ilfaul, 

z 
c 

c 

A X 

Fig. ~j. 

d'apl'l'S Je théori'IlH' ci-dessus, chel'chel' lc glisscment 

C' 

b' 
--------------

b" 

, 
cos :oc 

, , 
, , 

''' .. : /' 
___ __ :,Y 

; 

; 

/'a/ 

"0 d'unc îacctlc pcrpendic\llairc SUI' ABC cl 1l()I'I11ak SUI' 

i)'o", Choisissons aussi (',cUl' faedi(' il la di,;lall('(:1 dt, 
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l'origine O. Les angles de cette nouvelle facette avec les 
plans coordonnés Bont Ci.', ~', yi. La direction de Yo sera e, 
normale sur 0 '0", done parallèle à 00'; les angles seront 
donc '7., ~, Y et, pour obtenir '1o, il suffit de changer dans 
l'expression ci-dessus '7. en '7.', ~ en ~', y en y'. On écrit: 

Yo = Da cos '7.' cos :x + Ob COS W COS ~ + OC COS l COS Y 

donc 
'1=2'10 

première relation impol'lante; ou 

y = 2 [oa cos '7. cos Ci: + 0& cos ~ cos W + Oc cos y cos y'] 

La composition des dilatations donne les relations 

, (a_ b +1n C) Ga == ~ 

~,_ (b (l + c) Î Ob _'7. --Ill 

\0('='7. (c -~) 
III 

'7. étant le coeftîcient de dilatation. Il viendl'a donc 

y = 2'7. [(a - b + c) cos '7. cos '7.' + (b _ a + C ) 
III III 

cos ~ cos W + (c - a + b) cos '1 cos y,] 
II! / ' 

ou : 

y = 2'l [a (cos '7. cos :x' - -~ cos ~ cos W - -~ cos y cos l) 
III ln 

+ b (cos ~ cos ~' - ~ cos :x cos '7.' - _1_ cos Y cos y,) 
TI! ln 

+ c (cos y cos y' - _1_ cos p.' cos W __ 1_ cos '7. cos (1.,) ] 
ln _ JI! 

Or l'équation (1) donne: 
t 1 

-cos (1. GOS (1.' = - - (cos ~ cos W -t- cos y cos 't') 
ln lit 

'VÈn:. ~ Résistance des matériaux. 5 
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Donc: 

Y=20:[ (cos 0: cos 0:' + I!~ cos 0: cos 0:) a+ (cos~cosW+ 

+ï~ cos ~ cos W) b + (cos y cos y' + ~- cos y cos y) c] 

Ou: 

r m+1 m+i y = 20: a ~~- cos 0: cos 0:' + b ~~- cos ~ cos W + 
ln m 

+ c m + 1 COS" cos v'] 
ln j • 

Ou: 
m+1 y = 2 0: ~~- (a cos Cl cos 0:' + b cos ~ cos~' + c cos y cosy') 

ln 

A cause de l'équation (2) on pourra écrire: 

_,) 111+1 e y - _0: ~-111- , 

ou: 
-, 1Jl + t 

-'- = 20: -- = ~ e ln 
(3) 

Le coefficient de glissement vaut donc 2 m + 1 fois le 
III 

coefficient de dilatation. La formule (3) .. si 'Y. et ~ ont été 
déterminés par expérience, peut sc mettre sous la forme: 

2 
m = ~ , 

---2 
0: 

qui peut être utilisée pour le calcul de m. En général m 
est compris entre 3 et 4; on a donc: 

- ;, • 8 _ 2 ~ ';) 6-
~ - T ù T 'Y. - ,'-' 0: a ~. l 'Y. .. 

ou 
3 <) 

IX = ,,~ il ....;. ~ = 0,375 ~ il 0,4- ~. 
o ;) 
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Observons que y étant un nombre, ~ est de mêmes 
dimensions que e. 

Equations fondamentales de la théorie mathématique 
de l'élasticité. - Nous avons vu que les composantes des 
tensions qui agissent en un point quelconque d'un corps 
solide sont liées entre elles par les équations: 

i'lous avons établi ces équations en nous basant unique
ment sur les conditions d'équilibre fournies par la méca
nique rationnelle. Elles renferment neuf inconnues, 
réduites à six par suite des l'quations de condilion (1) ; 
restent donc trois équations (II) pour le calcul de six 
inconnues. La théorie mathématique de l'élasticité a pour 
but de déterminer le 'problème, en introduisant un fac
teur nouveau, la loi fondamentale de l'élasticité, qui 
permet d'écrire de nouvelles équations. 

i'lous admettons, pour simpliflel', comme loi fondamen
tale, la loi de Hooke. 

Changement de coordonnées aprés déformation. - Con
sidérons, à l'intérieur d'un corps solide (flg. 29), un point 
A de coordonnées x, y, z ; le corps n'a pas encore subi 
de déformation. Soit aussi un point Al, infîniment voisin 
du premier; ses coordonnées sont 

y + ~!J, Z + 0': 

Il est supposé suffisamment voisin de A pour qu'on 
puisse négliger les carrés de ox, 8y ~t ilz. Apr~'s déforma-
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tion le point A vient en A' et ses coordonnées sont 

.J' + u, !I + t" ::; + 1('. 

Les quantités 1(, v d li' sont les projections sur les trois 
axes du vecteur AN qui représenle le déplacement du 

z 

o x 

Fig. :::!~1. 

point "\, ",ous supposons que li = f IX, y, ':;) ; v = ü 

(X, y, .:;); W='f (,X', y,,:;) ou des'fonctiolls <lex,y,.:;:' 
nous les supposons continues; si elles ne l'étaient pas il 
y aurait rupture du corps. ~ous admettons aussi que les 
dériv('cs de n, l'et 10 sont fondions continues dcx, y et .:; 
sans quoi les réactions élastiques sel'aient tl'i's grandes, 
donc les forces extérieUI'es, qui font l~qllilibl'e il cellcs-ci, 
le seraiellt aussi; et nous excluons ee l'as. Le puint :\[ l'st 
venu Cil "\', ; les ('oordonnl'cs <le el' demic]' point !:iont : 

,?; + O;?;+ u +;;tl: 1/+0!1+ V + OV; :::+0'::+IC+ÔU' 

Développons u + ou, v + ,îv, w + 010 pat' le th(~Orl'me 
de TayloL' ell llOllS arr(·tant au second terme, les carrés 
de ox, 0.11 et 0':; élant n(~gligeab[Ps. Les coordonnées d(~ NI 
seront: 
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( ou) 
x + lt + 1 + oX 

,,_ 1 OU.. 0ll" 
O.C --j- -,- 01/ + -,- OZ; 

~!J' OZ 

( OV) 
l' +V + 1 + -,
.1 oy 

, , 
.... Ol'"\ 0V" 
0'1 + -,- o,t + -,- OZ; 

• OX 0;'; 

, , (' ) OW.... OW" OW " 
.:; +.W + -,- O.G + -,- oy + i + '-:- OZ. 

OX 0!J O~ 

Rclatiyement il A' les coordonnées de N! sont: 

" ( Olt) , ou, + ou , 
a,?;' = 1 + -,- 0.1: + -,- 01/ -,- 0':; 

OtE 0,1/' 0:: 

" 3t1
.... ( 0t') " èv '" Olj' = ~- o.?; + i + -,- 01/ + -,- 0':; 

• O.r: oy 0;; 

0;;' = ~w ox + ~w o!J + (1 + °0,1~') ô:. ox 0.11 _ 

On peut écrire: 
'" " " 

" ... 1 Olt" ou" ou .... 
Ote == 0·(' - -,- Q,:r -- -,- 01) - --;-- f);; 

Q;?; 0.11' 0;; , , , 
" "1 av" 0 l'" OV" 1 
0.11 = 0.11 - OX ox - o!J 0!J - 0;; 0;; (l Il 

, , , 
" " 010" 0 Hl " 0 H' " 
0;: == 0:/ - -,- OX - -,- ay - -,- 0::; 

o.?; oy 0;; 
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Xous avons supposé que les déformations étant faibles 
. l' 1 l' d ou olt 1 on pouvait nég Iger es prot UlIs e -,- , -;ç- ou eurs 

o.U oy 
carrés; on peut donc substituer clans les formules (III) ox', 
ôy' et 0;:;' à <lx, oy et 0;:; ; il vient: 

( ') , , " ou "\ 1 ou" 1 ou" 1 
O.C = 1 - -,- 'J.V - ,,- O!J - -,- 0;; , 

ox oy 0;; 

et deux autres relations fournissant oy et 0;:; ; ces formules 
sont linôaires et homogènes; elles exprimen L les anciennes 
coordonnées en fonction des nouvelles; toute ~urfa.ce 
défo1'mée conserve donc le degré de son équation; ainsi, 
un plan reste un plan après la tlNormation; une droite 
reste une droite, deux plans parallèles restent paral
lèles. 
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Ellipsoïde des déformations. - Une sphère, après 
déformation, conserve son degré, mais elle devient un 
ellipsoïde. Soit, en efIet, 

àx2 + oy" + OZ2 = 1 

l'équation de la sphère. Après déformation cette équation 
devient: 

[ ( àu) " àu" àu '_'] 2 + 1 - -,- 0.1: - -,- oy - -,- o~ ... 
0.1: O!!· 0;:; 

=1. 

Développons cette' expression et négligeons les termes 
du quatrit'me ordre; il vient: 

(1 ~ 0. u) , '2 + (1 ~ QI') , '2 + (1 "à1O ) - ~ -,- ox - ~ -,- oy - ...t -, -

0.1: oU, oz 
OZ';.! 

-2 -,- + -,- ox 011 - 2 -,- + -,-( OU (lI')"" ( av à1O) 
oy oX . OZ oU 

OU'oz' 

_.) (~+_àu) ,." ,_ 1 .... '" "O,.,OX _ 
O.t: oz 

C'est là l'équation d'un ellipsoïde rapporté à son centre; 
on l'appelle ellipsoïde des defo1'mations. 

Observons que ~u est l'accroissement de l'unité de 
0,); 

longueur prise parallèlement à OX, c'est-à-dire la dilata
tion linéaire suivant cette direction. En effet, supposons 
que le vecteur AAI soit parallèle à OX et soit OX sa lon
gueur ; calculons l'allongement que lui fait subir la défor
mation ; on a : 

AA/ = (àx + àU)2 + (ày + àV)2+ (0;:; + OW)2, 

oy et oz sont nuls, car AA1 est parallèle à OX; on peut 
considérer OV et OW comme étant du second ordre, OX 
étant du premier ainsi que v et 10 ; ov 2 et ow2 sont donc du 
qualt'ième ordre, el 

AA[ = àx + àu; 
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8y et bZ sont nuls; on se réduit il ~,~ ÔX ct 

A A 1 = 0,/: (1 + ~ Il ) , 
o;u 

on 
-,- est donc bien la dilatation linéaire sui,'ant OX; de 
o;c 

.Y 
E D 

D 
t3 C %7. 

B' ',,$0 C' 

OL-----------------x~ 

Fig. 30. 
, , 

même ~t' el 0:1' sont les dilatations suivant OY ct OZ. 
oy o~ 

Posons: 
01C _ .... ,,, 
-,-_0 
0; 

Des rayons de la sphi.>re se sont donc dilatés de quan
tités 0', 0'1 et 0"1. Il s'est prodllit Pli ml\me temps des 
dilatations angulai1'es ou distorsions. Consiclèrons (fig. 30) 
un rectangle infiniment petit dans un plan parallèle aux XY 
et dont les cotés sont parallèles il OX et OY. On aBC = (lX, 

BE = oy ; la déformation se prodllit ; le rectangle devient 
un quadrilatère curviligne B'e'IYE' ; l'angle E'Bte' = 'f. 
On a: 

B'C' = ;;,/; (1 + ~u) 
oX 

H'r' '(t + Qi' \ " = oy oy) . 
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Les coordonnées de ]) sont x + OX, y + 8y, z; donc 

B'D,2 = (o:c + ou)" + (ôy + !lV)2 + 010 2 

car OZ = 0 ; <'510 2 est du quatrième ordre; d'autre part 

ou 

, , 
0,1; + ou == OX + ~ àa~ +~àl/; 

0,'(; 0.1/' 

~" ou '" ox + ou = B'C' + -,- 0.1/, 
0.1/ 

Négligeons f'ncore les infiniment petits du quatrième 
ordre: 

, 
(' +,.) il'(") + ') ou, B'C' o,v Otl)- = , ~ 2:i oy . . 

Or 
ou B'J~' _ àu " + ou OP ... -,- ,- -,- ou -,- -,-ou; 
ou ou 0!J oy .. 

ou ou 
on peut donc remplacer,,"" oy par -,- B'E' ; d'où 

ou oy 

(0,'(; + ou)" = il'C,2 + 2 ~u B'C'. B'E'. 
oy 

De même: 

Donc: 

('ôy + ov)" = B'E,2 + 2 ~v B'C'. B'E'. 
oy 

B'D,2 = B'C,2 + B'E,2 + 2 (~u + ~v) B'C' . B'E', 
uy . ox 

Mais: 

B,]),2 = B'C,2 + B'E,2 + 2 cos 'fi B'C' , B'E': 

donc: 
OU OV 

('os 0 = -,~ + -,-' , oy ox 

cos 'fi est infiniment petit; 9 est donc voisin de : ; négli-
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geons les termes du développement de sin (: - cp ) 

au delà du premier, Il vient: 

L'angle droit EBC est donc devenu, après déformation, 
E'B'C'ou 

-.: ( ou av ) , '9" - -,- + -,- , 
~ 0.1/ 0,); 

ou av, .... . -,- + -,- s appelle la dlstorswn ou dtlatatwn angnlall'e 
0.11 Q,V 

ou glissement; nous posons: 

ou OV 
yJ:y == ày + ôa: . 

Il se produil de même deux autres distorsions 

av ôw 
'{'I> = ~+-,-

v':: 0.11 

otV OU 
'''{: .. l' == -,- + -,- ' 

f),C 0-: 

Observons que ces expressions entrenL dans l'équation 
de l'ellipsoïde qui peut dès lors s'écrire: 

(1 - 20') OX'2 + (1 - 2(;") où'" + (1 - 20"') OZ'2 

-- 2'{"1 è;c'o!J' - 2Y!I" 0.11'0'::' 

- 21>x o.:;'o,c' = 1 

ou, plus simplement: 

~ (1 - 20') OX'2 - 2 ~ 1"" o;c'o!J' = 1. 

Les rayons de la sphl'rc se sont donc dilat{·s linéaire
ment; deux rayons faisant entre eux un angle droit font 
maintenant un angle différent, il y a eu glissement. 
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Si l'ellipsoïde était rapporté à ses axes on aurait: 

Ott àv 
-,- +-,-=Yx'J = 0 

0,11 ox . 

OV OtV . -,-+ -, - =y 'Y = 0 
0::; 0,1/ 

otO ou 
O,V + oz = Yx, = 0 

et l'équation se réduirait à : 

[1 - 20'1 OX'" + [1 - 20"1 '0,1/'" + [1 - 20"'] OZ'" = 1. 

Donc si on prend comme axes lesaxesde l'ellipsoïde des 
déformations, les termes rectangles disparaissent: les 
glissements ou distorsions sont mÛs dans les tJ'ois plans 
principaux de l'ellipsoïde. Il Y a donc, en général, un 
système de plans formant un trièdre trirectangle et tels 
que les glissements sont nuls pour ces plans. Observons 
que 8', 8" et 8'" sont très petits et qu'on peut écrire: 

1-20" = (1 ~ÔII)'; 1 2"" 1 
- 0 = (1+0'")~ 

L'équation de l'ellipsoïde prend la forme: 

OX'~ 

(1 +0')" + 
oy'2 OZ'2 

(1 + 0")" + (1 + 0"')" = l, 

les dilatations linéaires suivant les axes de l'ellipsoïde 
s'appellent dilatations principales. Les longueurs des 
demi-axes de l'ellipsoïde sont donc 1 + 0', '1 + 8", 
'1 + 81/1, 0', 8", F/" étant les dilatations principales. 

Composition des déformations. - Nous venons de voir 
qu'un rayon de la sphère se dtlate, et que l'angle primi
tivement droit de deux rayons se déforme par distorsion. 
n se produit en ;nème temps une rotation. Ecrivons, en 
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effet, l'expression de ox' sous la forme 

,,( ou) , [ 1 (ou OV ) f (OU ov) ] , ox = 1 +-,- OX+ - -,-+-,- +-- ~-___ oy 
OX _ 2 oy ox 2 oy ox 

+ [~ (~U + ~w) + ~ (~u _ ~w)] oz; 
2 OZ oX 2 oz iix 

et adoptons deux dispositions semblables pour oy' ('t oz'. 
Considérons, dans ces expressions, les parties: 

. 1 ( ou ov) , 1 (ou 01l'), , , 
, - (-,- - -,- 01} + - ..,.- - -,- 0; pour o.x 

2 \ oy O,X ' 2 0; ox 

IV ) ~ (~v _ ~I(,) 0; + ~ (~v _ ~u) ôx pour oy' 
j 2 0::; oy 2 ox oy , 

r 1 (ou, ow) , l (OW Ov)" " , 
\ - -,- --,- O,V + - -, - -,- oy pour oz 

2 o,x 0; 2 0 Y oz 

Supposons que le eorps conserye une forme invariable, 
mais qu'il soit animé d'un mouvement ; il n'y a plus de 
déformations; le déplacement se décompose en une trans
lation et une rotation; cette dernière peut être remplacée 
par trois autres p, q et l' effectuées autour des axes des 
coordonnées. On a alors: 

Soit encore: 

0,); 
dt = qz - j'y 

oy _ _ 
dt - r,x - p~ 

0': 
Tt=PY - qx. 

il,r = qat. ;; - rot. y 
ôy = rot, x - pot. ;; 
oz = pot. !I - qôt . x ; 

pot, qat, 1'01 sont les angles infiniment petits dont le solide 
a tourné autour des trois axes. Il y a analogie complète 
entre ces formules et les termes (IV); on peut donc 
dire que ceux-ci correspondent à une rotation d'angles 



76 ÉLASTICITÉ ET RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 

À, p. et '1 donnés par les formules suivantes, autour des 
axes: 

1 (011' ou ) ), = - -,-. - - -,- = P dt 
2 'J,y: 0::; 

u- _1_ (~_~) - . dt 
L - 2 oy ox - q 

v = - -,- - -,- = J> dt 1 (OV 01(1) . 
2 0;:; a!l 

Il résulte de là que les termes de ox', oy' et oz' qui doi
vent correspondre aux déformations sont: 

" ( ou) , 1 (ou ot' ) , 1 (ou ow ) , ax = 1+- 0,1;+- -,-+ __ ol}+- -+-,- oz , èx 2 a)! O.T . 2 èz ax 

r ,~, ( 0'0) , 1 (ov 1 OlC) 1 (1 cv ôv) , (')' oy = 1+-, oy +- ~ -r,- èz +- -, +-, ox 1 ay 2 oz oy 2 oX oy 

\""1 ( 01(1), 1 (0U 1 ou), l(OW Ov), 
0;:; = 1 +-;;;- 0;; + - -, + -;;;- o.u+- -, +-, 01} 

0; :2 C~V 0; 2 oy oz . 

si, bien elltendu, la proposition est vraie. 
La distance primitive AA1 =!; (fig. 29) est donnée par 

la relation 

La distance A'A'l a pour valeur : 

S'il n'y a eu que déformation on aura: 

et on devra avoir 

en négligeant le tel'me ~C. Subtituons dans la valeur de 
~2les expressions (V), supposées exactes. 
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Il vient: 
" ~ ~ 

('<0 .... " ou " .) + av ..... } + ~ OH' ..... ) E'l = a,v~ + Ol'~ + oz" + 2 -,-0,7;- :2 -,- oy- :.. -,- o.:;~ 
. ./ o,r oy 0':; 

" l (àU 01.' ) + 2 o;cay - -,- + -,-
2 oy o.r 

" i (av + 011') + 2 oya,:; -2 -,- -,-
A,:; au 

+ 2 c;ox ~ -,- + ~ " i (011' ou ) 
~ ox 0", 

Si la proposition est vmie on devra avoir: 

... , QU,., av,., Ol{", ( ou àV) . '.1; = -,- ox-+ -,- oy-+ -___ 0;-+ -,-+-,-
~ " ax oua;; ° y GX 

(VI) " " 
( 

0. v +~) , ,_ + (~ +~) '_' . + -,- , aya~ , ,a~ax 
oz oy 0,7; 0::; 

Or 
~2 = àx~ + ày" + OZ". 

Prenons la variation 

(VII) ;;.1; = 0,7; (àx' - ox) + OU (ày' - àU) + 0':; (0;' - 13.:) 

On sait que: 
, , , 

" " " ou.... + ou , + ou.. " ox' - o~c == ou == -,- ax -,- oy -,-oz 
ox ou oz 

et deux expressions semblables pour oY' - Sy et oz.' - 0';;. 
Substituons dans (VII); il vient: 

, 
'~;-'" ou".) + ;;l; = -,- OX~ ... 

ax 

On rdt'ouve la formule (VI) et la proposition est vérifléc. 

Déformations autour d'un point. - Nous allons étudier 
les déformations autour d'un point A à l'intérieur du 
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corps (fig. 29). On a trouvé ci-dessus: 
, , , 

;: ~ ott,,) av ~ Q't{1 ... _ ,,"'-,.1, = -,-o:rC + _,_oy2 + -,- OZ" + oxoy 
ox oy oz 

( OU ov) 
oy + ox + 

(' ') (' ') "" ov ow ... ... o'w ou + oyoz -,- + -,- + o;;o,r -,- + -,-
OZ oy ox oz 

(1) 

Appelons '1., ~, Y les cosinus directeurs de la droite AA j ; 

on a: 
Dy = ~~; 

Substituons dans l'équation (1) 

~ _ '1.2 ~ + 2 ~ + ' 2 ~ + '1.B ou ov .... ~ " " " ( , ') 
; - 0.1: ~ oy {oz ' ôy + ox 

+ B (~v + ~I(' ) + ''1. (~1(' + ~U ) , y OZ oy (ox OZ 

La quantité 0ç~ est l'allongement subi par l'unité de 

longueur dans la direction considérée; c'est la dilatation 
'~ 

dans cette direction. Posons 0-;"_ = 8 et 

ou 
-,-==a; 
ox 

, 
':v _ . 
"'- _ b, oy 

OU' -,- == c; 
oz 

a, b et c, étant les dilatatiolls suivant les axes; 

ou OV OV o'tV aw ou -,- + -,- == YX'Y; -,- + -,- == ï 1/z; -,-+ -,- == IXZ' oy ox oz oy . ox OZ 

On a, pour la dilatation: 

;) = a'1.2 + b~2 + cy" + a~Yx!l + ~nY, + y'1.yY =. 

Surface des dilatations. - Portons sur la direction 

. d' 1 1 AAl' à partIr u pOint A, une ongueur AP = p = , / ,. 
v ±o 

Soient X, Y et Z les coordonnées du point P. On a : 

x= p'1.: y = p~; z == Pl' 



d'où 
X 

a.=--; 
il 
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y 
~= p 

z 
Y--' - , 

p 

79 

, 1 
0=+-.,' p-

Introduisons ces valeurs dans l'expression de ,); il 
vi~nt : 

aX! + bP + cZ" + "{yI/XY + "[IIZYZ + "{.,SZ = ± i. 

C'est l'équation d'une quadrique rapportée il son 
centre; c'est un ellipsoïde ou l'ensemble de deux hyper
boloïdes. Cette surface s'appelle surface des dilatations, 
Pour qu'elle soit rapportée à ses axes il faut qu'on ait: 

1-1'11 == 1//':. == "(.1:: == o. 
Or 

Olt ;) V 
"{XII = -,- + -,- : . oy o,c ;yz == ... ; yJ.::;; == '" 

D'autre part les axes de l'ellipsoïde sont caractérisés 
par 

et deux autres équations analogues, On conclut de là que 
les axes de la surface des dilatations coïncident en direc
tion avec ceux de l'ellipsoïde des déformations. Ce dernier 
a pour équation: 

ii,r 'l (1 - 2 ~tt) + ôy'l (1 _ 2 ~v) + oz'" (1 _ 2 ~w) 
ox oy oz 

;')' 1'" 1 (ÔV + OU)) - :'oljoz -, -, .. , = 1 . oz ay 

Rapporté il ses axes, on a : 
, 
~==à'; 

Q,C 

, 
ov _ '11 -,--- ") , 
oy 

, 
OW "1/ -,-= a 
OZ 

Il est visible que 0', a" et Il'!! se confondent avec les 
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quantités a, b et c relatives aux axes de la surface des 
dilatations. Cette dernière, rapportée ù ses axes, a pour 
équation 

Happelons que l'équation de l'ellipsoïde des déforma
tions rapportée aux mêmes axes est 

àa/-~ 0/1'2 OZ'2 ...,..,---."..,.,..:- + .} + = 1 " 
(1 + ô')" (1 + à")" (1 + ;)"')" 

0', ,)l, OU' sont les dilatations principales. Si ces trois 
dilatations ne sont pas de mème signe, le sig'ne + cor
respondant à un allongement, le signe - à une contrac
tion, il existe une série de directions pour lesquelles il ya 
allongement et qui rencontrent l'un des hyperboloïdes, 
et une autre série de diredions pour lesquelles il y a con
traction et qui rencontrent l'hyperboloïde conjugué. Ces 
deux séries de directions sont sépaeées par le cème 
asymptote. 

Théoréme. - La sornrne des dilatations suivant trois 
dù'ections normales est constante et égale à la sornrne de~ 
dilatations principales. Soit, en effet, la surface des 
dilatations rapportée à ses axes: 

à'X" + à"Y" + à"'Z" = + 1. 

Pour une direction quelconque on a : 

Considérons (fig. 31) h'ois directions perpendiculaires 
OSI, Oyl et UZ'; (1.,~, y; (1.1, W, yi; (1./1, WI, -rt l sont les cosinus 
directeurs; al, bl, c' les dilatations correspondantes, Il 
vient: 

a' == à/a:.! + à"~J + 0"'y2 
b' == 0':('1 + o"W2 + 01/'r'2 
c' == O'~"J + O"W'2 + C"/y'/'}. 
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01' 01,01', 01" sontles cosinus directeurs des ang'les de 0;0;: 
avec les nouveaux axes, et on a : 

De mème 

ct il vient: 

01' + 01" + a"2 = l, 

21 + ~'~ + ~j!l2 == t 

" + i 2 + ,"2 = 1 

a' + b' + c' = ([ + b + c. 

Dilatation cubique. - COllsidét'ons, au point 0, un 
parallélipècle rectangle ayant pour dimensions d:c, dy, d:.; 
son volume d,: = !lx. dy. d:.. Apri's la déformation le 
volume devient un parallélipipi'de oblique, mais la défot,
mation étant très faible, les inclinaisons des angles des 
faces ne difH'rent de l'unité que dïnfiniment petits n('gli
geables. On peut donc, pour é\'alucr le volump, assimiler 
Je parallélipipi~de oblique il un pal'allélipipède rectangle 

Dt': 

(h' = (ü:'dy'r/;' 

dx' = d.c (1 + a) 
rly' = dy (1 + b) 
d~' = d:. (1 + c) 
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On a donc: 

(h' = dx . dy . dz (1 + a + b + c) 
d,' = d, (1 + a + b + c) 
(h' - d-: 

d'C = a + b+c. 

Le premier membre de cette relation est la dilalation 
cubique; nous le désignerons par e. 

Relations entre les forces et les déformations. - Les 
rotations dont il vient d'être question ne peuvent donner 
naissance à des déformations élastiques; seules les dila
tations et les glissements peuvent produire des forces 
intérieures. On a trouvé: 

Une force élastique doit être fonction de 0, donc des 
six coefficients a, b, C, IJ!" 1-", I!]' ; il en est de même des 
six composantes t,., t'l' ( , 61 '1' B.,." S!JO" Concevons ces 
composantes ch'vcloppées par la formule de l\Iac Laurin 
suivanLles puissances des six quantités a, b, c, IX!], IX:, IY" 
en supprimant les termes qui les renferment à un degré 
supérieur au premier. S'il n'y a pas de déformations les 
forces élastiques sont nulles, il ne pourra y avoir de 
termes indépendants. On pourra donc écrire: 

tx = A1a + B,b + Cie + Dll"l + EllY' + F,yJ: 
t'I = A'}.ct + B,b + C'2G + D,y.,!] + E'2I'1' + F'}.lx, 

t z = A"a + B"b + C"e + DalJu + 1~"lu' + F3IX, 

6"!I = eux = Nia + Bl,b + C'le + D"lr!! + E'IY'I' + F'llxz 

61" = {lzy = A'2a + B'2b + C'2C + D':!,,,!! + E'21.'" + F'21x, 
O.TZ = 6;x = A'"a + B"lb + C'"e + D',,'(x1/ + E'''IY; + F"l'(X' 

Si le corps est supposé homogène, ces cocffîcients sont 
constants et au nombre de trente-six. Pour un corps iso
trope, les coefficients se 1'éduisenl à deux. En effet, en 
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un point donné, il Y a trois forces élastiques principales 
et trois dilatations principales. Admettons la loi de Hooke 
sous sa forme génémle, c'est-à-dire que les trois forces 
élastiques principales sont des fonctions linéaires et 
homogènes des trois dilata Lions principales et posons: 

Dans l'expression de A, supposons que ce qui se rap
porte à OX est Ilxe ct permutons l'axe des Y avec celui 
des Z, donc 8'1 et 8''', 

On a: 

Comparons les deux expl'essions de A : 

Opôrons de mème pour R ; B devient C 

Coniparons les deux expressions de C; on voit que 

Donc: 

B, = C,; 

A == AJo' + A~ol! + A'20'" 
B == ...\.2°' + .Al~1I + .A 2Q '1/ 

r. == A20' + A2o" + ~\loll' 
qU'OIl peut écrire: 

A = A2 (0' + 0" + à"') + (AI - A2) 0' 
B = A2 (0' + ;)" + 0"') + ("\1 - A2) ;)" 

C = A2 (0' + 0" + à''') + (AI - A2) 0'" 

. "\ = I,e + :2f-'o' 

\ B = i.e + :211.0" 

t C = Je + 2~O'" 
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Le nombre de coefficients se réduit donc il deux: À 

et fL. 
Choisissons comme axes les directions des dilatations 

principales ;)', ;)", ;)'''. Sur les trois plans coordonnés agis
sent des forces élastiques dont nous désignons les com
posantes par 

Chacune de ces composantes sera fonction de ;)!, ;)" et 
;)'1', car YXiI = lI: = YiI: = O. none: 

tx = Alo' + BIo" + CIO'" 
ly == A2o' + B~O" + Clo'" 

t" = A;jo' + B,o" + c,o'" 
6J!I-== 6yx == A/io' + Hllo" + C'io/II 

ey::; == Ozy == A'201 + B'20" + C'20111 
6.c:; == 6Z _1 == A';:lQ' + B'(lO" + C'30'" 

Dans un corps isotrope, toutes les directions, au point 
de vue élasticité, sont équivalentes autour d'un point; ce 
qui est vrai pour t, lil' to , l'est aussi pour la compo
sante normale N de la force élastique agissant sur un 
élément quelconque Q. On peut donc éerire : 

N = Ao' + Bo" + Cà'''. 

Laissons OX fixe et permutons OY avec OZ; le corps 
étant isotrope, on aura: 

lx == Alo' + BI 011 + CJO"1 

t il = BIo' + Ajo" + BIo'" 
t: = BIo' + BIo" + Al;)'" 

(J.J:Y = BI (0' + 0" + 0"') + (Al - BI) 0' 

de même 0.1:: ct Oy:; c' est-à-dire : 

tx = Àe + 2 fLO' 
t" = 'Ae + 2 fLo" 
t z = Àe + 2 fLo'" 
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Une composante N quelconque est donc de la forme 

N = I,e + 2 fià, 

il désignant la dilatation suivant la direction normale 
sur!2. 

On pourra donc écrire: 

sachant que 

tx = I,e + 2 fia 

t'I = I,e + 2 fib 
t, = I.e + 2 fic 

Axy = Oyx = 2 [J·y.ry 

8"1 = Oy, = 2 p·'ry, 
Hr , = Oz.r = 2 fiYx, 

ou DV ow 
e = --c;-- + -,- + -,- = a + b + c. ox oy 0;:; 

Nous pouvons mettre ces formules sous une autre 
forme, étant données les relation s établies précédemment. 
Les distorsions ont comme expression: 

OH ov 
lJ'!I == oy + ~,c 

ov OW 
Y'I' = -,- + -,-. 0;:; oy 

, , 
OH'" ou 

j':;.!, == -,- + -,- . 
o,r 0;:; 

On sait qu'il y a, entre un glissement r ct le coefticient 
de glissement ~ la relation 

ixy = ~Oxy 

Par suite: 

(1) 
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L'étude des déformations composées nous a conduit à: 

(11) 

Addi,tionnons et remplaçons Ox + Oy + 6z , ou a + b 
+ C par e; on obtient: 

m 1 
t L + t!l + tz = - c m-2 a 

(III) 

La première des équations (II) peut s'écrire: 

OL' n, + 1 1 ) -= tL,' -- (tx + t" + tz ; 
a mm' 

il." 111 + 1 c 1 
--;-==--m- tx - '1U- 2 ---;: 

Résolvons par rapport à lx : 

1 ln (, e) 
t.e = -;:; II! + 1 0,r + m - 2 ' 

:'Ious avons trouvé d'autre part, entre les coefficients a 

et ~, la relatioll 
m 

a = -:::-c----;--:-;- ~. 
2 (m + 1) 

11 vienL dotte, ell introduisant cette expression et en se 
souvenant de (1). 

2 ( du e) \ 

tJ·= - ([X+ 112- 2 fj 

1 ') ( dv c) t ll == + Tv +1n - 2 

\ 
(IV) 

" 

2 CI/(! e) t--- - ---'-:j IIz + m - :l J 
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Comparons aux formules de la théorie purement mathé
matique, Nous voyons que 

11! _') _ 1 
'Y. In + 1 - ~fL - if ' 

ln __ 1_=À; 
---;;- ln + 1 1I!-2 

d'où 
fi- _ m-2 
T- 2 

et, en adoptant le chiffre nt = 4 de Poisson, 

relation proposée par cet auteur. 
Avec 

10 
/J!= 3 

') 

fL = i- À. 

Nous aurons l'oceasion d'établir ultérieurement une 
relation dÏl'ede entre À et [L. 

I! est possible d 'établir une expression générale qui 
résume la théorie de l'élasticité, 

Reproduisons les équations d'équilibre: 

8!1." = OJij; o;;!! = O'/~; Br;; = O;;~ 

dtI' + dO'lx + dO;;.r + X = 0 
dx d!) dz 

~ + ~ + de;;J + y = 0 
dJ: d!J dz 

dO.r;; dO '1;; + dt;; -t Z - 0 -- + --- --- - ~ 
dx d!J dz -

Substituons dans la première de ces équations les 
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valeurs (1) et (II) : 

ou 

Posons, pour simplifier, avec Laplace, le signe symbo
lique 

d" d 2 d 2 .l2=_+_+_ . 
d:c 2 dy2 clz2 

La seconde parenthèse de la relation ci-dessus peut 
s'écrire: 

ou 
de 
dx 

En opérant de même sur les deux autres équations, ou 
pourra former le tableau: 

(1 ) 

m de 
.l'Il + ---" -/- + f>X = 0 

1It-", lX 

\ .l2V + _1_1l_ ~ + ~y = 0 
, JI! - 2 dy , 

.l"' + ln de + Z -w rn _ 2 ~ rj • = 0 

Si le poids du corps est négligeable vis-à-vis des forces 
extérieures qui agissent sur lui, et si le corps est en repos, 
on aura X = 0, y = 0 et Z = O. 
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A ce tableau ajoutons les formules obtenues précédem
ment: 

(II) 

(~+ ~+ clB,x_ +X=O 
l dx dy d;:, 

Equations ) dO xy + ~ + dB" + r = 0 
d'équilibre. t d.T dy dz 

, dO" + cleF + ~ + Z = 0 
. d.T dy d;:, 

(III) Force élas- \ 
tique en un 1 
point. 

x = mtJ , + ne.!. + pOo, ) m. n et J? sont 
y = mO.T'! + nt,! + pO,y i l~s COSll1US 

Z = mOx, + nQy, + pt, / dIrecteurs. 

(IV) 

, ~ t, = ),e + 2 :.la 
l Composantes normales .. ft,! = ~f' + 2p.b 

, , t, = Ae + 2:.lC 
~ . 

Composantes tangentielles ~ 
8.r!l == 6y;c == 2 !J.": J'y 

O,,! = Ùy, = 2!.lY,!/ 

0" = (JOT = 21J.Yx,. 

Vibration des corps élastiques. - Les équations d'élas
ticité peuvent être modifiées de façon à donner les équa
tions des mouvements vibratoires des corps isotropes. 
Pour passer de l'état statiquf' à l'état dynamique, il suffit 
de considérer u, v et tu comme des fondions de x, y, ;;; et 
!lu temps t et de remplacer les forces X, Y et Z pal' 
X - Cf./;, y - <p'!' Z - <PO' Soient A (x, y, ;;;) la position 
initiale d'équilibre d'un point du corps, A' (x + n, y + v, 
;;; + tu), la position à l'instant t; on a : 

dl (a: + u) 
92 = rit" 

Ici .E, Y ct;;; ne sont pas fonction du temps t ct 

dtu 
9·f = ([t'i" . 

De même: 
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Les équations du mouvement vibratoire s'écrivent aisé
ment, 

Conditions de résistance. - Nous avons résolu le pro
blème de l'élasticité dans le cas particulier d'isotropie, 
En pratique, on se bute souvent à des intégTations extrê
mement délicates et la théorie mathématique de l'élasti
cité Il 'a donnô de résullaLs que dans quelques cas parti
culiers que nous aurons d'ailleurs l'occasion de rencontrer, 
Au surplus, le prohlèm(~ ne présente g-énôralement pas 
les complications que lui SlippOSC la théorie; il s'agit la 
plupart du temps de vôrifîer des conditions de sécurit(~ 

dans des circonstances bien détermillées, 

Théorème, - Les dilatations maxima se produisent 
dans la direction de {'/lne des tJ'ois fOl'ces principales. -
Considérons (fîg-, 32) un ôlément de surface ABC = Q et 
cherchons sa dilatation. Elle s'obtient en projetant le 
déplacement 0'01 du point 0' SUl' la direction 00', ou ce 
qui revient au mc\me, en projetant les trois composantes 
de 0'01 SUl' 00'. On a donc: 

(1 ) 

Supposons 
(2) 

On a LoujoUl's 0 < 0", En effet, si dans (1) on remplace 
6b et 8 c par 0,,, on aura, ell vertu de (2) : 

0< ô" (COS211. + cos'[3 + cos'"'{). 

ou 8 < 0". On aurait de même 

ou ° > 8, .. 
Par conséquent la dilatation 8 est plus petite que la 
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plus g'l'ande des dilatations sui\',uü les forces principales 
ct plu~ grande qUl' la plus petile de ces dilatations. 

Dans ks questions dl' sécurité il'y a donc lieu de ne 

B 

b'._ 

b" 

c 

Fig. 32. 

A 

cherc 11er quc 0" ou ,),. C est ce que nous allons faire dans 
plusieurs cas. 

Dilatation simple. - AppeIon~ l' le C(wf1icienl de tra
vail admissible de la matil'rc à I"exlension. On dCYl'LI 

m'ou' 

ou ~ l'. 

Si la maW'l'c trayailk il la ('()mpre~Sioll il laudra 

, , , 
0,,7-':1.1' ou 

1" élant le codlicil'lll ad missi bIc pOUl' le ll'a vail de la maLii're 
il la compression, CJ.' le coefliciC'lIL de dilatatioll il la eom
pl'pssioll. 
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Cas le plus général. - Les trois facettes du paralIélipi
pède sont soumises à des eflorts. 

L'équation en J. : 
(tI - ),) (t'I - À) (t, - j,) - 0""1 (t, - A) - 02." (t'I - À) 

- 02'1' (tt - ),) + 21l:r!l 0!l' Il.,, = 0, 

est du troisième deg-rô; elle donne généralement trois 
valeurs pour Î-, corr~sponclant aux trois axes de l'ellip
soïde de Lamé; ces valeurs sont a, b et c. 11 faut donc, 

z 

)._--- x 

y 

Fig. 3:3. 

connaissant les tensions, rôsoudre cette équation et cher
cher a, 1! et c en fonction des quantités connues t,,, l!l' t" 
O'i/l fJ", 0'1" On y{-rifle ensuite si 0", Ob et 0,. ne sont pas 
plus grands que 'l.1' ou 'l.'}" sui"ant le signe de la dilatation. 
La dl~formation étant composée il vient: 

o,,='l. (a_ 1J +c);0/'='l.(b_ a+c);o,.='l.(c_ a+b) 
lit lit m 

d'oil les conditions: 

11+ c a----
nt 

~ l' 

'!J_"+G\ 
,~ ---'l" III 1 

~ }' ~'/' 

Il + b \ 
'('---
, 'II! / 

:;7 -]" \ :;;: - r' 
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long. Nous allons étudier un cas particulier qui est d'usage 
courant. 

Etat élastique plan. - Cne facette du paralIélipipède 
ne reçoit aucun effort; les deux autres facettes sont sou
mises à des efforts obliques dans un même plan (fig. 33). 

Formules de Barré de Saint-Venant. - On a donc 
ex. = 8.x = 0; ey, = OOY = 0; t, = 0; les efforts t.I:> 

t'l' Ory et O'lr = OX'Y interviennent donc seuls. L'équation 
générale en ). devient; 

(t, - À) (t" - À) (- À) - fFJlI (- J,) = 0 
(tx - J,) tty - )) - 6"T'1 = 0 

).2 _ ). (tr + t y ) + t.rt'I - 627 " = 0 

équation du second degré dont les racines sont: 

donc 

J, = 

a= 

(tx + t,,) ± V (tr + [y)" - 4:(txt" - 8"x,,) 

(tx + t,,) + V(tx + tyl" - 4:(tXt'l - 6""1/) 
2 

b = (l., + t'I) - V (t.r + t'I)" - 4:(t"['1 - 8"nl) 

2 

c = O. 

L'ellipsoïde de Lamé devient une ellipse. La déforma
tion étant composée on a ; 

ôa = ':J. (a - 3_); Or, = ':J.' (b - ~) . 
111 111 

On doit vérifier les conditions; 

011 =b-~~ 
':1.' ln 1 

\ 

'" l' 

"7 _rf 

Le cas le plus fréquent est celui où t il = 0; l'une des 
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trois facettes du parallélipip?'de ne subit aucune tension; 
la seconde facette reçoit une tension oblique et la troi
sième un effort purement tang'entie1- Il suffit de faire' 
t" = 0 dans les valeurs de art bei-dessus: 

a t.r + yt"., + !tfF~JI, 
- 2 

b= 
t.r - yt"x + 40 2x?l 

2 

On a donc: 

0n b 1Jl - t + 1Jl + 1 l / VI: 02 ---;;- = (1 - m = ~ t.r 1Jl y 4 + XI' 

formules qui, dans le cas particulier rn = 4, s'appellent 
forrnules de Barré de Saint- Venant: 

~ 3 ~ V t' 0a _ + ~ ·x + ---tx - -
IJ. il -1. 4 

'l 3 ;) /.) ;l 

f)·X!I = 8 t.r + 8 V t·x + 4S·xy 

_ 3tx + y(:jt c)" + (10 OT)y 
- il 

Ob 3tr - Y15t r)2 + (10 8n ,)" 

---;;:- il 

Les indices x et xy n'ont plus ici aucune importance. 
10 't Pour rn = 3 on aurm 

~ = 0,:15 t + O.G:j y 40 2 + t" 
'Y. 

0,; = 0,:1;; t - 0.G5 ~/ 46" + [2. 
'Y. 

Le's conditions de rôsistance sont donc: 

_ m - 1 + 11/ + 1 l / t2 + fJ' 
r7~t -'-m-YT 

r' 7' m - t L _ m + 1 l /. ~-.' + 82, 
2711 1It Y 'Je 



95 

Glissement simple. - l'ne facette ne reçoit aucun effort, 
les deux autres subissent des efforts purement tangen
tiC'ls. Il suffit dC' fairf' t = 0 dans 1f'"formulC's précpdentes: 

On de\Ta avoir: 

m+1 (J. 
111 

6, 

1'" étant le coefficient de travail admissibk au glissemC'nt, 
de la matière considérée. 

Relation entre les coefficients}" r' et r!l. --:- Xous avolls 
trouvé dans les qllatre cas précédents des équations de 
condition telles que la plus grande des dilatations ne 
dépasse pas ,,-)' ou ,,-'i". On pourrait éliminer r et ri entre 
ces équations en observant toutefois que les équations 
auxquelles ou arriverait ainsi établissent simplement une 
comparaison entre des cas différents. En comparant le 
second cas au premier on a 

b+c a- ---
In 57-r' 

et deux équations analogues. 
En comparant le troisième ail premiet· : 

d'où: 

11! + 1 

m 
II/ + 1 

1Ii 

1'" = __ 1..,..11_ r. 
m+l 

Le coefficient admissible au glissement vaut donc les 

m ~ 1 fois le plus petit des deux coefficients admissibles 



à la dilatation. l'OUI' m = 3 à 4 : 

4-
- .. - r = 0.75 r à 0,b2 r. 

" 
Supposons }' < ri; on a : 

ln 

2/"/ == m + 1 
/. 

21/1 (m+l) 
II! (m + 1) 

[~I'" == :!:xr. 

êl.r=2ê1.1' 

Le plus grand glissement possible dans le cas de glisse
sement simple est dnnc égal au _____ /;8' 

/ : double de la plus petite des dila-
, ' 

C ,-- ;': talions êl.J' ou êI.'}". On peut démontrer 
"'~~>, / "B directement l:e théorème. Suppo-

" ",1 / sons IHg. 34), puisqu'il s'agitde glis-
"< >', sement simple, que la facette AB 
l' , .... , 

l,', '.';; A' vienne en A'B'. Observons que la 
/;>' .~'.,,--/ plus grande contraction se fera sui-

l,' --.' A)<, o /-.--- " Jq vant CN et la plus gran(le dilatation 
sui\'ant OI)!. Supposons OA = '1, 
~}''' = AN ; A'N' est un arc cie cer

cle qu'on pput ronfondl'c avec une normale il C\. On a : 

Fig, 34. 

AA' ~ / 1 
A.\" V 2 AA' 

':J..'}.I==~ 
2 

Oll lroll\'('rait dl' mhne : 

BB' ,\A' 
'lI' = -- = _._-

~ ~ 

Coefficients admissibles pour les matériaux de cons
truction, - Anci('llIj(~menl Oll d(>tpl'Il1inait les dimensions 
<les divers ('lhncll!" des constructions pal' la condition 
qu'en aucun point la tension inlérieun' ne devait 
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dépasser une eertaine fradion ~ de celle qui produirait n 
la rUI)ture de la matiL're. Le coefficient 2.., g-éll{~ralement 

Il -' 

1 ,1 l f 1 f lb' voisin de :i a ti pour c el' pt (e 10 pour e OIS, se 

nommait coefficient de sécurité. C'était plutôt, eomme 
l'observe M. l\Iadamet, dit'edeur de l'Ecole d'applieation 
du Génie maritime, un coeftîrient d'ignorance. Cette 
manière de voir est abandonnée aujourd'hui de la plupart 
des ingénieurs; un corps qui se brise à la première fois 
qu'on lui applique une charge se hrise en effet aussi sous 
l'effort de eharges notablement moindres pourvu qu'elles 
se répètent un nombre suffisant de fois. Appliquons à un 
corps des forces incapables de pro (luire la rupture immé
diate ou au bout d\m certain temps; le corps atteint 
presque de suite à peu près la forme qu'il doit eonserver; 
en réalité l'équilibre moléeulaire ne s'établit pas immé
diatement; la déformation continue à augmenter quoique 
très lentement et de moins en moins sensiblement; elle 
n'atteint sa valeur maximum qu'au bout d'un eertain 
temps ne dépassant souvent pas quelques minutes, mais 
pouvant s'élever à des heures, des jours et même des 
mois. Inversement, si on fait cesser l'action des forces 
auxquelles un corps est soumis, des phénomi'ues ana
logues se produisent en sens opposé, l'état de repos défi
nitif ne s'établit pas de suite, mais e'{ige un intervalle 
d'autant plus long que la durée (j'application de la charge 
a été plus grande. Ce ph(~nomène, qui a reçu le nom 
d'elasticite subséquente, a été ôludié <li>s 1835 par \Veber, 
puis pal' Kolhrausch, Neesen, \Yiedemann, Kent et 
Peran!, professeur à l'Universitè de Liège. Ces effets, 
presque insensibles dans les métaux pour des efforts peu 
eonsidérables, deviennent appréeiables quand la défor
mation permanente est un peu plus forte et surtout 
quand on approche de la charge de rupture. Il eonvient 
donC' de ne pas conduire trop rapidement les essais de 

WÈVE. - I\ésistanee des malériaux. 7 
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N'sislance; ils pourraient induire en erreur quant à la 
discussion des résultats. 

Quand les efforts exercés se succèdent à ùes intervalles 
très rapprochés, on doit s'attendre, il cause ùe l'élasticité 
subséquente, à trouver une diminution de résistanee, et 
c'est bien ce que montre la pratique. 

Les effets de ce genre avaient déjà été observés par 
Fairbairn en 1860 et 186l en Angleterre, mais leur étude 
a surtout été poursuivie par \Vohler et Spangenberg, en 
Allemagne, de 1859 à 1870. Voici la loi de \Vôhler. 

La matière se bl'ise non seulement lorsqu'elle est sou
mise une seule {ois à des tensions intérieures sltpàieures 
à celle dite de 1'ttptltre, mais encore: 

'loQuant elle est soumise à des tensions notablement 
moindres, toutes de même sens (tension ou p1'ession), 
pourvu qu'elles se répètent un nombre suffisant de {ois. 

20 Quand elle est soumise à des tpnsions moindres 
encore que les précédentes ri nombre égal de répétitions, 
pourvu qu'elles agis.~enf de {aron à y produire alternati
vement des tensions et des pressions. 

\Veyrauch définit, 1'ésisfance il la ruplure, le travail 
élastique qui entraîne la rupture, la eharge croissant len
tement et progressivement; l'ésistanee altX efforts inter
mittents, le travail ~Iastique maximum qui peut être 
supporté sans qu'une charge variant de zéro au maximum 
constant et toujours le même entraîne la rupture; résis
tance aux charges oscillantes, le travail élastique maxi
mum qu'une charge variant entre un maximum et un 
minimum d'égale intensité et de signe contraire peut 
développer un nombre quelconque de fois sans que rup
ture s'ensuive. La résistance aux charges oscillantes est 
un peu plus faible que celle aux charges intermittentes; 
la différence, d'apri~s les essais de Bausehinger, esl beau
coup moins grande que les essais de \Vôlller l'avaient 
fait supposer. Voici les chiffres trouvés par Bauschinger. 
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Rt:SISTANCE 

MATIÙm 

à la rupture. aux charges aux charges 
inlcl'millelltes. oscillantes. 

--

kgs rn/m:! 

Aciel' doux, , composi- 43,60 24 19,80 
- \ tions di- 40,50 22 19,80 
- 1 verses_ 40,20 24 22,60 

Acier Thomas 61,20 30 30 
Acier pour rails, 59,40 28 28 
Tôle d'acier pour chau-

dières , 40,50 24: 1G 
Tôle d'acier sans Msi-

g-nation , 33,50 22 16 
Fe\' puddh;_ :3-l-,80 20 17,70 

1 

La résistance aux charges oscillantes coïncide donc 
sensiblement avec la limite d'élasticitô; la limite d'élas
tiçité est donc la quantité déterminante pour le choix de 
la limite pratique du travail élastique et non pas la résis
tance il la rupture_ On pourrait prendre en général la 
moitié de la limite d'élasticité comme limite pratique du 
trayail élastique_ Yoici un tableau de comparaison des 
coefficients divers relatifs au fer ct ù ['acier, Les efforts 
sont exprimés en kgs par cm~_ 

D'autre part 1I0US donnons un tableau relatif aux efforts 
admissibles exprimés en kgs par cm2, pour divers métaux: 

a) Cas de charge statique ou immobile; 
b) Cas de charge varian t avec une fréquence quelconque 

les tensions produites augmentant continuellement et 
alternativement de zb'o au maximum dont elles sont sus
ceptibles pour redescendre ellsuite il zéro; 

c) Cas de charge variant avec une fréquence quelconque, 
les tensions pl'ocluites augmentant continuellement ct 
alternativement d'un maximum de valeur négative il un 
maximum de valeur positi ve, ces cleux valeurs étant égales 
entre elles, poUl' diminuer de nouveau l't ainsi de suite_ 



1 

1 

~IATIÈRES 'J. r:; 
1 

----

Fer soudant Il 
1 1 

2000000 770000 

Fer soudant .L . - -

Fer fondu. 
j 1 

21GU (JUU b.OOOO 

Acier fondu . 
j 1 

2200000 b5000u 
Acier à ressorls non 1 1 

trempé 
2 ~OO 000 b50 UOO 

.\cicr cl ressorts trempé. 
1 i 

2200000 850000 

Fonte. . variable. variable . 

Acier de moulage . 
1 1 

2 150000 830000 

LIMLTE 

Je d'éLirage 

proporLionnalit6 ou d'écrasemcut. 

1300 à 1700 2200 à 2800 

- -

2000 il 2400 2500 à 3000 

2500 Ù 5000 2800 

:> 4000 Pasde 

> 7500 limite d'allon-
gcment. 

aucune. -

2000 ct plus 2800 

Rf:SISTAl"CE 

H H' 

3300,\ 4 000 Fl'opol'tionncllcà la 
limile d'écrase-
JJlent. 

2800 ù3 500 -

3400à4400 1 )J'Oporlionnrllp illa 
limite d'éCL'asc-
ment. 

Idem pour le métal 4500 il 10 000 
Joux. 

7 500à 9 000 ft' augmenle an~c 
le degré de dureté. 

8000etplus 

1200 à 1800 7000 Ù 8000 

3500à 7000 Voil' acier fondu. 

..... 
o o 

[:j. 
1:"' 
;.
if. .., 
r; 
~ 
t;l. 

t'l .., 

"" t'l. 
~ 
if> .., 
> 
Z 

" [:j 

t; 
t'l 
cr-

:s:: 
> .., 
[:j. 

E:! 
;.-
c:: 
:.;, 
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llATIÈRES 

a b c a b a b 
-- -- -- -- -- -- --

Fer soudant 900 600 300 900 600 900 600 

Fer fondu .... 900 600 300 900 600 900 600 
ft à à à à ft à 

1200 800 400 1200 800 1200 800 

c\cier fondu .. 1200 800 400 t 200 800 1200 SOO 
ft à à à Ù i:'t ft 

1500 1000 :.i00 1500 1000 1500 1000 
~\cÎf~r à ressorts 

non trempé .. - i - -- - - - 3000 

Acier à ressorts 
trem pé . - - - - - - *300 

Fonte . 300 i 200 100 900 600 - -

Acierde moulage 600 400 200 900 000 750 500 
ft à il à à à à 

900 600 300 1200 900 1050 700 

ri' 

c a b c 
-- -- -- --

300 720 ~80 240 

300 720 480 240 
à à ft ft 

400 960 6'.0 320 

400 960 640 320 
ft ft Ù ft 

500 1200 800 400 . 
- - - -

- - - -

- - - -

250 480 320 160 
~l. à à à 

350 840 ;',00 280 
, 1 

l'fil! 

a b 
- -

300 240 

600 400 
à à 

840 560 

900 600 
ft ft 

1200 800 

- -

- -

- -

480 :320 
Ù Ù 

8401560 

c 
-

120 

200 
il 

280 

300 
à 

400 

-

-

-

160 
à 

280 

'" t'O • 
.." 
o 
:0 

~ 
>-l 

o 
~ 
CF' 

..... 
o 
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T coeftlcient admissible à la traction; 
à la compression; 
à la flexion; 
au cisaillement; 
à la torsion. 

La résistance des pièces de fonte à la flexion varie avec 
leur forme; elle n'est pas la même si la pièce a été tra
vaillée ou non, c'est-à-dire si elle n'a plus ou si elle a 
encore sa croùte. Ce tableau est emprunté à Bach. 

Quand une barre de fer malléable ou d'acier doux est sou
mise à des efforts supérieurs aux tensions limites ces der
nières s'élèvent; ce fait se produit aussi avec le bronze, le 
cuivre ct le zinc. Des ruptures répétées augmentent la 
résistance à la rupture. Les expériences de Bauschinger 
ont montré que la durée de mise en charge exerce sur 
celte élévation de résistance une influence importante. La 
limite de proportionnalité s'abaisse quand la limite d'ex
tension est dépassée si les barres sont éprouvées de 
nouveau aussitôt après avoir été déchargées. Pendant le 
temps de repos la limite de proportionnalité sc relève de 
nouveau. C'est l'élasticité subséquente dont il a été ques
tion ci-dessus. Le travail du fer ù froid, le laminage, 
le martelage, l'étirage; le redressement ou la courbure 
du fer CIl barres, des tôles il froid; l'immersion subite 
dans l'cau ft'oide du fer chauffé au rouge, agissent comme 
si on soumettait le fer il des efforts supérieurs aux ten
sions limites. La matière chauffée au rouge ct refroidie 
lentement revienl plus 0[1 moins complète men t ù son état 
primitif. 

l\lais tandis (lue le lravail il froid augmente la résis
tance en diminuant l'allongement, le travail réitéré à 
cbaud augmente la résistance ct l'allongement. Enfin 
nous signalerons ultérieurement l'influence de la tempé
rature sur la résistance des métaux. Observons que pour 
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le fer forgé "Vohler a trouvé pour les trois modes de 
charges a, b et c les résistances approximatives relatives 
3, 2, 1. 

On a établi, depuis 1870, un grand nombre de for
mules destinées à déterminer les efforts admissibles pour 
la matière en fonction des tensions limites. Citons notam
ment celle de Tetmajer : 

t='J.+~ 

t effort admissible 
t max et t min la plus grande et la plus petite tension 
agissant sur la pièce considérée 

F Cl' soudant en barres 'J. = 600; ~ = 350; '{ = 80 
Fer fondu malléable en barres 'J. = 700; ~ = <\'30; '{ = 100 
Acier fond u en barres, 

r=6000kg.environ; 'J. = 830; ~ = 6<\'0; '{ = 250 

Rappelons, dans l'ordre chronologique, le nom des 
auteurs qui se sont occupés d'établir des formules sem
blables : 

Gerber ('1872 et 1874) ; Lauenhardt (I8i3); ~[[iller (1873); 
Sclliiffer (1874); Weyrauch (1875); Winckler ('l8iï) ; 
Ritter ('1877); Secfehlner (1878); Kherndl (1879); Lippold 
(187U); Clericetti (188l); Landsberg (l885); Tetmajer 
(l886); Séjourné (1886) ; ~iiseler (1886). Au sujet de ces 
formules on peut consulter avec intérêt « la Statique 
graphique » de 1\1. Maurice Lévy. Elles ne concordent 
généralement pas, même dans les cas les plus simples, 
et il est préférable d'avoir recours aux tableaux. 

Cuivre. - Cne élévation de température fait subir au 
cuivre une réduction de résistance relativement impor
tante, que l'on peut poser en moyenne, d'après les essais 
de Parker, de 25 il 3i p. 100 depuis 15°5 Cil '199°. En ce 
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qui concerne l'effort admissible il convient de tenir compte 
de l'usage auquel est destiné ce métal; on pourra adopter 
J' = 600, mode de charge a, J' = 300, mode b. Pour les 
réservoirs d'air des grandes pompes on pourra aller jus
qu'à 800 et plus, le cuivre t'tant en feuilles ct martelé. 

Bronze. - Diminution de résistance due à l'augmen
tation de température. La composition du bronze étant 
très variable il n'est pas possible d'indiquer cl'efforts 
admissibles, Suivant la proportion d'aluminium, dans un 
bronze d'aluminium de Neuhausen, par exemple, la résis
tance à la traction a varié de 8000 h 4000; elle diminue 
avec le pourcentage d'aluminium. 

Plomb. - Sa résistance esl très variable. Dans une 
série d'expériences il la compression effectuées par Bach 
la résistance a varié de 51 h H50 kilogrammes, 

CuiJ'. - La résistance à la traction d'un bon cuir noyau, 
comme celui qui sert h la fabrication des courroies de 
transmission, varie ordinairement de 250 à 450 kilo
grammes en supposant que la rupture se produise rapi
dement. 

Bois. - Les propriétés élastiques du bois sont fort 
variables, Ainsi, pour le chêne et le hêtre, Tctmajer a 
trouvé: 

l'I\OP01\- LlllITE HÉ SIS-
~IATlùm l'ION '1. de pl'opor-

d'humidité. liounaliLé. TA NGE 

Chènc, traction. 
1 

476 9 - ---
iOtl OuO 

64 

pression. 
1 

148 3 - -
10300li 

43 
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PIlOPOR- LDIITE RÉSIS-
)1ATl~:RE 'fION IX de propor-

dlmmÎdité. lionnalité. TANCE 

flexion. 2~ 
i 

217 600 -- ---
fUU OOU 

- ci saillement. _.- - - 75 

Hêtre, traction. 
i 

581 i 340 - ---
HW UUU 

pression. 
1 

102 320 - - ---

i GU UUU 

flexion. 11 
1 

2'10 670 - ---
i ~ti Uuu 

- cisaillement. - -~ - 85 

Pierres, béton_ - On trouvera, dans le tableau suivant, 
les efforts admissibles pour ces matières ainsi que pour 
diyerses espèces de bois. 

Frêne . . . _ . 
Chêne et hêtre 
Pin _ 
Sapin. 
Yerre . 
Basalte. 
Granit. 
Pierre calcaire. 
Grês ..... . 
:.\Iaçonnerie, briques et ehaux. 

Traelion. 

100à120 
100 
100 

60 

• briques et ciment 
Briques poreuses peu cuites (voiltes) 

bien cuites .... 
:.\larbre . . . . . . . . . . . 
Pierres artificielles (ciment. scories et 

sable) . 
Bon terrain de fondation . . . . . . . 
Três hon terrain de fondation. . . . . 
Forme en béton de 0,;5 Ill. d'{·paisseur. 

Pression. 

66 
80 
60 
,;0 

75 
75 
45 
25 

Hi à30 
7 

1:!àH 
3 
6 

2± 

12 
2,5 

~,;')à5 

5 
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Causes de rupture. - Il paraît exister trois opinions 
relatives il la rupture des pièces. Dans l'une le danger de 
rupture dépend uniquement de la grandeur de la princi
pale des actions t; d'après une autre opinion le danger 
dépend non seulement des actions moléculaires t mais des 
déformations 8; c'est l'avis de Poncelet, de Saint-Yenant 
ct de Grashof; enGn Coulomb et Tresca prétendent que la 
grandeur du glissement maximum y pI'oduit Iii. rupture. 
La manière de voir de Saint-Venant paraît être con
forme il l'expérience. car celle-ci prouve en effet que la 
sécurité tient non aux efforts mais uniquement aux 
déformations. Considérons, par exemple, un ('ube de fer 
soumis il une tension verticale t précisément égale il 1 200, 
coeftîcient correspondant il la limite de proportionnalité; 

i 2\J0 1 . 
on aura 8 = 2 üOU ~UO car, pour le fer, CI. = ~ uUO UUU . SI, 
outre I"effort t, on a des efforts latéraux t', à t s'ajoutera 
une nouvelle dilatation et la sécurité n'exisLem plus, bien 
que t ne dépasse pas '1 200, La vraie limite 'à observer 

'1 . 1 1'1" 1 200 1)' t n est( one pas t malS a (1 atatlOn 0= 2 ouu 000' au l'e 

part, il peut se faire aussi que t soit plus grand que 
1':200 sans que la sécurité soit compromise. Supposons 
le ellbc soumis il trois tensions égales il t de façon qu'il 

i ~OO 
atteigne sa dilatation maximum -~-.)-OO-U-o-u-o- = CI. t. On a 

Ol! 

t= 

II! 

~_I1_!_l{ 
111 -:! 

Soit m = .-\,; il vient t = 2rl.. 
On voit dOIlC bien <pIe la dilatation cl est la (juan Lité 
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déterminante de la rupture; malheureusement il n'est 
pas pratique d'introduire les dilatations dans le calcul 
des matériaux; en effet, ces calculs conduisent toujours 
à la détermination de la tension maximum et ils seraient 
incommodes si on se servait de la relation 8 = Cl.t qui ne 
denait pas dépasser une limile donnée de 8 qui provoque 
la rupture, surtout pour les matériaux qui n'obéissent pas 
à la loi de Hooke, c 'est-à-dire presque tous les matériaux, 
à part le fer et l'acier; en effet, il faudrait connaître Cl. 

pour la matière considérée et, en pratique, on ne connait 
Cl. que très approximativement; le coefficient de dilata
tion est d'ailleurs variable pOlIr certaines matières, notam
ment pour la fonte. Les résistances se calculeront donc 
en prenant pour base les tensions t et fJ. Ainsi, soit un 
cube soumis sur trois faces aux efforts normaux t, II et 
(l Les dilatatioIls sont: 

t' l" 
il =û -Cl.~-Cl.-=Cl. 

1lI 111 

tU 
Q' == ':I.t' - I".J. -- - Cl. - = Cl. 

m ln 
( t t" ) t'- ---;n-m 

ô" == IJ.t ll _ l'J. _t _ _ Cl. _t_' == 'J. 

1It ln 
( " f t' ) t -1Iî- lU . 

On détermine les tensions maximum [l' li, et lo. On a : 

')// == ,~ ( t.,- ~ - !2..) 
" ln Il! 

O " dl' t., t' I 
Il S Impose e ne pas ( epasser pour 11 - ~ - --;jn , 

l t 1 t'l t 1 t., 1 . 
2 - ln - m ' t" - lIî - ?:i- une va eur pratIque r 
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OU }" fixée il priori. On pose donc 

l'=t -~-~ 
l 'In III 

l'=t,-~-~ 
- m lit 

l'=t,-~~~. 
.. III 1// 

La plus grande de ces valeurs est admise, Le maximum 
d'ext.ension sera il, = éJ.}' ou b" =-c 'l.}' ou 0, = 'l.1'. Désignolls 
pal' i = 'l.}' cc maximum d'extension et pari' = éJ.}" le 
maximum de contraction; iU ,= ~~} .. ' sera le plus grand glis-

o 
: " 
l ' 
l ' 

Fig. 3:., 

sement compatibl(' ;typc la séeul'iL6 dans iC' cas cie glisse-
1lH'IlL ",impk; i" l'st donc un gli:'i:'-;('ll1cll! lei que dans 
('('l'laines dircctions la plus grande dilaLation altcini la 
limiLe i ou i. Observons (ILW dans le ('as de glissement 
simpl(~ il y il dans certaines dil'l'dions des tensions nOl'
maks, ,\insi dans l'l-LaL de sollicilatioll du (,lIhe (fig', ::Iii) 
la l·(~sllitant.c des dellx ('fforls tang'C'IlLiel", fJ Ôg,lUX, est 
1l00'nlale SllI' lîd0melll ABCl): {' lIC sc !'('Ilcolllre dOlic. 
que dans 1(· ('as de' g'li~~('IlH'lll simpk. 
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CHAPITRE PRE~IIEH 

TRACTIO N 

Hypothèse. - )\OLlS nous occupons uniqllPnH'llt des 
pii-ces longues, c'est-ù-dire des pii-ces dont 1111<' des (l'ois 
dimensions l'emporte de beaucoup SlIl' 

les lIeux autres; nous supposons les 
corps prismatiques. On dit qu'une pic-ce 
esL soumise il extensiun quand, sous l'ac-
tion des forces extérieures, son axe s 'é-
tend sans chang'er cle courbure. )\OUS 

supposons donc une pic-ee prismatiquc~ 
droite, les forces extérieures dans chaqlle 
spction trallversale agis salit dans la di
rpctioll de l'axe. OhsP1Tons que quand 
une pii-ce droite s'(-tend, elle Ile peut 
être soumise qu'ù un effort extérieur 
paralli'le il l'axe et passant pal' Je centre 
de gmvité des sections, donc se confon
clant avec l'axe; car quand UI](~ pii~cc 

clroite SI' dilate, toules les files dl~ 1110-

A 

1 .-+-

p 

Fi~. :iG. 

lécules paraIlHps ù l'aw s'étendent de la ml\mc ma
nil-re. CI-ci n'l's! pl'ut-dre pas l'igourl'llsP!1)('nl \Tai pOUl' 
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les parties exlrêmes de la pi(·ce (fig'. 3G'!, mais pour une 
section S, situt"e il une cerlaine distance de l'extrémité, 
la remarque est applicable. Si donc Ol! considère une 
section trans\'prsale S, en admettant une répartition 
uniforme de la tensiOlI t clans cette section, la rèsultante des 
tensions t passe pal' le centre de gravité cl la foree exté
rieul'e (lui lui fait équilibre passe aussi par cc point; elle 
ne peut être oblique, sans quoi il y aurait flexion. 

Pièce de section constante sur laquelle agit une force 
constante. - Soiellt (fig. :1Gi l' l'dfol't de tractioll, S la 

p 

Fig. 3:-, 

section (ll'oite primitin'. l la IOllglll'ur primitin' d(' la 
.1 

pit'ee, .1 allollg'(,l1wnL dù Ù l'aelioll de la 1'01'('(' P; rl = T 
la dilatation; 'l. ('odfîeiPIII, de dilatatioll ; t tellsion d,'I(' il 
la for('(' l' dalls la s('('lioll pl'imiti Vi' S; /' ('odfil~i(,llt admis
sihlP pour la mati"r(' ('ollsiM'rt'(', travaillallt :'t la Il'a('
lioll. 
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P = t. S 
l' ~ TS 

P 
ol = 'Xft = rt.! _o

S 

111 

Cas où S et P sont variables. - Considérons (fig. 37) 
un élément de hauteur d:s; la dilatation à varie d'unp 
spction à l'autre, On a pour l'élément cl;:; : 

p 
dol = or/: = rt. -, ri: 

S 

ol = J'X ~ ri;. 
S 

Si on admet que rt. est invariable, cc qui pst le cas si les 
tensions restent en dessous des limites de proportionnalité, 
il vient: 

. P 
ol = a J Sil;, 

Si P est constant 

( ' li; 
ol = 'Xl' -. 

v S 

Si P est variable et S constant: 

rt. ." 
ol = S ) Pd;. 

Pièces d'égale résistance à l'extension. - Cc sont des 
pièces telles que la tension t est la ml\me dans toutes 
les sections. On peut donc écrire pour ces pièces t = 
l' = C te. Si une pièce est soumise à une charge uniquc 
à son extrémité, elle est d'égale résistance quand la 
section est constante, à condition que la pièce soit de 
faible longueur, car alors le poids propre peut être négligé. 
Supposons qu'il n'en soit pas ainsi et que le poids doive 
interycnir. Dans la section inférieure So (fig. 37) on aura 
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l' = ~o' d'où Sa = -?-. Cherchons la section S à la 

hauteur 1 au-dessus de So. On a, pour celte section: 

p + '( [~Sr/;:, 
r= ___ ,::-LO 

S 

'( étant la densité. Différentions les deux membres: 

l'riS = '(Sdz, 
dS --=~d;:, 
S )' 

Jn' S - ~ " + CL" on - r '" A, 

Or, pOUl' ~ = 0, S = 50, donc C = 19n So ct 

Ig'n S = l ;:, + 100bn Sa , r 

S = Se" 

relation entre 5 et ;:;. 

l' -'-:" == - c} 
r 

(1 ) 

Cas particuliers. - J. Les sections sont rectangulaires 
ct l'une des (limensiolls a est constante. On a S = 2x a, 
L'équation (1) <levj('tlt. 

p -, 
x=--e" 

:lm 

équat.ion de la courbe qui constitue le profil de la pièce; 
c'est une logarithmique. 

II. Les sections sont semblables (fig. 38); on sait qu'alors 
el1('s sont entre e1l('s comme les carrl'S des rayons vec
tellrs. On a douc : 
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d'oi! V-
l' k.. 

x= Tre" 

k d{pclld de la formc dl' la sedion, 

Fil!", 38, 

Remarques sur les profils d'égale résistance, - J. On 
peut allongel' illclétinimenl la pièce il condition qll'on la 
soumette il des charges de plus Cil plus faibles, Si lest 
la longueur' de la piie'ce, SI la section supérieure, 011 a 

.. 1 

S - P -" 
'1--1-, e ' 

Si l augmente, l' doit diminuer', 
Il. l'our les pièces cl'égale rl'sislallce, l'allongement 

n'rst pas donné par une int(~gl'ale, On a Yll 

..\. = 'l. [1 J'il; : 
Il-0 S 

p 
dans le cas nctu('] -s- ('st constant; donc 

l' 
..\.='l.S-I='l.I'I. 

Ce résultat Nait facile il prén)ir jluisque t est constant 
parlout.. 
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Pièce creuse. - Considérons (lig. :39) une pièce évidée 
dont l'intérieur est cylindrique et toutes les sections circu
laires; le cliamdre d est connu a priori; il s'agit rie 

p 

Fig. 3\J. 

Iléterminer les diamètres D, la pièce éLant soumise à un 
effort P et il son poids. On a : 

s = So C r (1 ) 

s = +- (D" - il") 
4 

Or 

~- (II" -- dé) l' ,:-cc l' 
,'1. ' l 

dOIlG 

- l' ..-l.".. 
-" (1 P - ri') = - " 

4- r 
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d'oi! l'on tire D. Ce profil a la forme logarithmique; on 
lui substitue souvent des formes tr'onconiques ou 
composées d'une série dl' troncs pr'ismatiques de sec
tions de plus en plus faibles. 

Influence d'une variation de température. - COllsi
dL'l'otls, avec Crashof, un Iîl conducteur électrique tendu 

.Y 
.. l..,l l. .~ 

l ' 
1 :B 

,,--------------f ----- -------j5Kf----=~--- : ,P 

f l '----é--~H 
1 :c y 

"""'c---" ___ ~=_+~== ___ L<e __ ~--L------
01 : x 

1 x : 
r ~ 

Fig. 40. 

entre deux points.\ ct B, de Il1l\me niveau (fig. 40), écartés 
de:! l. Quelle fIl'clte faut-il donner au fil, lors du montage 
à la température T, pour que, à la température inférieure 
1'0' la tension to ne dépasse pas une limite adm ise:' Sllp~ 
posons la longueur suftîsamment grande pour que le 
poids total puisse Nre admis ('gal il celui dl' la projection 
horizontale du fil. S étant la section, ï le poids spécifique, 
le poids de l'unit(~ de longueur sera q = Sy; le poids 
d'une long'lIe\ll' x aura pOUl' valeut' qx. Appelons P la 
tension en un point (!lIe!conquc C (X,y). Il vient: 

l' sin? = q. a: 
p COS? = H. 

JI est la tension (lu til au sommet O. 
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La constante d'intégration est nulle, car poue x = 0, 
y=O. 

La courbe est une parabole définie pal' : 

q[2 
f= '2H ou 

y= 

(/2 
11 - _1_. f est h flèche' - 2r' ., , 

. q~;" = r (-T r 
2--

21 

La longueur OB = s s'obtient par la formule: 

s =' r . /1 + (~)" 
vo V d,l; dx = l VI + (2-~-r dx 

:C~ 11 [1 + 2 ( :~ )] d,v 

s = 11 (1 + 2 r~ ,r") d,c = 1 [ 1 + ~ (+ r l-
La longueue varie avec la températllre; de mème la 

tension augmente fIllanü la température baisse. Appelons 
"-c le coefficient de dilatation calorifique, t et tO les ten
sions, set So les longuems aux températures Tet T . On a : 

s = sd 1 + "- (t - to) J [1 + ,,-c(T - T ) ] = 
50 [1 + rJ. (t - to) + rJ.c (T - To)] 

On pomw écril'e, il cause de l'égalité ci-dessus: 

[ -)~" 1 s = 1 1 + i- + + ,,-(t -to) + CJ. c (T - To) • 

De même: 
, _ q f2 __ Syl" _ yl2 

to - 2 Ti;;" - 2Sto - 2to 
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Il Y a lieu de prévoir, pour le poids spécifique, que le 
fil peut être chargé de neige en hiver. 

On peut tenir compte de la flexion, d'ailleurs trl's faible. 
La tension, comme on verra dans ]' étude de la flexion, 

.\Iv 
est donnée par la formule t = -, et la courbure par 

1 
-v 

1 ~I" 1" P" v l' , 1 fil'~ -=-r-; ( ou t =--r-= - ; cJametre cu l ':..1'; 
P ptl 

CI l' D' 1 (Py .. cl!! v = 1'; (Ionc t = -. autre part -p = (l .. ,2 ; lCI-d 
~" "x 

:!J"; 
=tgrr=H; 

d'où 
d"!! q 1 
dx2 = 1I= P 

l' q '( l'S y j' 

et t = ---;- If = -;- fi = --;- If . 

La tension est dOliC indépendante de la portée. Ainsi, 
pour 

H '{ = 0.008, " = ~~~ " ~S = i 000 kg/cm2 ., j' = 0,2 cm. 2200 000 ~ 

t= 0.008 0.2 _ 10'/' 2 --;--- + i 000 - 3.5 {o cm . 

2200000 

L'équation (1) est du troisième degré et sa résolution 
est assez délicate. 1\I. Cloeren a indiqué une méthode 
fort élégante pour la résolution des équations de ce genre 



par la règle il calculs; il a de plus calclIl(' des tableaux 
qui contiennent toutes les donnt'es IIliles relatives aux 
fils de bronze les plus employés. 

Etude de la traction par la théorie de 1 élasticité. -
:\'ous admetbllls ('n("OI'e les hypothi'ses é:tahlies au <lé:but 
de cc chnpitre. l'dfor!. l' ('tnnL IInirot'm(~llwnl réparti SUl' 

la base du prisme et agissant dans SOli axe. L'axe est 
-7- x ('hoisi comme axe des Z. Toull' 

o 

section faite par un plan nor
mal SUl' cd axe, est dans les 
llH\mes conditions que la base 
Ïl}[('l'ieure. Chaque élément de 
volume s 'allonge d'une quan
tité proportionnelle nu :; COI'-
respolldant ct on peut écrire 

Fig. 41. le = c;. 

Toute sedion primitivement circulaire (lig. 'd) restera 
h'idcmmenl circulait,c, mais lin point situé: pri~1itivemenL 
en "\ "ienclra, par suite de la eonLracLÎùn tt'ansvel'sale, 
l'n A'; si l' l'st Il' rayon d si /lOUS supposons ulle con
traction uniforme nous aurons A.\ = al'. Choisissons deux 
axes OX ct OY dans la section; les projections sont: 

1l = - a·I,': v = - Il!/. 

On tire de lit : 
OU vt\ OH' 
';:,1,' == - a; -,- == - a; -,- == c, 
, Gy 0; 

~ , ~ 

r)l( 0L' (j /c ,: = -,- + -,- + -,-, - = e - 2!l. 
(J.T rJ!I 0': 

Les é([lwtioJls donnant les knsioJls devicnnent: 

l.r ==), (c - 2a) -- 2[J.n 
1./ = 1. (e ~- :!a) -- 2:La 
t, =!, (e -211) + 2:Le 
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+ ~C) = 0 
ote 

POUl' satisfail'e aux pquations d'équilibre, observons 

que t, = ctc, ~~' = 0 ct ainsi de suite; il faut donc qu'on 

ait X = Y = Z = 0, Les hypothèses ne sont donc admis
sibles que si aucllne force n'agit sur la masse du prisme, 
mème son poids, 

Observons que sur la hase inférieure agit la force P de 
mème que sur la base cl'encastrement; sur la surface 
latérale n'intervient que la pression atmosphprique dont 
nous négligeons l'action; donc les composanles de la 
force élastique ont pour expression: 

X = mt.,,: Y = nt!!: Z = pt" 

Pour un él(~ment de sUl'face lalérale la normale est 
perpendiculaire sur l'axe des Z et p = 0; done 1n" + 
n" = 1; par suite, pOUl' un tel 61"l11ent, on pourra écrire: 

Xl = 1/1 p, (e - :la) - 21-,aJ 

YI = 11 p. (e - 2(1) - 2:-'lll 

ZI = O. 

Pour qu'il n'y ait pas de force latérale il faut qu'on 
ait 

), (e - 2a) - 2f-'a = O. 

SUl' la hase infél'ieure la normale est parallèle il l'axe 
des Z ; m = 0, n = 0, p = 1 et 

Xv = 0; Yb = 0; Zb = ), (e - 2a) + 2/-,c. 

P 
Sur cette base l'effort est S et on peut écrire: 

p 
À (e - 2a) + 21-'c = S . 
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On peut maintenant déterminer c par les équations 

), (e - 2a) - 2[1-a = 0 

P 
Î, (e - 2a) + 2[1-c = S 

Hésolvons par rapport tl C : 

d'où 

c= 

J-c - 2a (), + f') = 0 
P 

(À + 2[1-) C - 2a), = S 

1 l, P 
a=-

2 p. 3À + 2[1- S 

), + 1-' P 1 +~ 
[1-

f1- (:3'( + 21-') S 3À + 2[1-

Or e = c - 2a ; donc: 

1 l' 
e - --,,-,--;--;:--

- ilÀ + 2[1- S' 

P 
S 

On a essayé de se servir des formules précédentes pour 
établir une relation entre j, et p.. Dans l'hypothèse de 
Poisson, À = p., on a : 

donc 

1 1 l' 
a =2 5), S 

2 P 
C = 5). S-

1 l' 
e=5Ts 

C =:le et 1 
a= TC. 

Soit l longueur du prisme qui s'allonge d'une quan

tité ..l; or w = c:; ; donc ..l = cl et c = 4- = il allonge-
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ment de l'unité de longueur ou dilatation. On peut 
écrire: 

0== 
.l 
-Z 

1+~ 
p. p 

3),+ 211. S 
3i, +2fL .l 

), -Z-
1 +-

fL 

. 3), + 2 fL l' . 1, t t 1 La quantité À. C' (eslgne par -;- , '1 (' an e 
1 +-

Il. 
.l , p 1 

coefficIent de dilatation; T = à ; S = t ; on a ( onc 

,) == ':J.t 

qui est la loi rie Hooke. 

EStlAIS A LA Tl\ACTIO:'l 

Forme des éprouvettes. - Les épl'Ouvettes sont des 
prismes circulaires ou aplatis droits terminés par deux 
tètes servant à les fixer dans les màchoires de la machine 
à f'ssayer. Le corps de l'éprouvette est dressé ou tourné 
et les tètes sont raccordées au corps par des congés 
(fig. 42); la longueur de la partie soumise à essai est 
limitée par dl"uX traits fins ou par deux points de repic-re. 
Cette longueur est en général de 200 millimètres, plus 
20 millimètres de prise pour les pinces de la machine. En 
Allemagne, en Autriche eL en Suisse, avec. cette IOIl

gueur, on adopte Li = 20 mm. En France, l = 7,230 
d ou l = 8,2 VS; les éprouvettes sont donc plus courtes; 
elles sont encore plus courtes en .\mérique. Il convient 
qu'une épl'Ouvette ne soit ni trop longue, car alors inter
viennent des adions dues au poids ct il Y a des chances 
que le métal ne présente pas partout la même homo-



généilô ; ni trop courIe, car dans ce cas les essais sont 
soumis il l'influenc(' des b\tcs, 

{'ne "pruuyelte doit avoir géométriquement la mème 

Fig. ~2. 

seclion partoul pt ("('st pOllrquoi on la tourne ou on la 
(lI'esse, 

Machines à essayer, - Les dispositifs destinés il pro
duire l'effort de h'adion sui\'ant l'axe de ['ôprouveUe 
sont \,1l'iés, PI'ill1itivemenl 011 faisait agir de simples 
poids sm l'éprOlI\'eltc plae{'e yel'liealemenL; on a 
t'll1pluyô de,; dispositifs Illllitipliaill l'action dps poids par 
dcs Jc\'icl's l'Il constituallt une l'spi'('(' de balance romaine; 
ou hiell dc's ml'l'allislIles il \'is ct (,('['ou Illobill', ,\Iljour
d'hui on uLili,;c surlout des presses ltydralllilJLll'R h chariol 
de tradion, 

Appareils pour mesurer l'effort produit, - L(' poids 
agissant SIl!' U~pro\l\'ctle ('st meSlll'l' directement ou on 
connall ks l'ilPPOl'ls des bras dl' ll'\'il'rs ; l'exlrémitô de 
j'('pl'OuYelt\' l'st relié'e il lin systhn<' de leviers articulés 
dont k demier rc<;oill'acLion de poids dcsLinôs il équili. 
brel' l'd'for! ; l'ntin on ;-;(' Sl'],!. av!:c' l<>s [lrl'sses hydrau
liques de eolonlll's <1(' lIl(,[,(,lll'(' ou de mallomi'tl'l'S h ail' 

libre, 

Conditions à réaliser dans les essais. - Il convient que 
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l'efforL exercé SUl' l'éprouvette agisse bien dans l'axe de 
celle-ci et que l'éprouvette soit placée dans la machine 
de façon que l'effoet se répartisse aussi \lniformément que 
possible dans chaque section. ;\I. Tetmajer, directeur du 
laboratoire d'essais de Zurich, monte ù cet effet les éprou
vettes dans un support terminé par une surface sphb'iquc 
convexe s'appuyant sur la surface sphérique concavc de 
la pièce qui fixe l'éprouvette à la machine. L'effort cst 
ainsi dirigé suivant l'axe d'une sphère et l'axe de l'éprou
vette passe par le centre de l'autre sphère. II résulte dc 
là que si la réaction de celle-ci, qui produit la tension, ne 
coïncide pas avec l'effort, il se produit un glissement des 
deux sphèees jusqu'à ce que cette coïncidence ait lieu et 
que l'effort de traction soit dirigé suivant l'axe de l'éprou
Yette. 

L'ne seconde condition est que le bàti de la machine à 
essayer soit solide pour ne pas sc déformer pendant les 
essais; la même r<'sistance doit être présentée par les 
leviers cl'action. 

ene troisii~me condition cst que le déplacement des 
leviers doit être le plus faible possible et les frottements 
réduits au minimum pour ne pas in!1uencer la lecture 
des cffmts .. \ la ruptùre le recul ne peut pas Nl'e consi
dérable pour <Iu'iln'y ait pas cl'in!1uence nuisible sur les 
parties délicates des organes telles que les couteaux. 
L'effort de traction doit être progressif et ne doit pas agir 
par chocs; il ne doit pas non plus s'annuler à certains 
moments. Il y aura donc lieu de surveiller l'aiguille du 
manomètre et d'augmenter l'effort quand il y a une 
tendance à baisser par suite des allongements subis 
par l'éprouvette. Il convient enfin que la température 
ambiante soit aussi constante que possible pendant les 
essais. 

Instruments pour la mesure des allongements. - On 



peut mesurer la déformation dircctemcnt sur l'éprouvettc 
à raide d'tll1 picd il coulisse ou d'un yernier ; mais c'est 

D 

d d 

D : :D 
L 

T 1 ~ 
: . ' 

G~ "'" :L 

U\ un mo,ycn tout primitif d il est pr(,ft'rablc d'ayoir 
l'l'Gours ;\ un ralllé'lomi'ire 011 ,'\ une lunette ayee support. 
pour effccLul'r le,; meSUI'I'S Ù distance. Pour ries mesures 
de pr("('isioll Oll ulilise l'appareil de Bauschillg'er, celui de 
Dlll'and-Cl"yl' ou ('l'iui de Bal'll. 
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Appareil de BauscMnger. - Bauschinger, professeur à 
l'Ecole technique supérieure de ~Iunich, utilise l'appareil 
à lecture àmiroir, bien connu des électriciens. Sa précision 

va jusqu'au tO ~oo de millimètre. Cet appareil comprend 

deux étaux E et El (fig. 43) saisissant l'éprouvette par des 
couteaux aux extrémités delalongueur dont on doit mesu
rer l'allongement. L'un des étaux porte deux cylindres C 
et C' mobiles sur leur axe qui est perpendiculaire à celui 
de l'éprouvette. Sur ces cylindres sont montés, suivant 
un diamètre, de petits miroirs M ; l'autre étau porte deux 
lames de ressort R s'appuyant fortement sur la surface 
des cylindres garnie d'émeri, et communiquant par suite 
à ceux-c.i un mouvement de rotation quand les lames se 
déplac.ent parallèlement à l'axe de l'éprouvette, Appe
lons l' le rayon des cylindres, IX l'angle au c.entre dont c.es 
c.ylindres tournent pour un allongement..l de l'éprouvette; 
on a..l = IX J', Une échelle graduée GG' se trouve il la dis
tanceD des miroirs, On lit la graduation <le cette échelle, 
réfléchie dans les miroirs, par les lunettes L. Supposons 
qu'au début de l'essai on lise le point D de la graduation. 
Sous l'action de l'allongement le miroir' toume cI'un 
angle IX ; l'angle cI'inc.idence étant égal il l'all~le de 
réflexion, c.'est le point H de la graduation qu'on lira, 
le rayon :'IlH faisant l'angle 2IX avec ~m, On il. : 

et 

D Il = ri = n tg2IX 

.1. rd 
(ï"- Dtg~IX 

/' IX 
.I.=d- --, 

D tg2IX 

Pour de petites valeurs cie IX on aura, avec une approxi
mation suflisanle, 
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et 
l' 

,),.=d-· 
2]) 

L'allongement est donc largement amplitié. Ainsi, pour 
l' =3,5 mm. et D = 3 500 mm. on aura 

3.5 
23500 - 2000 ' 

et si la division de l'échelle est de 4 millimètres, on 

pourra lire des allongements de 5~0 mm. ; des divisions 
:1 

de 4 millimètres peuvent se lire à 10 près; la préci-

sIOn sera donc de 5 ~OO mm. Si la long'ueur de l'éprou

vette sur laquelle se fait l'essai est {= '150 mm., l'approxi-

mation sera de 7501000 de {. 
La lecture se fait des deux côtés et on prend la moyenne. 

Appareil de Bach. - Bach préconise l'appareil suivant 
qui pal'aît très pratique ct qui permet des lectures rapides. 
L'éprouvette A (fig. 44) est montée entre les mâchoires de 
la machine; on installe sur cette éprouvette deux bagues 
reliées entre elles par quatre vis de pression. Une tige C, 
ayant exactement la longueur { sur laquelle porte l'essai, 
vient buter par un tourillon sphérique dans une crapau
dine D (l'un levier basculant autour d'un axe E ; l'extré
mité F du levier est terminée en secteur plat actionnant 
par une lame métallique le poulieau G qui porte l'aiguille 
indicatrice H ; celle-ci se meut devant un cadran gradué. 
L'aiguille est aplatie à la pointe dans son plan moyen. 
Dans un instrument de ce genre un allongement de 1 mil
limètre de l'ôprouyette donne lieu à un déplacement de 

300 millimètres sur le cadran oit on peut lire à ~ demil

limètre près. 
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Appareil de DUl'Ilnd-Claye. - Le dispositif est sensible
ment le mèm(' que le précédent; mais ici le sedeur F 
est denté am SI que le poulieau (;. LI' système il bande 

Fig . .l·t, 

parait prUérablc il cause duj<'11 que peun'nt prendre les 
rOll('s par suit(' dl' la variation dl' charge snI' j'(\proll
Ydte. 

Appareils il diagl'llmmes, - Dans beaucoup dïnstal
lations modernes on se sert d'appareils enregistreurs qui 
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dispensent d'observations nombreuses et fatigantes· tout 
en permcltant d'étudier facilement dans toute leur conti
nuité les phénomènes observés. 

Tl existe un grand nombre d'appareils à diagrammes; 
ils sont basés lOus sur le mème principe: la pointe 
traçante doit sc mouvoir en ligne droile ou suivanl 
un arc de cercle pendant que le papier qui reçoit l'em
preinte se déplace normalement; un des deux mou
vements est proportionnel à l'effort, l'autre à l'allon
gement. 

Mesures à effectuer .. - On (létermine g'énél'alement dans 
les essais à la traction, les facteul's suivants: 

-1 ° La charge de rupture PI/I/(( et le coefficient de rup-
tme R ; 

2° La section 51 à l'endroit de ruplure ; 
3° La longueur II lors de la rupture. 
De ces deux clel'l1iel's factems on déduit la dimin ution 

de section et la dilatation en pour cent par les formules 

100 s s SI e t t 00 Il 1 1 • 

On peut aussi déterminer: 
4° Les différentes variations cle longueur aux différen les 

charges; 
1)0 Les coefficients tJ. cl m ; 
6° Les limites d'écoulement; 
7° Les limites cl'élasticité et de second écoulement, s'il 

y a lieu; 
8° La courbe des dilatations ct le lravail élasLique, 

Résultats d'essais. - Influence d'une partie tournée 
SUI' les éprouvettes. - Il semble inclifférent a pl'ùJ1'i d'ap
pliquer un efforl SUL' deux sections de grandeurs diffé
rentes tt conditioll que la tension spécifique t soit la 
même dans les deux cas. Bach fait jllstC'ment observer 
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que d('s flbres dit'('es sl'parl~es ne peuvent sc comporter 
COl11nH' ks libres d'lIlI Illl\me bloc, il caus(' de l'aclh(~rencc 
latérale. Les }Jropl'il-l('s (~lasliquesYaricront donc avec la 
fol'l1lt.' dl' la sectiun, 

Il résulte des essais de Kil'kailly c[lle le eoeftlciellt de 
rnptul'e n, pOl!!' des éproU\'ctles a \'l~C évidemen l tourné 
comme l'indique la tiglll'e 4:5, est plus 
grand que pour des épl'OnH'ttes dl;p0l1l'
YLll'S (l'éYidement, Cc fait jlrovient lie ee 
que le,,; tlbl'e,,; de la ,,;ection UU s'allon
n'eant il se prodnit en m(\IlW temps Ull(' 

dilataiion transycrsale ; la matic'l'l' située 
vel'S la section la plus forl<' en (la, aa 
s'oppose il cette contraction et évite la 
diminution de sedion, 

~ d > 
, ' 

a 
a 

Fig. 4;;, 

Yiekcl'''; a complété' ll's essais dans cette voie et a con
firmé les rc'sultats qui jlrl~ci.'denL. 

Bach a cherchl~ l'influcnce de la longueur de j'évide
ment tourné, Il l'l'suite de ,,;es cssais, avec du fer fondu 
ct dufel' cOl'royé, que pour une longuelll' d'évidement de 
'25 millimètres l'influence de la dilatation trans\'crsale n'est 
pas encorc l,levée, mais qU'l'ile croît rapidement quand 
celle 10llgueurdiminue. POUl' les matières qui n'ont pas une 
contraction importante (la fonte, par exemple), l'influence 
(l"lm é\'ideIllcnt ne se fait pas sentir; il paraît, au con
traire, que la diminution de section due il l"éyiclement 
abaisse le,,; chances d'une l'l'partiti()!1 unifOl'me des ten
sions et provoque plus rapidement la rupture, La ditTé
l'enee est d'ailleurs trl'S faible. 

Iilfluence de lrlZougnew' et du diamètre de l'épl'(jll/Jette. 
- ;\1. BaI'ha, dit'l'ctelll' du Creusot. a montl'Ô (lue les 
èprOllVl'tles ayant des diamètre,,; et des longueurs diffé

[ 
rentes d et l, le l'apport --i"( restant constant (fer fondu), 

il se produit unc diminution pell importante de la rési,,;-
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tance quand le diamètre augmente; il Y a indépendance 
de la contraction ayec le diamètre, et de la dilatation en 
pour cent avec le diamètre et la longueur. Si les éprou
vettes ont des diamètres différents, la longueur restant 
constante, la dilatation en pour cent croît quand les dia
mdres diminuent. 

Bauschinger a y(~rifié ces résultat.s. 

Influence de la forme de la section. 

A. l~pJ'onvettes cylindriques de section rectangulaire 
et en double T (fer fondu). - De rune à l'autre et dans 
l'ordre on constate : une chute imporLante de la limite 
supérieure !l'extensibilité: une chute plus faible de la 
limite inférieure; diminu tian de TI. 

B. Éprouvettes à section rectangulaire, épaisseur cons
tante, laJ'geul' val'iable (fer fonclu), - Le maximum d'al-

, t ]'t 1 a 1 , . longement s cs prooUl pour e rapport b = "6' La reS1S-

tance décroît avec la largeur; dans ce cas la répartition 
des tensions ne se fait probablement plus d'une manière 
uniforme. 

C. Éprouvettes Cil'C1Ûail'es et ù section l'eetangulaire 
(fer fondu, fer corroyé), Bausehinger troU\'e les résultats 
suivants: 

1° Le cocffkient de dilatation Cf. est un peu plus petit 
pour des éprouvettes rondes qne pour des éproU\'ettes 
plates de mhne matiè're; pour de grosses éprouvettes 
platr~s il cst un peu plus pctit 'lllC pOlir des minces; 

~o La résistanC'c fi. ne parait pas ('ire altérée; 
3° La contraction en pOLIr cent pour les seclions rec

tangulaires est indépendante de la grandeur de la sec
tion; les éprouvettes rondes de fort diamètre ont une 
contraction un peu pIns petite que celles de diamètre 
moindre; 
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4° L'allongement en pour cent ne dépend pas de la 
lorme de la section ni dit rapport de la largeur à l'épais
seur pour les sections rectangulaires, mais elle croît avec 
la section et on a 

Allongf'fficnt = ct + b VS; 

DO Mèmes résultats si la longueur de l'éprouvette est 
proportionnelle à la racine carrée de sa section; 

6° Il Y a lieu de mesurer les allongements sur deux 
cotés opposés des éprouvettes; 

7° Il n'y a aucune relation entre la contraction et l'allon
gement; 

8° Les limites de proportionnalité et d'écoulement peu
vent être complètement différentes dans une seule et 
mème pièce (le fer ou dans des pièces de fer de mème 
origine, même si les autres influences telles que la forme 
des sections et leur gTandeur disparaissent. 

Influence de la durée des essais. - Il résulte des expé
riences de différents auteurs avec du fer fondu, du fer 
fin grain, du fer puddlé, de l'acier 'Volfram dur que des 
essais conduits rapidement décèlent une résistance TI 
plus grande, un allongement ct une contraction plus faibles 
que des essais menés lentement. 

Pour le cuir la résistance TI diminue quand l'essai dure 
longtemps. Il en est de même des cordes en chanvre. 

Influence de la tempé1'rttu1'e. - Les résultats précédents 
sont relatifs à une température moyenne de 20° C. Aux 
températures supérieures, les propriétés élastiques éprou
vent une variation. Voici les résultats d'essais effectués 
par Bach: 

A. Tôle de fer fondu. 
10 Après une forte croissance de la résistance de 
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3 ~6'1 kgs/cm2 à 20° C à ~ '140 kg/cm" à 200° C, décroissance 
immédiate; 

2° Chute d'allongement de rupture de 28,4 à '18,9 p. '100, 
puis accroissement; 

3° Variation Je la contraction dans le même sens que 
les allongements. 

B. Acier. - DiminuLioll importante de l'allongement de 
rupture vers 2000 C. 

C. Bronze. - Au delà de 2000 C la résistance R com
mence à diminuer, l'allongement de rupture tombe forte
ment. 
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COMPRESSION 

Hypothèses. - Les hypothèses que nous avons admises 
lors de l'étude des pièces soumises à l'extension conser
vent ici toute leur valeur. Les forces extérieures agissant 
sur le corps droit et prismatique donnent pour chaque 
section une résultante dont la direction coïncide avec 
celle de l'axe longitudinal droit. Il y a tendance au rac
courcissement. Il convient cependant d'introduire une 
nouvelle condition; les pièces soumises à la compression 
sont de longueur peu considérable compm'ativement aux 
dimensions transversales, de façon que le flambement ne 
puisse se produire. En effet, ces pièces étant souvent sou
mises à des efforts latéraux (vent, application excen
trique de l'effort, non homogénéité de la matière) leur 
longueur ne peut être grande par rapport aux autres 
dimensions, sans quoi il y aurait flexion: les pièces tra
vaillant par contraction ne peuvent donc jamais atteindre 
une longueur comparable à celle des pièces travaillant à 
l'extension. 

Pièce de section constante sur laquelle agit une force 
constante. - Toutes les formules établies à propos de la 
tl'action son L applicables il la compression; il suffit de 
changer ry., coefficient de dilatation à l'extension, en ry.1 

coefficient à la compression; l' coefficient admissible à 
l'extension, en ", coefficient admissible à la compression; 
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les tensions prendl'onl le signe nl~gatif ainsi qtle les dil;:
talions. 

Il viendra : 

p 

, , , , , 
, ' 

~ ~ -t- _ t 

/ l " 1 
/<5\2.--~-L '--,: 

'1 , 1'" ~ \ J 
1 j , l " \ 1 

1 ./ SI : \ \~ 
--!-- t- -- L _',L-.+-, 

Fig. -iG. 

P = -IS 

p ~ l''S 

P ..'; = - ait =a/
S 

Pièces d'ègale rèsistance à la 
compression. - On aura ici 

s=s"c " 
et 

si al est SlIppOSÔ constant. 

Application. - Consid(~rons un 
prisme nOll homoglme et non pesant 
soumis il une compression P 
(tig.~G); le prisme est cOllstitué de 
deux gaines concentriques, l'une 
de surface SI en matière possédant 
le coefficient d(' dilalation al; l'au
tre de surface S2, formant anneau 
et (le matit're il coefficient de dila
LaLion a2' On suppose l'effort P 

ll'<lnsmis par un disque l'igille reCOllvrant les deux gaines. 
Soient tl et té les pressions spécifiques suhies par les 
matit~rcs. On peut énire : 

1/" + 1/'2 = l'. 
CIl admettanl quïl .Y aiL répadilion uniforme. Les raeeo\ll'
eissemenLs ou les dilatations des prismes concentriques 
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doiyent être les mêmes, On devra donc avoir: 

ou 

deux équations en f1 et t2 , Il "ient : 
p 

On doit ayoir aussi 

p 

135 

1" et J'IJ, étant les cocfticients admissibles, pour les matières 
consiclPrées, du noyau et de son enveloppe. Les calculs 
précédents, étant donnée la yariabilité des coefficient ~J ct 
~2, }" et 1"J, ne présentC'nt glll'l'e d'intérèt pratique. 

Billes et cylindres. - Boussinesq, Galliot et Hertz ont 
étudié d'une façon toute spéciale, par la théorie mathé
matique de l'élasticité, les corps, obéissant à la loi de 
Hooke, qui se touchent suivant un point ou une généra
trice de leurs surfaces, Si on comprime ces solides l'un 
contre l'autre il se produit, à l'endroit du contact, une 
déformation et les deux corps se touchent suivant une 
surface. Les auteurs cités se sont proposés de déter
miner exactement les déformations subies dans ces con
ditions ainsi que les actions moléculaires ou tensions 
qui intcrvienneut. Ils étudient les yariations u, v et w 
examinées précédemment et qui ont à satisfaire aux con
ditions générales d'équilibre. Il résulte de la théorie de 
Boussinesq que le plan considéré de contact sc trans
forme en un hyperboloïde de l'évolution, les actions molé
culaires possédant la ml~me valeur SUI' une circonférence 
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dont le centre se trouve sur l'axe cles z normal au contact. 
Hertz trouve que la surface de contact est une ellipse. 
Cet auteur s'est livré également à une étude de la dureté 
des corps en partant clu fait que celle-ci est une propriété 
élastique de la matière qui entre en jeu lorsque deux 
corps de m~mp matière ou de matii~res (lifférentes sont 
pressés l'un contre l'autre. Si la pression est suffisante 
pour que le (:ontact laisse une empreinte durable, il sc 
produit à la surface des corps une détérioration quel
conque si l'oll meut l'un des corps par rapport à l'autre. 
Pour pouvoir définir la dureté il faut donc connaître les 
propriétés de l'état élastique créé dans les deux corps 
par suite de leur contact. C'est ce qui a amené Hertz à 
établi]' la théorie dont il cst fait mention ci-dessus. Les 
ca\culs présen\pnt UI1 intérd tl'Op spécial pOUl' que nous 
nous arrêtions il cc sujet. Nous nous contenterons de dis
cuter, avec Bach, les résultats auxquels on a été amené 
par la théorie. 

Soient donc deux corps combes pressés hm contre 
l'autre par un effort P ct sc toue hant suivant une portion 
de leur surface très petite vis-à-vis c1ps surfaces totales. 
Il s'agit, par exemple, cie deux billes, (l'un cylinclrp et 
d'un plateau unis ou de deux cylindres. 

Nous admettons que les matières sont isotropes; que la 
loi de Hooke est applicable; que le coefficient de dilata
tion est le même à la traction qu'à la compression. 

Cas de deux billes. - Soient: rj et 1'2 les rayons des 
billes; aj ct a2 les coefficients de dilatation à la pression 
et il la traetion pour chacune des billes; mj ct m2 les 
rapports de contraetion. Par L1ne suite de développements 
Hertz arrive, pour la distance y dont les deux billes 
pénc'trent l'une dans l'autre, Ida formule: 

V') l:3 )(( 1) ( 1) i-J'(l 1) = - l, 1 --- 7. 1 --- a.)' --y ,1, ( 1Il/ 1 + m~" - ) 1', + j'2 
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ct pour le rayon de la surface de pression 

V ( 1) ( 1) al 1 - --., + Cl" 1 - -.-,-
a = ~ p ml" 1Jl2-411 

~- +-
1'[ 1'" 

La pression maximum au milieu de la surface de pres
sion a pour valeur : 

p 
tmax == j,~ TIa:!. 

c'est-à-dire 'l,t) fois la tension obtenue en supposan tune 
répartition uniforme. Avec ml = m2 = m; ClJ = Cl2 = Cl ct 
en tenant compte de l'expression de a : 

_ 1 3 P ~+-r; V~ (1 1)" 
tm,,, - -;- '2 ( 1 )" 

[0 
ct pour m = T : 

Cl" 1-
n(J 

V'{ l' (1 1)" 
tl\l<n = 0,388 --,,- - + -

Cl- 1'1 1'2 

Cas d'une bille et d'un plateau uni, - Dans les for
mules précé(lentes il suffit de faire 1'1 = r et 1'2 = ex;; il 
vient: 
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et, en fonction du diamètre d = 21' : 

P = h'd2 (1 ) 

SI 

'h:1 , ( 1 ) 2 li = ---;;- w 1 - -., to max 
v Ill" 

(2) 

Cas de deux cylindres. - Les cylindres sont de lon

gueur l ct on admet que la pression sp('cifique + est 

réalisée. La largeur b suivant laquelle les deux cylindres 
sc touchent a pour expression: 

La plus grande pression, qui se produit au milieu de la 
surface de contact, a pour valeur: 

1. p 
tilla..: == ~bf 

c'est-à-dire ~ fois la pression qui correspond à une 

répartition uniforme. Pour des matières identiques ml =~ 
rn2= nL; (lI = (l2= (let 

Cas d'un cylindre et d'un plateau uni. - Il suffit de 
faire dans les formules précédentes 1'1 = l' ct 1'2 = cre. Il 
vient: 

V:2 ( 1 ) J> U=4 -(l 1--. -1' 
0: m- 1 
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et, en fonction du diamètre d = 27', 

P = kld 

SI 

Discussion. - A la suite de nombreux essais, effectués 
avec toute la précision désirable, Stribeck a constaté que 
la charge admissible 'pour des billes d'acier trempé ainsi 
que leur surface de roulement plane, d'une exécution 
parfaite, pouvait être prise égale à P = 50 d2 , Cet auteur 
a trouvé les valeurs suivantes pour les billes d'acier: 

1 
C(- , 

- 212U uuO ' 
10 

jJ! =
il 

Introduisons ces valeurs dans les équations (1) et (2) : 

tmax = 374~0 kg"fcm 2• 

Ce chiffre est de beaucoup supérieur ù celui qui peut 
être considéré comme admissible. C'est ce qu'a montré 
i\I. Deslandres. Slribeck, par des recherches directes, a 
trouvé que la limite de proportionnalité pour l'acier trempé 
est seulement de gOOO kgjcmz. Observons que dans l'élé
ment moyen des surfaces de contact règnent tt'ois tensions 
maxima effectivf's : tilla", 0,8 tmax et 0,8 tmax. Happelons les 
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formules de la dilatation composée 

;) 1 = IX (t1 - t"! t,,); 02 = IX ( t, _ 13 + '1 ) . 
~ rn ' 

t 1 + t 2 ) 
rn 

Introduisons la valeur m = ~30 , il vient: 

01 = IX (tmax - 0,8 tmax ~ 0,8 tmax ) = 'Y. (t - 0,3,2.0,8) tmax 

3 

t5 9 
soit seulement les ;u~ de la pression totale que produi-

rait {ma:r seulement. On aurait donc: 

D 000 _ - '0' 2 
0,52 - 1/300 k"i cm . 

Cette valeur, introduite dans les équations (1) et (2) 
fournit 

et 

1t3 1 
k = -6- -:c=======?"? (-1 -_-0-,32)2 (t? 300)" = 5 

2120 OOO~ 

P = 5 cl" 
au lieu de 

P = 50 cl", 

formule obtenue par recherche directe. Donc, en introdui
sant dans la formnlc de Hertz pOUl' la plus grande tension 
la tension qui ('orrespond à la limite de proportionnalité, 
donc sllpérieUl'e au coefficient considéré comme admis
sible, la charge permise P n'est qu'un dixième de celle 
que les recherches directes autorisent il supporter. Il suit 
de là que les équations de Hertz ne peuvent être utilisées 
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en pratique et qu'il y a liell en tout cas 
le cocflicient k de ces formules et IIon <le 

141 

de déterminer 
le ealeuler par 

la formule (2). On arri H' 

plus aisé'ment au résultat 
<le la maniL'l'e SUiyalltc. 

Soit (tîg. 4"j) une bill(' 
pressée entre deux autres 
de mème diami'tre, par une 
force P. Par suite de la 
compl'essibilitè de la ma
tière, elles se touchent sui
vant une petite surface; C 
est UII point cie la cil'con
fèrenee primiti veMCA, POUl' 

ce point, le raceoureisse
ment dans le sens de P 
est: 

x = l' (i - COS ':'0) - /' (1 
co,.; ,:,) = l' (co,,; ':' - cos ':'0) 

co::; 0 = '/1 - "in'c ,v , 

9 ct 90 sont très petits; on a : 

,/--- 0" 
cos 0 = v 1 - 0" = i - -'- ' 

1 • '2 ' 

O:! - 0 2 
,0 == /' ,li . 

2 
;/: 

l' 

c 

Fig. ·i/. 

0:: 
COS 0 0 = i __ ,_0_ 

l '2 

2 

En admettant que ee raccourcissement est symétrique, 
il vient: 

t= 
902 - c{:! 

2~ 

des forces étant suppost~es ne pas agir dans la direetioll 
normale à x. La fibre qui peut se trouver dans le sens de 
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la charge, entourée comme elle est de matière, ne peut 
se dilater latéralement. En raison de cet état de choses, il 
convient de mnltiplier l'expression de t par un coeffîcient 
,~ à déterminer par expérience. Dès lors 

(;1 2 _ 0 2 
,0 , 

20: 

Le maximum de t se produit par 'f = 0, ou au milieu 
et on a : 

(;0 :.! 
tmax == 11 _,_0_. 

. 2x 

L'équation d'équilibre donne: 

avec 

V 20: 
00 == -1- tlllax 

j 'f 

P = kd 2 

avec 

formnle complètement analogne à l'équation (1). 
Pour le cas de cylindres, les mêmes développements 

conduisent à la formule 

P = l,id 

k - 0 94 l jo:t'Ill"X -, V <f 

Obsel'\'ons que la mise hors service des billes a lieu 
souvent non parce qu'elles ont été soumises ù une charge 
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trop considérable, mais parce qu'il se produit, même pour 
de faibles tensions, (lcs f(\lures en Lourant la surface de 
pression. 

Influence d'une variation de température. - Considé
rons une tige de longllcllr l attachée à ses extrémités d'une 
manière ÎllYariable dc façon qu'clle ue puisse sc dilater. 
Soumise à une variation de température de to, elle subit 
un allongement cx, UO si cx" est le coefficient de dilatation 
calorifique. Comme la tige ne peut sc dilater, tout sc 
passe comme si elle était comprimée ct comme si elle 
subissait un raccourcissement cxJtO ; ce raccourcissement 
correspond à une dilatation 

d'olt 

cx 
t = -' lt°, cx 

tension de compression à laquelle est soumise la tige du 
fait de la Yariation de température et à laquelle il faut 
ajoute!' la tension de charge. Il convient donc de tenir 
compte avec soin dans les calculs des variations de tem
pérature qui pourraient se produire et de ménager aux 
pièces la possibilité de se dilater caloriflquement. ,\1. Fla
mant fait observer justement que le danger est surtout il 
craindre pour les tiges à section variable. Considérons 
une tige de longueur l ct dont la section trans\'ersalc S 
estIiée ù l'abscisse x par une fonction connue S = r (x). 
Sous l'action d'un effort P exercé par les appuis, l'élément 
dx, de section S, subit une modification de longueur 

Pdxcx 1 1 l'fi' . s-; a somme (e ces mo( 1 lcatlOns dOIt être ég'ale il 

lcxrt", modiflcation produite par la variation ta de tempéra-
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ture. On a donc : 

Cet effort P, supposé réparti sur la plus petite section 

transversale So, donne la charge maximum :0 à laquelle 

la variation de température soumet la pièce. Soit, comme 

loi simple, S = So (1 + '2t), applicable à ~ . On a : 

i 
T r:J.clO 

P=--c--l~-

) '2" dx 
CI. 0 S 

= -2-~-o [IOg'n ( 2x ) "]+ 1 1 + - - = -- IO"n 2 
1 0 2So " 

~Cl.c tO 

2 p = ----;-~~-
1 

CI. --loo'n2 
:!So ., 

p Cl. c t o _ 1 4 acto 
cc. U,ô~ -, CI. 

L'effort par unité de surface sur la section la plus étroite 
est donc à peu près Ulle foi~ et demie plus grand que si 
la tige avait une section constante; dans une telle tige, 
une variation de température de 30° C donnerait lieu dans 
la section la plus fatiguée à un effort de t 000 kilogrammes 
par centimètre carré, en admettant 

1 
CI. = 2000 OUO ; "-, = 0,00001 \6. 
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Il Y a donc lieu, dans l'étude des pièces comprimées, 
de tenir compte (ks yariations de températ.ure auxquelles 
elles peuyent être soumises et éyentuellement de lem 
ménager la possibilit(~ de se dilaLer. 

E t3 S.\ 1 S .\ LAC 0:\1 P R Jo; S S ION 

Généralités. - SOllS l'influence d'une compression, les 
corps prismatiques tendent à se raccourcil' dans le sens 
de leur axe en même temps qu'il se produit un gonflement 
des sections transversales. Les définitions des divers fac
teurs qui inteniennenl dans l'étude de I"élasticité des 
corps et que nous avolls données aucbapitre de la traction 
peuvent être renouvelées ici; il suffit ùe changer le mot 
extension en pression, allongement en raccourcissement. 
Sur une maehine à essayer, lors de la rupture, les phé~ 
nomènes sont cependa nt différents : ce l'laines matières, 
comme la roche dure, se pulvérisent, d'autres, eomme le 
plomb, s'écrasent. Dans le premier cas, la pulvérisation 
donne lieu à deux pyramides s'opposant par le sommet, 
c'est la matière centrale qui s'est ônoulée ; dans le second 
cas, il y a renflement correspondant à un mouvement de la 
matière vers l'intérieur. La eharge sur laquelle se produit 
la désagrégation de la matière, quelle que soit la forme 
que prend cette désagrégation, s'appelle c1large de rup~ 

turc et se désigne par HI. 
On a 

H'=~ s 

Quoique en réalité il y ait lieu, pOUl' ètre exact, de 
prendre pour S la section de rupturc, il est d'habitude de 
choisir la section primitive. 

Coulomb pensait que la rupture est produite par glisse~ 
.ment et. que l'effort P (fig, 48) fie pression donne deux 

',WÈ\'E. - Résistance des matériaux. 10 
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composantes : P sin '1. (lans le plan de glissement, 
p cos '1. normale il ce plan. La résistance au glissement 
Nant désignée par n", S étant la section du prisme, on 

p 

Fig. 4~. 

a: 
. S 

PSIIl::t = H" --
co~ ::t 

I l " -= H"-c-~-
S "111 :lot 

Si ot . Hio , ou est maximum, le glisse-
nH'nl l'l'sulle de l'effod minimum P; en 

. 1 l' " 1"1' III ,l'O( IIlsanL Il = s' 1 y]('nl. 

H = :2H" 

La d'sistanCl' il la ('omprcssioll dl'\Tait donc être le 
double dc la rl'"istancc au glissemcnl. 

lIed?: ("mcl lïdt:'c quc la rupture par compression se 
prodlliL 1[1Ialld la dilalalion latl'rale il acquis la yaleur (le 
la dilatatioll IOllg'iLlIdiilillc dans lp caf; dl' rupl.lll'c par trac
tion. La dil,iI.alioll longitudinale 1'';1. dt, trois il qualre fois 
la dilatation ll'aIlS\'I'I'"alc; b l't:'sislalj('c Ù ln compression 
serait (lonc (!c trois il quatre fois la résistance ù la trac
tion, ce qui est il peu pr!-;:; exact pom la fonle. 

Obsen'OIlS que si k COI'p8 ('sl emp(\chl' de sc dilater 
latéralemcnt, la malii're présente une l'ésistanCi' inslll'mon
t'lble. La relalion ,) = 'l./ n'a donc plus de yalelll' dès que 
le corps est place' ù l'intériellr (l'ulle gaine l'igide, Le 
même effcl se pl'éseille au CO\ltact des faces d'une éprou
veUe l'Il n'lalioll a"cc les plateaux d'unc machine ù 
l'ssayer; le fl'OtlelllC'nt \laturel qui sc pro(luit entre ees 
surfaces Ill'O\'Ot[UP lllH' all{~l'aLion des phénomënes élas
tiques \'1'1'5 les ('.'\Id'mit(,,, dl' 1'{>prouyctt.l', la dilatation 
latérale pst l'II COllf·;{'qUI'\lcC' "ujJc"'I'i"IIl'C \'C'l'S le miliell du 
corps soumis h !"('ssai quI' \'('1'5 sesextrhnitl,s. L'influence 
('st d'autallt plus considérablc quc l'('pl'ou\'elte est plus 

courte. 
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Conditions d'essais. - L'éprouvette doit être installée 
SUI' la machine de façon que l'effort de compression sc 
répartisse le plus uniformément possible sur la section; 
à cet effet, l'un des deux plateaux de la machine est mo
hile et les faces d'appui de l'éprouvette sont pat'faitement 
rabotées parallèlement. On emploie les machines relatives 
aux essais de traction en munissant leurs attaches d'un 
appareil d'inversion. Il convicut de ne pas interposer des 
feuilles de plomb qui s'écrasent cL dOllnent lieu à une iné
gale répartition. 

Résultats d'essais. - Charge agissant SUi' la surface 
totale des extrémités des éprouvettes. - l. Pour la fonte, 
Bach trouve que la résistance il la compression peut 
aller jusqu'à 7 tlOO kg/cm2, alors qu'elle n'est de 'i 860 kg. 
il la traction; ]es deux résistances sont donc dans le rap-

port 1 . De plus, la résistance il la compressiou augmen le 

quand la hauteur des éprouvettes diminue; elle est plus 
grande pour des sections circulaires que pour des sec
tions carrées. 

II. Bauschinger pose pour le grès: 

formule valable tant ([ue ft L na, a" = S ou a =Vs, S sec
tion du prisme en centimètres carrés; u périmètre en 
centimètres; h hauteur du pl'isme en centimètres; ex et ~ 
constantes; RI charge de rupture en kg/cm". Le même 
auteur a proposé la formule plus simple 

H' = (ex + ~ VS) V~ 
ft u 

4 
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Pour des prismes de section rectangulaire, grès suisse 
à fin grain, le même expérimentateur a trouvé (f. = 310 
et ~ = 340, pourvu que la hauteur h ne dépasse pas la 
longueur du coté. Dans les formules précédentes, la direc
tion de la pression est supposée normale au lit. Si elle est 
paraUde au lit, 'Jo = '262, ~ = 320, la hauteur h dépassant 
de beaucoup les dimensions de la section, Avec du grès 
multicolore de Heilbronn, direction de la pression paral
lèle au lit, il vient, pour des prismes carrés, (f. = 347, 
~ = 12'1 ; pour des prismes circulaires (f. = 369, ~ = 115, 
et, pour tous les prismes, (f. = 358, ~ = 1 Hl. 

III. Bach, essayant des éprouvettes en plomb, conclut 
à une augmentation de résistance R' corrélative à une 
réduction de la hauteur. La résistance moyenne a varié 
de i5 à 150 kgjcm2 , 

Charge agissant sm' une partie seulement de la surface 
totale des éprouvettes. - Bauschinger montre que la 
résistance H' est diminuée. 



CHAPITRE III 

FLEXION 

Hypothèse. - ~ous ne considérons que les pièces 
longues ou prismatiques. Une pièce est soumise à la 
flexion quand, sous l'action des forces extérieures, la 
courbure de son axe longitudinal varie. 

F LEX [ 0 N DES P Tl:; CES A A X E DR OIT 

Hypothèse. - Le corps soumis à flexion est une pièce 
prismatique à axe primitivement droit. Les forces exté
rieures agissant sur lui donnent naissance dans chaque 
section à un couple dont le plan est normal à la section 
et à un effort situé dans la section. 

Toute section transversale plane avant la flexion est 
supposée rester transversale et plane après la flexion; elle 
conserve donc sa forme et ses dimensions et reste per
pendiculaire à la fibre moyenne. Cette hypothèse, intro
duite par BernouilIi, sert depuis les travaux de Navier, 
de point de départ à la théorie de la flexion des prismes. 
Les expérimentateurs modernes, Bach, pOppl, etc. font 
observer que, mème pourles matériaux auxquels la loi de 
Hooke n'est pas applicable, l'hypothèse de Bernouilli est 
suffisamment exacte. 

Relation fondamentale. - Considérolls (fig. 49) une 
pii;ce prismatique droite et deux sections infiniment voi-
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sines S ct SI. Par suile de la flexion les fibres supérieures 
sont étendues, les fibres inférieures sont contractées. Il 
existe donc une fibre ou une zone de fibres qui demeurent. 
ce qu'elles étaient avant la flexion. C'est la flbre neutre. 
Ceci, dans la direction de l'axe du prisme. Nous verrons 
que dans chaque section il y a également une tîbre neutre, 

S S' 

~_z _ ____ __ A 
y __ C d 

~ dx 

Fig. -lV. 

la partie supérieure de la section étant étendue, la partie 
inférieure contractée. 

,Soit donc une fibre ab qui s'allonge ct devient a'b' après 
la flexion (fig. 50); soit cd la fibre neutre qui resle de 
m(\me longueur c'd' = cd = d.x: après la flexion. On a 
(L'b! > dx; AA est. l'axe longitudinal de la pièce. Soit z 
distance de ab :\ cd. Les sections S et SI étallt restées 
transversales ct planes se couperont suivant un angle 
SOS'. Les deux triangles semblables oa'b' el o'c'd' donnent: 

(1'// O(l' 

~ oc' 

da: (1 + 0) _ p +::; 
p 

p est le rayon de courbure de la fibre neutre, à la dila
t.ation. On tiee de lit 

Q == ~ 
p 
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La dilatation d'une fibre est donc proportionnelle il sa 
distance.:; il la fibre IH'till'e l't inversement proportionnelle 
au rayon de courbure p. Ad- S' 
mett~ns que la matil're consi- b' 
dél'ép obéit il la loi de Hooke; 
en o'énéral il ne s'exerce au
cunt"> effort tJ'ansversal ct l'el
lipsoïde d'élasticité devient 
U!I(' droite. On a : 

~ = xl; 
;) ,:; 

t=-=- (1) 
x ~? 

relation fondamentale de la 
flexion des pit'ces primiti "e
ment (II'oites, 

/ 

o 
Fig. :iI!. 

Eléments qui interviennent dans la flexion des piéces 
primitivement droites. - Considérons (fig. 51), une pièce 
prismatique droite AB et coupons-la par un plan normal S 
SUl' l'axe long'itlldinal OE. Nous allons exprimer que la 
pOl'lion de la pièce située il droite de S est en équilibre 
sous l'action des tensions intérieures ct des forces exté
rieures dont nous avons supposé a priori le plan normal 
sw' S. Xous supposerons en outrc quc cc plan passe par 
le centre de gravité 0 de la section S, sans quoi les 
forces extérieul'es donneraient naissance à une compo
sante située dans la section ct ne passant pas pal' son 
centre de gravité; ('('tle composante aurait une tendanee 
il faire tOlll'ner la seclion ct c'est un cas de torsion que 
nous n'éludions pas dans ee chapitre. Nous admettons 
donc que la résultante F des forc:es extérieures coupe la 
section S en llll point C ct qu'clic donne lieu il deux 
composantes: l'une P perpendiculaire sur la section S, 
l'autre T dans cette section et passant par le centre de 
gravilé. Nous rabattons le plan projetant MN cIe la résul-
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tante F des forces exV'rieures SUI' le plan de la section 
pour mieux indi(Iuer commcnt se d('cOI1ljloSC la r<'sul
tan Le ; ~I:\' s'appclle le plan des (orees exlàieures; par 
Itypothl'se il rcnfel'l1H' donc l'ax(' longitlldinal du prisme; 
T se nomme effo)'t ll'ancha1l1, 

,\u centre de gl'a\'it(~ 0 1I0US ]>O\l\'OIlS appliquer, sans 
rien changer au systi'mc des forccs, deux efforLs cxté
rieurs ègaux il l' ct opposés. Le sysLl'mc des forces ex té-

s 
r--------i------;--- ----- -,- -, --

o '+P 

" L-_____ + ______ ---', _____ ~ _____ ~---
---- '~""f~ 

/N 
Fig. ~)1. 

l'ieul'('s comprendra dOIlC' :1° un effort P appliquô en 0, 
au centre (k gravit0 cie la sectioll ; cct efforL est positif 
s'il tire sur la scction, n{~gatif s'il la comprime; 2° un 
couple l' x OC. Le couple J> . OC s'appellc lc moment 
flecftiss([nt; c'cst ie moment de la l'èsulLante F des forees 
exLél'iclircs pal' rapport au cenLl'c dl' gTavitè 0; on a, en 
effd, l' . OC ~ F . m, 1 pied dl' la perpelldiculai1'e abaissée 
(h~ () Slll' F: cal' P = F cos Fel' et 01= oC cos COI = 
OC ('OS FCl'; (['oit l' . OC = F cos Fei> . OC = F cos 

1·,'(·.'1' or l' (·1 ' . co,; FCI' = '. ), 
L('s LpTlsiolls intl'ril'tll'CS sonL de natill'es dirf(~rcnl('s : 

Iodes d'fod.s t 1l00'nl;ltIX ;'t la scdion; 2° des efforts Lan
gCllticls fJ dalls la sectioll ; ~" des efforts tangentiels no1'-
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maux il P et ù T; ces derniers efforts sont en général nuls, 
il ya lieu de les néglig'er. 

Etablissons d'abord lps trois équations d'équilibre de 
translation, dans le sens de P, de T ct d'une normale il P 
ct T (fi;.;, idl ; ceLte deI'l1ii'\'C' l'quation sera identiquement 

s: 

A -

t_ 

Fig. ;;~. 

1 
IN 

nulle puisqu';jllCUn effort extérieur n'agit dans ce sens et 
que nous supposons en outre les efforts intérieurs 8' nuls, 
c\ppclons ds un élément de surface h la distance ::; de 
l'axe EF, intersection a\'cc la section S, de la fibre neutre 
c'd' de la figure ?iO, Au-dessus clc EF la section sera 
dcnduc, en dessous elle :-;(,l'a comp!'im(~(' ; Er s'appellc 
axe nell/i'e et la p<lr·;tlJi·le (;n, mCllée par le centre de 
gravit{· Cl, est l'axe cCi/tral. Désignons par Z1 la dislance 
des del! x axes. Il \'ien t : 

(2) ou 

T = JOds 

( :'+;;, 
l' = --- ds 

'J.J J • 

(:i) 

I::tabli:-;sons maintenant ]'(~ql!ilih!'c de roLation autou!' de 
Il'ois axes: 
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'1 0 Autour de l'axe central GH. Le moment fléchissant 
par rapport au centre de gravité 0 ou P .OC se désigne par 
M. Le moment autour de l"axe GE a pour expression 
P . CD = P . OC sin ~ = i\I sin ~, en désignant par ~ l'angle 
que fait le plan :.\IN des forces extérieures avec l'axe cen
tral GH. Le moment d'une tension t appliquée normale
ment sur ds, par rapport à GH, est tds . z'. L'équation 
d'équilibre sera donc: 

j :::'+2:1 
1\1 sin ~ = --- z'ds 

!Jo? 
(~) 

Le moment des efforts tangentiels par rapport à GU 
est nul. 

2° Autour de 1\1~. Il vient: 
1" +. 

o = J -=----:::.!. Y ds 
a? 

3° Aulour de l'axe de la pièce: 

0= Jy'8ds. 

(5) 

On néglige cette dernière équation, car, en général, la 
r('sultante des efforts (1 passe par le centre de gravité O. 

Nous arrivons donc aux cillq équations (1), (2), (3), (4) 
eL (1'1); nous pouvons les transformer. L'équation ('1) 
devient: 

::; ;;' + =1 ___ =' + _=, 
t = -- = ---'----=-

~p ap CI.? ap 
(1 ) 

Examinolls (2). On a 

p = r ;:;cl~ 
t..' c<p 

Admettons que le coefficient de dilatation a est constant 
pour la matière considérée: 

il = _1_ J'ZdS 
a? 
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J z. ds est le moment de la surface par rapport à l'axe 
neutre EF; ce moment a pour expression SZ1; d'où : 

p = S::1 (2') 
~p 

L'équation (3) resLe actuellement telle quelle: 

T = Jeds (31) 

Reprenons l'équation (4) : 

!\Isin ~ = J;' +::1 z'ds 
~p 

'\I sin ~ = _1_J(;' + ;1) ;:,'ds = _1_ [::1 Jz'ds + Jz'2ds\ 
ap ap 

J z' ds est le moment de la surface par rapport à l'axe GH 
qui passe par le centre de gravité 0; il est nul, par défini
tion du centre de gravité. Il reste clonc : 

JI sill ~ = _1_ J::"2d8. 
ap 

Or J :,lds, somme des produits de chacun des éléments 
cl'une surface pal' le carré de la distance de l'élément 
considéré à un axe, est le moment d'ine1'lie de la surface 
par rapport à cet axe. Le moment d'inertie est pris ici 
par rapport à l'axe central GH qui passe par le centre cle 
gravité. Désignons-le par I. Il vient: 

1\1 sin ~ = _l_ 
a? 

Examinons l'équation (5) : 

o = J' z' + Z1 yds 
ap 

o = Jz'yds + ;1 J!Jds 

W) 

Jy ds = u puisque l'axe MN passe par le centre de gra-
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vité; donc f::/y ds= 0; mais z' = u sin ~ - y cos ~ 
donc 

et 

sin ~ fllyds - cos ~ f!l2ds = 0 

flj 2ds 
tuB = -'--", f d uy s 

(5') 

Les équations (l'), (2'), (3'), (~') et (5') permettent de dé
terminer les inconnues. On connaît les forces extérieures, 
donc le plan !\IN et le moment .\1. L'équation (r)t) fournira 
l'angle ~ car f y] ds est le moment d'inertie de la surface 
par rapport à i\lN et on peut calculer fuyds. On connaît 
dès lors l'axe central GH; (4') fournit ensuite p et (2'), Zl; 

d'où l'axe neutre EF. Eton peut en conséquence calculer 
la tension t par la formule ('l'). Il est possible d'ailleurs de 
déterminer t en fonction de quantités connues; (2') donne: 

~- p 
exp ~ 

(4') fournit 
!\I sin ~ 

CI.? 1 

et on a : 
P }I sin ~ .' 

t =s+ 1 

D'autre part (4') peut s'écrire: 

(3') reste: 

(;S') reste aussi: 

1 Cl.l\! sin p 
p 1 

T = fOds 

I!l 2ds 

fuyds 

(1) 

( Il) 

(III) 

(IV) 
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Le système d'équalions (1), (II), (III), IV) résoud le pro
blème. 

Définitions. - La flexion est dite simple quand P = 0; 

il faut donc que dans ce cas la résultante F des forces 

S 

-F ....... JL ... . 

Fig. 53. 

exlél'ieures soit parallèle il la section ou normale sur 
I"axe longitudinal du prisme. Au centre de gravité 0 de 
la section (fig. 53.1 on peut appliquer deux effOlts égaux 

Fig. 54. 

, 
IV 
! 

--f 
i 

r' , 
---r---..J . .. L 

Fig. 55. 

à F t't dt' Sl'ns contraires; le systl~me comprelHlra donc 
un el'fOl·t tranchant F dans la section ct un moment 
fléchissant ~I = F.d. 

La flexion est dite composée quand P Il'est pas nul. La 
flexion est plane quand, la section possédant un axe de 
symétrie, le plan M~ des forces extérieures renferme 
cet axe. Tous les diaml'tres d'une sectiun cil'Culaire Olt 
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annulaire sont des axes de symétrie. Pour une sedion 
rectangulaire les droites ab et cd (fig. 54) passant par le 
milieu des côtés opposés, sont de symétrie. 

La flexion est gauche quand l'axe .des forces extérieures 
ne coïncide pas aveC' un axe de symétrie. 

Qurmd la flexion est plane, l'axe I\IN des {orees exté
ricll1'es est normal sur l'axe central GH et sur l'axe 
neutre EF. Ce fait, évident à priori, ressort d'ailleurs de 
l'équation (1\') dans laquelle fuyds est nulle car, dans le 
cas actuel, à chacun des éléments ds situé à droite de 
l'axe de symétrie MN, correspond un élément ds à gauche 
de MN, ayant le même y, mais de signe contraire. Donc 
tg ~ = 00 et ~ = 90°. 

FLEXION PLANE SIMPLE 

Transformation des formules générales. - Dans ce cas 
on a P = 0 et ~ = 90°. L'équation (1) devient 

i\[;' 
t=-l-

Soit v la valeur maximum de ;:;' (fig. 55), c'est-à-dire la 
distance des fibres les plus étendues ou les plus éloignées 
du centre de gravité 0; Vi est la distance du même 
point 0 aux fibres les plus comprimées. Appelons tu et tvl 

les tensions correspondantes. On a : 

I\I u 
tu = -I-: 

Dans le cas actuel ;:;1 = 0, c'est-à-dire que l'axe neutre 
est confondu avec l'axe central. En eflet (2') donne 

• _ Pœp 
NI - ---g--
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et ici P = 0, done ::;1 = o. Cette conclusion résulte aussi 

l\I::;' 1 . t 1 l' t EF de la formule t 0-= -, ; pOlir es pOI\1 s ce axe neu re • 

) l\I;;' t ' t on a t = 0; (onc -,- = () e ::; = u; ce 

axe est donc confondu ici aycc l'axe cen
traI GR. 

La pii:'cc comporte deux parties: rune 
au-dessus de l'axe central, entii'rement 
rtendue, l'autre sous l'axe central, entii're
ment comprimé0. 

1 

m
-~ 

1 • , . 
: 'v , , 

-- J-- ~ 
CUi v<1 

Fig. :i6. 

Module deflexioll. -C'esLle rappol'l + . Il existe donc 

deux modules de tlexion, l'un + relatifàlapartie{'tendue, 

l'autre ~ il la ))artie eomIH'il11l:~e Ifig. 56). 
f ' 

:\10:\1 Jo; NT Sil' 1 :"i Jo: RTl Jo: ET :\10 Il U LES nEF LEX 1 ():'\ 

Généralités. - Le moment d'inertie cl 'une surface par 
rapport il Ull axe est la somme des produits de chacun 
des élèments de slll'face pm' le carr(' de la distance de cet 
l'Iénwnt il l'axe considéré. Dans le cas le plus g'énéral ch' 
la flexion, I=J:""ds, c'est-il-dire que le moment d'incl'tie 
est toujours calculé lJa1' mppol't à un axe passant par le 
centl'c de gravité. 

Théoréme. - Le rnoment d'inel'tie d'une surface par 
,'apport. à un axe ne passant pa,~ pm'le centre de gravité 
est égal ait rnoment d'inertie pal' ?'apport Il un axe paral
lèle au premier et passant pal' le centre de graLlité, plus 
le produit de la sm'face par le carré de la distance des 
deux axes. Soient S une surface ct AA (Iig. 57) l'axe rela
ti\'ement auqucl on Y(~ut calcule!' iL' nlOlllclIt d'inertie. 
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;\[enons une parallèle BB par le centre de gravité 0 de la 
surface ù A.\ Pl soit. y la distance d'un (~Iément de surfacp 
ds à cctte parallde. On a, pat' définition: 

lu = J ('J + il)' ils = J'J'ris + '2d JIJr/:;+il' Jd, 

B B 

d 

A A 

Fig,5ï, 

Jy d.~ est le moment 8tali'llte de la figure; ceLte quantité 
est nulle r:ar l'axe all(luel elle se rapportp paRse par 10 
centre de grayit{~ ; Jds est la surface entière S; si lest 10 

momellt (lîllcl'tip relatif :tla paralli:'le BB, passant par 0, 
on a 

I.\A == 1 + il' , S. 

Il cst facile de calculer, di's lol's, le moment d'inel'lie 
d'une smface pal' rapport il un ax(~ quelconque si on COll
nait Ips mom('llts d'inertie relatifs ,'t tous les nx(~s passant 
pal' le CClüre dl' gT,wilô. ()n peuL aussi calculel' 1(' monwnL 
dïlwrtie d'une' surface qui !)('lIL s(~ d{'(~()JI1poser ('II Ull ('er
Laill llombn' de' surfaces plus simpl('s, (~n rectangles par 
ex(,mple, comIlH' dans le ('as d'une sectioll ('Il double T. 
Xous aurons l 'oec asion (Ir- compal'cr en lt'c ellx ks moments 
d'inertie' (l'llTJ(' surfaee rr'ialifs Ù des axes de dircction 
queleonquc passant [lat' SOli centre de g-ravité (flexion 

composée). 
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Rectangle. - Le' mome'nt <l'inertie de A13CD (fig. 58) 
pat· l'apport, Ù l'axe' GII passant par le centre de gravité 0 
e't paralll'Il' aux côtés AB ct CD est ègal à deux fois 

;z 1 

h ~ _Ld-:-
°1' '.' ,Zl 

1 

v 

H --r 

V' 

l , 
.L~ .. ,L-__ -=--1..._...J .. 

C IF 
~ ~~:t 

o 
Fig. :;8. 

1(' moment d'inertie de la portion "\BGH par rapport à CH. 
O h 

Il a v = v' = -:l ; dOliC 

v 

1 = 2 j'~ b:"d: 

bit" 
Ü 

bh" 
12 

Si k momentdïnertie l'tait Nabli pal' rapport ù l'axe 

~~~_~_~ 8 EF normal at! pt'cmier e't n--:" passant pal' le centre de 
d ;~~- ih gravité, on aurait 

o 0 i 
h,--- - - . 1 = ~ 
J,-~~ __ , ~~~_j 1:J 

b 1 II. lJ " 1 ftb" 
_. ~-,.; ct v' ü; -/-" = -6-

Fig. J~l. 

Le momellt d'itwrtie par 

rapport au côté CD serait: 1 = (" iJ~'2d~ = -!- bit" 
t~ n 3 

WhE, - Ré9islancc ùes mul('riull~. H 



Carré. -- Le eôté du carré ôtant h, et b = h il yiendra 

h'· 
1- -' - 12 . 

ft" 
-

t\ r' 

Triangle. - Pour l'axe 66 (f1g.tl9). 

o 

, 
". d 

Fig. 60. 

, 
, 

-_.>; 

Par l'apport Ü l'axe passant par 
') 

le centJ·(' de gravité ou;'t i- Il et 

parallèle il 06 on a : 

= ~ lift"-
4 

(2 h):! J.... bit 
\ 3 2 

.~ bh3 

36 

Cercle - PO\ll' l'axe 00 Ilig. 601 passant par le centre 
de gTa,-ité on a: 

/l+'f [" 

1 = 1 z";vr/: = +/," 2 sin" 0 cos' orlo = ....::.. r" 
t.-/ - r t-' 0 • 1 1 4-

11 cl 
-=- dOl = -~- (l" 
;12 Hl 

r 

Théorème. - Le moment d'inertie polaire d'une sur
{ace planc fluelconque, c'est-à-dire lc moment dïneJ'tie 
par mppuJ'l au centre de gl'avilé 0 (fig. (1) est égal à la 
somme des moments d'inertie pal' J'apport à deux axes 
nonnaux cntre eux passant pal' le point 0 ou est égal à 
la somme de deux mO/l/Cllt, d'inel'tic dfamétJ'aux conju

gués. 
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On a: 

12, = J!/ds; 

donc 
JI' = Ir + L, 

car 

"\ppliquons ce théori'Ine au cercle Cil calculant le 

M 

ds 
!;l 

1 z/: 
. ,/ 'Y 
1 / • ___ ._._._!l-___ ; _____ ._ 

OJ x H 
1 

N 
Fig. 61. Fig. 6~, 

moment d'inertie d'une zone circulaire de rayon z (fig. 6i). 

1 - 'J- _:1('{_ - __ [
" .. l" 

jJ_ "",l, ,....,._ ') 

• 0 ~ 

Par raison de symétrie les moments par rapport aux 
deux axes CD et eTH sont. ôgaux. Donc 

1trl-
1--·' - 4' v 

Section elliptique. - 10 Nous comparolls l'ellipse il un 
cercle extérieur de rayon a (fig. (3). Le moment d'inertie 



de chaque ('lômenl de cerde est au moment dïnertie de 
l'é'll'menl correspondant de l'ellipse comme 

( :~ r 
Le moment d'inertie de l'ellipse par rapport il l'axe 00 

est donc: 

= ~ (2rll' - = - ((iJ~ 7: ,(il)" 7:, 
0+ 1 (/ ,1-

Fig. li;). 

:20 v = 1), Le momenl dïnertie de l'ellipse est la somme 
des moments d ïnertie de toutes les zones horizontales 
d'épaisseur ri:. et de longueur variable. Considérons l'une 
d'elles et inscri"ons dans l'ellipse le ('el'de de l'ayon lJ, Olt 

sait que 
mil 
~ 

don(' 

on 

a 

b 

4 

a 
mn =m'II't; 

4 
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Section annulaire (fig', 64), 

1 == 7:'1..0 ~ 7":L',,+ == ~ (r 4 ~ 1\0"·) 
~ 4 ~ 

l, 7: ( , " l',,'" ) -=- 1"'--
l'''' J' 

r--------A 

h 
2, 

,z 
1 ---01---< 

Fig. 5·}, 

Ol!, en posant 

, , 
1 
1< .. 

/,' _ Vo .--v 

Losange Itig', 6:», On a 

d'Ol! 

.'lIN 
-b--

2 
h 

1 

1 

B 

b 
Fig. 6;). 

l\L\ = b (1 _ 2/~) 
Done: 

1 = 2 r ~ b (1 _ 2;) 
Ju " 

, , 
>: 

JG:; 
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bit" h car r = t' 2l- :2 

Si nous comparons au rectangle nous "oyons que pour 
une surface deux fois moindre le module du losange est 
quatre fois plus petit. 

Section symétrique. 
décomposôe en : 

- La section (fig. 66) peut étre 

1 reclangle 

1 lriangle 

f reclangle 
1 rectangle 

, , 
'"' 

H.2 = 28 cm" 
1 i 0 ;; ., Tl. = " cm-

1. (12,05 - :2 - 1) = 0,ci:) cm" 
2,8. 1 = 2,8 cm 2 • 

4 . 
'20 

.... 1110 

Fig. lHi. 

28 + 0,5 + \1,05 + 2,8 

= 2,99 Cil!. 

eL le mOlllcnL d'incrtie par rapport il cet axe: 

1=~f.t.O.2.0"+14.2(2 .. 09- 111+ .,113 .j.T)+~t.l 12 J 2 
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1'-
(2.!J!J - 2,33)" + 12 1. \1.05 1 + 1 !J,05 (6.025 - 2,(9)2 + 

+ _1_ 2.8.1" + 2,8. j (1 \.55 - 2.(9)2 = :)00,'7 cm',. 
12 

Méthode graphique. 1. Détermination des centres de gra
vité. -Considérons une surface S (fig'. (7) située clans un 
plan ct rapportolls-Ia il rleux axes ()\.. et OY. 

SoiL ds un élément (le la surfac('; ses coordonnées sont 
x ct y; crfectuons les Jlroduits xds et yds et intég-rons ; 

o~------~------~----

011 appelle centre de gml'ité de la surfaee un point détini 
par les coordonné'cs : 

.\ = .f.t:rls : 
S 

il d~slllte de cetLc délinitioll que si une surface posst'de 
un diamdr(~, c'est-il-dire une droit.e qui diviOie en parties 
l'g-alcs une sl~rie de cordes paralkl(~s, le centre de~j'l'avité 
dl' la surface sera situé SUl' ce diamètre. Soient, en effet, 
(fig-. 681 AB un diamNre, CD directioIl des cordes coupées 
en deux parties égales pal' AB. Choisissons AB c.omme 
axe des \.. pt CI) c.omme axe ries Y. A tout {dl'ment E (x, y) 
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correspond un élément F (x, - y) et par suite jy ds = 0 
ct Y = 0; le centre de gravité est sur AB. 

Si la surface a un centre <lc figure, c 'cst-à-dire un point 
tel que tous les vecteurs y passant soient divisés en deux 
parties égales, le centre de tîgure sera le centre de gra
Yit(~. Car ici jxds = 0 et jyd,; = 0 d'olt:S = 0 et Y = O. 
Ainsi, le ccntre de gravité d'un carré on d'un p<lraIl(~lo

gramme est le point de rellcont.re des diagollales. 

s 
_~~ ____ -\-_:X/YI 
----1i----lis~-----t--'X2.Y2 

oL-----------x~ 

Fig-. G9. 

COllsid{~rons maintenant ulle surface S (Iig. 0\:.1) (\l>COI1l

POS!'<' ('Il ulle slTie de petites surfaees ~J, S" 05:], dont lr~s 
centres de gravité ont respectivemellt pOLIr coordonnées 

Xl YI' Xl Yl, X:; Y:I. 

On il : pour la surfac(' SJ 

pour la surface s, : 

:t:,-', = jn/"; ,1/,-', = j,l/ils 

chacune des illU'gralcs (~tanl relative il la !lande consI
dérée. Ad<litiOllllO))S : 
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car chaculle des int('grales est relalive ICI à la surface 

c!liii-l'c. On peul d'ailleurs ôcrire 

S = SI + "2 + 5;1 + .. ' 
Cette propriété des centres de gravilé permet leur d(~ter

millatioll graphique. Les valcurs tIc X ct Y fournies par 
\es ôqualiolls ci-dessus p(,lln~llt (\lre cOllsidôrées comme 

A :, fi 

:, .>+---7[;1 
F G 

1 : 

L la~: M - I-p- i' +--
1 .' 

: 1: 

1 ~ i n 
, 'k, 'j : ;>":fb /I--r l " 

Fig. 7U. 

les cool'dollnécs du point d'application dc la r(~sIJltanl(' 

d'lIll s'ysll~mc quelconquc dc forces paralli·les, propor
tionnelles il Sb S2 .. 8;1, et appliquôcs :lllX centres de grm'itô 

respectifs 

Dès lors, pour oLtcllÎ!' graphi(Iuemellt le c !'nire de 
grayit(~ d'ullc surface, on décomposera celle-ci Cil bandes 
parallèles; on appliquera aux centr!'s de ftravité l'!'spectifs 
d(' (,ps hand!'s des forc!'s paral!i'lcs )l1'O)loJ'LiolllH'lles allx 
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surfaces des bandes et on cherchera, par un polygone des 
forces et un polygone funiculaire la direction de la résul
tante. On décomposera ensuite la surface en une autre 
série de bandes pat-allèles, on obtiendra une nouvelle résul
tante; son intersection avec la première fournit le centre 
de gravité de la surface totale. Les baIHles extrêmes 
peuvent ètre considérées comme des triangles inscrits 
ou des paraboles dont on connaît le centre de gravité; les 
bandes intermédiaires sont considérées comme des 
rectangles ou des trapèzes. Ainsi, pour rechercher le 
eentre de gravité de la surface ABCDEFGH (fig. iO), qui 
possèdE' un axe de symétl'ie LM, on la décompose en l'ec
tangles IA13Kl, II-ICI<' ct CDEK; aux centres de gravité 0), 
0 1 et 0,] de ces rectangles on applique des forces '1, 2, 3 
perpendiculaires sur l'axe de symétrie ct proportionnelles 
aux surfaces indivicluelles de chacun des rectangles. On 
constmit le polygone des forcps et le polygone funieulaire 
correspondant; les deux derniers côtés du polygone funi
culaire se coupent au point n par où on mène une parallèle 
aux forces; eeLte parallèle coupe l'axe de symétrie en 0, 
qui est le centre de gravité cherché~. 

Il. Determination des moments d' une surface et particu
lièrement des moments d'inertie. - Le moment d'une 
forcp F par rapport li un point 0 est le produit du vecteur 
de la force pal' le bras x (fig. 71). Le moment ainsi 
(létini s'app('l1(~ mument statique ou de premier ol·dre. 
011 appelle moment d'urdre n d(~ la fmcc eOllsidérée le 
produit F . x". Oll a vu en statiqup que si on r;onsidère 
un systi::me de forces parallèles appliquées à un corps 
dans un plan, et un polygone funiculaire de ce système, 
le produit de la distallce polaire (mesurée il l'échelle des 
grandeurs) par l'ordollIlée ~un point quclcollque du poly-. 
gone funiculaire (meslll'ée à ]' échelle des forces) est égal 
il la somme des moments des forces situées li gauche de 
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cette ordonnée par l'apport à un centre de moments 
situé sur la droite indélinic qui passe par cette ordonnée, 
A l'aide d'un polyg-oIlL' fllI1iculaire on peut donc éval uel' 

graphiquement la somllle 

t'j'1'1 + t'2,t2 + ' 
des moment:-; dl' premier onlre d'un 

forces parallèles, 
L'application répétée du mème 

procédé permet de dôt.erllliner' la 
somme 

t'IX/' + t~,I;",' + , .. 
des moments d'ordre n des lll\\nH'S 
forces. 

certain nombre de 

:\'ous allons traiter \Ill l'xpmplp pOUl' mieux spée itier le 
sens dc IlOS indic:atiolls. Considt'rons Itig. j~) lill sysU~m(' 

de fOl'ces paralli'les f1' f2, fe.", ct c:onstmisons le pol:'gollc 
des forces oa bc d .. ; choisissons llll pôk p ct <':lablissolls 
le polygone funiculaire correspolldant :'\.\BCDY. Soit C k 
centre des moments; menons par C une paralli'jp aux 
rorees; 1(' momcnt de f1 par rapport il C est II/llll,; le 
moment cie fl est 1!I!1Il1 et ainsi c!p suite; le moment toLaI 
dcs forces il gauche de C est Jn 1n; chacune t!ps ordolllj("es 
précédentes, mes\ln':e il l'(~c!tellp des forces, doit ("tr'c 

Illultiplil'c par la distallC:C polaire pk, mesur(~e il l'l'chelle 
des longueurs, pour ayoir II' mOlll('IÜ \Tai, Donc: 

l'osons mairüpn:lIlt m 1ml = ('" Jn21n3 = t'l, ct<:, ; con si
d(~I'ons les scg'ments {'1' fi"". comme Ics vecteurs d'ull 
nouveau sysLl'me de forces parallèles de Im'me direction 
que les premières et appliquées sur les mèmes droites. 
Traçolls le polygone des forces fi" 1'2'" pt le polygone 
funiculaire COI'I'l'spondant ayP(' la 1Il(\ll1e distance polail'e 
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quc précédemment. Xous formerons de nouvelles lD-

o 

Fig. 7'2.. 

terseetions <lyee la droite passant par Il' centre dcs 
momellts l't lIOUS <lUI'OIlS ainsi la somme 

des momenls du second Ol'(ll'e, En continuant de la 111l'me 

A 
Fig. 73. 

A 

manière nous obtenolls la 
somme des moments du troi
sil'me ol'dr(' ou d'un ordre 
quelconque 11. 

Di·s lors, S étant \l!l(' surface 
(fig-. ï3), ds un élément de cette 
surface, x sa disLance il unc 
droite AA du plan, f.x;2 ds est 
1(' 1lI()1ll(~llt d'inertie de la sur
[ace par l'apport Ù AA; on 

d{'coupera la sUI,fa('(' cn handrs pamW'les il AA; on 
appliqucra aux centres de g-ra \'ilé de ces bandes des 
forces paralli'll's d propol'liolllldlPs il leur surface; on 
conslruim un premier polyg'one des forces et un premier 
polygone funiculail'c. comm(' il a été indiqué ci-dessus; 
puis Illi s('('olld ]lolygOlw l'ulliculail'(', qui foul'llim la 
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somme des moments du seconll ordl'r 

fl,I'," + f,.I.} + .. ' 

Fig. 7·i à 85. 

1;3 

c'est-ù-dil'(~ des momPIÜS d'inert.ir </('s handes, dOIlt. la 
tolalitl~ ('st le moment. d'iJlertie dl' la slll'f'acl' Plltii'!'(' par 
l'apport il l'axe' AA, 
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FOR)!E 

de 
la section. 

Figure 74 

- 75 

- 76 

- 77 

- 78 

- 79 

- 80 

-- 81 

- 82 

- 83 

- 84 

- 8;) 

Tableau des moments d'inertie, 

MO~lEXT D'nŒRTIE 1 

1td" 
--

tit 

--=- (rl',- rlo'i 04 . 

~ a~b 
4-

~ (a 3b - a:lb) 4 0 0 

5V3 b4 = ° 54b" 
16 ' 

0,54 b' 
1 

bh' 
12 

112 (bh 3 - bohu~) 

~ [h:'e+ (b-e"e" 1 1:l _ ' J 

1 bl" 36"1 

onDOXXÉE 

du 

centre de g:l'U \'1 té. 

ri 
1'=-

~ 

il 
v=-

2 

r = a 

v=a 

v = 0,860 b 

v = b 
h 

v=~ 2 
h 

v=-
2 
li 

v= -:l 
ft 

~V=J 
l 'J r'= ~ h 
\ 3 

~ 
~ 

! _ 0+2b, h' 
i b2+4bb, +b,2) v_ b+b1 -:st 
36 b+b1 !v,=2b+b1 !:, 

; b+b l 3 

O,OOGa d' \ t' = 0,212 d 1 
1 r' = 0,288 d \ 

1 i 

SURFACE S 
de 

la section. 

1td2 
--

4 
1t 
-, (d 2 _ do") 
'f 

1t ab 

;: (ab - aobo) 

3V3 --b2 - 9 6b2 
~ --,.." 

2,6 b2 

bh 

bh .- baho 

he + (b - e) e 

1 

2 bh 

b + b, 
h 

:l 

~d2 
1$ 

OBSERV,\TION, - Quand on a à évaluer lc moment d'inertie 
d'une surface plane par rapport à diycrses droites situées 
dans son plan, au lieu d'opérer séparément pour chacune 
de ces droites, 011 peut abrég'er beaucoup le travail en 
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utilisant le tracé de l'ellipse d'inertie dont nous aurons il 
causer il propos de la flexion composée. 

Section d'égale résistance à la flexion. On appelle 
ainsi une section du prisme établie de façon que 
les deux tensions extr(\mes tu et tu' soient entre elles 
comme les charges a(lmissibles il la traction et il la com
pression ou comme les résistances Il et R' à la rupture il 
l'extension et à la compression, On a donC' 

Mt" 
-1-

l\ïV' -,-
H 
H.' 

(t) 

Cette relation déterminera la position que deYl'a ayoir 
l'axe neutre dans la hauteur v + v' = II pour que la section 
soit d'égale résistance. Si la matière est telle que R = R' 
la tonne doublement symétrique peut convenir; c'est à 
peu près le cas pour le fer et l'acier. Si H n'est pas égal à 
H' on combinera la forme de façon il. réaliser la condition 
(1). Pour la fonte l par exemple, où H' = 3 à 4.. n, on aura 
li dessiner une section tplle quI' son <:entre de gravité 

réponde il la condition ~-, = ~ ; d'où v' = 3 il 4. v . ... a Cf v 
C'est cc qll'on faisait pour les sedions ell double T qui ont 
été fort Iltilisées il l'époque où l'Oll employait la fonte pour 
résister il. des efforts de flexion. 

Sections de plus grande résistance. - L'ne section est de 
plus grande résistance quand, à sueface ct il moment 
donnés, ('1I(' suhit l(~s tensions les plus faibles 011 bien 
quand, il surface pt il tensioil données, elle résisle au plus 



gTalld moment fl('chissant. On a 

-'h' 
1=-1- ou 

1 
- t =.\1. 

(' 

Il conyient donc que --~ soit maximum. On peut au 

moyen du module' dïnel,tie + comparer entre elles 

" 
1 

: ""---

(Ii yerses sections ct adopter 
ccllc qui, li poids l;g-al, 
dO!1IH' tille rr'sistauce supé
rieure, Observons d'abord 
qlle pour une section rec
tangulairE' on il 

l' 

bit" 
li 

Fig. ,%. La rl'sistmlce d'un td 
prisnH' est donc propor

tioIllle!ie au CalT(' de la hauteur ct ù la premihe puissance 
de sa Iarg-eur; on placera dOliC la dimension la plus 
grande dans le plan (les forces eX((~I'ieures, Ou a aussi: 

~=~s~~/!t 
l' li V (, 

.\ ('g-alil(' de S('clion la rôsistalll'(' ('st d'autant plus 

grande qUi' le l'apport -} est pltlS cOllsidérable; il Y 

aUl'ait donc inlôr(\( à augmenter indMiniment la hauteul' 
PHI' rappod ;'t la has(', mais ici se pr('spntc un incoll\-énienL 
En effet. il est pre,:;qu(' impossihle d'assllrer l'li pratif[IIC la 
SYllH"!I'i<' d(' Iii rt':pal'liti()n de la charge au milieu de la 
larg('ur (;; l'eff()rt est g<"Il{~ral(,ll1enL ('x('elllr{: par rapport 
il LEe de symNl'i(' des pièces Pl. il S(' pmdllit alors, 
comnw nous aurolls l'occa,,ioll dl' voir, !Ill(' flexion laté
rale ou (lamIICIIICJÛ. ()n évite donc d'employer des pièces 
trop minces placées (k champ ou on a recours il rI'autres 
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sections que la section rectangulaire. Considérons, pHI' 

exemple, une section en double T (fig. 86). On a ; 

bh~ - b'h'3 

6h 

b'};'3 

t -.:: y/h 1-bJi3 
--S· -----~ 

- 6 - b ( b' h' ) + 
I- bFî 

Pour une section rectan~ulaire on aurait: 

~= .!...S2 ~ 3V-
v 6 b 

Si on veut que S et -~ soient les m(\mes dans les deux 

sections on voit que la résistance du double T sera 

( b'h') 1-1-Th 

fois plus grande que celle de la section j'cclangulail'e. 
Si h'= 0, 9 h ; b' = 0, 9 h, la section cn double T présentera 
une résistance plus de quatre fois supérieure à celle de la 
section rectangulaire de même surface et de même 

rapport.} . ene section rectangulaire de même surface 

ct de même résistance que le double T et de dimensions 
inconnues hl et bl serait déterminée par la condition 

b'h'" 
:1 • /- :; t /- 1 - -

! S2y ~:={-STy I~ (1- b~'~"){-
bh 

d'où: 

( _. b'h'3)2 
1 bha 

1--( b'h') 
bh 

wi:v •. - Ré,istanëe des matéri~ui. 12 
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et, ayec les dimensions relatives adoptées ci-dessus: 

!2 - 1~ '>~, b1 - I,~ b 

On ul'I'ivcl'ait donr ù une scction rcctallg'ulait'e de grande 

r------- ----- ?I\ 
hauteur olt le flambe
ment serait forcément 
ù craindre, , ' " , l "\ 

hJ 21 
i 
1 

i 
-"., 

~~$~~-------7 

1 1 / 
r -----"T"-L-----:-
i 1 b L.-----_. _ •.•. ____ ... __ •. _ _'" ...•. --.-'-

1 1 

, , 

On voit donc tout 
l'avantag'e, au point 
de vue de la flexion, 
qu'il y a il adopter 
des sections Cil T, dou
hIc T, creuses, etc ,; 

[ 
-- devient le }Jlus 

v 
grand d'ailleurs en 
reportant la matière le 
plus loin possible de 
l'axe central. Youlons-

Fig, 87. nous un nouvel exem-
ple de l'influence de la 

forme de la seetion;' Considérons une tige cil'culaire et 
une tige carrée dont l'un des cotés est parallèlc au plan 
des fOl'ces cxtéricurcs- Pour le carré on a, li étant le côté: 

1 b:' 1 2... " _-_-_S2 =O,1666S~ 
r - Il - (j 

POlll' k cer('\(', si l' l'si le rayon: 
3 3 

1 7':/''' i ,. , 
--=--=---= s- =O,I1clt S2 

l' 4, '1\1 7': 

,\. surface l'gale le cI'I'cle est donc moins résistant que 
le calTl', Plaçons maintenant Ic carré de façon que l'une 
de scs diagonales soit l'cnfel'rnée dans le plan des forces 
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extél'ielll'E's ; il vient : 

:1 

;-
U V2 

S2 = O.1i8 ST 

ct clans cc cas, le cercle es L plus résistant que le calTé. ~Iais 
il est possible (raugmcnter la résistance de ce dernier en 
opl'ranl des tl'Ollcatlll'es SUl' les angles. Considérons. pal' 

J:-- --- ---------,----6---, 

b' 
:'--.-2-"---.• 

.1"-+------" 
: 

! 1 
ci lC 

i 
i 

i 

1 J .• 1--__ --., 

.t ______________ ..... ___ -> 

Fig. 88. 

exemple (tig·. i-l7), une section en forlllc de losange dont. 

on a l'ecoupô les bouts de façon que v < ~ . On a : 

'c ( 9-) 1 =2b J, 1 - ~~ ~'d: 

2b~" bt·" 
-0- ---11-

fonction qui doit êlre maximum. Annulons sa dérivée 
par rapport il v : 

.} 31." 
0= -l" 

3 /; 



4 
r=- .ft 

U 

Ainsi, quand une pièce est soumise il la flexion dans les 
conditions indiquées, il y a avantage à abattre les arètes 

~upérieure et inférieure de maniÈ're que l'on ait v = + h. 

1 

~---------=~~~~~=~~~~l~--, 
,(-~/--~'--~~'----~ 

, , 

, 

L. .. ~ttl .. -J ,/ 
l ' l, 

l ' 
I ~: 1 ,/ , '-'I-T'--:--' 

,.' l ' 

1 

1 

Cette augmentation de -+- pal' des troncatures se produit 

aussi quand la section, au lieu de présenter des arètes, sc 
termine par dcs parties arrondies. Le mème effet, comme 
le montre de Saint-Yenant, a lieu pour une seetion com
posée cie plusicUl's rectangles (fig. 88). Chaque fois que 
l'on aura: 

b'e'2 > be' (1 + +) 
011 augmentera le rapport +- en supprimant les deux 

saillies 
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Considérons enfin (fig, 80) une poutre qu'il s'agit 
d'équarrir dans un tronc d'arbre circulaire et dont on 
veut faire un prisme à section rectangulaire, La diagonale 
de la section est un diamètre. Pour un rectangle ABCD 
on aura: 

bh" r - -6-- ~ 

rapport qu'il s'agit de rendre maximum. 01' /1" + h" = Dl, 
D, diamètre de l'arbre. Donc: 

__ b (D2 - b') 

6 

Annulons la dél'ivée de .:; pal' rapport à b. Il vient: 

dl. _ Dl _ 3 b2 - 0 
db - -

Or 

donc: 

b=-~ 
V3 

t / .) 
7, =D V ~ 

h 
b = -r =1,4 II, 

\!:.! 

condition pour que la résislance à la flexion soit maxi
mum, 

RAYON DE COURBURE 

Généralités. - Le rayon de courbure est ici le rayon 
de l'axe neutre qui se confond [n'cc ['axp central. La for
mule (II) devient: 

1 
p 

ct~I 
-1- (Il ) 
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Observons qu'en général la courbure sera plane et pre
nons pour axe des abscisses l'axe primitivement droit de 
la pièce. On a : " 

p= 
11+ (*rr} 

d'y 
dx' 

La formule (II) devient donc: 

=± 
:(,\1 
-1-' (II ) 

Souvent l'inclinaison de la combure est très faiblp 

et -ddy est petit; (dy ) 2 est donc np-gligeable dans la 
x dx 

plupart des cas et 011 peut écrire: 

(lly _ -+- .:(.\J 
Œc' - - -1- ( [1) 

formule qui permet de calculer la forme prise par l'axe, 
, , 1 (12 Y f . 1 Dit' . t cal', en g'enera, d,u' est onctIOn le <Co erlCuremen , 

dans chaque cas particulier, nOllS déterminerons l'équa
tion de la courbe obtenue par flexion ainsi que l'incli·· 

naison des tangentes à cette combe, ou ~~ en chaque 

point. 
La courbe s'appelle ligne élastique ou simplement 

l'élastique. On convient que le moment fléchissant 1\1 est 

positif quand d12~ l'est aussi et inversement; or, quand 
( "t 

d'y .. 
dx' est pO::illtf, l'élastique tOlll'ne sa concavité vers le 

haut. 
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Tracé de l'élastique. Théorème de Mohr. - Considé
rons (fig. 90) un fil flexible mais inextensible soumis à l'ac
tion de charges continues yerticales. Si nous coupons le 
fil au point le plus bas, en "\, et en un point q'lelconque 
B, il Y aura équilibre entre la tension II en A, la tension T 
en B et les forces extél'ieures. T peut sc décomposer en 
ses composanles horizontale H ct yerlicale V et la com-

Fig. go. 

posante I-I cn A cst évidemment égale il la composante 
horizontale }[ en B; de plus, la composante verticale Y 
est égale il. la somme des fmces extérieures, qui SOllt 

verticilles, compl'isps enlre' A et n. Olllwul t'l'rire 

V dlj 10·:;(-_-_·_ 
" - JI - d.v (1) 

la courbe étant l'apportée il deux axes Ol'tllOgonaux. Si p 
est la charge par unité de longueur du fil, elle sera pi par 
unité de longueur de projection horizontale el on aura 

dy Jp'd,l; 
([1;- -,-,-

d'olt : 

En comparant avec la relation 
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on voit que: 
La ligJie élastique d'uil pl'isme droit peut être consi· 

dérée comme l'état d'équilibre d'un tll dont la charge 
serait en chaque point égale au moment fléchissant agis
sant sw'le prisme et dont la longueur serait telle que la 

tension atteindrait au point le plus bas la valew' ~. 
IX 

Nous amons l'occasion de montrer qu 'on peut construire 
une courbe des moments fléchissants M en portant les 
valeurs de ~I en ordonnées sur les valeurs de xcorrespon
Jantes; la courbe de charge coïncide donc avec la courbe 
des moments du prisme. L'élastique n'est, dans ces con
ditions, qu'une courbe funiculaire du système considéré 
de moments. Elle passe par les points d'appui du prisme; 
quand ce dernier est encastré, les tangentes sont horizon
tales, si le prisme est horizontal. La distance polaire qu'il 
convient d'adopter pour le tracé de l'élastique est le quo-

tient . .!:.. En effet, pour que le fil considéré ci-dessus 
IX 

coïncide avec l'élastique, il faut que la tension au point 

le plus bas soit ~; cette tension est la mème parLout et 

la distance polaire doit donc lui être égale. ~Ialheureuse

ment l'adoption d'une distance polaire ~ conduit au tracé 

1 
d'une combe fort aplatie, étant donné que -; est toujours 

très grand. On adoptera donc une échelle beaucoup plus 
grande pour les ordonnées que pour les abscisses. On 
sait que le produit d'une ordonnée y de la ligne funicu
laire, comprise sur la verticale, entre la ligne de clôture 
et la courbe, par la distance polaire h, est le moment flé
chissant des forces par rappOI't il la section considérée. 
Si y ct y' sont les ordonnées correspondantes, il deux 
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échelles différentes, on a y . Ii =y'h', ft élant la distance 

polaire ~ et y l'ordonnée considét'ée mesurée avec cette 

distance polaire, yi l'ordonnée mesurée avec la distance 
polait'e h'. Donc: 

1 ft 1 
!I =!ly=!I--:;r;" 

a c b 

f 

Fig. \.11. 

Il résulte de là que rordonn(>e y', la distance polail'l' 

étant h', est ft~CJ. fois plus grande' qtH' l'ordonnée !J. 

CALCUL DE T OU DE L'EFFORT TRANCHANT 

OU ilE CISAILLEJ1ENT 

Généralités. - neprenons la formule T = Jr)ds. Obser
yons d'abord que tous les efforts extérieurs sont trans
versaux cal' la flexion est simple; et que ces efforts sont 
dans un mème plan. Si p est la force extérieure rappor
tée à l'unité de longucur du prisme, pour une longueur l 
celte force aura pOUl' expressiou p . l si elle est unifor-

1 

mément répartie; elle anra pour expression 1 p. dx dans 
(! 

le cas contraire'. Appelons F les forc(~s finies concenlrél's 
en un point. En r{~alité, il n'cxiste pas (le forces appliquées 
en un seul point, car il s'ensuivrait une rupture; mais il 
arrivesouvent que l'on peut raisonner comme si cela étail 
yrai. Ainsi: s'lI existe un effort F sur la longueur tl't>S 
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petite au (fig, 91), cet effort se répartit sur tous les points 
de cet élément soumis en réalité à un moment fléchissant; 
mais si on calcule la résistance en A, par exemple, on 
pourra remplacel' les efforts uniformément répartis sur 
ab par lelll' résultante appliquée en un point c de ab. 
Cette hypothèse Ile pellt plus sc faire ({uand on calcule la 
résistance dans la zone ab, Il résulte de ce qui précède 

s s 
A' 

----..+--1--
Ali 

Fig. q:;, 

que les d'fort" tranchants SOllt toujours dans le plan des 
forces extériclII'es, el, de plus, ('o'inciclent a\'ec l'axe de 
ces forces. Obsel'\'ons epH', 1000sqllïl y a effort tranchant, 
il l'xiste en réalit(, deux efforts; la part.ie A (fig. H2) exerce' 
sur B un effort df' hau! l'Il has; D exerce sur A un elIor! 
de bas en haut. Quoi (luïl en soit, un effort. tranchant ou 
efforl de cisaillement Ile peut exister seul rigoureusement 
parlant; cet effort est tcwjoU!',.; accolllpagllé d'un moment 
fléchissant. 

L'effort ll'anc.haut T (Ionne naissance, dans une seclioll 
considérée, ù des efforts tangentiels qui, en général, sont 
variables d'lin élC'lllent de sUl'l'aee au suivant; rassemblés 
et multipli('s c!Jacun]lm' l'élèmentauquel ils s'appliquent, 
ils (!onnent uul' l'l'sultalll<' l'gale ct opposée il T. Dans 
l'hypolhi'sl' qll'il y aurait n"partition uniforme', on aurait. 

T 
T = fiS ou 1)= s' 

'lIais l'l'Ill' h,\'pothi's(' l'sI illadmissible. EII d'fd, ('()IIsi-
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dérons (Hg. 93) unc section S cll'élémcllt AA' dc la Sur
face extérieure dc la pièce. Ccl élémcnt, dans le cas de 
la flexion sim pic, n'est soumis qu'à des cfforts transver
saux; donc 6 = 0, pal' suite, pour un élément .-\.A", nOl'
mal SUl' "\.\.', 8 est aussi nul; Ics élémcnts exlrèmes de 
la scction subisscnt donc cle8 efforts tangcntiels nuls. 

Quand les efforts tangentiels "al'ient, les glissements 

s 

Fig. n •. 

B ~ 
~ 

vat'iellt aussi. 01',1(' g'lissell}('llt consiste dalls la déforma
tion de quatre èléments peq)endieulaircs fOl'lllant un 
calTé ct qui se déplacent de façon il den:nir un losangl'. 
Ill'l'sltlle dl~ la remarque ci-dessus quI' les ékmcnts ex
Il'èmes restent nOl'nHlUX Ù la surface extérieurc, mais 
Iju\m ôlômellt ('n un point 0 IHg. ~)4!, pl'imiti\'cment nor
mal SUl' .\.B, Ile restc pas normal. La section S ne l'este 
dOllC 11<\8 plane; elle prend une forme ell S. 

Il l'ésulterait de Ul Ilue l'hypothèse fondamentale de 
Bel'l1ouilli seraiL fausse, du moins cha1lue fois qu'il y aurait 

1111 effort de cisaillement. .\lais la formule cl = ..::; qui 

résulte rIe cettc hypolhi'se l'l'ste vraie; en effet, con'~idé
l'ons (fig. 90) ([pux sections voisines primitivement 
planes el qui se déforment. Les distances l'estent ('gales 
:'t dx; les cieux scctions c1Normées se déplacent l'lln(~ 
par l'apport il l'autrc dl' façoll qu'en considérant la lihr!' 
IlI~ull'(' cd et Ulle' :llltl'!' fîl)!'!, ab, Oll ait dans la fOl'lilllli' 



fondamentale 

_~l,v (1 + Q) 
d,); 

, ~ 

r,J ==-
il 

? 

Calcul de T, - ChC'rchons [' ('[fort tallg'C'n liel il la distance 

Fig, 'IG el Ilï, 

,;; de ['axe central, i\ll lieu de c1lel'(',her l'effort sur mu 
IHg, DG), on Pl'ut dderminer l'effort tangentiel égal appli
qué SUl' mnl , normal SUl' Inll. Considérons la section SI 
paralldc il S ct {~tablissons l'équilibre de la portion de 
matière comprise dans AA'nu/ suivant la direction 6. Les 
moments fll~chissallts interviellnent donc seuls ct l'on a 
sur Am et Nn l des efforts dont OH peut établir le dia
gramme; c'est une droite passant par le centre de gravité 

1 1 · 1 1 f 1 ~f Z • t (e a section en vertu (e a ormu e t = -J-' SOlen 

(fig. fli) N et. N' les résultantes d(~ ces effol'ls respective
ment sur ,\m el Nil" On aura, si on suppose l'effort Ilni
form('mcnt r(~parti, 

(Jlul.r = IV - "i 
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b étallt la lal'gelll' de la section correspondant à rnn', 
Cherchons N et N'; N est la somme des efforts dévelop
pés entre z et v j or, dans toule l'étendue d'une zone hori
zontale telle que mm', t est constant, d'apri's la formule 

l\Iz 
t = -1- , On a donc: 

. r" :'\Iz :\ = bt dz: t = -I-
l. .:; 

M ~l' 

N = T 1. b::. d::. 
" -

expression que l'on peut intégrer si on conn ait la surface 
ou une relation entre b ct:; ; 1\1 étallt le moment fléchis
sant dans la section AB, le moment dans la section .\'B 

sera ~I + d~I; dOlic: 

'" - III + d~I f>C' h' ,_ ., 1 -(~. 
~; 

d:ll" 
(j = ~lb'" 1 bz ri::.. 

fh'V v, 

:\ous démontrerons plus loin que dM= Td..c, relation qui 
, l' 'Il d:ll se conçOIt ( al eurs, el T = -,- . Donr. 

, .'V 

T ru 
o = bl J, b::. il:. (1) 

Observons que ru bzd::; est le moment statique de la 
./ ;:; 

partie de la section au-dessus de mm' par rapport à 0 ; 
on a, en appelant S' la slll'face de ceUe partie de la section: 

O -~.."-,, 
- bl ~~ (2) 

La formule Cl) et la figure 98 montrent que IV bzd::. 
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augmente il mesure que mm' sc rapproche de l'axe cen
traI. c'est-il-dire que;:; diminue; mais dès que mm' des
cend vel'S 0, l'intôgl'ale diminue; le maximum de cette 

AI intégrale sc produit pour 
_-'-'t--=----------~- ;:; = 0 et le minimum 

10" 
---r~ 

1 :Z/I 
; m' --0--- ------- -

,Z 

! 

; 

;v 

:,v' 

----~----~-~-------~-

T 
Fig. ilS, 

pour ;:; ~ l'OU pour;:; = 
l", ce qui (~st naturel 
]lllisqll(~ dans ce cas la 
tension est nulle, Il se 
peut cl 'autre part quI:' 

T 
dans le facteur br' b 

croisse plus rapidement 
qllp l'intégrale, de sorte 
(lue dans ce cas le maxi
mum de iJ ne serait pas 
la valeur correspondant 
il ]' axe c en tral ; mais si b 
lie Cl'oît pas plus rapide-

ment, (J esl maximum pour z = 0, C'est le ('as notam
nwnt des pil'us cn double T, c\lors la plus grande 
fatigue pal' dforl tallg'etlliel 
s'cxerce au mili('u de la sectioll, 
.\ppelons 0" la valem de (J pOlll';:; 

= 0; soit S" la smfa('e dl' la 
section ail-dessus cie l'axe C('lI

tral; ~" est la \'akllr de ;:; pOUl' 

le celltre de !.\Ta\'it{~ dc celle 
section; v,,, laq-\,('III' de la sccf iOIl 
il l'axe ('('Iltral Il "il'IIL: 

D 
Fig, no. 

Il rl~sltlLI~ de ('C qui jll'('c('de que le diagTamme des 
('[forls tlormaux ('(tallgentiels pOlll'une section quelconque 
CD (fig' !)D) s'O!Jl.il'lll ('ommp suit. En c!taque point dp cn 
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on élève une ordonnée horizontale représentant l'effort 
normal; on obtient ainsi le diag'ramme des effol'ts nor-

. d ' ;\1::; 0 'l' ' maux qlll est une rOlte AB ou t = -1 ' n e eve aussI 

en chaque point de la section une ordonnée proportion
nelle à 0; la courbe passe pal' les points C et D, puisqu'en 
ces points 0 = 0; de plus l'ordonnée sera maximum en O. 

T 

Fig. 10U. 

;z 
~ 

_<_.-L. 
H 

Obser\'olls que les valcLll's de ~ sont relatives ù une 
direction parallèle à T, c'cst-à-dire, si la figure a un axe 
de symétrie (fig'. 98), il la direction .\1' dc cet axe, Tétant 
supposé coïncider a \'ec Xl'. Il peut ètl'e intéressant de 
déterminer la valeur des efforts tangentiels 0 tangents 
au contour de la section. Considél'ons donc (fig'.IOO), pour 
simplitler, une section ~l axe cIe symétrie et soit il calcu
ler la tension tangentielle en n, tangente au contour. 

Appelons W c('tte t.ension, ~ la t(,llsion (,ol'I'esponrlanl(' 



192 J~L,\STlCITÉ IlT !\ÉSIST.HiCE DIlS MATÉRIAUX 

il la mèmc hauteur, suivant l'axe de T. On a évidemment; 

6'=_6_. 
cos 'fI 

Désignons le moment statique 1" bzdz par Mo; si 

b = 2y, largeur de la section à l'endroit considéré: 

0= -'!:.... M: 
2y 1 

et: 
T 

(J' = .,,-----
2y cos 91 ~l-' 

En un point quelconque situé sur l'horizontale, en D, 
pat' exemple, on a l 

{j __ 0 __ T .'\I~ 

1 - cos 9 - 2y cos 9 -1-

Tous les efforts tangentiels, à la distance ~ de l'axe 
central GIl, convergent au même point A et ont pour 
composante verticale O. On devra avoir, eu égard à la 
résistance: (1' ~ )"1, d'où: 

ou 

T Mo 
2!J cos 91 -1-

1 
T ~ /'" ~ 2y cos 91' 

Section rectangulaire. - Ici 2y = b, 'fI = 0 
/t, 

~I" = b (~ _;) _2: z = + ( ~2 _ Z2) 

-} ('~2 _ ;1) 
0' = + --~/-2-b-h-3--'-- = ~ :;, [-, - ( ~ )] 
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Pour:; = 0, il vient: 

T 3 T 
bk-Ts' 

S, surface de la section. 

Section circulaire. - On a (fig. 101) : 

. 1 .. 'S > 
!/=/"sll1<f=/'l'OS91: =41"; =7:/"'. 

La hauteur du centre de gravité de la section S', limitée 
à la distance:; de l'axe GH au-df'ssus rie cet axe, a pOlll' 
exprf'ssion : 

n'autre parI. 

l'OS 91 = yi 1 - ('OS~ 'f = VI - ( ~, ) ~ 
0=-- 1--,J. T V (;)" 
as/" 

Pour 91 = 0, c'est-il-dire pour l'axe neutl'e, 8' acquiert 
sa plus grande valeur 

L'effort maximum tangentiel est donc de 33 ~ p. 100 

supérieur à celui qui cOI'respond il l'hypothèse d'un<.' 
\V~:VF. - R(·.,islanc(' ÙP"i mal{·riall'\:. ,13 
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égale répartition. Si on porte les valeurs de 6' en ordon
n(~es SUI' l'axe des Z, on obtient une courbe 

C'est ulle ellipse. 

Fig. 101. [lig. 102. 

Section annulaire. - Supposons (flg.1 0:2) Upaisseur 
très faible et chercholls l'effOl't maximum, sur l'axe 
neutre. On a : 

'ly = ri - d" = 'le; ?l = 0: li + rio = :2d", 

enviroll. 

'l' 1 1" - (,II-C 
:2 

°11l'1'( == ---- T T :2-_ 0)--

"i:.diJ/C - - ~ 



la section étant 

FLEXION 

~ (d~ - do") = 7:d llI C = S. 
·k 

195 

La tension tangentielle il l'axe neutre est donc ici de 
100 p.lO!) supérieure il ce qu'elle vaudrait en admettant 
une égale répartition. 

et 

, 
--'--- ~ 

Section double T. - Au milieu dl' l'axe on a (fig'. 1031: 

2y=L5cm':'?1=O 

:II, = Li . 8 . 4- + 10 2· 9 = 228 l'Ill' 

1 =-." /:2. (10. 20:3 - 8.:> . "ïti:l; = 3i6:, CIll', 

T '))8 
0,"." = -- --=- = 0.0104- T 

1.;i ;lÎ65 

T 
Il _.)"() 
llld.,{- .... ,J s' 

Obsenolls que pour des sections de cette esp{~ce l'é
quation en 0 n'esL plus rigoureusemenL exacte ù cause 
de la variation brusque de la section lit où LIme vient se 
,'accorder aux tables; l'hypothèse de la constance d(' IJ 

sur 1111f' hanr\f' (](' larg-PHr h n'pst plu,.; admissihlp. 
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CA LC U L DES M O~I EN TS F L É CHI SSANT S 

Convention. - Considérons (fig. -104) une pièce pris
matiqup AB et une section Sen C. Les tensions intérieures 
en C font équilibre aux forces extérieures situées soit du 
coté AC, soit du côté CB et de part et d'autre de la sec
tion existent deux g:roupes cl'efforts égaux et de sens con
traires. L('s mompllt,,!]('chisSilllls pt leseffol'ls tranchants 

s 

A c B 

o x 

Fig. 10~. Fig.IO:i. 

s'expriment d'une manière absolue; nous admettrons que 
le moment est positif quand il lene! à angmentc1' algébri
quement la courhlll'c du prisme dans la section consi
tlérl~c ct négatif quand il tend à diminuer cette courbure. 
On sait que la courbure est rapporlée ù deux axes OS et 
OY (fig. 105) ct qu'elle est positive quand l'expressioIl 

d~ Il 'l" t· rJ' 1 1 . t· ri 1 ri;' est pOSI 1\"(', ces -a- Ire quant a co ne an e (; a 

courbe est tournée vers les Y positifs ct qu'elle est néga
tive quand la concavité est tournée vers les Y négatifs. 
Quant à l'effort tranchant T il a, comme on va voir, le 
signe de la dérivée de ~I. 

Théoréme 1. -- L'effort l'épm'li p est la dérivée de l'effo1't 

t 1 " d' /' dl' (' . 1 . l'aile !(tut, (' est-a- U'C IllIe Olt a p = -,-, ' .on;;l( ('l'ons 
1.1. 
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(fig. 106) un élément de solide compris entre deux ser
tions AB et A'B'. Sur la portion AA' se tl'Ouve unifor
mément réparti un erfort p par unité de longueur. J~ta
blissons l'équilibre dans le sens vertical; les efforts 
normaux à AB n'interviennent 
pas. Dans AB agit l'effort tran T 

chant T, positif; sur iVB' cet _ 
effort tranchant sera T + dT. 
L'équation d'équilibre s'écrit: M 

T + pd,1; = T + dT -d'olt 

On til'c de là : 

T = Jpdx 

M+dM 

8 

Fig. lOti, 

et, si Oll prend une OI'igine quelconque, l' = J pdJ; + 1'0' '1'0 
étant l'effort tl'anchant Ù l'origine, 

Si, outre les efforts répartis p, interviennent des efforts 
répartis sur des surfaces assez petites, on peut remplar'pl' 
ces derniers par leur résultante F et dans ee cas il yient: 

f' '--" T = P , ri.!; + -' l,' + T", 

. -" (1) 

Théoréme II. - L'e/turt tranchant est la dé1'Ï1,ée du 

marnent flécMssant, c'est-à--di1'e (]I/ 'on a T = (m el p-
(rI' -

ri.?:" . 

Considérons (tig.IOti) un élément compris entre deux 
sections AB ct A'B', Sm la section AB agit le moment ~I. 
sur la section NB' le moment 1\1 + dM; l' et T + dT 
sont les efforts tranchants dans les scelions AB et A'B' ; P 
est un effort extérieur uniformément ['éparti sur la lon-



A' 

198 J~LASTICITÉ ET I\ÉSISTAXCE DES MATÉRIAUX 

gucur dx. L'{'quatioll d'équilibre de rotation autoUl' de 
l'axe central est 

x. 

, '1 d.v 1 
'1 d.t +" + IJC/.r -- = J + d~I. 

2 

, , 
0" E -----7'---" 

1 • 

F'Jo--->'----"-'G' 
Fig. lO~. 

da.:' 01' dx" pst un infiniment petit du second ordre; p ~ 

peut donC' disparaître et on a : 

T=~ 
d.T 

:II = (Td.l: = r d.1' r pd.,' + r c/;v ~"F + 1\1" 
'", ('II li) 1,.'0 ~o 

:\10 étant le moment ù l'origine. Ou bien: 
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Diagramme des efforts tranchants. - Les ordonnées 
représentent les cfforts tranchants T. Soit une pièce sup
posée en équilibre sous l'action des forces concentrées 
F1> Fz, F3' F,,, Fe (fig. 'lOi) et d'une force Fil uniformément 
répartie sur une longueur EF. Prenons l'origine en A. 
En chaque point de l'axe des abscisses élevons une ordon
née représentant l'effort tranchant correspondant. En A 
l'effOl't tranchant est F]. De A cn AB cet effort reste la 
somme des efforts développés du côté de l'origine, donc 
1<\. A partir de B la somme des efforts du côté de l'Ol'i
gine est F] - F2 et ainsi de suite jusqu'en E. De E à F 
l'effort Fo étant uniformément réparti, p est constant; donc 

dT T" l l' d 1 d t rlx = c; = cx + c, cqua IOn (une 1'01 e on· un 

point est Ef ; l'autre point FI! est ohtenu en faisant F'P!' = 
Fr,. De F ù G l'effort tranchant reste constant. Une ,vérifica
tion doit ici se produire. S'il y a équilibre le diagramme 
doit se fel'luerc'est-iHlirc que l'on devra avoir GG' = 1"6; 

. dans ce cas, en effet, la somme alg'ébrique (les efforts 
tranchants est nulle. 

Dans ce qui précl'de nous avons admis (Ille certaines 
forces étaient concenlrées; si elles étaient appliquées il 
des longueurs très petites, des droites, comme la verti
cale B'BI', devl'ont(\treremplacées par des obliques B'] Bf!]; 
si, de plus, les efforts p ne sc répartissent pas uniformé
ment, la droite B'] Bill fieyient lme courbe. 

Diagramme des moments fléchissants. - 1. Diagramme 
indirect. - On a ~r = fTclx. 01' la surface comprise 
entre deux ordonnées F, et X\f du diagramme précédent 
est précisément fTclx. Le diagramme des Illoments flé
chissants est donc représenté par raire du diagramme des 
efforts tJ'anchanl.s. Observons que l'hypothèse des forces 
concentrée:,; n'a pas d'influence SUt' le mOlllent fléchis
sant, pour une section en N par exemple; car au dia-
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gramme exact si, d'une part, on retranche un triangle de 
base B'! BI, d'autre part on ajoute le même triangle de 
base Bl/iBI'. Il n'en n'est plus de même pour la section B 
ou en un point entre BI! et BI!i; les surfaces ajoutées et 
retranchées ne se compensent plus. 

Amesure qu'on avance sur l'axe des abscisses le moment 
fléchissant augmente jusqu'à ce que le diagramme ren-

contre l'axe. En effet, à ce moment T = 0 donc d1l\I = 0 
( 1: 

et :\1 est maximum. 
Si la pièce est en équilibre, la somme algébrique des 

moments doit être nulle; les aires positi ves doivent égaler 
les aires négativcs. 

II. Diagramme direct. - Il est possible de tracer un 
diagramme en portant cn ordonnées la valeur des 
moments fléchissants. 

Quand, sur une certainc longucm, l'effort réparti p 
sera nul, on aura 

d~~I _ O. 
d o - , 

dM 
- c' lU = C.T + c'. clx - , x-

le diagramme est lIne droitc sur celtc longueur. 
Si p n 'cst pas nul sur unc certainc longueur on a : 

px2 

~I = ~ + C,I; + c' 

équation d'une paI'ahole ; lcs valeurs dc c et c' sont T" et 
:\Jo, effort tranchant ct moment il l' orig·inc. Donc 

. p;v~ " 
1\1 = ~ + lu,!; + )[". 

La forme dc ccttc parabolc IlC dépend que dc la valem 
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rie p, Considérolls (fig. 108), en effet, une parabole 

y = a,l;2 + b,l; + C (1) 

représentée en (I); amenons-la en (Il), de façon qu'elle 

passe par l'origine. Son 
équation devient 

y = a,(;2 + b.1:. (2; 

.. 1ppelons Xl ct YI les J 
coordonnées du sommet; 
la parabole pourra être 
l'eprl'senlée pal' 

!J - !JI = (x - ;<'1)2 a'. (3) 

Pour que les équations 
(:2) ct (3) représentent la 
même courbe il faut que 
les coefficients de xl, x 
et y, ainsi que le terme 
constant soient égaux. 
Donc YI + a' Xl" = 0 

Fi~. 108. 

a =a' et b + 2a'xl =0. Il résulte de l;"t que lonîqu'oll COIl
nait p.et deux points de la parabole on peuL tracer celle-ci. 
On pouna même la découper dans du Cal'tOB ct elle servil'a 
pOlll' tous les cas semblables, p gal'dant la I1H\mc \'a[eUl'. 

r. A L r. li L JI ES R J.; SIS TAN C b S 

En chaque point de touLe section existent un effort nor
mal et lin effort tangentiel donnés pal' ulle ordonnée. C'est 
le cas d'une déformation composée ct il Y a lieu d'appli
(Iuer la fonnule de de Saint-Venant. :'\ous aurons d'ailleuI's 
l'occasion d'étudiel' longuement ks déformations com
posées. En général, cependil.nt, on se contente de ('hel'
cher la ,'ésistance pOlll' le cas où t <'st maximum d rJ = 0 



(points.\ et 13 fig, gg) et pour le cas al! t = 0 et e maximum 
(point 0), On véritÎe ensuite si les conditions suivantes 
sont satisfaites: ' 

j', }" et}' étant les coefficients admissibles à la traction, 
il la compression et au cisaillpf11ent. 11 y a souvent lieu, 

:t-----+-------J -I~~ 
, 1 

~"..... L!:L~ 
" 

Fig. IUq, 

d'ailleurs, clt- u'appliqclC'l'];c l'orllluln qu'cil ce qui concerne 
le plus pelit des deux ('oeftieicnts J' ct J", :\ous verrons 
quen réalité il existe un coefficient admissible J"" il la 
flexion, correspondant il la mpture à la flexion R"', Dès 
lors il ~'aura lieu d'établir les cieux conditions 

~11: 
l'''' 

:7 -,-

SouycnL, quand Il's bras dl' levier sont grands el (lue la 
section est faiblc' \'l'l''; l'axe cl'utral, il n'y H pas ù tenir 
compte de 1'<"(JlI,dioll 'Jo ~)' , Dan~ d'antres cas, an con
traire, il JI'y a pas lieu dt' tenir eOlllptc c/ela condi-

, ,\lc" l' (' 1011 1 tlOn)" cc -,- . Lonsll ('l'ons Ilg.· ,), pal' cxcmp c, une 

pil'ce encastrc"c pal' ;-;011 c.\'f.['('mit{~ B ct subissant en A 
U11 efforL trHns\'el'sal 1), La pil'ce fatigllc par efIort tran
chant pt pa!' mOI11l'nt. n('('hissant. On IH'ut (>tablil' la con-
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ùition pour que la première fatigue pl'édomine. Pour une 
section S le moment fléchissant est 1\1 = P. x. Le moment 
maximum se produit donc en B et :\lmax = P . l. On devra 
satisfaire aux conditions: 

avec 
,,__ PSozo 

r - ---. . bol 

Supposons une section rectangulaire et constante. Il 
viendra 

ou 

'" _ 6Pi 
l' 7' lJiï'2 

", tiPI 
l' 7' M" 

avec 

et 

" Pbh2 

r = 'l3b"h" 

12 

Iii 'd "t' . Or 1"/ = -+ 1 1' •. E.n a mettant qu on m ICI l' = 1'//1, on 
111 

tirera aisément la condition demandée. 
Il arrive aussi souvmt que des pièces d'une longueur 

assez grande pal' l'apport à leur hauteur fatiguent égale
ment plus pal' effort hanchant. C'est notamment le cas 
du goujon. Certains organes se brisent même uniquement 
pal' effort tranchant; dans le seIlS longitudinal la tension 
tangentielle 60 conserve sa valeur SUI' une certaine lon
gueur tandis que dans le sens transycrsal e diminue du 
centre vers l'extérieur. Si la pièce est fibreuse dans le 
sens longitudinal il peut y avoir rupture par effol't l'asant. 
D'autre part, quand on a affaire ü des pièces fortement 
affaiblies ycrs le milieu, il y a lieu encore de tenir compte 

1 l, ff t t 1 tif 1 TSo;;() (e e or ranc lan ; a Ol'mu e eu = -b;;T- montre que 

si bo est petit, 00 peut être grand malgré la longueur du 
bras de levier. C'est le cas d'une poutrelle en double T. 
POl1r une pièce de ce gel1l'e on pourrait avoir recours aux 
formules générales, mais pOnl' simplifier on admet que les 
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deux tables seules résistent au moment fléchissant et que 

... 

. P. 
1 

Fig. J 10. 

mément réparti. 
T = 0 balla. 

Ol! 

les tensions sont uniformé
ment réparties SUI' ces tables 
(fig. HO). Dès lors, t étant la 
tension dans la table infé
rieure, le moment M par rap
port au milieu de la table 
supérieure sera II t. d. h = 
:\l, h hauteur d'une table. On 
admet aussi que Lime seule 
trayaille au cisaillementet que 
l'effort tangentiel y est unifor

aura done la seeomle formule 

EX.\~IEN DE DIFFÉRENTS M()DEIS nE CHARGE 

L Pièce encastrèe à une extrèmitè, chargèe à l'extrè
mitè libre, et sur toute sa longueur d'une charge uniformè
ment rèpartie (fig. Hl). - Soient P, charge li l'extrémitè 

S 
Q·p.l 

..--·-x 
:, 
i 

___ L 

p 

Fi;.;. III. 

lihI'e, p charge par ullil(~ de IOl!guelll' de façon qu'on ait 
Q=p. {. 

Pour une sectiol! quelconque S il la distance x df' l'ell
castrpmcllt on 11 : 
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Le moment maximum se produit pour x = 0 et 

1" ( Q) l\fmax = PI + P2 = P + 2 [, 

La section dangereuse, comme rappelle Poncelet, est 
llonc en A, à l'encastrement, L'élastique a pour équation 

.L (Vif, = l' (1 _ :CI + ) (l-x)" 
Ci d,re • 1 2 

Suppusons qlH' la matit'I'e soit telle qu'on puisse consi
dérer ë/. comme constant. On a : 

- -- = P lx - -' - + - 12.c - l.t" + -',- + c 1 dy ( x" ) p ( 'u" ) 
'l. d:v 2 2 il 

c, constante dïntég'l'ution, s'obtient en remarquant que 
l'élastique est confondue à l'encastrement avec l'axe pri-

mitifAX ; pour x = 0 on a ~~ = 0, donc c = 0 et : 

Pour x = 0 on a y = 0 et : 

" = - - 1- - + - 1" - - l,v + - .7:" Ci [P ( x ) }J (, 2 .1:" )] " 
. l:! 3 It :\ () 

La flèche de l'extrémit.é libre s'obtient en faisant, dans 
ceLte dernière formule, x = 1 

t, - ~ (~+ J?!:..) 1:J = ~ (~ + ~) P. - l :\ l:l l 3 b 

On peul calculer pour tout point de l'élastique l'angle 
de la tangente en ce point avec l'axe primitif du prisme, 
Pour l'extrémité libre, ou pour x =l, dans la formule (1) 

t g ~ = ; (p + ~) [1 
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et si ~ est faible : 

R=!:....(P+~) [2 ~ 2( 3' 

S'il n'y a pas d'effort p uniformément réparti: 

aPP 
f = ----:rr- . 

ct s'il n'y a pas d'effort extrème P : 

aQ/" (-_. 
- tll 

Si P = 0 on voit que la Ilèche est plus grande dans 
le cas d'un effort concentré. 

II. Pièce reposant à ses extrémités sur deux appuis, 
chargée uniformément et par une charge concentrée. 
Charge concentr{'e P; charge répartie Q = p. l (fig. 112). 
Les réactions des appuis sont: 

\=p~+~. Y=l'..!!..-+R. 
1 ::' 1 2 

Pour une sertion S il la distance' x on a : 

:\[ = (1' ~ + Q) x _ p.l:" 
1 ~ ~) 

~ ~ 

. , \" t' . \ 'c" P IJ 1 Q maXlll1Um a Hl crieur CP r' pOLit' l ,- T = px; 

P!J 1 lIt" x = V + T pour a > 2""' ~a sec 10n soumise aLi 

moment maximum ne peut se troLlyer pour la plus grande 
des deux distances a et !J, qu'entre le milieu de la pOlltre 
pt jp point C. On aura: 

P l o li < rt --:) . ~ 

ou 
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) Il 0 pa> l - + _. 
1 :2 

D 1 . Pa-Il 1 . 1 1 ft· ails e cas ou Q ~ 2b a sectIOn il p us a Ignee 

est au point C. Si celte condition est réalisée. on a 

:\I . _ (p ~ +~) . _ pa~ _ (1' + ~) ~ 
. Il'''' - 1 .) Il .) - .) l 

\ ~ --" -' 1 

Fig. Il:~ . 

. l' 1/ - Il P /'[' 
SI Q ~ 2b ,donc pour .r = 0" b + -:) , 1 nent.: 

POUl' Q= 0 

Si a= b=~ 

POlit' P=:O 
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Déterminons la lign e élastique. A l'intérieur de AC 
on a: 

1 dy 1 X > . . 1 . 
----=- x---px3 +c 

Cl. r!:c 2 6 1 

r 1".,1,+ 
- - l' = - .~:C" - - pX' ex + c 

'X,j fi '24:-' 1 l 

Pour x = 0, y -- 0 et Cl = 0 
Pour la partie BC : 

1 IPy! 1- ,X[2 
- - d p :! = ,Xl - P -')-

X 'Cl _ 

-_ ~ ~ = ~ y,x 2 __ 1_ p,)' ~ + c' 
X d,x1 2 1 Ü 1 

-+ y[ = ~- y,x/' - '2\ P'?'i" + C':Cl + c" 

c"= O. 

Les flèclles au point C sont égalC's : 

1 x' 1. 1 Yl' 1 l/ 'b 6"' fl' - 24 pa' + cla = ïf l" - 24 P' + C . 

L'angle d'inclinaison de l'élastique en C de la partie AC 
est égal à la valeur négative (le l'angle d'inclinaison au 
mème point de la partie BC. On a : 

.i... Xa:! __ 1_ pa:l -+- c = __ 1_ YU" + .i... pb3 - c'. 
~ 6 ,1 :2 6 

TÏI'ons Cl et c' des deux dernières équations. Il vient, 
pour la partie .\C ; 

~ (5 - ..0L) = _1_ Xx' _ 1- px~ 
x.t dx 2 6 

l (~ ) 1 , .. , 1 , 
-;- 1"1:1' - Y = """if" .\.X" - 2A" pX· 

Q _ [1' ab (a + 2b\ Qi" 1 x 
t-' [ - - _ 61 + 2!~ -,-
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et, pour la partie Be : 

~_ (A _~) 
(f. - t'2 dX1 

1 Y ~ 1 8 
-- X ---px! - 2 j 0 

_ [p ab (2a + bl + SlJ..2_]"::"" _ 
~2 - ul 24 1 

La flèche r au point C a pour valeur 

( !2 + ab) a2[2 ri. r = p + 8ab -:;;r -1- . 

1 
Dans le cas où a = b = "2 on a : 

~J = ~2 = ~ = (p + ~ Q) -T:~ 

Si Q = 0 

Si l' = () 

r- p+ ~Q ..::...._._' . ( ") r 
- 8 1 48 

Q _ ri. 1'12 

i"' -Tif-1-

ri. Pl" r= .\,8 -1-' 

. ri. (Jl:: 
t--_· - 77 l 

La Ilèche est plus faible, en supposant P = O. 

209 

Ill. Pièce appuyée à un bout, encastrée à l'autre, charge 
concentrée. - En vertu de l'effort F (fig. H 3) la pièce tend 
à être concave vers le haut; en A elle est convexe vers 
le haut. L'encastrement produit donc l'effet d'un moment 
Héchissant négatif. Si on dessine le diagramme des efforts 

'Vi::n:. - H.ésistance des malériau\. 
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tI'anchanls, à la gauche de A on aura un rectangle néga
tif rn représentant le moment à l'encastrement. Soient 
y et F ~ Y les réactions inconnues en A et B. On obtient 
une équation de condition en exprimant qu'il ya équilibre 
de rotation en A, La condition géométrique est que la 
somme des trois aires soit nulle et la condition algébrique: 

y , 1 ::::: F ' a - m (1) 

F-,y S ;y 

i" .. . .K . ... > 

C 
B 

~ 1 
1 , 

1< .>1 

~ P 

F-,y 
A C B 

-m .y 

Fig, 113', 

On :1, en considérant la pal,tie AC : 

J d2y (V Y 
- --" ::::; - 11/ + l' - J) X 

'1 diV" 
(2) 

1 dl! + (l' ,') ,1;2 --' ::::;-'/fI.U <- -
'1 ~ :2 

1 1;2 :1'" 
-- y = - ln -' - + (F - Y) -:- , 

'1 2 b 

Et, pOUl' la pat'lie de droite: 

-'-- d2,1h _ v (1 _ ,) 
d " - 1 .t 

(X ,'1;'" J 
(2') 

• F ail li('11 de P tt1lll" la tig'III'P. 
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1 d!1t _ r (l' .t" ) + -;: dx - ,t -2 C (3') 

1 y (1 ,7;2 l" ,/;3 ZS) + ( 1) ( .. ') -;: Yi = """2 -""2 - (\ + ""6 C X- .' 

Les trois inconnues sont m, Y el c. Or, les dérivées pour 
le point C ainsi que les ordonnées en ce point sont égales. 
Donc pour x = a 

Egalons donc les seconds membres de (:J) et (3') aprps 
y avoir fait x = a. On a : 

d'où: 

Fa:! )"a" . l'a:! 
-ma+ -- --- =lal- --+c 

2 2 2 

~'a:l 
c=---· 

:! 
(5) 

Egalons les se~onds membres de (4) et (4') en y faisant 
x=aj 

ma2 Fa3 l'a'l l'la" YI;) Ya:) Fa3 Fa:! F:lal 
-T+T-li=T-T-T-T-T+T 

d'où on tire 

l(a) 1 a :{ (a)2]-
m=FI -/-. 2 + -Z- -""2 T . (6) 

Les équations (1), (5) el (6) permettent de déterminer 
m, y et c. 

Cherchons le moment maximum j le diagramme montre 
qu'il se produit en A ou en C; le calcul élablit que le 
moment en C est plus petit que le moment maximum. 
Cherchons le maximum de m. Annulons la dérivée de (6). 

1 3a2 t 30 
o = -2- 1:1 + 2 - T 
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d'Olt : 

a 

T 
a = O.U6 1. 

nemplaçons dans (ü) il "ient : 

mm", = 0,192 FI. 

A 8 

-m ,y 

Fig. 11 .. 

Dans le ras d 'une pièce appuyée en deux points on a 
Irollvé 

/ltmax = O.2:iO Ft. 

IV. Piéce appuyée à un bout, encastrée à l'autre, charge 
uniformément répartie. - Le diagramme des efforts 
tranchants (Iig-. 1141 est une oblique qui passe à droite 
du milieu dl' AB, car la somme algébrique des aires est 
nulle. On a deux inconnues 111 et Y. Pour les déterminel' 
on exprimera: 

J0 Que la somme algébrique des momenls )léchissanls 
t'st nulle; 

'20 Que les poillts extn\mcs A ct B sonl au I1H\me niveau, 
Pour ét.ablir ceUe expression, supposons qu'on ail 

1 . . 1 1 l' , 
tl'OU\'{> -;.1/ = 9 il. m. ) 1; a seeom e cone Illon sera 

'C: (1.111. Y) = 0 
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Y. Piece encastrée aux deux extrémités, charge uni
forme Q = pl sur toute la longueur, charge concentrée. 
_ L'élastique est tangente à l'encastrement à ['axe pri
mitif de la pièce (fig. [[il). Les réactions en A et B se 
déterminent en supposant que la droite c\B touche l'élas-

IfFl . B.Y 

: 1 f---- _./il. 1 
p~' i 

Fig. IIJ. 

lb 
r 
1 

, 
1 
1 

>j 

tique en A et B. La charge étant symétrique, il suffit 
d'examiner la moitié du prisme. A l'encastrement A agit 

uncouplede moment ln et une réaction X = ~ + ~ .1'0lll' 

une section S à la distance cC on a : 
) v' 

.\1 = m + \;c - _1_'_ 
:! 

1 (l'II . P,u' - - -'-. = III + \,c - --
CJ. dx- :! 

et, si CJ. ct 1 sont invariables : 

1 ri 'I 1 px' - - -' = m.t +- \X' - -- . 
ex d,v 2 (i 

La ('·onstanll' (lïnt(;gTatioll est Ilulle ('al' pOlll' 

rlJL - 0 .1' = O. d.T -- . 
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D'autre part pour 

1 X=-. 
:2 

et on a : 

O=m-+- -+- --P-1 l (P Q) l2 [3 
2 2 2 2 4 48 

m = - (~+.9i.). 
~ 12 

Le moment fléchissant à la distance x a pour expression 

JI = - (~' + ?;) + (; + ~) ,T - Pt 
Pour x = ~ il est 

QI 
e' cst-à-dire en valeur absolue plus petit de 24 que le 

moment à l'encastrement. Si le moment pour le milieu C 
est positif il doit être nul pour une section entre A et C. 

Dans le cas olt Q = 0 il vient, pour les moments: 

I~n A. 
Pl 
~ 

1)1 
c. +8 

il la distUllCC .x: = -/-, o. 
,~ 

Si P = 0 les moments sont: 

01 
En A. -12 

C, + .!Ji __ pl" 
~4· 24 
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à la dis Lance x = 0,21'131, O. 
L'équation de J'élastique s'obtienL en observant que 

pour x = 0, y = 0 et (,n a : 

_ ..!.. y = _1_ 111,1;2 + ~ Xa;'] _ pX· • 
~ 2 0 24 

La valeur maximum de la flèche r a lieu pour x = 2 et 

On pourrait traiter le cas d'une façon plus générale en 
ne supposant par exemple que la force P, mais appliquée 
en un point quelconque de la pièce. Il existe un momentrn 
en A et un moment mien B. Tmçons le diagramme des 
efforts tranchants, J'origine étant en A. Il Y a trois incon
nues m, m'et Y. Pour la partie à gauche de C on a 

1 d2y . + Ip ~') --d" =-111 \ -1.7: 
~ x-

1 dy _ , + (l" ") .'C2 
----lIIX -1-
~ da: 2 

1 _ 1/IX2 _'(P ") x:J 

~ y - - ~ -, - 1 ti 

(1) 

(2) 

(3) 

POUl' une section il droite de C : 

[ d2 

- d Y21 = - m' + Y (l-.'C) (l') 
~ x 

~ ~; = _ Il!' (x _ 1) + Y (LX _ .~2 - ~) (2 1) 

~ 'It= -m' (X2 -lx+ ~') + y (IX 2 
_ x:1 

_ l2X +!!...) (3') 
'1. • ~ 2. 2 a 2 0 

Condition de nullité.de la somme algébrique des aires: 

ln = m' + (P - Y) (/ - y (1 - a) 
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d'où 
YI = m' - m + Pa. (4:) 

Au point C les tangentes sc confondent: 

Fa2 Ya" Ya2 Y/2 
-ma+-----=-m'a+m'I+Yla-.,---2 --;:-, .(5) 2 'i _ 

Remplaçons Yl par sa valeur (4) : 

Pab 
'Il! + m' = [-: . 

Hemplaçons m par sa valeur dans U~quation (4) : 

Fa' 
YI = 2111' + -1- . ( 4:') 

En C les ordonnées sont les mêmes; remplaçant m par 
sa valeur tirée de (5) ; 

m'a" Pa3b Pa3 m'a' , m'12 2m'a2 
~-- -- + --= --- + mla - -- + -_. 

2 1 li 2 2 2 
2111' la 111' 12 Pa!' Pa3 Pa21 ---+-+---+_. 2 :l 21 2 6 

En tenanL compte des relations (léjil établies: 

Pa"b 
114,1 == --. 

1" 

Pal' raisoll de symétrie, on peut écrire: 

et (4') devient 

Pab2 

m=-I-'-

. 2Pa2b PaZ 
\1=--+--· [, 1 

(li) 

Le moment maximum se produit en A .. C ou B. Détel'
minons le moment 1\1 en C. On a ; 

~J = - III' + YI 



donc 

Donc 

FLEXIO:\' 

l'a'/J l'ab' Pab' 2a 
Ill' = -'-2 -: II/ = -,_-, - :\1 = -,_-, - -,-

'2(/ 
~I = Ill. -,-

~
F 2 . 

---~--- ---~----- , 

A c 8 
E P F 

Fig. HG. 
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. . l 't' 1 2b pal' sUite M< m' car par raison t C syme l'IC:\ = m' -c . 
Le moment maximum Ile se produit donc jamais en C. 
Chcrchons la condition pour (IUC ln soit maximum.On a : 

III == 
l' (l - b) li' 

l' 

Egalons la dél'ivée il Zl'I'O : 

o = '2ùZ - :\1,2 

et le mOlllcnt mélxilll Ulll \'<lut 

~ Pl = O. f.itl l'/. .)'- . 
_1 

.' :!.(l:!.b , " , .. . 
SI -r = -Z- =1, c est-il-dm' SI 1 eflort Pest apphqué 

au milieu dl' AD, on a.\l = m = m'. C'est le cas quc nous 
:\\'ons examiné ci-dcssus. Cependant OH peut ObSI'I'\'CI' 

que la pit>cl' se divise l'n quatre tl'onçons .\1<:. EC. CF, FB 



(fig. 116). assujettis à ôtre horiwntaux à une extl'émité et 
soumis à un effort constant P.' La flèche est la moitié de 
la flèche totale; on sc trouve dans lin cas particulier du 
premier. 

Et pO\ll' la fil'cll(' on tl'OU"P la valc\ll' : 

P /2 

f= 
2 2 64:1. 

:H 

C 0 
1 1 8 , 

1 

1 1 

F; 1 
1 1 

,~ 1 1 1 
1 1 

1 10' i 
1 

!C" 0'1 B 
1 
1 

1 A' 8 C 0 

A' C' 
Fig. 11 j. 

VI. Piéce reposant sur deux appuis intermédiaires, 
efforts concentrés aux extrémités ou bien charge 
répartie. - PO\ll' obtenir les réactions (fig. H 7), on 
peuL établir l'équilibre de rotation autour de C et D. 
Traçons le diagramme des efforts tranchants ANCC' et 
1313'])'D. La différence entre les deux aires, positive dans 
le cas actuel, donne le rectangle de base CD ct les réactions 
en C ct D. LI' moment maximum St' pl'Oduit cn C, le dia
gramme compkt Nant AA'C'CC" D!!D'B'B. 

Si les moments sont égaux en A ct B le moment est. 
constant sm toute la longueul' CD. D'apri's la formule 

t 'X", - = - (t) le rayon p est constant si 'X et 1 le sont; la pl, . 

tlpxioll pst circulail'c. I.(·S c!cux triangles st'mhlablcs 
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EDE', E'DG (fig. liS) fOlll'l1issent : 

1 
_,__ :2 

1 2p-t 
2 

219 

(2) 

En éliminant? entre (1) ct (2) on aUl'ait une équation du 

Fig. 1111. 

second deg-l'é Cil f qui détermine cettc inconnue. ~Iais 

dans (2) f est négligeable vis-à-vis de ~ ? el on a 

l 

-'- --=-1 2? 
2 

/2 
,=~ (2') 

Eliminons? cnh'(' Cl) el (2') : 

, =~~. 
b 1 
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S'il s'agit d'une force uniformément répartie, soit i- la 

charge par unité de longueur, Les réactions X et Y se trou
vent en écrivaIlt l'équation d'équilibre de rotation autour 
de C et D, Traçons (fig, '119) le diagramme des efforts 
tranchants SUl' la longueur AC, C'est une droite AC' telle 

X 
<fue T = - -,- x. En C on a C'C'I = X ; C'D'est parallèle 

IV~_-l----
.Y 

D 

B , 
, p 

, , , 
, 

L 
, , 

, , , 
"1 '< , ,., 

, , , DI! 
'.c' 

C , :E 0 
, 

A :8 , 
, , 

a D' 
C' L 

2 

Fig, Il !I. 

Ù ~tC ' ; D'])" = Y etlY'D esL parallde ù AC", Cherchons la 
position de C ct D la plus favorable, c'esL-ù-diI'e donnant 
le moment maximum le plus petit Il fauL que C et D soient 
symétriques ou que AC = BD, Dans ce cas E est au 
milieu de AB, le moment maximnm est alors minimum, 
Les l'('actwIls ('Il Ccli) sont l'gales; les moments aux 
Im'm<,s ('IH!roib sont <10111' identiques,.t mesure que C et 
Il sc rappl'oclll'nL Jt. moment cn C augmcnte cn valeur 
absolue mais k 1ll0!l!eIlt pn E diminu('. La position la plus 
favorable pOli l' C S('l'il l'l,Ill' pour laquelle Jp moment cn C 

('goal\' Jp mO!lWllt ('Il E l'i ACe" = j,:cC' - ~tCC'1 (1'011 
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ECC' = ~ACC!!; il faut que CE 

a = a ,/2~ d'olt 

1 - AC,12 ou _. -
2 

a = O.:Wï 1 

f\ f\ 7\ 1\ 

Fig. I~O. 

rt le moment maximum, en C, aura pour ,'aleur 

P a" 'J = T --:;- = 0.021 Pl. 

Ce momeut est inférieur il ce quïl est quand la piècl' 
repose sur deux appuis extrêmes, propriét(~ utilisée au 
pont du Forth olt les poutres sont en porte-Idaux (fig.! ~W). 

Yll. Pièce appuyèe sur plusieurs appuis de même 
niveau chaque travèe ètant soumise à une charge unifor-

2 K 
f\ 1\ 1\ 7\ 

Fig. l::!l. 

mèment rèpartie (fig'. 121). - Soient Ph p" JI,) les charges 
par unitt, de longueur sur les tra vérsl, 2, 3, Preuous pour 
orig-in!' ]';want-dcrnirl'appui k. On a, po nI' la k"lllt' Iran"e : 

T = TI. - PI.J.'. 

T'i' cllorl lranchant au point d'appui k; TI. est ill('Ollllll, 

POUl' celte tl'av(~e on aura: 

'J 1 11'.11 . . ,II' - = - -t-, = .\1 1• + J 1,1' -1.)1, 'J. ( ;/;- ..) 

:\1, .. momellt in('olillu, ('Il k, ()n tire: 

(1) 

i dy ." .t' ,u' 1 dljl, 
-:;- -(I.1~ = ~h;/: + II. - - PI. -:- + - -- (2) 

2 fi '" d.l: 
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1 dYk t ' , -;- d,r; , constan e mconnue, Integrons: 

1 X"" .r;:l . Xl 1 a!lk 
- y = ~h - + 1 li -, - pk - + -- -- a: (3) 
0: 2 6 24;( dx 

Première équation à tl'Ois inconnues: 

~r"., T" et ( ;:) . 

Observons que pour x = h, y = 0 ; l'équation (3) donne: 

~ (dYk ) 
;( dx 

1 1 • !3 = _ '\1, .. ~ _ TI' ~ + Pk k' 
':2 l 6 2l1: 

(4) 

Pour x = li, 

donc, d'après (:2) : 

~ dYI,+ 1 = ~hl; + 'l'k 1~2 _ Pk~k" + . ..!.. dy". (:i) 
;( do'/) ~ (j '1. do'/) 

Enfin pour x = 1", ~I = l\h+ 1; (t) donne: 

~h+ 1 = .\[" + 1\1" - Pk 1;" 

Ou 

Hemplaçolls T" par cette valeur dans (4) et (5) : 

(0) 

1 dy" Mkh MIi+ Lit.: 'PkiJ." (4') 
;( da; - -;\- - -6-- 24 

J.. dYIi+ 1 = M"h + .\JIi+ Il" + Pkz,," (5') 
;( dx li 3 24 

Soient deux équations à y. uatre inconnues: 

dYk d!/HI 
-d-' -,,--. 1\1 el MH1' 

or; ""r; 
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. d!l" dU "+1 . Chaculle des expressIOns -d' ,-'-1 - est commune a 
,1: (X 

deux travées consécutives; il en est de m(~mp de i\I" et 
Mt.+I; d'où deux équations qui pel'mettront de supprimer 
deux inconnues. 

L'équation (5') autorise à écrire, par analogie: 

(6) 

A M" 

M': -------y 
B 

Fig. J~p 

Egalons les deux membl'es de (4) et (6) : 

,) . p"l,.:! Ph-I t1',_1 0 (_,) ~I';_I h-t + ~l\fk (h-I + hl + ~IH 1 l" + -, - + , 
-± .~ 

équation l'enfermant trois inconnues: 

:\1,;._ l, M". ~I" + 1 

011 obtiendrai t des équations analogues en diminuant 
les indices pour chacun des k - 1 appuis intermédiaires 
entre '1 et k +1, On aurait done k - 1 équations à k - '1 
inconnues M", i\Ik- 1.,· Les moments aux points d'appui 
intermédiaires sont done connus; les moments aux appuis 
extrèmes sont évidemment nuls, Déterminons mainte
lIaut les efforls tl'anchants aux divers appuis, 'l'r" T"_I,., 
On a: 

'\' Mk+ 1 - M" , ',= +p",;, ft. 
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On peut tracer le diagramme des efforts tranchants 
(fig. 122) ; le coefficient angulaire de AB est Pk ; au point 
k + '1 il ya ressaut brùsque. 

L'effort tranchant passe de la valeur l\L\I' qu'il avait en 
M, point infiniment voisin de k + 'J, à la valeur Tk+l. La 
différence constitue la réaction au point d'appui. La for
mule (7) s'appelle formule de Clapeyron ou des trois 

moments; elle n'est applicable que si ~ est constant.-
a 

~ous aurons l'occasion ultérieurement de voir, comment, 
grâce aux beaux théorèmes de l\laxwell et de Castigliano 
on peut calculer les réactions d'appui des poutres reposant 
sur plus de deux appuis. 

VIII. Pièces supportant une charge commune. -'1. Deux 
pièces solidaires à un bout; charge P commune aux 
extrémités libres (fig. '123). Soient l\ ct p" les charges 
portées respectivement par les pièces A et B. On a : 

Pl +P2 = P. (1) 

La flèche est la même pour les deux pièces. Il vient 
donc: 

(~) 

Les relations (1) et (2) permettent de déterminer 1\ etP". 
Si 1 l = 1" les pièces ont mêml' section. Il vient: 

Quand al = al, les pii;<.:es sont de même matière et 

~:: = * (3). La pii'ec la plus ôpaisse supporte donc la 



, , 
, " 
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charge la plus grande. C'est aussi c~tl~:p;è~è i!l1i:ft.l.tigue 
le plus. En effet les tensions à l'encastrement o'nt pour 
valeur: 

Pli' t __ J_J. 

1 - Il' 

et, en tenant comple de (3) 

p 
D 

p c 8 

Fig. 123. Fig. 124. 

C'est pour ce motif que la mallresse lame d'un ressort 
à lames est la moins épaisse. 

2. Deux pièces croisées (fig. 124) en contact par le 
milieu, appuyées aux extrémités, supportent une charge P 
au point de contact. ûn a encore 

P=Pl+P~. 

La flèche est commune : 

d'où on tire Pl et P2 • 

Si IX) = IX2 on a 

Wh •• - Résistance des malériaux. 

(t) 

(2) 

(3) 

15 
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d'Olt 

t - P,I, ~. 
,- .} l, ' 

A égalité de lon g' lIeur les pièces fatiguent en raison 
direcle de l'épa isseur ; il égalité d 'C:' pa isseuI' ell es fatigu ent 
en rai son inye l'sc du carré des longue urs. 

l\:, Considérations sur l'encastrement des piéces , - Il Y 
a lieu de présente r quelques observations relatiyement il 
l'hypothè'se é mise 10l's ci e l' éLude des pièces encastrées, 

t ··· n·· ·f 
L .. ~ 

Fi g. 1:!~. 

qu 'il l' encastrement l' é lastique reste tangente il J'ax e pri
mitif des pièces. Une pi èce l'st dite encastrée pal' ull e 
exlrémité quand sa liaison avee l'appui tend à empèchel' 
ou il l'éduil'e la déyiation Cil cc point , de la libre moyenne, 
L'encas trem ent consiste à emprisonner l' extr('lllilé consi
dérée de la poutre dans un massif capable de rés ister au 
renyersemrnt cl ù maintenir celle partie de la poutre 
dans la position horizontale , Cet effet es t aussi obtenu au 
moyen de deux boulolls ancrés dans le mass if. Un appui 
s impl e ne donn e li eu qldl un e réaction; un encastrement, 
eo ml11 e on a YII , donne nai ssance hune rôacLion et il un 
couple, 

Soil (Iig '12:» une ca yi té dllns laquelle es t engagé l'about 
de la pii'c(', On admet quC' ccllp-ci peul NrC' considéré(' 
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comme maintenue absolument fixe entre deux appuis A 
et C disposés en sens contraires, la section d'encastre
ment étant en A. En A appliquons deux forces égales et 
contraires + Pet - P. Les forces - P en A et + P en B 
donnent lieu à un couple de moment P . 1 qui engendre 
en A et C deux réactions X dont le moment X . n doit 
faiTe équilibre au premier. On a : 

X· n = r . 
d'olt 

X= p. 
n 

Fig. 120. 

La réadiull dans la section d'encastrement .\ sera 
donc 

r:=1'+1'+=P (1++) 
et la réaction ell C : 

Les réactions X cl Y sont donc différentes; la pièce 
aura une tendance à s'infléchir autour d'un point situé 
plus près de .\ ;que de C et J'hypothèse rappelée ci-des
sus est inexacte. OhSP.ryons cependant quP la r1ifférPllc(' 
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enlre les réactions X et Yest d'autant plus faible que n 
est relativement grand vis-à-vis de l, c'est-à-dire quand 
l'encastrement est profond ct que les appuis en A et C 
sont suHisamment larges. 

Considérons maintenant (fIg. '126) une pièce encastt'ée 
de façon que la charge étant nulle, les parois supérieure 
et inférieure de la cavité touchent l'about en tous ses 
points. Chargeons la pièce. On peut appliquer au milieu D 
de la portée a deux efforts égaux et contraires + Pet - p; 
+ P en D donne lieu à une pression que nous admeltons 
uniforme sur la surface de contact AC de la poutre suppo
sée il seelion rectangulaire bh; la pression spécifique a 
pour valeur 

P 
Pl = (jj) 

Les forces + Pen B et - P en D constituent un couple P 

(l + ;), lequel engendt'e des pressions variables sur la 

surface inférieure de AD et sur la surface supérieure de 
DC ; ces pressioIls croissent de l'intérieur]) vers l'exté· 
rieur A Olt C. On peut les calculer pal' la formule de 
flexion : 

_'If v 
t= -1- =p,. 

Ici 
l = _1_ ba 3 • v = !!:.-

12 ' 2 

et on 11 : 

P (1 + T) = 6 ~ (.i. + _1 ) . 
1 b" ab a 2 li a-

La résultante des pressions en A sera 

P P(l 1) 1'( 1) Ji" = Pl + Ji., =.= -, + () -6 - + ~ = 2 -6 2 + 3 -
- (1) a a;:. a a 
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En C la résultante a pour yaleur 

pc = - Pl + P2 = - :b' + 6 :b (+ + !) = 2 I~~ (t + 3 ~) . 
Par suite de l'action de ces deux résultantes inégales, 

l'axe de la pièce a une tendance à s'infléchit' autour d'un 
point 0 situé à la distance z du milieu D et dont la posi
tion est déterminée par la condition 

Pi ---7;- = Pl 

2 

P (1 1)':; P 
Il (ii) a + T a = (J) 

a 

12 (J.. +~) 
a 2 

Le point A d'encastrement ne coïncide donc pas non 
plus, dans ce cas, avec l'axe primitif de la pièce. 

Le poids des maçonneries sur la portée diminue cepen
dant les chances de non-exactitude de l'hypothèse. 

X. Pièces d'égale résistance. Définition. - Les pièces 
d'égale résistance sont telles que toutes leurs sections 
subissent la même tension maximum. 

On devra donc avoir 

11 
1'=-1-; 

, :\[ 
)' =-1-

7 

constants. La section varie donc d'un endroit à un autre 
avec le moment fléchissant. Il suit de là que 

1 ox-'I :\1 1 l' -=--=ox--x-=ox-· 
P 1 J.... v l' 

V 



ct que, si on suppose 'J. constant pour la matière considé
rée, et une hauteur l' constante, la flexion de l'élastique 
sera circulaire, 

--%!----~--,----x 

il-x" 
~ .... 

Fig. 127, 

f· 1 l' 6.\1 Pièces rectangulaires. - La ormu e ( eVlent l' = bh" . 

On peut. considérer di\'ers cas, 

L .j , , 
~ xcl -x .~ 

D , , 
---- -- -- -- _ -- -1 _______ ---- _1 ________ -- --

1 __________ -1 ___________ _ 

._-_ . .,----, 

x: 

, , 
1 

10 Pièce encastJ'ée il nn bout, chal'gée à l'extrémité lib/'e 
d'un poids concentré F (fig, t~i). La formule devient: 

610'.1' 
1'---' 

- hf,' 

Il Y a une illtinill' de solut.ioJ1s ('al' on peul disposel' de 
df'UX incolIJ1uf'S U cl h. Établissons deux hypothèses. 
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al La largeur b est constante (lig-. 1:28). Il YÎcndl'il 

hi = CP,fl 

rb 

231 

le profil est une parabole EBD dont BA est l'axe principal, 
B le sommet, E et D deux seconds points déterminés pal' 

AE = AD = ~ = ~ 1 / 61'/ . 
:2 ~ V rb 

1· ·t:.· ••••.••• t 
o : 

----- --------------
1 
1 , 

bl 'B 

c 
Fig. 12!). Fig. 1:30. 

La flèche f il l'extrémité libre s'obtient en rapporlanl 
l'élastique il deux axes. II Yient : 

011' 

r 

01)' 

-It-

2 

01/' 'hl'VI 
11 VX 

1 _ (HWl Vi 1:-::; 2lPl". _ lÜP.13 '\ 
.1 - ~ blt:l V·t + blt,,·t bit·)) 

li hauteur il l'encastrement. 
POUl' 

dl} 
x = 0, d~ = , 0 !J = li 

8Pll 
f = 01 (Ji;" 
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Si la charge est uniformément répartie, il vient 

31 = Px/ 
2/ 

3Px." 
ct J' = Obh; , 

et b 8tant constant, h2 = C'X"j, ou h = C!!XI, 

le profil est rectiligne (fig, 129); la flèche devient 

'J. pp 4PP 
f = --,-- -,- = 'J. -b'-'j ...!-. IJh:l ,{ Il' 

12 

c'est.-à-dire la moitié de cc qu'elle est quand la charge 
est concentrée à l'extrémité. 

b) La hauteur h est constante (lig, 13o), La forme de la 
pii'ce est donnée par faformule 

tiF 
b=-h.' Xl 

l' -

ou b = CXI ; le profil est rectiligne; pour Xl = 0, b = O. 
Les points C et D sont obtenus par 

AC=.\D=~= :3PI. 
;2 J'h" 

La courbure de la ligne élastique est donnée par 

1 l' r - = 'J. -=2'J.-
? v h 

et comme la hauteur est constantc, l'élastique est une 
circonférence de rayon 

La flèche à l' extrémit{~ libre a pour valeur; 

1" p 6PP 
f = 2P = c(1' Tt = C( bit" 

c'cst-à-dire une fois ct demie plus grande que celle d'une 
pièce à largeur b constante, 
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si l'en'ol'l est uniformément réparli, 011 a b = Cx/ ; le 
profil est parabolique (tig. '131). , 

Si la charge est uniformémenl crOIssante, p = - kXI ; 

d'olt 
'1' __ 1:.I',~ el 

- ~ 

Fig. 131. 

/;.1: a 
'\I=--t-: 

l<'ig. 132. 

la formule générale devient 
/;x' 

1,_ 1 
- bit' . 

l 

p 

Fig. 131. 

Fig, 133. 

Deux cas se pl'ésentenl : 
a) h est constant; on a b = eXI", pambole cubique 

(fig. '132). 
:; 

b) b est constant; il vient h = C'Xj2, parabole semi
rubique tenant le milieu enhe une parahole du srcond 
!legré et une droite (fig. 133). 
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Pièces circulaires. - Pièce reposant SUI' deux appuis, 
chargée en un point d'un poids concentré. - La partie AC 
(fig-.l34) se comporte comme encastrée en C et chargée 

en A par un poids P ~; la partie BC peut être considérée 

comme encastrée en C et chargée en B d'un poids PT' 

Fig. 13~. Fig. nô. 

Dans une section circulaire ([uelconqut' il la distance x ([(' 
:\C ona: 

{' 1 

lJ 
~r = l' T .1;; 

l' lJ IX 

_ =_'_" ,~:i 
,. :l:l 

{'quatioll d'une parabole cubique dont AC est l'axe prin~ 
cipal, A ]p sommel, ct dont le diami'II'(' al! point C est 
donnl' pal' ; 

__ 3/ il:ll'ab 
rI_ \ -/-. -;-:,. 
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l'our la portion Be on obtienùrait un rl~stiltat analogue; 
la pièce AB est donc formée de deux paraboles cubiques 
se l'accordant dans la section C. 

Observations. - Dans les cas de pièces rectangulaires 
examinés ci-dessus, on n'a tenu compte que du moment 
Iléchissant. Il y a cependant lieu, vers I"extrémité de la 
pil'ce encastrée, de considérer l'effort tranchant. 

Dans le premier cas on donnera à la pièce la forme 

x Y 
L 

x .; 
A C 0 B 

, E , 
.~ ... C ~ .. 1) .. 1 

>i 

Fig. l;:n . 

. (fig. '135.) Dans le second cas on utilise la forme para
boliqtH" mais alors l'ùme de la pil'ce dc\'ient courbc' 
(ng·.136I, 

\.1. Pièce appuyée à ses extrèmités, soumise à deux 
charges mobiles dontladistance reste constante. - A. Sup
posons en premier lieu que la distance c des deux charges 
soit variable (fig. 13ï). Les réactions \. et Y sc calculent 
e~l ~tablissant Uquilibre autour des appuis ;\, et B. On il 

<lmSl : 

x = l't (1- a) + l', (1 - Il 

1 1 
/"; :y=I',(I-h)+I',J-II-c' 

1 1 

Le moment maximum S(~ produit en C ou en Il. Il vient: 

\1 l' ,a (1- a) + l'.!({ U -- a - c) . ( = 1 1 (1) 



'1 _ l',b(l-il) + !',b(l-b-c) 
. Il- 1 1 (2) 

Dans le cas oi! c pst variable, le plus grand moment 
maximum se produira quand Pl et Pl sont tous deux 
appliqués au milieu de AB; en effet on yoit que ~Ic ou 
:\In sont tous deux maximum pour c = O. 

B. Supposons c constant. Le moment maximum se 
produira en C ou en D. car c'est en ces points que lt' 

x 
x 

'i 

A CiE D B 

f} 

P, P2 

Fig. 138. 

diagramme de~ eff()rt~ tranchants ('ouperait l'axe. Le 
moment maximum sera donc (lonné par la plus grande 
des deux qlwntités ~Icillax ou :\InlllaX . Cherchons :\Icilm rt 
annulons la dériy{'r. 

Il yient : 

d'oll 

On remplacr donc (( et h pal' CPS valeurs dans (1) et (2) 
pt on cl1e1'cl1p INIlIcl psi le pllls g'l'and de :\Tc ou :\[n. Si 

e 1 c 
h---- . 

~' -- ~ .j. 

C. DéLerminons maintenant la forme (l'égale résistance 
(k la pii'c0. Cakulons donc chaque section de façon 
qu'clip puisse suhir un moment maximum. Considérons 
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une section E. Le moment maximum se produira pour E 
quand C ou D sel'a en E. En effet, supposons C et D dans 
la position (fig. 137), donc à droite de E et supposons 
qu'ils continuent à s'éloigner \'ers la droite. On a : 

i\J .- Y '- Pltc(l-a) + P2(l-a-c) , 
- 1'. - -~.?; - 1 1'1, . 

. dM t' 'f d .l\I l' . d On VOlt que -d es negatl; onc E ( lmllllIe quan (l 
.a 

augmente. Pour faire augmenter lU", il faut donc déplacer 
C et D vers E, au moins jusqu'à ce que C vienne en E. 
Supposons alors CD dans la position ci-dessus. On a alors 

]J2 (l-a-c) + x - 1\ (x - a) 
1 

Il vient: 

dM'E __ Pl,v _ P2X + P = -' r Pl + 1> 2 1 + P 
da- Il 1.'C 1 1 

,c est constant. La dérivée sera donc positive ou négative 
suivant que le premier terme est plus grand ou plus petit 
que 1\. Si la dérivée est négative, c'est que quand C était 
ell E ou n'avait pas atteint la valeur maximum de l\h ; mais 
si la dérivée est positive, c'est qu'en passant de la première 
position à la seconde, le moment a passé par un maxi
mum. Dans le premier cas le MEmax se produit en D ; 
dans le second cas il se produit en C. Observons que si 

PIZ d)Jr: 
x = l'j+P2 on aura da = O. 

Il convient maintenant de ealeulel' en tous les points le 
Mc et le MD d'après les formules (1) et (2). On obtiendra 
ainsi deux diagTammes dont l'ensemble (fig. '139) donnera 
le lieu des plus grands moments possibles ou des 
moments maximum maximorum. Ces deux diagrammes 
sont des paraboles à axe vertical, car l'ordonnée est du 
premier degré. Constl'uisons le premipr o'enlr(' eux. Pour 
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a = 0, ~lc = 0; pour a = l, Mc = - P2C. Obsenons que 
le dernier point du diagramme est l'ordonnée correspon
dant à l'abscisse 1 - C; cm si l'abscisse (levient supé
rieUl'e ù l - C. 1'2 passe il droite de B, car 

JI, = Prl: (1-- al + [',Il (1- Il - cl 
1 1 

cl, pOUl' a > l - c, le second tel'me cst négatif ct P2 passe 
ù droite de B. On obtiellt de Im~me le second diagramme. 

__ T{l •• 

, , 
1 

" 
',n 

1 \ 

1\ , , 
··i ~, 

l " 

n': : \ 
f---....L.--'-'-t--~-';,:-\ ----1, B 

\ 
\ 

x 
\ , , 

\ 

Fig. i3!!. 

\ 
\ 
\ 

" , \ 1 
\ 1 

, 1 
'1 , 

:F 

1 

: a r-·-
~ .... <1.+ c 

Fig. JIO. 

Lel1~cI11ble des deux, ;\mnpqH, con~tilue !'ell\'eloppe de 
tous les diagrammes rcctilignps l'cpi'ésentallt les moments 
tléehissanls en tous les points, pOUl' cha(Iue position 
<1(' cn. 

P]I 't 
011 il lroll\'é plus haut lIue pout' x = 1'1 +P2 ' on aval 

d~I'I: = 0 
da 

dOllC pO\ll' l'e point x le moment était maximum quelle 
que fut la position de C ct n, tant que le point était entl'e 
C ct n; ,x; = _\n' l'Pf1résenl,p Cf' point partiruliPI'. 
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Les deux paraboles peuvent encore se construire de la 
façon suivante (fig. '140). Supposons P 2 = 0, l'équa
tion ('1) devient: 

(3) 

et si 1\ = 0, l'équation (2) de\'ient : 

Pi (l - a - cl (a + cl 
mD = l (.±) 

en observant que b = l- a - c. On peut tracer les dia
grammes de me et 11l[) ; en comparant (3) et (4) il (1) et (2) 
on voit que 

(/ 

.\Ie = Ille + 111[) -+ . 
ft C 

POUl' construire le diagramme de Mc on opérera dom: 
comme suit. Au point quelconque E on élèvera EE' =rnc ; 

on prendra la valem correspondante de mD, soit GC' ; on 

voit que EE" = GGI. +a = 1nD _+ft . Donc Mc = a cac 
EE' + bE". 

F est le point du diagramme de ~Ic cOl'l'espondant au 
point E. On procède de mème pour :.\I[). 

EXA;\lEN DES HYPOTHI~SES QU[ ONT SERVI A L'ÉTABLISSEME;>;T 
DES FORMULES DE LA FLEXION PLANE SIMPLE 

Généralités. - Nous avons établi les formules générales 
de la flexion en partant de cerlaines hypothèses dont 
l'exactitude, comme nous allons voir, est parfois problé
matique. Il serait cependan t difficile de faire entrer en 
ligne de compte tous les éléments qui peuvent intervenir 
et qui cependant faussent plus ou moins l'exactitude des 
formules. 

1. Il a ét{~ ;lclrnis que 10S fibres n'avaient 1l.UC'lI\W action 



réciproque ct {'laient indépendantes l'une de l'auLl'(~ 
comme le seraient ulle s('ril' de llIs paralldes réunis ell 
botte. Il lù'n est pas ainsi ('Il réalité. Observons (l'abord 
qll il cause .le lem adld'rcllce lwturelle un glissement entre 
les tibn's éloignéC's ri les plus internes tend il se pro-

~I~ -1 , , , , , 

A[i=-: :B~ B lA C C 

C C 
A B B A 

Fig. lU. 

duil'C'. 
tn effet, à loute dilatation longi

ludinak ('OlTeSpond une diminution 
dl' scctioll d"tlllC libre étirée; il 
Luut rac(,ouI'CiSS('lllent longitudinal 
l'l'pond d'autre part une augmenta
tion de sectioll d'unc fibl'e compri
mé'e. Les dilatations longitudinales, 
jl()sitin~s ou négatives, croissent en 
yaleur absolue avec la distance ù 
l'axe neutl'e; les tîbres les plus 
éloignées éprouvent donc une con

Lraction ou llll gOllflement supérieurs aux mêmes effets 
relatifs aux fibres internes sur lesquelles elles ont une 
tendance il glisser; de plus les fibres inlcl'lles, enserrées 
pour ainsi dire dans les autres, augmentent la résistance 
de la pièce (yoil' Essais il la tl'action ; intluC'llce d'une 
partie tournée SUl' Ulle épl'oU \'l'Ue). La forme de la 
section in ten-ient aussi SUl' l'adioll r('ciproque des fibres, 
Com pal'ons, par exemple, une section l'eclangulaire à une 
section en double T (Hg. Hl). 

Il est visible que les Ilbl'CS situ{~('s sUl'la droite GG sont 
plus in!luencôes pal' les flbres voisines que les fibres 
dc la droite BeCH qui IÙl\'oisinellt avec presqu'aucune 
autre vers Illltl~['il'Ul' de la scc.lion. Les fibres IH'ésenteront 
donc LIlle plus gl'<lllde résistance il la flexion dans la sec
tion CC que dans la section Be, De 1l1(\mc la matière 
située vers les bourrelets d'tlll rail offre une résistance 
supél'ieure il l'clic de la matière distribuée vers le patin 
du rail; l'axe neulr!' rl'c1 doit dOllc se lI'ouvel' au-
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dessus de l'horizontale passant par le centre de gra
vité. 

Les explications précédentes conduisent à cette con
clusion que les coefficients}' ct )" qui interviennent dans 
la flexion n'ont plus le caractl're (l'efforts de pure lraction 
Oll de plll'\' compression ct Cfllïl convient cl'employerpour 

Vi 

_, ____ lS. 

D, 

Fig, 14:!, 

le calcul des pil'ces fléchies des coefficients 1"" obtenus 
pal' essais directs il la flexio Il. 

IL Il est de ri'gle, comn1l' il a été indiqué, de ne calcu
ler les pièces fl(~chies qu't'li éganl all moment fléchissant, 
(Illilte ù yérilîer certaines sections s{~parl'ment il l'effort 
tranc /tant. En r{'alit(, chaque section l'st soumise à une 
déformation composée et il Y aurait lieu d'appliquer la 
formule d(' d(' Saint-Y('nanl; ['C'ffol't de cisaillernenta une 
influence sur la l'l~sislanc(' de la pii~('(', 

Ill. Il a Nô admis que les sections primiti vement planes 
restaient planes apr(~s la flexion; l'effort tranchallt, qui 
intervient de pail'<\vec le moment fléchissant, il certaine
ment une tendance il courber la secLion, surtout pour les 
matii'res n'obéissant pas il la loi de Hooke, L'acier et le 

16 



fer, qui obéissent tl'l'S sensiblement il cette loi, répondent 
aussi il l'hypothL'se de Bemouilli, C'est cc qui résulte des 
expé'riences de Bause hingel', 

IY, On a SUppOSt' que le eoeflieient de dilatation !Y. était 
le même il la traction qu'à la compression el in(lépendant 
des tensions ou des dilatations, Cette hypothèse pourrait 
sc réaliser pour le fer forgé el l'acier, l'our la fonte, le 
cuine, le bronze, le laiton, le grL'.'3, le granit, le mortier 

V' 

~~~ ________ ~ C~ ____ t;; __ Ct' 
b..-+..,......;>.. ___ ,, _____ t: __ ~_~- P,' 

z : 
- 0,: 
_____ lX 

, , 
------------C:--~-- CI 

Fig, 1'\'3, 

, , 
1 
1 
1 

1 

'M 

de ciment, le hélon, les dilatations croissent plus vite 
que les tensions; l'hypothi'se de la constance de !Y. n'est 
plus exacte, 

COllsidérons, avec Bu,('h, un prisme de (unte soumis à 
la lIexion cl Sllpposons que les sectiolls restent planes, 
que les dilatatiolls croi"spnt proportionnellement avec la 
di"talll'(':' il l'axe nputre, mais que lps tensions augmen
knl plus lcnt('lllenL, ('C qui l'ésull.c de la loi ;3 = CJ.{lll, Soit 
(fig.I4~) unc fibre l)['()jd(~e il la (listancc :, de l'axe neutrc; 
l'l'l (~st sa dilatation. pp" sa tellsioll. Lc lieu géomé
trique des points l'" est une courbe D" X 1')-:" préscn
Lant sa concavité vcrs L1XC dcs Z. Si on applique la 
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formule t = 3:= , déduite de la relation 0 = 'J.f, on obtient 

une droite DOZ complètement différente de la distribution 
réelle des tensions. Il est visible que la matière est mieux 
utilisée en réalité au-dessus de l'axe neutre que la théorie 
ne le faisait supposer et que la résistance à la flexion de 
la pièce est supérieure à celle qui résulterait de l'applica
tion des formules. 

Vne fonte doit donc donner une résistance à la flexion 
plus gt'ande que sa résistance à la traction. 

Il y a donc lieu, pour certaines matières, de corriger 
la théorie généralement admise en introduisant la loi 
o = rJ.llll en lieu et place de la loi de Hooke. Considérons, 
par exemple (fîg. '143), un prisme encastré d'un' côté et 
soumis à son extrémité libre à l'action d'une charge P. 
~ous admettons que les sections restent planes après la 
flexion. Les fibres situées au-dessus d'un certain axe XX 
sont allongées, celles qui sont en dessous sont compri
mées. Soient t les tensions au-dessus de l'axe XX, l' Ics 
tensions en dessous du même axe. On a : 

(1 ) 

(2) 

Appelons p la distance d'un point i\I olt se projette la 
rencontre de deux sections voisines, à la ligne XX olt les 
tensions sont nulles eL que, pour ce motif, on appelle 
axe netlll'e. Pour la section COC, l'allongement, propor
tionnel à la distance ::;, sera 

,_ PP't-P1\ _ PP'I P+= ;:; 
o _ pp _ pp - 1 = --_ - - 1 = 

l l 1" P 

Il viendra, pour une fibre située à la distance z : 

Côté traction. . . 
1 

t = (~) 1nï (3) 
'J.1 P 
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Côté pression. . . 1) - 'J. t'm. - ...:-. . 
- 2 -- P , 

1 

t' = (_Z ) -;;;;(3) 
ct] ? 

Pour les fibres extrêmes situées aux distances VI et V2 

de l'axe neutre on a, si 01 et O2, t1 et t2 sont leurs dilata
tions et leurs tensions; 

tJ = ( :112 ) 1~, 1 

t 2 = (~) O~l ~ 
G( 2P 1 

(4) 

d'où: 
({II:!, _ Cl! ~ 

t 1m1 a 2 VI 

1 m. 

t, = (2 ~) n:; t ,;;: 
- rJ.). L\ 1 

(5) 

Il doit y avoir équilibre entre les forces extérieures et 
les tensions intérieures. On a : 

IVI Iv., 
o tels - 0 t'ds = 0 (6) 

lU = 1"' ::.tds + lV'zt'ds (7) 

Introduisons (3) dans (6) : 

0= fV! (~) ":1 ds - (' (-!-) ":2 ds 
o ~lP ~o :t.jP 

el, avec les équations (4) et (0) : 

0= 
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j "'l t ~ = 11 .:; 11/1 ds-

'LI mi 

j'" "':, d.' (8: 

o V 0 

On voit que la position dc l'axe neutre dépend de la 
valeur de la tension th donc de la valeur du moment flé
chissant. Par suite, l'axe neutrc varie de position d'une 
section à la suivante; dans l'hypothèse de la proportion
nalité des dilatations et des tensions, l'axe neutre était 
indépendant de la tension, 

Reprenons l'équation (7); cu égard à (3) et (4) il vient: 

li j"l 1+~ l, j~l" I+~ :\1 = 1- .:; "', ds +----'01 .:; ln, ds 

t\ 1//1 Vl. mi 
o 0 

et, après avoir tiré t3 de (5) : 

t Jnl" \+~ (Cl 
:\1 =.-T .:; "'1 ds+ Cl~ 

VI ml 
o 

Si on admet la loi de Hooke, c'est-à-dire si 

l'équation (9) devient 

l\I = ..!..L 
t'1 

et 

(l'" fr,) 
o ;2 ris + z' ds 

c'est-à-dire l'équation connue l\I = : l, la quantité entre 

parenthèses étant le moment d'inertie de la section par 
rapport à l'axe principal 00. 
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Nous allons, à titre d'indication, appliquer les dévelop
pements précédents à une section rectangulaire de lar
geur b et de hauteur h = VI + V2. Ici ds = bdz. Les 
équations (M)deviennent: 

De la première des deux équations on tire: 

ou 

t'j _ \ ~I [III, (m, + 1) JO" 
V 2 - 1 -;; Illj (II!, + 1) 

et de la seconde : 

l\l t 6 \ ml v " + = j 1 2/1/ j +1 j . 

et, si on tire II de (10) 

t ml 
j 

(H) 
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(12) 

Si les coefflcients "'j' "'~, mj et mz sont connus pour une 
matière déterminée, la relation (H) fournit, pour une 

\'aIcur correspondante ùe 1), le rapport ~~ = cp qui donne 
la position de l'axe neutre. Il viendra: 

V j = h 1 ~ 9 

Introduisons les yale urs de Vj et V~ dans l'pquation (12) ; 
celle-ci fournit la valeur du moment de flexion corres
pondant à la tension lj à la distance 1)j. L'équation (1)) 
ùonnera ensuite la valeur de t2 • Si on veut représenter 
graphiquement la loi de tension à l'intérieur de la section 
on utilisera les formules (3) et (4) : 

La position de l'axe neutre dans chaque section varie 
avec le moment appliqué à la section considérée. Plus 
le moment relatif à la section étudiée est considérable, 
plus l'axe neutre s'écarte du milieu de'cette section pour se 
rapprocher de la partie comprimée de la section; la par
tie de la surface réservée aux efforts de traction croit 
donc avec cet écartem('nt de l'axe neutre, ce qui est 
particulièrement favorable pour la fonte, le grès, le 
granit, etc. Suivant les valeurs que possèdent les coeffi
cients ct), ml> ctz et mz, l'axe neutre peut d'ailleurs se trou
verducôté de la section soumise à traction, pour de faibles 
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charges et avec l'accroissement de la charge passer du 
côté soumis à la compression. 

Il résulte de ce qui précède qu'il convient d'adopter, 
pour la flexion, un coefficient admissible J"!! différent des 
cocfficien ls l' et 1'! à la traction et à la compression. La 
formule générale sera donc: 

r 
JI"", 1"'''~. 

V 

Le coeftîcient 1"'1 dépend de la forme de la section pour 
les matières dont le coefficient de dilatation (lest variable 
(fonte); cette conclusion n'a plus sa raison d'être pour 
les matières obéissant à la loi de Hooke (fer forgé, acier). 

Et;SAIS A L.\ FLEXION PLANE SIl\lPLE 

Généralités. - Les essais à la flexion se fon t générale
ment à l'aide d'un prisme reposant sur deux appuis, la 
charge étant concentrée au milieu de la portée. Si on 
néglige le poids propre de la pièce, la flèche, au milieu, 
relative à l'élastique, a pour Taleur : 

Cl pp 
(= !~8 -l-

La tension tl' de la fîbre la plus étendue, située à la dis
tance v de l'axe neutre est donnée par 

Pl 
lI' = 41 v 

en supposant Cl invariable, c'est-à-dire indépendant du 
signe et de la grandeur des tensions ou des dilatations; 
dans la môme hypothèse on a 

1 r 
Cl= 48 r p 
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~Iais l'n utilisant ccUc formule on commet une e!Teur 
qui [H'oyi(,111 dc c(' que, llOll!' ]'é'tablir, Oll a compli'le
llH'nl n(>!,dig'(' l'effort tl'nllchant ; l'Ct'l'cur, comme l'a 
dt"lllontr(: Bach. ]leul alleindl'(' pilrfois plus (](' 30 p, 100, 
'Y. , pal' la fo l'Ill U le , ,'otanl toujOUI'C' trojl STand, Ll';'; css"is 
dirccts ù la tll'xion Ollt IllOldl'l' que 'l. daiL l'Il rl'"liU' plus 
pclit quïl Il(' rl'suILl'l'ait des 
essais il la pressioll ou ;\ la 
traction; C(·la l'l'suite d'ail
leurs des cOllsirlh'ations <[lit' 

nOLIs ayons émise;; dalls le 
chapitre préel'dcnl 

l-Ile ault'(' caUSé' peut influer 
aussi le coeftie ient de dilata
tion, La flexion d'un prisme 
produit UI! gli;;scmcul SUI'I('s 

Fig. l-i-±. 

appuis qui iIIL('l'\,i('lll SUI' le momcnt lllThissall1 pt pal' 
suite inll'oduiL un nOll\'eau [adel!l' qui réagit sur 'l., 

Matières tenaces (Ex, : f(~l' fOlldnl, - Lcs COI'pS cssayés 
ù la fl"xion sont pl'ismatiques, h s('<'Iioll rcctnngulai['('; 
ils SOli! d'abord chargl's (J" fa(;oll que la tensioll dans les 
fibr('s l('s [>1118 l'[oiglll'<'S Ill' d(·'pa,.;sl' pas la limit!'. de 
pt'OPOrliOllll;tlil{O, La r('partitioll des L,'lIsions sr' fait sni
Yant Il 11(' dl'oil<', 

_\Ugl11<'lItO!lS [a ('lwl'g(' ('Il dl'passanl la limite (j'l'coulc
l1H'nt posilin' ('l nl'galin' !H)(I!' 11':-: fibl'es ('xlel'!]('s, Celles
ci ,.;'allong'l'nl Olt s(~ 1'!l('('Ollt'Cisscnt dOllc rapidelllent 
Landis qul' l(~s tihl'es intel'nes, ('II,.;eI'l'l~eS dan,; ll's <lut.I'f's, 
[ll'l'sentl'Illlll«, rl~si,;t:lI!('(' sup('l'iellrc ù ('('11(, qui est IIl'('('S
sai!'(', La l'l~Jl:ll'tili()1l d(' la L('nsio!l sc raiL ('OIllIlH' 1(' Illontl'e 
la fig'lll'elH, E]](' diffi'I'(' llolahl('!l1('IlL de la l'<"p:ll'tiLion 
rpclilig!l(', A n1<'SIlI'(' que' Jr.,.; lihl'('s s'a!long'l'nl on sc ra('
rour('issl'nL, la dilllill!llioli ou 1(' gOIlt!cmcllt d('s sections 
s' nec l'lItlle, la has(~ sc rl't,n\' i L d Il CÙ 1 (\ ll'action, elle,.;' ag-rall-



dil du càt(~ compression et la section devient trapézoïdale. 
Quoi quïl en soiL, ln r(~sistance il la flexion est plus 
grande que la rbiistance ft la [radiol\. 

Matières non tenaces (Ex. : l'on le. granit, gri·s). - Ici 
la variation de forme que subit toule sC'ction jusqu'à la 

-,,--------

, 
.C _ --'-----t---' 

Fig. 145. 

l'upturc est beaucoup moindre 
qu'avec dll fel' fondu. Mais la 
r{'sistanc(' il la flexion est encore 
su PlTieme il la résistance il la 
traction; dIe dépend de la forme 
de la section. 

Les nombreux essais de Bach 
ontconfîrm{~ celte dôduetion. La 
r(~sistanc(' H"! dôpasse d'autant 

plus Il ([ltt' la matii'l'(' est mieux concentrée ver~ l'axe 
neutre. L'expél'ience mOlltre qu'('ntI'(~ la résistance à la 
fll'xinn et la r{'sislance ft la traelion existe la dépendance 
sllivante : 

\''''- V-I-' \' \ - :L(I -:-- \ 
~" 

qui lient compte ég'alel1lent d(' l'influence de la forme de 
la section (fîg.l4ti), 

~u distance du ('enln' de gt'avi{{~ de la partil' de section 
au-dessus dl' l'axe passant. par le ('cnlt'c dl' grm'it(, total, 
,\ ('l' (\('rnipl' axe; 

:L" ('()l'fticil'nt dont voi('i les valeurs: 
(li pOIlt' les seclions lilllitt'~('s au-dessus el en dessous 

pm des dl'Oiks paral\ioles il LI xe ('('I1lI'al 

li 
;1." -.= --:-:- ~_-= J."2 

,) 
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La cl'oùte de fonte a {~galement une influencc sur 1(, 
('odticipnf :J.u , L 'exp(~ril'Ilce Illontre cn effet que l'existellce 
dc la croùte a pour effel de diminuer la l'(~sistance ù la 
flexion. Ce phénomi'lle s'ex-
pliq\H' par les surtensions qui 8 
se produisent ct pal' ce fait 
que le codticient de dilatation T 
ex est. plus petit pour la noùte 
qlW pOUl' la matii'l'(' inll'rne; 
le mocle dl' couler a (railleurs 
son influence en ce sens (flll' 
la crOtlte se com porte cliffl'
remment sui van t ((lll' la coulée 
a lieu l'Il sable frais ou clans 
des formes séch{'es. Quoi 

T 

A 

qu'il en soit, il y a lieu, Fig. J \G. 

qlland faire se peut, de tom-
11er les pii'ces de fonte destinées il trayailler il la flexion. 

Les essais (Il- eisailIPnwnt s'effeduent comme lïll!lique 
la ligure 1 Hi ou plus rationnellemcnt en enfermant le 
prisme ü pssaycr entr!' (l('ux pii'ces soumises il traction 
(Iig-. 14i). Soit Tl'efTol't n{~cessail'cpour cisailler llll prisnw 
de section S. On appelle r{'sistancc élU cisaillement et on 
dé'signe pal' H" le rapport 

'1' 
S (fig. 11(;) 011 

T 
- (fin .. Iii). iS t"1 

Daprl's ce (lui il Nt"· dit, il existe entl'!' l'd'fort de glisse
ment et !'"ffol'l de Iraction, pour Ulle mati!'!'c déterminé'l', 
la relillion 

/'u = 0,-;:; ;\ O,S r 



l'ollr un prisme de section redangulaire on a trouvé 

:3 T 3 T 
ri" = 2- --r;r;- =:2 S 

d'ol! 

:3 T 
- Le () î:i '\ 0 8 r 2 S - . ( , 

Fig. 1·.,7. 

Les essais directs au cisaillement avec du fer forgé ct 
de l'acier ont donné poU\' RI dc O,Gi h 0,8 Il; ces rôsuI
tats sont donc sllp(~l'i(,lll'S il ccux déduits des formules. 

POUl' un prisme cil'clilait'e on il 

, T 
0" = -:1- S 

T S ~ O,:i(j ;\ (l,li H, 

Lps ('ssais dil'('('ts av('(' dIt fer forg(~ cl de l'aci('r ont 
('lIcor(' ('ondllil il l\" .~. O,iü il O,t-; n ; l'ôsullals supérieurs 
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donc il ceux déduits des formules. Pour des prIsmes cIr
culaires en fonte on a trouvÉ' 

H." 1,02 
T- 1 

011 
!.li 

1 

résultat qlli s'expliquc par suite de la variabilité du coef
ticicnt dl' glissement ~ pOUl' cette matière, 

Il y il lieu d'obsel'\'er qu'cil méme tcmps que sc produit 
l'effort de cisaillement intervient toujours un moment flé
chissantet (lllïl y a insécurité de savoir si la rupture d'une 
l'prÜ\!\'ctte s'est produite pal' cisaillement ou par flexion. 

A 

G tjt 
t~_: J 

Com~ression 
lB 

v 

F v' 

Fig. -118. 

, . , 
+p: 

~----~~--~~~ o 
f-------- F 

Il con\'ienl donc den'aUl'ihlll'r qu'ullC' I<lleur toute relative 
aux essais de cisailleJllellt. 

FLEXION l'L\NE CO~IPOS~:E 

Généralités, - L(' plan des forces extérielll'es passc 
\'ncorc par l'axe de ~yn}(;ll'ic d(' la sediDn (Jig.1 }8); il l'st 
toujours nOl'mal ;\ la section, mais l'd'fort F ;\ppliqué Slll' 
la sedion dOlllle lieu il \Ille composante normale l' cl Ù 

un effort tangentiel T, 
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En 0, centre de gravité, on peut appliquer deux efforts 
+ P ct -- P. Le système de forces extérieures se réduit 

k-.E~ donc ù un effort normal P appli-
A C, S : CJué au centre de gravité et ù 

------~~--~~~ 

0/ 

, 
1 

B 
Fig. 14~J. 

un couple de flexion + P, - P 
de moment l' xOC. On peut dire 
lIue les effeLs se superposent. En 
A se produi lIa tension maximum 

, :\11' 
de tractIon -r ' due au moment 

fléchissant; l'élément de surface 
situé en ,\ reçoit aussi une 
tension due ~I l' ct l'on admet 

fJ\W ec dernier effort est uniformément réparti sur la see
tion totale S, On a do ne , en A : 

t, =~+ :\11' 
l S , (i) 

En TI l'effort de compression dù au moment fléchissant 
~r v' ff 1 . 1 . l' . t est -,-; l'étant un e orl ( e traetwn, a tenslOu -s vien 

cn d('dudion de la prl'cédelJte et O!l a 

.\11" P 
t,1 =-1- - S (2) 

Il ~. ;\ dOllc lieu dl: vérifier il la fois les l'quations (II ct 
(2) pt de ,'oir si les tensiolls ne dépassent pas l'effort 
admissilJlp l' ou J". Si l'est Ull effort de compressiou, ou 
changera P cn -- P dans ks formules l'l on aura: 

:\Iv' l' 
t"'=-I-+ S 

Si Pest tIIl effort de tension et s'il acquiert une certaine 
valellt', te' peul devenir lll>gaLif: dans ce cas l'axe neutre 
passe CIL dehors de la section. 

POUl' uuc section AB (fig. H~)) le diagramme des ten-
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sions normales s'obtient en traçant d'abord la droite CD 
M" 

correspondant aux tensions -[- et en ajoutant ensuite 

l 't 1 P '1' [ '1 ' pour tous es pom sune ongueur S a 01'( onnee 10rIZOn-

talc. 
l\h"S . 

Si P = -1- on a :'1 = v', 1 axe neutre passe en B, 

Pox 1 êll\I Pl 
En effet, :'1 = S-; Il = -1-; donc'::1 = w.;; or quand 

M("S PI 
P = -j-' v' = MS et:'1 = v', 

On peut chercher la formule d'ég'ale résistance d'une 
section. Il faut que ['on aie 

ou 

Mt, P PI 
r -[-+s t.'+ MS 

7 JI:,' 1) PI 
-l--S l"-

MS 

Si l' = l" la section ne peut affecter la forme double-

t 't . 1 ' 2PT , men syme rlque, car (ans cc cas v = v - MS et SI P 

est positif v' > v. 
1 êll\l 

La formule de la courbure est p = -1-' r étant le 

rayon de courbure relatif aux fibres neutres. Le rayon de 
courbure relatif à l'axe de la pièce a pour exp;ession 
(fig. 150) : 

P' = p +':;1 
mms 
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donc: 

p' = P (1 + Cl~») 
p , Cl!> 
~ e"l la tt'nSIOIl moyenlle ; S est clonc la dilatation 

0\'-
\ z) 
O'\,~"-~~~ 

Fi;..';, 

Illoyenlle qui l'st, en g{~lIéral, plus 
faible CjU(' les dilatalions extn\nH~S, 

S Cl!' l' 1 1 • ouycnt T ('st lIég Igca ) c yisit-yis 

dl' l'unit(, ct ]ll'atiqUl'IlWI,lt Oll pc ut 
d'Ill 

admettre 0' = (, ' donc -'- = -
1 \' ~. ti.r!. J' . 

La formule des efforts Langel'üiels 

l'st T ~ JfJds; le calcul ueyicllt ici 
ll'l'S compliqué, cal' lcs diagrammes 
d(·s l('llsioll:'> tangentielles ne passent 
pilis par les ccntres dc gl'H\'ité des 
:wcliollS, 011 admet la formule cmpi-

l'illllC (J = ~ ft, ft dant un coefficient (,oI1ycnablc, 

c\PPLI(:XI'I():'lS 

\:OUS con:'>idh'olls (l'abord le cas Ol! la ddormatioll des 

pic'ces ('st salis infllH'JlCl' "lIl' le JllOIlH'llt de flexion, 

1 i c 

l. Prisme encastré d'un côté, chargé excentriquement 
et parallèlement à l'axe, à la traction. - l'our un point 
quclconqu(~ D (lig.l~il) le Il!OIllCllt flécll'isSillll il pour 
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('xpr('ssion :\I = P " c le moment l'st (Ionc indépelldant 
dl' x d Oll a ; 

t = P (_c I~ + _1 ) 
'IS 

Si le prisme a une section circulaire de diamdl'e d, Il' 
point d'applicatioll dl' ]"l'f[ol'l coïncidant ayec le pourtour 

(]l' la st,ction ou c =;, . il viendra: 

1 - -'-" d"'" 
ti ' , 

'" 

) 
l' 

= :;-(1 

L"effurt maximum est dOllc cillq 
fois plus grand que si la [orcl' ('xV'
rieurc ('tait appliqu{'c dans l'axe dl' 
la pièce" L'influence d~ r('xcentrÎ
cité est donc considérable. Si la 
matière l'st tellr' que l'effort admis· 
sible il la flexion 011 i'''' dif'fi.Tc nota
blement de rcrfort admissible il la 
traction ou 1', ('0111111<' la fontc, pal' 
exemple, on se dOllnem 

ou 

")"!I == ~r)}' 

l' 1 Pc 
~ +r;- -\- t" ~ l' 

.:} i.)O 

l"" 
~o=-r 

" 2 

+ .. ).=:;_1_' , 
S 

O"'f------- ~ 

'"', , 
f 

I~_-
"" ;' ~ 

?~ .... 
f CI ", 

, 
1 

~~ 
1 
1 
1 
1 

cS--"-

Fig" 15:'!, 

1 j 



li L'effort appliqué à l'extrémité est incliné. 
pOUl' 1111 point]) ilig-. lii:l) on a : 

\1 = O./: ~ill :> 

Le mOllwnl maximum::;c produit donc ('n n el 

.\1,,,,,, = VI ~ill 'J. 

, 
, -s./ 

-/ ..... 1 

'-~ 

, 
! 

1 

! . <::::l : 
_._-------"-

r;cffo!'llongiludinal P = Q COf; 'l.; d011 

I,=V [1"'1'''/11 'l. + (,o;'l.] 

III. La force est oblique et excentrique. - On a 
P = Q cos 'l.; pOUl' 1111 point]) il YÎcnt (lig-.lti3J : 

;\1 = Q IDn' -- Un) = Q Cc sin 'l. - c). Si x sin Ci. > c 
le moment c::;i po"itif; si x sin 'l. = c le momellt est nul, 
c'est cc' qlli a lieu pOli!' le [Jointe Six sin 'l.< c, la flexion 
change de sens; c 'csi cc qui sc produit pOLir les poinls li 
dmite de C. La pii.'cl' pré'selltc dOllc un point n'inflexion. 
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(ln a : 
~ (,u "in x ~ c, cos x ) 

t, ~ 0 [ 1 + -s-' - , 

Observation, - Les trois exemples précédents sont 
relatifs il des pièces lI'éprouvallt que de faibles déforma
lions, des maçollneries, pal' exemple. POUl' les autres 
pièc ('s il y a lien de (IHerminer la valeU\' des moments en 
tenant cOIllpLe dcs déformations. Heprenons les cas pré
l'l'dents; la positioll primitive de la pièce est représentée 
cn point.ill('. Dans cc qui suit 1I0US sllpposel'olls 1 et x cons
tants. 

IY. Pièce soumise à un effort vertical excentrique de 
traction. - Choisissons 1'00'i-
gille en A (Iig. 1;),\,); pOUl' 1111 

point D IX, y) il vicndra : 

1 (/"If - --', = ;\I=~P (e ('()~ x~!li 
:z d,u-

Le momcnt. est négatif, car 
la pièce est convexe \'ers raxl~ 
des Y positifs. On peut écrire: 

1 dey - - = l'y ~ Pc l'()~ 'l. 
'l. (/;r" 

niffl~relltions pOUl' nous M
barrassel' de la constante 

d'ol! 

x 
__ 't... __ _ 

dy - = Ac'-' + Be-- I" 
i/x 

c I!--p 
1 
1 

1 1 
--~---~ 

l ' , 

Fig, J;H. 

équation permettant de résoudre le problème. 

, / xl' 
On a : k = V -1- . 
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\". Effort vertical excentrique de pression. 
li vient Ifig. 1;S5) 

1 d'y 
JI = P ('C cos ~ - ./1) -:; d.c2 J 

lei ~I est positif: 

1 d'y - -- = --- Pli + Pc l'US :(. 
~ (/J~t ' 

, 
k· , c 
, , 
I----------~ , , 
i ~Bc_~:_.--(~y-+-)-

, 
0: 
--l-, , , 

Diff6l'entiolls : 

~p 
p 

1 (/"11 _ l' d.1./ 
--:;- d;;" - - d,r 

Fig. 156. 

Idt .,( = .\ cos ".r + B sin hx . 
. r 

Le moment ;\1, comme on voit, cl'oit donc, pal' suite de 
la flexion, de B vers A. ,\u lieu d'inlroduire l'angle IJ. on 
peut consiclc'rel' la fli'chC' f à l'extrémité libre et on il 

(fig. 15()1 : 
.'1 = [1 (G + f - !I) 

,1".11 ",[1 
d.r" = -1- (e + (- il) 
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.\ l'origine, 

c ~ f = 1 - cus (1 V ~r ) 
d'où 

Le moment fléchissant :'Il atteint sa plus geandc vale\!!' 
pour la section A et on a : 

MllWX = P (c + f) = Pc 

cu,; ( 1 /~) 
\; 1 J 

La tension tolale de la fibre située ù la distance Vi sera 

Pc v P 
t - ---;--==:_ - - - L 1~/1I ('max - l S - . 

cos (z V Pt) 
La pression totale de la fibre située à la distance Vi 

sera 
Pc 

t!J' max == --.,----:::=-

cos (IV Pt) 
Vi P + -L1,1 

S -

VI. Effort oblique à l'extrémité. -Décomposons Q (Un) 
en ses deux composantes X et Y. On a : 

r rlJy 
M = - -d ., = y x ...J-. Xy 

~ x" . 

X est positif, Y est négatif. Différentions deux fois pour 



nous dl'barrassel' du terme Yx. Il vient: 

d'où 

(l' IJ -'-., = Ac'" + Be--'" d;c-

Si l'effort oblique est dirigé vcrs le bas on a : 

d' -,.~ = A cos kir + B sin lia:. r: .1'-

f 

/,p(---- :Q 
~,y 

,y(+) 

B X(+) 

Fig. l:li. Fig, 158. 

.Y 
-----~ 

YII. Effort oblique et excentrique. - En A (fig. 1t)8) 
appliquons deux forc0s + Q rl - Q. On a : 

~y hl' Y X ---;; d:I:' =! = (Je ('os CI + ;u - , !J 

d'où: 

1 d'y . d'II 
----X-'-

ri. d,v' - . d,v' 



p 

p 
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,Uy _ \ J . 
d,l" -. l'US k.r - l "Ill kt. 

\lI. Piéce tirée à ses extrémités, chargée d'un poids 
uniformément réparti Q = p , l. 

Considérons (iig.159) la pit'cC coupée en son milieu; 
pour un poinlquelconC[!\(' p, ù la distance .r de la section 
on a 

011 : 

et: 

)[ = E!.. 
2 

, , , , 
!< 

-p (1),,- y) 

Fig, 15\1. 

~ _ p,C" 
:II ==" --- P(llo - '1\ o 2 ,,) 

1 d"y pl" pJ" 
--;- da:' = -8- - ----:! - P (.'10 - !I) 

1 d"y ) p.l,;" pP 
---f/I+- - +p" - 0 
'X dx" ' 2 -8 - ,~o - . 

p 
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Admettons que 1 et ~ sont constants. Il vient: 

/- /-

\ 'li> -V uP 1 
y=Ae" T + Bc- J 1 +LX2+~ 

21' ~p2 

1 (P12 \ 
-l' 8""" -pYo) (1 ) 

dl] 
Pour x = ° on a d~ = ° et 

C'est-à-dire 

1 
Pourx = 2,1\1 = 0, p = œ, donc 

_1_ = (P!: = 0 
p dx· 

( d2y) _IC[()(P d' /"~+ap -.c· lar] P-I _ 
dx2 x=~-I' leV leV +P\x=..!..._O 

2 \ " 2 

d'où 

De plus, pour x = 0, y=o, d'où l'on tire, de ('1): 

1 1- pl' pl 2 pl ] 
ya = P -8- - ()(p + (.i I~ _.!... /:::::") 

()(p e 2 V 1 + e 2 V 1 

Le moment fléchissant al! milieu de la pièce, c'est-à· 

dire pour X = ~ a pour val eU!' 

Mmax = p~2 - pYo = :l~ [1 - 1 / d' 2 1 V .1'] (2) 
e'2\ T +e-T T 
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Mill., P [1 :2 ] 
l,· = -1- = (' -;p - 1.\/:::!:.. _..:.' / ~ 

l' . c~VI+e2VI 

(3) 

Soit une poutre en fer de 6 mNres de long', :20 milli
mètt'es de diamètre, P = 3.000 kg. 

95 --J 

l' = -;-, p = +. X 2,5" X 0,00i8 = 0,04 kg., '.1. = 2000000 _ 4 

r = ....2... . 2,5:' = 1,914 
(H 

0,04 
X 

:.l OO~ 000 . 3 000 

[ 1 - --Vj-' =:::;;3::;:::OOC::=O =:--2_-Vj===C3;=;;:oo~n=J 
300 - 200 

e ~oooooo . l,t'li + C 2000000. I,DI4 

t, = _i_~O_ (1 - 99')105) = 33,3 kg cmZ• 

On yoit que l'influence du second memhre de la paren
thl'se est extrêmement faible, ()n pourra donc, clans le cas 
de longues poutres et de fortes tractions P, utiliser la 
formule 

t -" P 
l' -" -;p (4) 

relation déjà trouyée dans la théorie de la traction pour 
un fil suspendu à ses deux extrémités de ni\'eau. 

YIU. Pièce mince enroulèe sur un tambour et soumise 
à deux tractions. - La pièce est supposée rectangulaire, 
d'épaisseure (fig. '160) et de longueur b; elle a donc une 
section S = be. Elle est soumise à la flexion, puisqu'elle 
est enroulèe sur le tambour, et ù une traction P. Ce der
nier efforLdonne naissance, en supposant qu'il y ait répar-

tition uniforme, à une tension de traction t = _,1' . 
Je 



~\dmettons que toute section l'este normale à l'axe 1011-

gitudinal; lcs libres I('s pIns (;loignées ayant la flexion 

Fig. 160. 

avaient une longueur ': (H + f) ; après la flexion elles 

acquièrent la longucuI' ': rH + e). Leur allongement est 
donc de 

, , 
1- - __ 

1 
1 

'r;H+Cî-"(R+.!.) =y.~ 
II. / j 2. 2 

La dilatation a pour ex
pressIon: 

1 
T)'C 

(H + ~) '{ 
dIa lension : 

e . 
2H enVIron. 

c 
iï (1) 

Fig. 1()I. 011 pouna représenter 
la loi des tensions totales 

(iig-. 161). La droile ab,; ('st relative aux tensions l' dues 
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il la tkxion SUI' unt' sl'ctioll "\B. La droite EF reprl'sellte 
les tensions t due's il la traction p, En combi nanties ordon
Hl'l'S (le Cl'S deux droites on obtient la droite a,vlcl qui 
repr{'scn te depuis 1 ÎlOl'izonlalc "\B la loi de répartition des 
tensions totales. 

L\. Moment soustractif dans les pièces soumises à la 
flexion plane simple. Effet du frottement sur les appuis. -

, 
". C~l. 

1 2 

Fig. 16~. 

Con~idl'l'OIIS iIig-. IHi) lIlj(' pil'ce pos0c SIII' deux appuis 
et soumise en son milieu il l"aclioll d'une force l', Pat' 
sliite cIl' la flexion, le point,\ qui se trOll\'e au droit. de 
I"appui cIe gauche l'eeule \'(,l'S la droite, puisque l'dasliqul' 
('onsel\'e sa longuclll' pl'imiliye, ct viellt se placer en A'. 
Le déplacement~=,L\' peuL être mesuré par la diffl'rence 

entre la longueUl' II = ~ cL la corde ATl de !"élastique 

donlla !li'clte {est au milieu. "\dmctlons que !"élastique' 
soit une' parabole et désignons par a sa demi-corde ND, 
par .~ sa demi-ionguclll' "\!C et par ,j sa Ill'che ne. On 

~ait <J1J'on peut <"nil'p 

" = ({ (1 + l:.... 0~) .1 a-

et on a, pOUl' la diffh'cnc(: ('1111'(' s el a, 

~ (~)" ({ = .~ (: )~s('n\'irOIl. 
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Dom: 

En mème Lemps que ce déplacement du point A en N, 
il se produit une inclinaison de la section qui vient en 
E'F' en faisant l'angle ~ avec l'axe primitif. On sait que 
cet angle est donné par la formule 

a Ptt 
13----, - 15 1 

Le point F' a donc décrit vers la gauche un petit arc de 
cercle pv ou 

a P12 
--1' 
16 1 

Le poinl F êl donc d'une part aVêluf'é vers la droite el 
d'autre part reculé vers la gauche. La différence de ces 
deux déplacemenLs a pour expression 

r a Pl' 4, (() 2 
X = 1) - ~ = 16 -1- v - 3 T l 

D'autre part 

Donc 

oc pp 
(=48-1-

'" Pl' ( _ "-PP) 
.1: = 16 -1- l' lu81 

Si x est positif, c 'est-à-dire 

a1'[3 1:::0. __ 

- 1081 ou P L 108~ 
- ocP 

il Y aUl'a une force R dirigée vers l'intérieur et qui agira 
sur la pièce. Les dernières conditions peuvent se mettre 
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SOliS une autre forme. On a, en eftct, pour le eas considér{~ 

Pl l 
T= t---;:-

t représentant la tension maximum au milieu de la poutre. 
La condition devient donc: 

l' V 1 - '> -:LI 
1 ~ 2i 

Soient, par pxemple 

1 
CI. = ~~--:o-c--,-

2150000 
t = l GOO 

chiffres correspondant à dc l'aeier. Il vient: 

r t / 1600 
T > V 27. 2 1 '-i0 000 

ou 

(1) 

L'effort R, si on suppose les appllls immobiles, est \ln 
effort de frottement ct on a 

l' 
B= -'L 2 1 

? étant le (:oeflicient de frottement entre la pièce et ses 
appuis fixes. Si les appuis pénètrent dans la poutre, 
l'efIortR n'agit plus comme frottement, mais comme effort 
appliqué à la pii~ce. Son moment fléchissant sm celle-ci 
aura pour expression 

He = 0,5 P p.v (2) 

Le milieu de la poutre ne sera donc pas soumis seule-
l' 1 . . 

ment au moment T ,mms atlSSI au momentRv, seulement 

cc dernier ag'it en sens inverse. Il vient, pOLIr le moment 
résultant: 

- - Hl' = - - -' - = - i - 2p. -
Pl . Pl P 1..1.1' Pl ( ~ ) 
4 4 2 4 1 



Soient, par eXPlllplp, /1 =--= ;)0 mm" l =1000 mm, Le 
Pl 

moment -,- sera diminué pour :J, = 0,1 d(~ 1 p, tOO et 
'* 

pOlll' ? '-= Ü,0 de ;) Il 100, 

:\, Le noyau central. - I::tlldions la Ilexion plane C0111-

posl'e en ll'ansporl:lIll ['cflol'l exll"rieur F (fig, 163) dans 

IF 
A : A' AI! !fil AFf' 

v 

B' 

Axe neutre 
1 -Ii F 

K 

la section consi lll'l't'c .\B ('), En C, Oll F re11con lre la section 
.\11, F peut sc décomposer cn deux composantes; 1° P 
pcrpcndiclllail'P il la scctio11 et appliquée ù la distancc c 
de l'axe cenlral ;:!o T dans la section . 

. \.lI cCIlLrc de gra\'itl~ 0' de .\13 Oll peut appliquer ùeux 
('t'forts égaux el dl' sells (,ollll'ain's + l' ct - P; en sorte 
(Ille les l'ol'ces ,lgissallt SlIl' la sccLiol1 AB sont: P, nol'
llwh' SUI' la sectioll <'L appliqlll'c' au ('entre de gravité 0' de 
cetle sl'eLion; T dans la sl~clioll cl passa11t par son centre 
de g!'a\'it(~; le mUlIlelll fll~chissant l', C (lui tend il faire 
incliller la s(~c lioll, L'l,tude de la flexion composée revient 
clOllC il celle d'une tension ou d'une compression excen-

, Dnll, la figlll'P, COF doit ,"tl',' 1I1l!' cll'oit!', 
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trique, Reprenons la formule 

P JI.:;' 
t = S + -1-

Dans ceUe formule .\1 = P ,c, D'autre parL on sait que 

1 = J:'"dS, fonction du quatrihne degré, car c'est le pro

duit (l'till carré par une sllrface On peut done poser 

T = S, )"2,/ 

S l'tant la surface, l'y2 carré d'une longueur; i'g s'appelle 
le J'ayun de giJ'ation de la surface, Ce rayon s'obtient en 

obsel'\'ant que si 1 = Sl'g2 on a l'g2 = ~ , formule néces

sitant dOllc la connaissance de 1; l'y est la distance de 
l'axe central il laquelle la sUI'face, concentrée par moitil's 
sur deux paralll'Ies il cet axe, donnerait pOIll' 1 la même 
yalelll'; t peut donc se mettre sous la forme: 

p l' . c, ;;' 
1 = S + Srg' 

ou 

c prend ayec :,' le sig'ne + ou le signe - sui,'ant qu'il 
est au-dessus ou au-dessous de l'axe central. Les tensions 
maxima se Pl'oduisent en A et TI rt ont pour expression 

p ( cv) 
te = S 1 + l'g" ; 

Si le point d'application C tOlllbr au-dessus de l'axe 

central, c est positif, t t'est plus grand que ~ eL f vi est aussi 

1 p . 1 cv' ,. 
p us grand que S SI . - r;- > t, La sectIOn AD VIent en 

g l 

\. /lI"! S' P t 1 1'1' , 1 t t' " ) .• 1 C = 0, ft' = S ' v = S ,1 j a sllnp crac Ion, 
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1 .. cr' 
a secllon AB aITlye en NB'. Pour 1 - -----:l = 0, AB vient 

r 9 

en j./uE; la lIIatière travaille jusqu'il présent uniquement 

'1 t' .. 1 cv' 'B' a a l'actIOn; malS SI - --y < 0, 11. arrIve cil Ali" B'III, 
1 0 

la matière travaille il la traction et il la compression. 

Marquons les points D et E aux distances 1,22.. et 1,2; de 
l' v 

l'axe central. Si nous faisons tourner le plan des forces 
rxtéricures antom du centt'e de gra\'ité de la section, nous 
pourrons marquer, pour chacune des positions, des points 
analogues ft D ct E ; joignons-les, dans la section, pat' Ull 

trait continu. nous obtenons CP qu'on appelle le noyau 
central. Chaque fois que le point d'application C tombera 
il l'intérieur du noyau, la matière travaillera à la traction 
uniquemen t; si C tombe exactement. sur le pomtour cIu 
noyau, la matière travaillera encore uniquement à la trac
tion, mais c'est le cas limite; enfin, si C tombe en dehors 
du noyau, la maLit're tmvaille partie à la traction, partie 
ù la compression. si P est une compression au lieu d'être 
une tl'action, la matière travaille uniquement il la com
pression quand le point C tombe dans le noyau, et ainsi 
de suite. ()r il cOllvient que certaines constructions ne 
travaillent qu'à la compression; c'est notamment le cas 
(les maçollneries en général. Il [ant donc, pour que cette 
condition soit rôalisée, t{ue tout point d'applic,ation C 
d'une pression tombe à l'intérieur du noyau. Nous aurons 
l'occasion de revenir sur la question du noyau central 
dans l'étude de la flexion gauche. Observons en passant 
que si Pel c varient, la formule de résistance 

représente ]"{~quatioll d'un e hyperbole équilatère FGH 
rapportôe aux axes OU, OI rt dont les asymptotes sont 
les droites ED et EI\.. 



FLEXIOX 2;3 

FLA~lBE~IENT. Hl~SISTANCE DES PÜ:CES CIIARGI::ES DEBOUT 

Généralités. - Les pièces chargl'es debout sont sou
mises il des efforts extl'rieurs purement longitudipaux 
slli\"ant lem axe. Soit (fig-.1G4) un prisme de grande 
longueur et de faible section transversale sou-
mis il une chal'ge P dans les conditions sui- p 
vantes: "10 la charge P tombe exactement dans 
l"axe du prisme ; ~o raxe du pI'isme est exactc-
ment dl'oit ; la matière est isotrope; 3° aucun 
effort latéral n'intervient Il paraîtrait a prz"ori 
que ces conditions étant l'emplies, le prisme est 
purement ct simplement soumis il compres-
sion, aUCUlH' cause de flexioll de l"extrémité 
libre n·existanL. Il suffit cepcndant de la plus 
petite cause pour qll'il IÙ'll soit plus ain~i. Si 
le vent ou toute autre action late'rale interyient; 
si la matii're n'est pas exactement la mênw 
partout, si elk est plus tendl'e d"tlll ('àté que de Fig. 164. 
l'autl'l'; si reffort l' n ·est. pas mathématique-
ment appliqll(~ dans l'axe; (,Iltin si l'et axe Il'est lui
même pas rigoureusement (h'oit, il y aura immédiate
ment une tendallœ il la flexioll. Pratiquement il n·est 
pas possible de réaliser toutes ces conditions et les 
jJii.~ces pr{'scntant une certaine longueur par rapport 
à leur section tl'ansversale doiv(~nt (\tre ealeulées au 
flambement. En sommp on a constaté que lorsque l'effort 
d(~passe lllleccrlaine limite, la pipee commelleeù fléchir. 
Cependant la forme droile Il·est. pas la seule forme d'équi
libre; 1l0US VCITons que, ,\Ilssi longtemps que la rharge 
11(' dc'passe pas Ulle ('('rtaiIU' valelll·, la fom1l' droill' est la 
seul(' fOl'llle (J"{'quilihre possible; mais si la charge aug
mellt(' au delil de cette limil(', la pii'ce, tout. l'Il f]{~chis

sallt, l'CIH'Olilr<~ d·aulres fUl'llles d'l'qlliliIJI'P. 

\Y b E. - Hl·~islallcc des matériau" 
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Equations d'Euler. - Soient: 
P la charge yariable agissant dans la direction de l'axe 

primitivement droit; 
1 le moment cl 'inertie de la section (en général le plus 

petit des deux moments principaux); 
L la longueur primiti\'e de la pii'ce ; 
l sa long"uellL' yertic ale yariablr ; 
CJ.le coetlicicnt de dilatation; 
1'0 la charge au flambement. c'est-à-dire la yaleur de P 

qui est en ('tat d'amener Ir flamhement. 

X 

FIg. -165. Fig. 161i. 

Pièce appuyée en C, libre en A. - Soit A I"originc 
Ifig. 1 fî~i . On a, l'our 1111 pl'isnw <juclconquC' : 

d'II = _ l', 
de' Ij 

!I 0-.::: .\ ('o~ /;,7; + H ~i Il kL'. (:!) 

(Il' pour.f -=cc O. y = 0 !'L.\ = O. L'l'filiation (~) devient 
dOlic: 

!I = n sin /;.r (2) 
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équation d'une sinusoïde, D{~rivons-Ia; il vient: 

dy = Bk cos kec (3) 
d,v 

d . 
Pour x = l, ...JI.. = 0 donc 0 = Bk cos kt ou 

dx ' 

ce qui montre que 

1,-[ -= 

cos kl = 0 

/ 1! 
1 - ou 

\ 3~ 
, 2 OH 

(21l + 1) : 
\ M 

a. Soit kl = ; ; comme x < t, kx varie entre 0 et ~ ; 

donc sin kx varie entre 0 et -1 ; Y varie entre 0 et B. La 
flèche est donc égale à B et. la forme cie la pièce est celle 
de la figure 166. 

) • 3... k d' . b. SOIt kl = T ; 'X passe onc successivement par 
1': 3... . 

les valeurs 0, 2' ' '-, --:! ; donc y = B sm kx passe suc-

cessivement par les valeurs 0, B, 0, - B. La forme affec
tée présente une double courbure comme le mon tre la 

ligure. Si on fait kl = 5; on arrive à un résllltatanaloglie. 

Dérivons (3) ; il vient: 

De (2) et (4) on tire 

et de (D) et Cl) : 

otP _ l"" 
-\- -, 

(4) 

(5) 

011 



276 r5LASTICITÉ ET RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 

Les valeurs de kl deviennent: 

,/~-J :. 
lY-I--t 2 ~ 

\ (2n + 1) "2 

Pour que la première forme soit possible il faut donc; 

lva~o = ; 

Pout' que la srconde forme soit possible, il faut: 

p _ ~ "," i 
- 4 a 12 

et ainsi de suite. 

(6) 

Dans ces équations, l estla variable indépendante, Pest 
la fonction. De (6) on tire: 

1 ~ 1 /-r
.TV-;r 

Soit L long-ueur primitive de la pièce. On aura: 

1 ~ L 

(7) 

(8) 

La condition pour que la première forme courbe soit 
possible est donc: 

A partir de Ctôtte valeur de P, la première forme courbe 
devient possible, la forme rectiligne étant cependant pos
sible indéfiniment. La seconde ramIe courbe devient pas-
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sible à partir de la yalcur 

p ~ J!.- -;-:2 ~ 
.\, CI. L" 

La formc rcctilig'ne qui cst d'abord seule possible 
est la forme sLablc tant ({lIC P n'a pas atteint la limite 

-;-:2 j l , , l" t' t 1 .. -.-, - -1-" ; une !lns cetle mllte a Lell1 e, a premlere 
J: '1. ~-

formc eourbe est la seule d'équilibre stable. 
En l'l'l'ct. \,ollsit[él'olls rlig-1671 )p" dPIIX fnrllH's d'équi-

p 

L L 

x 

c 
Fig. 167. Fig. 168. 

) 1 r;2 t [ , 
libre (1) et 1.::') pour a charge Il = 4 -;: L" etexaml-

Dons une forme intermédiaire d'équilibre (3), impossible 
pour la force P mais possible a\'ee une forcc P' < p, On 
aura: 

[> = -;-:" -,_..!., 
4 x [!-' 

l' > l ou P' < p, Si pl est augmenté brusqucment jusque 
P, la pièce prend la position (2); on augmente bnlS
qucmcnt P' afin tlUC les bms de leYÎCI' n'aient pas le 
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temps de varier. La force augmentant, le bras de levier 
restant constant, le moment augmente; il en est de 
même de la courbure, ce qu'indique la formule: 

a.\1 

? 1 

Les formules précédentes ne sont vraies que pour 
autant que la flexion ne soit pas trop considérable; car, 

si elle devient trop grande, la formule + = a~ doit être 
remplacée par r équation C'xacte : 

p 
( d"Y)';-

i + dx 2 -

le calcul devient très compliqué. 
Les formes telles que la seconde forme courbe et les 

suivantes ne se produisent pas d'elles-mêmes. Il faut, pour 
qu'elles aient lieu, que la pièce soit soumise à des efforts 
laLéraux quand la limite de P est atteinte. La détermination 
de B ne présente aucun intérêt. 

En pratique, le résultat à atteindre est d'cmpêcher la 
flexion et il faudra que l' 011 ait : 

l' < ,," _1 __ 1_ 
.'~ a L" 

On pourrait, pour établir les formules d'une façon plus 
générale, admettre que l'effort P soit excentré de a 
(fig'. 168) ; on a alors: 

.\1 = P (a + y' - y) 

(lly. al' ( +., ) 
d.T" = -1- a y - y 

!l' :::c .• ct 
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l / O:P 
C08 l Y-L 

219 

Ainsi, pour un prisme de 1er. forgé de longueur 
= 100 cm., de diamètre = '1 cm, avec: 

1 
0:- . 

- 2000000 ' 
L = ...2:. d:' = _1_ d4. 

64: 2}' 

y'= a [ 
1 

20 P 
cos JOO V 2 000 000 

il viendra: 

l'our P = 5 k~. 

P = 10 kg. 
P = 15 kg. 
P = 20 kg. 
p = 22,5 kg. 

l' - a ( 1 
.1 - cos 0,707 

l = JOO 

= 0,32 a 

y' = 0,85 a 
y' = 1,95 a 
il' = 5,54: a 
y' = 13,16 a 

P = 24:,674: Lig'. y' = a. 00 = 00 

On reconnaît que y' croit lcntenlf'nt au début, puis très 
rapidement. Le résultat y' = 00 s'interprète en disant que 
si P atteint ~H,,674 kg, l'équilibre entre l'effort P et les ten-
8ions intérieures cesse d'exister; le moindre effort latéral 
fait flamber la pièce. Dès lors, l'effort de flambement po 
correspond h y' = x c'est-à-dire h 

formule trouvée ci-dessus. 
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Extension de la théorie. -- La théorie précédente est 
n{~cessairemeJlt incomplète pui squ' cllc ne tient pas compte 
de l'effort de compression IpIÏ intervil'nt en même temps 
que la flexion.:\1. K el'lhoff, professeur il ITniversité de 
Gand, a repris cnl8% la théoric' d'Euier et l'a complétée. 

Considérons (fig. lml) UIlC section AB dont les coor
données du centre de gravité' sonl x ct y; désignons par y 
l'angle de la Lang'cn\(' il ]('lasli![w' l'II cc point, aY(~c l'axe 

~-------------~ 

Fif:. H,!l. 

A' A"A a 

/ 

1 
1 

/ 

D 8';/ 

, , / 

l ' 1/ 
J 

1 ~' 

/ , 
/ 

/ 
1 

1 

, 
/ 

Fil!;. no. 

, 

B 

/ 

/ 
1 

/ 

OS. Le mOI11('lIl Ill'chissant est -- l'.!! et J'effort Ik com

pression: 
l' 

j'Ii = l' (' () ~ 'f = ---;==;==c= 
\" 1 + tg''f 

Il convient, dans ulle thl~OI'il' exacte, de faire intervenir 
eet effort en même temps <[ue Il' moment f1{'chissant. 
Sous l'influence de la t1exion seule, la sl'Clion AB (fig. 170) 
prendrait la position ab el 1 S(Tait le (,·Clltre dl' courbure. 

1 
IJI = P = --;}I 
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La <.:ompressioll transporte AB ell A'B'; la flexion lui 
fait prendre la position A"Bllo Le centre de courbure est 
en Il, le rayon de courbure 0 '1' = p'o On a : 

p' 0'0" 00" - 00' 00' 
-p - (}(5" - 00" = 1 - 00" 

00, LI lOI t 10 ,01' 00" ('s a (1 a a Ion 0; 1 Ylent: 

') 1 I (.1 _ ~sN, ) p' = P (1 - 0 = ~ (1 - ~t) =~-'I 0 

~~I 

7== 

:xl' 
S est une quantité toujours très faible; on peul donc 

écrire: 

Posons 

Il vient: 

p 
---~~p- =vo 
t--

S 

- PII~ 

Qyr:t. 
--1-

l\Iultiplions par 2 dy ct intégrons: 
1 

2 Qy2a + c: 
1 

(1) 
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La déformation est symétrique par rapport aux extré

mités; pour x = ~ ,au milieu de la pièce, on doit avoir 
dlj 

-d' = 0 et y = f; donc : 
,'(; 

Qf2ot: .) --- + c' ~- l " 
" Qf'ot: C=2--I -

L'équation devient : 

[1 + ( dcl: ) 'J --} = 1 Qot: (f2 . 21 ~ -2T' -YI'" (2) 

relation entre l'inclinaison de l'élastique, l'ordonnée et la 
flèche ineonn ue. Obst'l'vons que 

1 

[ 1 + ((d.l!Jx) 2] -2 = 1 = cos 9, 
V 1 + tg'; 'f 

L'équation donne' donc: 

1 - L'OS 9 = ;~ (f2 - !/'J", (3) 

L étant la longueur primitiY(~ de l'axe, elle devient, 

après compression, L (1 ot:~ ), Cette longueur peut 

s'exprimer par la l'p!ation 

l f ds j'( V (ilX) " [1 V (1)' 2 -d-- 1i!!=2 il!! 1 + -/ =2 d!! 1+ -t-
o Il 0 ( !! • u g''f 

-- ') 1"[ dy -" roi ____ d"-y __ _ 
- -, si n? - - l ,r:, 0 

~o "u 2 Sill -2- cos 2 
li!! 

l'OS 0 l / COS? 
-TV! +-2-
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En remplaçant cos cr par sa valeur tirée de (2) il vient: 

Posons 

(ja f2 _ /12) = Il 
21 ( .1 

L (1 - ~») = 2 J'r v- J!I " 
2u 1- T 

• 

Développons l / 1. ...!:~ en série; u étant une quantité V :2 
très petite vis-à-yis de l'unité, la séri<:' sera très rapide
ment cOI1\'ergente ; 

V 11 
1--

2 

1 . l' J i\Iu bp lOns par .r : 
li /( 

1 1. 1.3 1 .;- + ., + ----c,:--' + '" . 
VU ~ v:!. 

2" . /( 2 2:1 . 4 uT •• 
;j 

--7-+'" 
6. lt ~ 

L (1 - asl') = ~ r [" dyu 
1 1 1 

Cf 1 [ -
:1 , \12." + -:)T dyu 2 + 

~ '0 

1 3 (' ~ ] 
2) 4 J) dyu 2 + ... 

Or: 

r 1" (<la) " Jo undy = 0 :rr- (f" - !/)" dy = 

[(Oa)" . ]f {'f (<la)" = 2ï (f2 - .11 2)".'1 "-J,, n 2ï (f"-!l")" [ X(-2ydy)y 
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Le prcmiederme du second membre est nul. L'équation 
devient: 

Qœ j~f . 11 = 2n 1'2 21 u" 1 dy - 2n 0 u" rlii 

Donc: 

ct 
u"dlj = '. fi - U"- Idy 1/ 2n Qœ 11 

o ' 'Jn + 1 21 0 

(4) 

Le pl'cmicl' terme de la st'rie donne: 

I f _.:.... j~t ri, L /-:;r ( y) f 
o li 2 dy = / Qx ;-l--l = V ;Q arc sin -; 0 

\- 21 f - y 
• 0 

Les autres tcrmes se calculent par la formule (4) : 

f l 1 1 œQ [t -~ 1 TC • /---;rJ 
Il "2 cly = 2'" 2T fi < 0 U 2 dy = 2 2 fi V 2f 

1/ 2.. 3 Q'X ) f't ..!.. 1 '3 TC ( œQ) .:. 
u 2 dlj = T '>T f" 1 u 2 dy = - ~ - f4 -[' 2 

o . ""' l-O 2 4: 2 2 

I f :; 11 :J 3" (Q ) 2-- ti Q'X -- f ~ TC 6 'X 2 
U 2 dy = -- f" li 2 dy = - - - - f -, 

o (j 2[" 2 4 Ü 2 2' 



FLEXION 285 

On peut écrire : 

L Px 7t 1 1.. Qa .. ,( V-- 1 

2 ( 1 - S) = 2 xQ + 2" 2" (-1) • t- + 
~ J 

(i~,2~(QX)2f'+(~~ 5)2 "- (QX)"2r+ .. (5J + 2 Ij, / 2'" 1 2 4 6 2' 1 

{'quation donnant la flèche en fonction de la charge. 
La flèche est nulle pour la valeur de P tirée de l'équa

tion: 

L (1 _~) =' / 1 =' 1_1 (1 _ ~) 
7t S V xQ V xP S 

d'Olt 

l' _ ~ .. " ----;~ 
- X 1.:2 xl' 

1-S-

.. x P t j . t 't' L ' t 't " Le terme S es ,ou.)ours une quan 1 e res pe .1 e \'ls-a-

vis de l'unité et on peut écrire: 

formule d'Euler. Si P est plus petit que cette valeur, la 
pièce doit rester droite; en effet, l'expression de la flèche 
est: 

( al') (L 1 1 ) 
1 - T 7 - V :tP (1 _ PSIX) 

= ~ f'2 , /;-rT + ;(. V 1 
( 1 :1 ):.! 1 (aQ); . 
T' T 2' -T . f' + ... 

Si l'est. plus petit que la valeur qui annule le premier 
membre, ce dernier est négatif; le second est positif; la 
flèche serait donc. imaginaire, Si P augmente, la flèche 
prend des valeurs considérnbles tr('s rapidement. 
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Pièce appuyée à ses deux extrémités. - L'effort P 
(lig.1 ï 1) doit l\lre dirigé suivant la corde AB, sans quoi 
l'appui inférieur exerceraiL une réaction qui l'ompraiLl'équi
libre. Mème calcul que dans le premier cas en observant 
que pour x =l, y = O. On peuL calculer immédiatement 
la valeur de P pOUl' que la première fOI'me soit possible en 
observant que la pit'ce peut se di,'isel' en deux parties dt> 

L 

Fig. 171. 

I Ll '1" 1 . ol1gueul' Tana ogucs a il pU'C.C 1 \1 pl'emler cas; pour 

qu'il n'y ait pas flambenwnl, il faul, : 

Celte pii'cl' rési~le d0111' mlPUX que la pl'emi(~re; e'est 
Ip ('as d'une hielle. 

Pièce encastrèe dans la pièce faisant office de charge et 
à l'autre extrémité. - Il existe un moment ;~ l'i'nrilstre
ment (fig. lï:2). ()n a 

l'y + 1/1 (1) 



FLEXIOX 

D~riYons pour éliminer rn : 

d'olt 

1 d3y _ l' dy 
-;- clx" - - dx 

ddY = Ali COS b: + Bk sin lix 
.7J ' 

Pour x = 0, dt Y = 0 ; (2) devient : 
(,1; , 

dy B ' !. -/- = k SUI id' 
( ,1: 

1) l dy 0 l' , , our .x; = } dx = , ( ou : 

0= "in III 

Intégrons (2) : 

!J = - B cos fi:1.: + C 

Pour..c = 0, y = 0, donc : 

Dérivons (2) : 

!J = B (1 - cos k;c) 

dl/} 
-ri '" = Bk" ('OS kt: :c-

287 

(1 ') 

(2) 

(2) 

(4) 

(5) 

En comparant (~) ct (01 on a, en écrivant (DI SOliS la 
form(' 

d" 
ri Y, = (B ('OS 10.1; - B)h'] + Bk" 

./;-

rl, en comparanL avec (1) : 

, .. _ • / cd' 
-V J 
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Pour x = l, !I = 0; (4) donne donc la eondition cos 
kl =1 ((i). Cette {~quation écarte certaines des "aleurs 

données par l'équation de eondition 

'.'~ '----t--' L·'· (3); d'après (3i on avait kl = 0, 11, 

~ ~ 7: ... ; (6) montre que kl= 0,27':,411: 
.,y(+) et non pas 7':. 

Fig. J7:! 

d'Olt 

a, ftl = 0 ou le = ° indique que 
!I = ° pour toute valeur de x; c'est 
la forme droite; 

b: kl = 27:; kx passe par les 
\'aleurs 0, 7:, 27: ; donc ya successi
vement les valeurs 0, 2B et 0; la 
pii~('e a la forme de la flgure. La 
condition pOtIr (lue la première 
forme courbe soit atteinte, avec l < 
L sCI'ait : 

), ,."7:' , 
/ --~-, ' 

7. L-

La condition pour que la pil'ee reste droite est 

, ) ,., j , < ±7:" --,-, . 
'X ,-

On s('rait arrivé il ce dernier résultat en divisallt la 
pièce en quatre parties analogues chaculle il la pièce du 
prcmIel' ('as. 

Pièce encastrée en B, appuyée à lextrémité chargèe A.
Il faut que A PI B (fig. 1 ï3) soicnt sur la ml'me n~rticalc; 
la pièce f1(~chil, mais son cxt['(~mité A l'este dans la direc
tion primitiv('; il Y il dOliC' 1111 efrort (lui l'emp(~C'he de sc 
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déplacet' vel'S la gauche, ou UIll' réaction X, Il vient: 

1 d1y _ l' + \: , - -,-,) _ - y 1.1 , 
X (x-

Différentions deux fois: 

1 d'Y d'y -----p -
X d,/;I - rf,c' 

d'olt : 

ct 

D' , '1) 0 0 1 d'y 0 apres (' pOUl' .C = ,y = ,( Olle d.r' = 

Int&gl'ons : 

Pourx = l, 

d'y --= Bk' sin kor dx' ., 

d,II 
=-13 kcos h'x+ C 

rfx 

dlj -' = Bk (cos kl - cos h'x) 
d:r 

Intégrons encore: 

y = 13 (liX cos kl - sin h';c) 
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(1 ) 

(4) 

(5) 

Ici C = 0 car pour x = 0, y = 0, On a de plus une 
équation de condition en observant que pour x = l, Y = 0 
et 

0= (kl cos kl - sin kt) (6) 

d'où 

kl = tg /;[, 

"\VÈVF. -- Résistance des matél'Iaux. :\9 



a. On a une prcmièrc solution pour kl = 0; donc 
k = 0: d'après (5), y = 0 ; c'cst la forme droite, 

b. Une seconde solution est donnée par j'arc de 2570 

donlla long-ucUl' kl = 't,494. Il existe d'autres solutions 

j ..Y(+) 

Fig. 1;3. 

dont nous ne nous occupons pas. En compal'aot n \, (2) 
et (5) il yienl encore: 

J, = yi ur ' 
La condition pOUl' que la première forme courbe, fig'ure 

ci-dcssus, se produise est clone: 

1/-Y--4!.4 1 Y -r - ,'t9 

et comme l ~ L cette <:olldition devient: 

1 / cd' 
L Y-I- > 4,491-
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(4,494)"1 
p> l' ot ~" 

291 

Or (4,494)" = 20,20 = environ 27\"~; la condition pour 
qu'il n'y ait pas flambement est don~ finalement: 

P < 2r;2 _1_ ~ 
ot Ll 

Résumé. - On peut résumer l'examen des conditions 
de résistance au flambement en une seule formule: 

dans laquelle : 

1 1 
Po = hl --L'" 

0: -

rc:! 
w - premier cas. --4-

w = 1';2 second cas, 
w = 4,,2 troisième cas. 
w = 27!2 quatrième cas. 

Appelons P la charge totale admissible au flambement; 
P est la ~ partie de Po 

On aura donc, en général: 

p_~_I_~. 
- ~ CI. [2 

L'expérience quotidienne indique pour cr une grande 
indétermination. Si on veut empècher dans la mesure du 
possible l'accomplissement de flexions beaucoup en 
dessous du danger à prévoir il cOllvient d'adopter une 
grande valeur pour cr. Il y a de plus indétermination fré
quente du mode d'action des efforts. Certains organes 
de machines en forme de prisme sont soumis à la trac-
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tion puis au flambement, il se produit des moments addi
tionnels de flambement dus au frottement dans les arti
culations, le poids propre de la pièce peut avoir son 
influence si elle est horizontale, l'inertie dont elle est 
animée intervient également; enfin la température peut 
joueI' son rôle. Il n'est donc pas possible d'indiquer d'une 
manière générale des valeurs pour le coefficient cr et il 
convient d'examiner chaque fois les conditions spéciales 
dans lesquelles on se trouve. 

D'autre part il est parfois difficile de préciser le mode 
d'attache des organes ou des pièces. Il est certain qu'une 
colonne avec grande plaque d'assise et de front se com
portera autrement que si les assises sont plus petites. 
Dans le premier cas elle possède un encastrement plus 
sérieux et elle est certainement plus solide. Cependant, 
d'autre part, la mê-mc colonnc sera plus sujette à des 
efforts excentrés dus à la gmndeur de ses plaques d'as
sises. Avec des épaisseurs en plomb les colonnes se com
porteront différemment qu'avec des massifs en béton. Il 
convient d 'observer aussi que les calculs que nous avons 
développés supposent le coefficient de dilatation ri. cons
tant alors qu'il est loin de l'dl'e pour de la fonte, où il 
augmente en réalité avec les tensions et les dilatations et 
où il est différent pour la Cl'oùte et pour la matière interne. 

FormulesdeNavier. - Considérons (lIg'. 174) une pièce 
soumise au flambement, dans la section moyenne, par un 
moment Pa dont le plan coupe celui de la section perpen
diculairement à l'axe principal de celle-ci; le moment 
d'inertie par rapport il cet axe est 1. La section moyenne 
est en outre soumise il l'action de l'effort excentré P. A 
la distance v de l'axe ncutre la tlbre est donc sous 
l'action d'une pression 

P Pa 
1" = T+ -I- v 



d·oit l'on tire: 

FLEXIO:'\ 

)" 

l'=S---.,,,-
1 + arS 

1 

L Ïnconnue a représente ici les causes déterminantes 
du flambement: action excentrique cI'une charge sur la 
piècp, manque cl·homogl'néité de la matii.'rc. etc.; en 

_____________ L ________ -----

Fig. '174. 

somme tout se passe au flambement comme si l'effort P 
agissait li l'extrémité cl"un bras cie levier. Afin de détf'r
miner ce bras a, Navier établit les hypothèses suivantes. 
Par suite du moment P. a seul la libre située il la dis-

1 1· , t· P.1l tance v le axe Ileutre l'prouve unc .enSlOlI t = -1- v : 
la dilatation positi,'c ou négative cOl'l'élative cie cette ten
sion est donnée pour ln formule i) = û; d'où: 

1'=0_1_. 
~al) 

Egalons cetk expression avee la formule d'Euler 

Il vient: 

p=o 
" L2 

a = 0 1":"V • 

Introduisons cette valeur dans l'équation (1) : 

r' 
p = S ----"--,,..,-,-

è SU 
j +""TI2 -r-

(2) 
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Posons: 

d'où: 
'1" 

( L )" 1+X r; 

P, chat'ge totale admissible sut' la pièce; 
1,1, effort de pression admissible de la matière consi· 

dérée; 
S, section de la pièce; 
L, longueUt' de la pièce; 
I, le plus petit des deux moments d'inertie principaux; 
l'g, myon de git'ation ou rayon tel que 1 = 81'/ ; 
X, un nombre empirique appelé coefficient de rupture 

an flambement. 
L'expérience montre que X. ne peut être constant mais 

dépend de la longueUt' de la pièce. 
Laissle et Schüber ont trouvé pour des pièces tournées' 

ù leurs extrémités 

y. = 0,0001 pour le fer forgé: 

Z = 0,0003 la fonte: 
Z = 0,0002 - le bOÎ8. 

Scharowski donne pour les colonnes des constructions 
en fer: 

Fer forgé. • 
Fonte. , . 

/' /" X 
1 000 kg / cm" 1 000 kg! cm2 0,0001 

250 500 0,0002 

• SU 
Si, pour des colonnes en fonte ~ < 3, cet auteur 

prend 
250 S 

P = -----;S"'L--:;. 
-l+X -1 
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Müller recommande pour les colonnes en fonte ou en 
fer pouvant ètre atteintes par incendie 1,1 de 1000 à 

1200 kgjcm2 et l. = 0,0004. 
Krohn pose pour des colonnes mobiles à leurs extré

mités: 
l , 

/. = 77.)' 

7. étant le coeftîcient de dilatation. Pour le fer forgé 

i 
7. = 2000000 . 1" = 800, d'où X = 0.00005. 

POUl' la fonte, avec 

1 
7. = 900000 ' r' = 800, X = 0,00011. 

Il Y a lieu ici de se rappeler que 7. pour la fonte est très 
variable. 

La formule empirique de Navier porte souvent le nom 
de formule de l1ankine, de Schwartz, etc. 

i\l. I\:eelhoff lait observer que la formule d'Euler peut 

ètre admise tant que la 1~Î1gucur relati \'e +- dépasse l~ 
g 

limite ;t l / 1 variable ayec les matériaux employés, V iJ.r' 

Pour les métaux usuels on pourra admettre: 

Fet' doux .. 
Fer dur ......... . 
Acier très doux (fer fond u). 
Acier moyenuement dur .. 

140 
110 
105 

93 

Pour l'acier coulé le chiffre 100 parait convenir. Pour la 
fonte on pourrait prendre 37. 

Efforttranchant. -Observons que nous avons négligé 
jusqu'ici l'effort tranchant qui a pour expression (fig-. Hî9). 
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Si la valeur de ~~ est faibJp on peut éCI'ire 

T = P -.!!JL = dJI . 
dx d.T 

L'équation de l'élastique a la forme 

. kT: 
Y = B sm -z- x. 

P z f d f B' Ii T: B l" our x = 2 ,y = ; onc = SIrl 2 = ; equa-
tion devient 

. liT:X 
?J = fsm -z-· 

En faisant k = 'i, Y = f sin '-t ;.la flèche f est incon

nue, mais elle ne doit pas se produire. Soit 1" coefficient 
admissible à la compression. On doit avoir 

" _ ~ + Mv _ ~ Mt' _ ~ (1 + ~) 
1 - S 1 - S + Sr2g - S Pri' 

Le moment maximum M = P. f 
donc 

, P ( fv ) l'=S I+-;;s: 

Adoptons la formule de Navier; on a 

_ 'fU f--v -
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ÛI L2 . 7:.1; 
!! = -"-1'- sm T 

dy Ûl7tL 7tX - - = -'-- cos -.; 
(hu t' L 

le maximum de cette expression pour x = 0 0\1 X = 1 est 
<1r.L 
-'-_. donc 

l' ' 

P~ .. L 
TmOlx == -"_. 

. t" 

Cette formule peut s'appliquer aux divers cas envisagés 
en y intl'oduisant la longueur convenable. 

Pièce à section variable. - Les pièces chargées debout 
étudiées jusqu"à présent ont une section constante p\lisque 
nous avons toujoUt's supposé 1 constant. Si le profil est 
imposé a p1'io1'i écrivons 

1 d'y Py 
-;- da;" =--1-" 

1 étant une fonction de l"abscisse seule. 

d2y rxPy . 
d,7:2 = -'-1- = - Xy, 

X est une fonction de x. Posons ~~ = uy d'où 

d'y _ du + cl!! (ddXu + u2 ) dX2 - li dx li dx = y 

que nous substituons dans I"équation différentielle; on a: 

J!:!.. + u2 - - X dx' - . 

Généralement cette équation n'est pas intégrable, on 
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aura recours à l'intégration graphique. On tire: 

u= L /_~-x, V dx 

Ob du d 't ' 't'f d" d l' servons que da; 01 etre nega l ,U Imlllue e o-

rigine de la pièce vers le milieu où il est nul, car ~~ 
= 0 en ce point. 
L'effort trane hant a pour expression 

T--P~ - !lx 

..2...L 
dy - r 2 ud,c = uy = fue ~x 
da; 

f se détermine comme pour une pièce prismatique, le 
reste par intégration graphique, 

S'il s'agit d'une pièce d'égale résistance, les équations 
sont: 

....!-. 112.1/ = _ P.I/ (1) 
CIe dx' 1 

P Pya 
rivet - + --- ri (2) S 1-

y est inconnu; on se donne la forme de la section; de 
l'équation (2) on tire z = f (y); (1) s'écrit 

d'y _ 
---;;--0 - - ~ (y) 
lh'V- 1 

équation ral'cment intégrable et il faut avoir recours au 
cakul graphique, L'effort tranchant est donné par la 
'formul(' 

'l' - - l' -.0L • - dx 

On a de nouveau recours à l'intégration graphiqu(', 
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Pièce chargée debout, supportant en même temps des 
efforts transversaux, - Il peut arriver qu'une pièce 
chargée debout reçoive en méme temps l'action de 
forces trans\'ersal('s normales il son axe, pal' 
pxcmple une charge unifol'lnémcllt l'épartie p 
pal' unitl' de longucul'; c'est ce qui se produi, 
rait pour unc pil'ce horizontale suffisamment 
lourde pour quïl y ait lieu de tenir compte dl' 
son poids; ou bien aussi une colonne suppor, 
tant ouh'c la charge \'l'rticale, 1I1H' chaise de 
transmission sur laquelle la réaction des 
al'bres, dlle il la traetion des courroies, exer-
cel'ait un effort normal sur l'axe, On peut déter-
millcr dans c hatjlH' section les efforts ell jeu 
en éerinlllL. pOlI!' la section considl'l'c'c, ['('qua
tion 

d"y ) 
- -- =--111, 

:x d,r' . 

IP 
TA 

Ar 

P, 

- Py étanl le moment fléchissant dù il la cltal'ge llebout eL 
aux forces normales, en admettant que les deux plans de 
flexion coïncident., ou que la charge normale agit dans le 
plan du plus petit nwment (l'inertie d(' la section lrans
versale, 

Si on peut intégrer deux fois 1't"C[uatioll ('i-dessus on 
obtient la relation y = f' (X) qui fournit 1'{'C[uatioll de la 
libre moyenne délormée et il est ensuite aisé de calculer 
en chaque point lcs moments tléchissants, L'intégmtioll 
exacte de celte L~quatioll est souvenl tl'h délicate; il est 
d'ailleurs assez l'arl' (pIe h's deux gcnres d'l'l'l'Olt,; soient 
comparables el on calcule la pit~(~e l'Il ne eOllsidérant 
que rune des forcl's, quitte il aug'mente\' il VHl' les di men
SIOllS, 

Pièce chargée debout soumise à plusieurs forces verti-
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cales, - Soit (fig. 'lin) une pièce chargée, à la partie supé
rieure, d'un poids P; de distance en distance sont appli
qués des efforts 1\, Pz verticaux dus, par exemple, ,à la 
composante verLicale des tractions de courroies, L'effort 
il la base en B est P + Pl --+- Pz' Pour la première partie 

AA j l'effort de compression dù ft la charge est ~ ; dans 

1 t, '1 P + PI ,. 1 . 1 f a par le AjAz 1 est -s-- et amsl (e smte; a oree P, 

appliquée en A, ct la force égale et contraire appliquée 
en A" produisent une flexion qui donne lieu au milieu de 
la longueur AAJ, :'t un effort 

p (,j 1 
S -cr- -;- Tf 

L'effort P + 1>, en Al ct l'effort égal ct de signe contraire 
appliqué en A2 fournissent une teusion 

P+ Pl W 

S ---;- -::;: T;;:" 

On peut vérifier ainsi de proche en proche la résistance 
de la pièce, Un cas particulier intéressant serait celui où 
l'on ferait intnvenir le poids de la pipc\', 

,ESSAIS AU FLAMBEMENT 

Essais de Bauschinger, - Cet expérimentateur a effec
tué un grand nombre d'essais avec des colonnes en fer de 
formes diverses. Il résulte de ces essais deux constata
tions importantes: 

'1 0 Les essais avec des colonnes en double T, dont les 
extrémités étaient libres de se mouvoir, ont montré une 
concordance suffisante entre les résultats pratiques et 
ceux obtenus par la formule d'Euler 
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si, dans cette formule, on adopte (J. = :?-OOOOOO 

2° Les essais avec des colonnes pourvues à leurs extré
mités de plateaux ne concordent plus avec les formules 
d'Euler; nous avons déjà indiqué les raisons détermi
nantes de cette divergence, Il est très difficile d'assurer 
pal' des plateaux l'application axiale dE' la charge P; il 
est presque impossible d'assurer une répartition com
plète et uniforme de cette charge sur le plateau frontal; 
il se produit sur ce plateau une variation de la répartition 
des efforts, l'un des côtés se détachant même de la sur
face d'application de la charge. Bauschinger reconnaît 
que dans ce cas il convient de recourir à la formule rie 
:\ayier et d'écrire 

l" 
Po = S -------c;SU 

1 +/. ~I-

Appliquant la théorie des moindres carrés aux ré
sultats pratiques qu'il a obtenus, Bauschinger trouve 

1" = 2270 kg/cm 2 : t. = 0,00005~, 

Essais de Tetmajer, - Cet auteur a effectué des essais 
au flambemen.t avec des colonnes en fer soudé et fer 
fondu, encastrement en pointe, Il a trouvé que la formule 
d'Euler était applicable; mais que la formule de Navier 
pour ce cas ne l'était qu'en introduisant pour X. la valeur 

'/ = 0.0001 l /0,00867 J: . V l'g 
0,6!l36 

2650 

dans l'expression 

Po 
S ------,;--::-.....,--c pour le fer fondu 

i + z ( ~~J2 
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et 
Po 2350 

-s- 1+XC~J 
pOUl' le fer soudant. 

Le même expérimentateur a essayé de nombreux 
poteaux en bois. Il conclut pour les poteaux encastrés en 
pointes: 

'1 0 La formule d'Euler est suffisamment exacte; 
10 La formule de Navier n'est applicable qu'en intro

duisant 

x = O,OOOl ~ /0,05 ..!:.. - 0,80 V 1'q 

dans la formule 

relative au pin et au mélèze; et pour le sapin blanc et le 
sapin rouge dans: 

285 

( L )2 
1 +x r; 

3° Enfin pour des poteaux en bois avec surfaces d'appuis 
constituées par des plateaux il convient de remplacer, 
dans les égalités précédentes, L par 0,6 L. 

FLEXION GAUCHE SIMPLE 

Rappel. - Le plan des forces extérieures ne passe plus 
par l'axe de symétrie et l'angle 2 des formules générales 
n'est pas nul; ce plan reste cependant normal à la sec
tion. Enfin, l'effort P est nul, c'est-à-dire que la foree 
extérieure est normale sur l'axe de la pièce. Les formules 
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génél'ales deviennent: 

t = M sin~ , 
l : 

~M sin ~ 
p l 

Q Jy 2ds 
tO'\] - --

b. - J1tyds 
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~ous allons transformer ces formules en les rapportant 
aux axes principaux d'inertie de la section. 

Ellipse d'inertie. - Considérons (fig'. '176) à l'intérieur 
d'une surface, un point quelconque 0 d faisons passer 
par ce point deux axes rectangulaires quelconques. Les 
coordonnées d'un point P correspondant à un élément de 
surface ds, par rapport à ces axes, sont x et y. Le moment 
d'inertie de la surface par rapport à l'axe OX est 

]r = J.1.j 2ds 

et par rappod à l'axe OY : 

]" = Jx2ds. 

Soit maintenant un axe OA, passant par le point 0 et 
faisant l'angle w avec l'axe OX. La distance de l'élément 
ds ou du point P à cet axe OA est: 

= =y cos u) -x sin u). 

Le moment d'inertie de la surface par rapport à OA a 
pour expression 

1 = J:;,2rls = .fU/l'OS (\) - xsinhl)2 ris 

1 = IJ. COS 2(Ù + L, i;iIl 2(" -- 2 sin hl cos W Jxyds (1) 

Etant donnés les moments d'inertie J., et I!I par rapport à 
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deux axes orlllOgonaux, on peut donc en déduire le 
moment d'incrtie par l'appol't Ù un axe quelconque pas" 
sant. par l'origine. Hcndons-nous compte de la façon dont 

.yI 

I~~ 
~? "'-. 

/ 1 p ds,/< ' 
1 ---r"9\ z 

, t-
~W' 

1 : 

1 

01 

Fig. J7G. 

varie 1 avec l'inelinaisoll (,). Portolls sur OA, à partir du 
point 0, \lne longueul' 

en posall t 

l.
OH = VI 

S étant la surface de la section. Les coordonnées du 
point B par rapport aux axes OS et OY sont: 

'\ = OB ('os w; Y = OB "in tù, 

(['Ol! 

w'j 
('OS {IJ == _.__ sill o. .. , .. 
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Substituons dans l'équation (1) et supprimons le facleur 
commun 1 : 

1" .\:2+ III P - :.lXY f,ryds = 1 .. 2. 

C'est l'équation du lieu des points B ; elle est du second 
degré; c'est une courbe à centre, puisque les termes en X 
et Y n'y existent pas; c'est une ellipse car comme 1 n'est 

1 
jamais nul Vï n'est jamais infini. Enfin le centre de l'el-

lipse est à l'origine 0 puisque l'équation ne renferme que 
des termes du m0me degré. Cette ellipse s'appelle ellipse 
d'inertie. Il existe dans une ellipse deux axes rectangu
laires, Je plus grand axe et le plus petit axe, tels que, 
quand on y rapporte l'équation de la courbe, le terme 
constitué par le produit des coordonnées dispara/t. On 
peut précisément choisir, dans le cas qui nous occupe, 
ces deux axes pour axes des X et des Y ct alors on aura 

Jxyrls = o. (2) 

L'équation de j"pllipse d"inertip devient alors 

t.\:l + I,;Y2 = 1 .. 2. 

t. et 1" étant les moments cl "inertie de la slIl'face par 
rapport aux axes de l'ellipse d'inertie. La moitié du plus 
grand axe de l'ellipse et la moitié du plus petit axe sont 
la plus grande et la plus petite valeur possibles de lx e Iy. 
Elles s'obtiennent en écrivant la condition (2) et on a : 

lx = max. ou min. et I y = min. ou max. 

Cette plus gTande et cette plus petite valeur des 
moments d'inertie que l'on peut calculer POLll' toutes les 
droites d'une section passant par un point 0, s'appellent 
les deux moments d'inertie principaux de la suJ1face 
relatifs au point 0 de celle-ci. Si lx ct IY sont les moments 
d'inertie principaux, le moment d'Înerlip 1 par rapport à 

\VîWE. -- Rt'sislaIH'I> dl';;' mal(~l'iallX. 20 
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une droite quelconque passant par 0 et faisant avec l'axe 
de moment d'inertie principal Ix l'angle hl a pour valeur, 
d'après (1) : 

1 = Ix cos2 W + Iy sin2 w. (3) 

Si 1 =Ix = Iy , c'est-à-dire si les moments d'inertie pour 
toutes les droites passant par le point 0 sont égaux, l'el
lipse d'inertie devient une circonférence_ 

Les développements que nous venons d'effectuer con
cernent un point quelconque de la surface. Il en résulte 
qu'une surface a une inl1nité d'axes principaux d'inertie 
el de moments d'inertie principaux. Dans la suite, quand 
il sera question d'ellipse d'inertie nous entendrons parler 
de celle qui est relati vc au centre de gravité de la surface j 
on l'appelle ellipse centrale d'inertie. 

Propriété de l'ellipse d'inertie. - Reprenons l'équation 

IxXz + I,Y2 = k2 , 

de l'ellipse d'inertie rapportée à ses axes. Nous avons 

, "2 lx (Y \' 't' d' , . pose c' = -s-; equa IOn peut one s ecrlre 

X2 P 1 -+-=_. 
ly lx S 

On sait que le rayon de giration est une longueur 
égale à la racine carrée du moment d'inertie par l'aire S 
de la surface considérée. On a donc: 

}'-VT g- -
S 

ou 

expression homogène puisqu'un moment d'inertie est du 
quatrième degré. Le rayon de giration relatif à l'axe des 
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X est 

VT 1 S· ". - -'-' x- l'" 
r - s' ~ - .r 

et le rayon par rappol'l il l'axe de Y : 

l '. - l / ~.\ . 1'" - SI' t II-y S ' .L - :1 

Hemplaçolls h ct 1 \ pal' Icur expression dans l'équation 

<.YI 
1 

1 

Fig. J7ï. 

(4) ; celle-ci devient, l'Il t~eri\'anl les ('OOrdOllllées cou
rantes x et y au lien de X et Y : 

(5) 

équation de l'ellipse en fonction des rayons de giration 
relatifs aux axes principaux. Il est ~1isilJle que chacun des 
deux demi-axes de l'ellipse est le rayon de giration du 
moment d'inertie pris pm' J'apport à l'antre axe. Ainsi 
(fig, '1 ii) le demi-petit axe est le rayon (le giration relatif 
au moment dïnrrti(' ]lm rnppol't ail grand ax(' pt inversr
ment. 
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Yoyons maintenaut quel est le rayon de giration· cor
respondant au moment d'inertie par rapport à un axe 
quelconque passant par le centre. Un vecteur quelconque 
de longueur v, faisant avec l'axe OX un angle w, a pour 
coordonnées de son extrémité: 

x = v cos w; y = v sin w. 

Cette extrémité est sur l'ellipse; ces valeurs de ..c Pl y 
doivent donc satisfaire l'équation (5) et on a : 

ou 

v" sin" w 
T.I~ 

=1 

(6) 

Calculont> le rayon de giration l' correspondant à OY. 
L'équation 

devient 

l = lx l'os" W + 1 y sin" w 

S1'2 = Srx" cos2 w + S1'/ sin" lù 

p2 == l'x2 COS:,! W + ru 2 sin2 w. 

Comparons à l'équation (6) : 

ou 
l'V = )'x1'y. (i) 

Construisons le diamètre conjugué 01" de OY; il fait 
avec ce dernier l'angle e; on sait qu'on a 

1'x1'y = v. r'sinO. 

Comparant à (7) il vient: 

l' = /" sin O. 
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D01l~ J'est la grandl'Ul' de la perpendiculaire aLaiss{~e 
de l'extrémité du diamètre cOlljugué il OY sur OY. 

~Iais la tangente il l'ellipse en A est parallèlc il OY; 011 

peut donc dirc que si il chacUi/e des droites Olr issue8 
d'un point a du plan, on mène deux paralletes distantes 
de la dl'oite Ol- d'une longueur égale au rayon de gira
tion relatif à cette droite, la con ique d'inertie est l'enve
loppe de ces tangentes, 

s 

---7:"/ 
X , , , 

... _--- -
/ 

-' 

, , 
1 

__ .. ,?5 

Fig'. 17X 

\cS 

il 

o 

Expression de la tension. - Soit (tlg, l/8) une seclion S 
dont le centre de gr:wilé est le point 0, :\'ous supposons 
déterminée l'ellipse centrale d'inertie, c'est-à-dire l'el
lipse dïnertie pour le point 0, ainsi que les axes princi
paux dïnertie ; Ix est le moment d'inertic de la sectioll 
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par rapport à l'axe principal OX et h le moment d'inertie 
par rapport à l'axe principal OY. Ces deux axes princi~ 
paux sont choisis comme axes des coordonnées. Soit AB 
la trace du plan des forces extérieures sur le plan de la 
section. Le centre de courbure sc trouve sur la droite AB. 
L'axe neutre possëde la position CD, faisant avec 
l'axe OX rang'le y, tandis que le plan AB fait, avec le 
même axe, l'angle O. Rappelons que AB fait avec CD 
l'ang'le ~. D'après ce qu'on a vu dans la théorie générale 
de la flexion, la tension f, dans l'élément de surfaee ds, a 
pour expression 

t=_t_~ 
0: P 

Or ~ = x Sill Y -+ Y cos l' x et y étanlles coordonnées 
de ds. La somme des moments que cette tension fait 
naître dans tous les éléments ds, par rapport à OX et OY, 
doit faire équilibre aux composantes du moment extérieur 
l\I qui agit dans le plan AB, par rapport aux mêmes axes. 

La composante de M par l'apport à OX est I\f cos 'f et 
la composante de l\f par rapport à OY est 1\[ sin cp. On a 
donc: 

J '1 x sin y + y cos Y 
lU COS? = trls'?J = J ?J -;- P ds ( 1) 

)1 sin <;l = tds· a; = x - ds J J 1 x sin y + y cos y 
• (J. p 

(2) 

Supposons 7. invariablc. [[ viendra pOlir (1) 

1\1 COS? = 7.~O [J(X sin)' + !I cos 1)] yds 

i\I cos cp = (l~ l JtC!I sin yds + J'y 2dS cos yJ . 
l\lais J xy ds = a puisquc nous avons rapporté l'ellipsE) 
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d'ineL'lie à ses axes; J y2 ds = lx et : 

i 
lUeos e:> = --cos ylx . ap 

ou 
cos y aM --- = --coSe:> 

p lx ' 

L'équation (2) devient: 

t . 1 lU sin e:>, = - Sin v y. ap 1 

ou 
Silly aM. 
--=-SII1e:> ply , 

On tire de (3) et (4) : 

lx 
tg y = -1'- tg 9 

y 

l = V cos" ~ sin2 e:> t= _._= .\1;:; --,'-+--,'-
a p he he 

t = ~ ..:..X __ ' s:..:.i:..:.11 ..!...Y_+~!J~c.:...o:....:s....;yc.. 
a p 
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(3) 

et, en remplaçant sin y et cos yen fonction de tg y, pUIS 

~ pal' sa valeur, il vient: p 

t = lU (x sin 9 !/ cos 9 ) 
. ly + lx . 

On voit que la tension t est égale à la somme des ten
sions dues aux deux composantes du moment fléchis
sant, suivant les axes principaux d'inertie. 



Tension maximum. - Il faul que 

,Tsin? + !/cosc;, 
]y lx 

soit maximum. S'il s'agit d'une section rectangulaire x et 
y atteignent en même temps leur \'aleur maximum il un 

'1 
'" y, 

L 

p 

Fig. 17~L 

point saillaut ou sommet. Si la forme de la section est 
arronclie, la recltercllf' dll maximum demande des tâton
nements. 

Considél'Olls par exemple (fig, 179) un rectangle b X Il, 
section d'un prisme encastré ct soumis il l'extrémité libre 
il leffort P. L'axe des forces extérieures est "ertical; 
lP cputre de gravité ct les axe8 principaux d'inertie sont 
COUllUS. On a: 

t = M (,r sin? + il cos 9 ) . 
h lx 

Le moment:\1 ù l'encastrement a pour valeur P. l, 

Donc 

bh" 
lx = 12 ' 

6J/ r. sin 9 COS? l t =---;)h -/)- + --11- . 
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. ' 1 't b li La tenslOIl maxImum se proc Ul pour x = "2 et y = '2 . 

D'autre pad, pour que t soit maximum, il faut que 

sin? + cos9 _ 
-b- -h- - max. 

Annulons la dérivée; il vient: 

d'olt 

cos 0 sin 0 
-b-' - -'-1 -' = 0 

h tO' c, - -
t"J. - b . 

Il faut donc que l"axe des forces extérieures ~oit tel que 
'( = ~. Cherchons la position qui donne la fatigue la plus 
faible. La tension maximum se produit en A ou en C. A 
mesure que Cf diminue, la tension en A diminue, mais la 
lension en C augmente. La position la plus favorable est 
celle pour laquelle les tensions en A et C sont égales, 
donc quand BB' coïncicLe avec OY; c'est le cas de la 
flexion plane. 

Cherchons les flèches. On a : 

1 d2y _ P . R 
-;; rb:~ - .'V sm t" 

rl" 
d.~ est évaluée dans le plan dans lequel la pièce fléchit, 

c'est-à-dire dans le plan normal à l"axe neutre. Donc 

ocP13 . 
f = ----;rr- S 111 ~. 

La flèche verticale {' a pOUl' \"aleur : 

f ' ocPZS. R = -3-[- Sin l' cos 9· 

Théorème. L'axe neutre et l'axe des forces extérieures 
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sont des diamètres conjuguès de l'ellipse centrale d'inertie. 
- L'équation de l'axe des forces extérieures qui passe par 
le centre de graviLé 0 (fig. 178) et le point x'y' oil cet axe 
rencontre l'ellipse est 

y' 
y = -"'7 x. (j) 

Cherchons le diamètre conjugué. L'équation de la tan
gente à l'ellipse au point Xl yi est: 

I, Y!l + lx: ,r,r' = 1. 

L'équation du diamètre conjugué est donc: 

h: yy' + lxx,r' = (). (2) 

Cherchons l'équation de l'axe neutre. Pour cet axe 
t= 0 et l'équation est 

0= IrYIY + Ixxjx. 

,1-1t x' 
Or - = - et on peut écrire: 

,Cj y' 
0= Ir y'y + Ixx'x. 

Calcul de l'angle ~. - On a (fig. 180) : 

~' est l'angle du plan des t'orees cxtérieUl'es BB' avec 
OX; or l'équation de BB! est 

hx j ,(; + h Y1Y = 0 

10' W ~ _ Ix .~. 
'" - ly Yi 

. X .r' 
L'équation de 1 axe CC' est - = .. y y 

j/' 
10' [,1// _ _ oi_ 
nt' - , . ;r, 
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On tire dC' lit sin ~ cl, en rC'mplaçant dans rexpression 

a~lsin ~ 

? 1 

on obtient le rayon (le' cOUl'burf' : 

y, 

c 

Fig. ISIl. 

B 

x 

Recherche de lellipse centrale dinertie. - Théorème. 
Tout axe de s!Jmétl'ie est UII axeprincipal de l'ellipse. En 
effet, prenons (fig. 181l cd axc pOlll' axp (le's Y; il existe' 
toujours cIeux él(~mellls ayant la mhne ordonnée y et c!ps 
abscisses égales cl de signes contrairC's. Donc pour cctte 

ligne et une perpelHliculail'C' fllldconqne le terme .f'..c!Jds 
se composera de COli pies dl' tcm1C's égaux el .le signes 

contraires qui s'annule'ronL. On aura dOllc rr!Jds = 0, 

relation qni caraelérisl' les axes prillcip;H~x, POUl' les 
liglll'es qui ouI, deux axes de symétrie perpendiculaires 
entre ellX, ccs axes sont ccux dl' )'l'lIips(~ ecutralc. C'est 
le cas rln ITctanglc et du losang(~. Enfin, I('s Jigmes qui 



ont plus de deux axes de symétrie ont plus de denx dia
md.res principaux; l'ellipse d'inertie dans cc cas nc pcut 
ètrc qU'Ill! ccrcle. Tous les momcnts d'inertie pour les 

o 
Fig. 181. 

axes passant par Ic centre 
sont alors ôgaux; c'est le 
cas pour les polygones ré
guliel's et le cerclc. 

Il résulte cie ce théorl~me 
quc si la surface considérée 
possède un axe cie symé
teie, la direction cles axes 
principaux de l'ellipse est 
connue. JI suffit de calculer 

x les moments d'inertie et les 
rayons de giration relatifs 
il ces axcs. Si les axes 

pril1l:ipaux ne sont pas connllS on calculcra les moments 
d'inertie pt les rayons de giration relatifs il trois axes 
passant par le centre de gri\\"ité. En menant de chaque 
coté de Cl'S axes des parall&les il une distance égale au 
rayon de giration correspondant, on obtiendra six 
tangcntes il l'ellipse; on déterminera ensuite d'autres 
tangentes au moyen du théori.'me bien connu de géomé
trie analytique, en nombre suffisant pour pouyoir tracer 
l'ellipse. 

On peut aussi Opél'el' Pal' la méthode générale. Condui
sons (fig. 178) deux perpendiculail'cs passant par le 
eentre de gl'i\yilé de la section et calculons les moments 
d'inel'tie relatifs il ces dl:ll:\ a:\es, ainsi (flIC les l'ayons dc 
gil'ation cOl'l'espondants. 

Hl'prcnons l'éqllatioll : 

1 = l, cos' (.; + 1" sin" ,,) - :2 ~i n ',) ('O.~ h' ,(XYd" 

Ol! 
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Le maximum et le minimum de cette expression cor
respondent aux axes centraux d'inertie. Annulons la 
dérivée; il vient: 

0= ddI = -2 sin lu cos lu 1.,. +2sin w cos W 1'1 - 2COS2WfxYdS W . 

o = sin 2lù (Iy - J,) - 2 cos 2 W .fXYdS 

2fxyds 
tg 2 lù = -.''---'''-,--
, I!,-I,. 

équation qUI admet deux solutions 21.0 et 2w + '" donc 

deux axes faisant avec OX les angles w et w + ; , c'est

il-dire pel'pendiculaires entre eux. Au moyen de cette for
mule on pellt donc trouver les deux axes principaux 
d'inertie par rapport aux axes choisis, La quantité 

IxydS = l l xydxdy = l xdx l gdy n'est résoluble que 
dans le cas spécial d'une forme géométrique à moins que 
par intégration graphique. L'angle w étant calculé, la 
grandeUl' des axes de l'ellipse sera la valeUl' de 1 pOUl' 
celte valeur spéciale de tg 2w ; comme on a trouvé pOUl' 

eet angle deux valeurs différant de i et correspondant 

chacune à l'';ln des axes, on trouvera les deux valeurs de 
1 qui Séront : 

lx ou [y = [,.~ L, +V (I.e 2 1!1)~ + [IXYdST 

On peul dès lors tracer l'ellipse centrale d'inertie en 
1 1 

portant les valeurs v'G et v'~ en observant que lx et! y sont 

au dénominaleUl'. 

Applications. - Rectangle. - Les droites qui passent par 
les milieux dps côtés opposés étant des axes dp symétrie 
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sont les axes de l'ellipse centrale (fig. 182). Prenons-les 
pour axes des coordonnées. 

On a 

hb3 
\y=-_. 

12 

Les deux demi-axes de l'ellipse centrale sont 

ft = _1_. Il = _1_ . 
VI~·· Vr;-

---.-
1 

01 ---r- -IX 
1 

Fig. 182. 

L'étjuation de lellipse centrale est donc: 

Il!!' + Ix,,;' = 1. 

ou 

Le rapport des axes est: 

L'ellipse centrale esl don(' semblahle ù l'ellipse inscrite 
dans le rectangle. 

('((i'J'é. - Il suffit dl' faire li = ft = c. L'{'quation de 



FLEXIO:X 31ll 

l'ellipse centrale est 

équation d'un cercle, 

, ~;/: " ~ / 
; 

__ 1:. , 
~ 

B 
,: 

Fig, 183, 

Cacte, - L'éqllation du cercle psL .,t:' + i/ = n' 

1 "- -.:li', 1 _ -.:d' 
\ -~. l -~ 6± ' 

On ,"oit que l'ellipse centrale devient lin cercle concen
trique avec le premier, 

Ellipse, - Il est facile d'établir que l'ellipse centrale 
d'inertie est semblable à l'ellipse donnée, 

Pl'o(ils dive/'s, - Pour les trois profils (tig, 183) le 
moment d'inertie par rapport à l'axe longitudinal passant 
par le centre de gravité esl 

HW - bli' 

12 

L'ellipse a comnH' cenlr(' le cetÜt'e (le gl'<lvit{, 0, 1'( le,; 
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deux axes sont normaux, l'un de symétrie passant par O. 
Le tracé se fait aisément si on connaît les moments 
d'inertie par rapport à ces axes. 

Soit maintenant un profil simple T (flg·. '184). Le centl'e 
de gravité est situé sllr l'axe de symétrie vertical et à une 
distance 

BfF - bit:! 
.Ih = 2 (BH - bII) 

Les axes de l'ellipse sont l'axe de symétrie et l'axe nor-

1 i 
~ ___ __ 'f... __ ____ i1_ 

1 1 t<-.. _ ... - ... _ .. _-... _--"t 

Fig. 184. Fig. 185. 

mal XX passant par O. Les moments d'inertie seront: 

1:-:= B(II-h)'l +B(H-h) (H-h +h_Vl)l 
12 2 

J . _ (H- hl B~ + ~(B - b)3 
\ - 12 1:l 

d'où la longueur V\~ et Vl~ des axes de l'ellipse. 

Soit enfln un pt'Ofil en équerre à branches égales 
(fig. 185). La bissectrice OX'I est un axe de symétrie; le 
centre est sur cette droite. Prenons pour axes des coor
rlonnpf>S If'S denx eôlps 0:'\ et OY ; on a. pOtl\' If'S roordon-
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liées du centl'e tle g-l'a\'it(~ 0: 

Ou a aussi: 

Il" + Illt ~ h" 
·l't=!!t= 2(:W~II) 

B"h + (B -II' hl 
lx = ly = :l 
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Prenons les moments autoul' d'axes paralli~lcs OX' ct 
OY' aux premiers: 

l'~I'~ B~h+(B~II)h:l ~(9l:l}~1") , 
X ~ l ~ 3 • 1 l!Jt, 

Enfin prenons les moments d'inertie pOlll' les axes OXIf 

et OY" qui font rcspedin~lllent avec n:\.' les angles 45° ct 
135°, Appliquons la formule ~:élléral(' : 

V' = 1/ cos2 45 u + Iy' sin' 45 ~ sin flO" J.r'Y'dS, 

c'est-à-dire 

1 " ~ l' J" 'd' x ~ "' ~ .r!J~. 

De Ill(\mc : 

L/' = IL.' cos'135" + 1/ sin'13:.i ~ sin :!"oo j.r'Y'd. 

ou 
1/ = 1"' + p 

J.r'Y'd~ = J J'C'Y'd.X·dY' = JX'liJ;' J!/dY' 

r'" Ilh(h~2!1tl(Il~2111)+(Il~h)(B~2!11+h)h(h -2y, 
. xy(s= 4 

On pourra d'ulle façon générale sc servir d'intégruteUl's. 

Calcul des résistances, - l'OUI' résowh'c 11lI pl'Ohlème 

'Vi:n:. - Hi"sislancc des math'iaux. :il 



dl' flexion gauche simple on déterminera pom la section 
la plus fatiguée le centre de gra\'jtl' ct les axes d'inertie. 
S'il y a un axe de symétrie on peut Ile pas calculer l'ellipse. 
Sïi n'y a pas d'axe de symétrie il faut déterminer l'ellipse. 
On cherche ensuite les deux composantes du moment 
fléchissant :\1 suivant les axes principaux d'inertie et on 
fait la somme des tensions clues à ces composantes, 
somme qui ne doit pas dépasser lc copfficient admissiblf' 
]"'. il la flexion. 

Observons que (l'tIne façon générale la flcxion gauchf' 
simpk ne présente gui'l'c d'intérêt pratique. 

Généralités. - Lé' plan des forces extérieures AN 
(jig.186), tout en restant normal aux sections, fait un angle 
:~ ayec l'axe centt'al; de plus la composante normale P dt' 
la résultante F des forces extérieures appliquécs à la 
s('ction considérée n'esl pas lILille, c'est-à-dire que cette 
l'i'sultante F pst oblique pal' l'apport it l'axe de la pièce. 

La formulr t ~~, -~ montee que la tension cn un point :(p 
(!lwlcollque est proportionnelle il la distance il l'axe 
neutrc. Cc demipr ne passe pas pal' Ir c(,ilLl'C dl' gTa v jL(, 

de la section puisq(l(' 

cl que l' Il'cst pas nul. Le" fOi'mules deviennenl 

_ _ ~L:;' .' r. l' 
t - -,- SHI ,~ + S 

oc~1 sin ~ 
p 1 
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On l'appor'te ClIC01'C les fomlllies allX axes pl'illcipaux 
d'inertie comme daus le cas cie la flexion gauche simple, 

On a : 
z = =1 + ,1: sin y + y cos y 

t = _1_ ZI + x sin y +!/ cos Y 
CI: F 

La sommp df's monlPnts que cette tension fait naltre 

,y 

x 

Fig. 186. 

clans tous les éléments ds par l'appol't il OX et OY doit 
faire équililH'e aux composantes du moment extt'l'ieu!' ~1. 
qui agit dans le plan "\1\', par l'apport aux mémes axes. 
La composante de l'l pal' rapport il OX est M cos 9 ; la 
composante par "appOl-t il Oy est ~[ sin 1" Ou a donc pOUl' 
la première de ces composantes: 

J JI =1 + x sin '( + Il cos Y 
:\1 cos 9 = td,~, Il = --:::- d" ' y. 

Jo ? 
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:;upposons 0; inval'iable. Il "ient : 

)1 cos,? = :0 [I;;!Yd~ + J y; ds cos 'r + J:ry sin '{dS] 

Mais J xyds = u puisque nous avons rapporté l'ellipse 

centmle à sc:> axe::; ; J y 2ds = r' ; f yds = O. 
Donc: 

1 
)1 cos Q = -- cosy h. 

• ':1.2 

On trouverait ùe mènw : 

. 1. 
~\r sm Q = -- SIlI y Ir, 

. ':1.? 

ct, par une sHit(~ de d(:v0Ioppemenls iùentiques à ceux 
qui ont été exposés au chapitre précédent, en obser\'ant 

l' 
que t doit l'cnfermer S : 

l' l'II sin Q \1 cos 'il 
t=S+ lr' .1'+ lx y. 

La tension est donc égale au terme ~ plus la somme 

dcs tensions dues aux moments composants suivant les 
deux axes O~ ct 01' d'Inertie principaux. Dans le cas 
d'angles saillants la tension maximum se produit généra
lement ù rang'le saillant. La détermination de ~ .se fait 
comme dnns la flexion gauche simple. 

Observons que si Xi et YI sont les coordonnées du 
point d'application de l'effort P, on a : 

P·!:t = Pl sin l' = M sin 'il 

l'y! = \1 cos,? 

et la formule ci-dessus peut sc mettre sous la forme 

t = P (XIX + YIY +~) . 
ly lx S 
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Théorèmes. -I. L'axe central et l'axe des (orées exté
J'ieures sont des diamètl'es conjllgué.~. - CC' est l'axe 
central. AA' l'axe dps f()]T!'!,; exlériclll'es. On a : 

A:\'\ 

1111'1 ~+ !/lii +_1_=0 
l, lx S 

quP l'on obtient l'Il faisanl t = 0 dans l'équation de 1. 

L'é(!llation dl' l'axl' 11I'1ltrp CC' sera donc 

lx "1'1' + lyl/l!! = () 

la démonstration s'achh'c commc f\uchapitre pr('e{~dellL. 

II. L'axe neutre e::;t /ln axe instantané de rotation au 
point XI YI pris comme centre de percussion. - Consid(>
l'ons la section comn1l' une masse: élémenLaire librl' dan:-; 
l'espace, Supposons lIne percussion produitl' en XIYJ t'L 
cherchons l'axe instanlané correspondant. _\.ppliquolls le 
pl'illcipe ({lIe les quantités de mou\'ement cffeeti\'es flans 
les percussions se font é>quilibre, cn tenant compte des 
liaisons. En appelant :.la distance: (Ill point à l'axe instan
tané on a 

/' =I .. ~ 

la "itesse est proportionnelle il z ; on a : 

v = A'.r + W!J + C'. 

De plus, la mécanique nous fournit les ôqlwtions : 

X = .r rds; X.r l = .[l\I'tls; Y!JI = .[l'!Jds . 

Comparons Cl'S quatre ôquations aux quatre slli"antes 
qui résultent de l'équilibre des tensions: 

t=Ax+By+C; p=.ftds; P.7:I = ftxds; PYI= ft!!dS. 
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Si P = X en valeur numérique on a A = AI, B = BI, 
C = CI. En combinant les quatre premières équations on 
a donc: 

v = X (.1:IX + !J1!J + _1_. ) 
Iy lx S 

et comme l'axe instantané de rotation est caractérisé par 
v = 0, son équation est: 

XIX + ,lM + ~ - 0 
Ir lx S - . 

qui est également l'équation de l'axc ncutre. 

Ill. L'axe neutre reste parallèle à lni-rnêrne, mais 
s'éloigne de l'axe central à mesure qtte XIYl se mpproche 
de l'axe central. - L'équation de l'axe neutre correspon
dant à x1YJ est 

(1) 

Pour un point x,Yt on aurait: 

En multipliant les deux termes de cette dernière équa

tion par ..:l , ou ce qui revient au même par !Jl 011 a 
.'1:, !J; 

(2) 

Le::; équatiolls (1) eL (2) ont les coel'llcients des termes 
en x et y égaux; donc les droites sont parallèles; de plus, 
dans (2) le terme connu est plus gt'and que dans CL); cette 
ùt'oitc est clone plus éloignée de l'origine que (1). 

IY. Récilwocilé des axes neutl'es. Si Jl((j' le point X1Yl 
('()]'1'('spondant à un axe neull'C nB' on fail passer une 



F LEXIOX 327 

dl'oite DI)" cette dl'oite sera un axe neutre cOl'l'e~polldal!t 
Il llIt point x"y" de DB', On a (tÎg-,on) 

BW) 

Prenons le point x,y, SUI' RB' ; on a : 

Ixh 
1\,1',·1'2 + h!ltll" + -s-' - = O. 

o D' 
(~,YI) 

B B' 

L'axc cpntral ('OI'I'('spondanl il X"!h ,,:cl'a 

1 \ 1) 
1 \.1' ,,' _L 1) Il,11 -f- --, - = o. , l' ',' S 

ct pOUl' (lu(' C(·t ax(' passe par ct:, YI il faut: 

1\[" 
1,,1'1'1' + hy}) + s-= (J, 

C'cst pré('isément la condition (1), ))on(' tuus l('s <lX(''': 

neulrcs (,ol'respondant il tOtlS les points <le BD' passent 
par XIYI; BIr est donc le lieu de tOU'i les points d'appli('a
tion cOl'I·('spondanf. il tous Il's ax('s nl'lItr('s paf'sant par 
Xl ,If, , 

Noyau central. - \OU5 ;t\'OIlS vu dans la ncxion plall(~ 
c,ompospe qlle ('('rtaÎIJ('s pii'('('s 11(' doj\'l'nl fatigupr ulli-



quemelll qUI' pal' tr'adioll ou pressioll, S'il s'agit de 
maçolllH'l'ics il Jl(' doit y ;l\'oir que tt'avail il la compl'ps
sioll. Dalls n' ('as il faut que l'axe Ilcuh'(' soit en deho!'s 
de la sel'Lioll. salis quoi la partie B lIig·. lXX) tra\'aillerait 

Fig. lSS. 

par Ll'actioll, la pal,tic A par IJl'pssÎoll. L'ax(' 1I('ut['(· doit 
NI'e ext!'['ipul' ou taJlg'Pllt exl{'I'ip\Il'Clllent. Le noyait ceu
Il'al d'une slll'fac(, l'sIle lieu de tous les poillts d'applica
tioll cOI'I'espolHlants il tous les axes neult'estangcnts exU'
J'ielll'CIIH'IJt il la sud'an' ou la rasant. Consid('I'OIiS 

y 

c B 

Fig. l'JO 

1 fig.IRÇ)) une surface quelconque et d{>terminons son 
noyau cenli'al pal' points; OX et ()'Y SOllt ks axes princi
paux d'ilwrlie .. \Ienons une tallgente "\11 h la surfacl'. 

.\ Il) a;c + li!! + c = 0, (1) 

Pl c!Jcl'c!Jons 1(' poillt d',ll'plil'ation ,CI!!J correspondant il 
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l'axe 111'111 l'j' .\1:' L'('quatioll de .\B !l.'lIl <lu:-;si st'nil'j' : 

Id, 
1 \,1'1')' + "!ll'I + -----:::; = 0 

,'II idelltilinlll (111'1 ,:!I 011 a : 

h!h -,-)-

d('lI:\: ,"qualioll"; il t!PlIX IIH'Ol1l1llt'''; ,l', et !l,. UII peuL dl'ler-

n 

m 0 P 

NP MN 

" q k a 

r'g, 101. 

('('111['al. 
lOllt poinl a qui sc troll\'(' il lïnIL'ri"IIl' dll 1I0yau CCII

ll'al a SOli axe lIelltl'(' l'xtt"['ielll' il la slIl'face, :\1('noll"; aOa' 
pt soit r:D l'ax(' [H'ltt['l' COI'['l'spondanl il ((. Si (l' :-;e rap
proche de () dl' façon ù \,'nir l'Il il nOlis ayons Yli <[Ile 
l'axe lIelltrl' s'{'loignl' de () paralll'l('me[11 il IlIi-m0nlP, 

rn cas parLiclili('[' intt"I'ess<1nL c;;1 cpilli (Il';; allg'les sail
lants, :\Jellons (fig', 1\10) la lallgcntp mn pt soit .\ Ic poillt. 
d'application eo['['cspondallt, Chcminons dans le sel1s 
indiqué; POll[' la Lallg'f'nk cn p on ll'Olln' un poil]!. l' ('\ 
pOllr la lang'cnle el1 r.t lin point Q, Il reste il fermc!' le 
noyau entre Q PI .\, POli!' cela 011 mi'nc unc sèl'ic dp 
rilsantes en m,XolIs sayons qlle Il' lieu des poil1ls d'appli-
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ration correspondant à tous les axes neutres passant par 
\lll point est une droite; il surfit donc dejoindre QN, 

S'il s'agit d\m polyg'one (l1g', 191) les tangentes aux 
points m, n, p, q sont les côtés mèmes du polygone, Ces 
einq tallgentes donnent cinq points d'application N, P, M, 
~, De plus, si en c !Jaque point m, n, p, q on ml'ne une 
série de rasantes extérieures, pour la même raison que 
plus haut, il suffit de joindre les points :\L\' et ~P; le noyau 
est un polygone de même nombre de cùtés, 

Passons il l'l'Ilips('(tig', H12) , Son ('C!uation l'sI 

:\fenons l'axe neutre tangent en X,l/'; SOli équation sera 

,c.!" + y!!' _ j 
"'((2 fT - . 

"\ppliqIIOIlS la formulc (a) Ci-liC'SSllS 

1x.1' (12 hll b" hl) 
---~- +--'-;- = - -'-,-

,r !I S 

d'où ('Il l'f'mplaçanl In I!I Pl S par Iplll' Valf'lll' 

1': ba" 

'. ,/,' 

;l'j-=--
4 

(1) 

011 ll'ouycl'ait de même ,1/1 = - f ,Le poinL d'applica

tion A' se trouve donc sur le vecteUl' OA ,et à une distance 
0·\ l' OA' = - T ,Le noyau central est donc unc ellpsc 

semblable à la première, mais dont les axes sont quatre 
fois moindl'es, 

Yoyons le l'f'dangk (lig. HIS), Mpilons l'axc IIcutI'e AB 
li 

Ol! y= '2 il). 
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.\ppliquons lcs équations (3) Cil observant que Il = 0, 
h 

U = l et t: = - . La IH'emière élluation devielll 
:! 

A 1 B ,!------r-I. ----~~~.;: 

...... $-_ ... h 

1 

D: 
1 
r'~ 

Fig. \!J3. 

qui monlre que Xl = fi salls quoi 011 aurait lïnlini. Di~s lors 

'l, = 

1\1, 
lx!!,-=- --li--~ 

-bl, 
.) 

1,,,:: 

"hl," 
il 
(j 

li 
l'our l'axe neult'c CD on tt'ouyet'ait y = G . Le noyau 

t'st donc un losange, 
:\ous ne nous étendrons pas plus longuement sur Cl' 

sujet que nous avons d'aillems examiné par d'autres 
moyens dans lalhéol'ie de la flexion plane composée. 

Calcul des résistances. - Dans Ic cas le plus général 
il ron\'il'THlra de traCCt' l'ellipse cClül'ale dïnl'rtic. Cc pl'O~ 
c.{~dô, qui est lI';'s long', pcut t'b'c abr{~g-{' dans ccrtains 
('as p~llticulicl's. Soit (ng-. Hl4) un ll'jang'le ABC; nous 
sayons qlle Ir' noyall ('pnll'al l'st alls"i 1111 t1'iangolp. Cl1('I'-



l'I1OIIS le jJoilit d'application cOITespolHlallt Ù l'axl' nl~lltl't' 
"\B. Obscr\'ons qn'il mesnre qne "on s'éloigne de .\B vers 
C la tension t pal'unit{, de surfacc diminuc pl'oportiollllel-

Icn1('nl ;'1:' t'Il \"l'l'tu de la formule t = .....:.... : lllais si on 
'l.~ / 

('ollsi([i're unl' zone ,\']1' 1(' poillt d'appli('a'tion de l'effort 
l'l'suIfant estall mili('u, ('n n', ])01lC'.. Ic point d'npplication 
de tous 1('5 effol'ts t ('x('r('{~s SIIl' la slIrface sc troill'e SUl" 
la médianc qui l'st .1""1' nI! pl'('llli('l' li('u dll point qlle 

C -J..-.-------------. - -------.-----------

Fig. 1!Ji. 

IIOIIS ('hcrchOI1S, D{·tcl'minolls Ull s('('ont! lien dl' ce ]Join!. 
POli!' une zone ;\'B' d(' h<1Ut('III' ri:: la tension totale a pOUl' 
('xIH'cSSlol! 

d,~ ,", -- :: 
1, j 

li = .~ d: 
~? 

( 1 - -..:..) b. 
u'!. 

La p!','ssiol1 totalc Sil!' 101lt(' la 8urf,I('c ,\1\<: l'st: 

b 1
/" ( : ) l' = ~- j [ - - zdz, 

2,':1 .. (/ hl 

':;talJlissons l'éqllation d(~q1lÏlibl'c iluloul'de l':lXeneuLr(': 

1'- - .!!..- jn',', (1 __ ,:, ) ;:,2d:, 
'"'1- xp . /) 1 

ni,'isol1" mCl11hl'C Ù membre, 
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~C' (1 -i) z"(/; 

l"l (1 - J~J) ;d~ 
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Condition qui dôlermine le point d'application C corres
pondant ù AB; on tl'Ouyemit de même les points d'appli
calion relatifs à BC ct :\C. 

FLEXION DES PIÈCES PRLl\IITIVEME:XT COURBES 

Généralités. - L'axe longitudinal est une eOUl'be il 
simple eOlll'hure dont le plan renferme lin axe prillcipal 
cie toutes les sections sueeessives ct eoïneide avec le plan 
des fOl'ees exU'!'ielll'es. Le cas d'tll1 axe courbe à double 
combure ne p!'ésente aucun intl'rèt pl'atique. 

Les forces extél'ieures donnent naissance dans une 
sectioll q~leleonqlle : 

lo.\ une force F agissant au centre de g'l'avité et qu'on 
peut décompose!' en deux composantes: 

a. l'ne foree P tang'ente à l'axe longitudinal ou pel'pen
dic nlail'e à la seetion ; 

IJ, Une fmee T ou effOl't trallcllant agissant dans la 
section; 

2° A un moment fléebissant .\1. 
Considérons (fig, H)5) an'e Bach deux seetions voi

sines S et S' de la pièce primitivement courbe; ces deux 
seetions se eoupent suivant une droite projetée en O. En 
supposant l'effo!'l P uniformément réparti, si les sections 
étaient primit.ivement parallèles, e'est-h-dire si l'axe de la 
pièce était droit, S' se déplacerait parallèlement à elle
même ou il S; mais eomme S'est inelinée sur S, elle sc 
déplacera sous l'action de l'effort P seul, en tournant 
autour de l'axe U ct viendra se plaee!' en Sil, car les 
tensions dans la section croissent proportionnellement 



<l''ec, la distance il l'axe longitudinal AB. l\Iaintenant, du 
fait du moment fléchissant M, la section S" tourne SUI' 

elle-même et vient se placer en S",, la droite d'intersec-

Fig. l\1a. 

lion Hyec, la section S étant reportée cn 0'. Les sectiolls 
primitives faisant entre elles un angle d'ft le nouvel angle 
sera d9 + ::..d9. La long'ueur dx de la partie de l'axe 
longitudinal, comprise entre S et S', a subi une dilatation: 

• BC ::..11./; 
0" = Ail = Iï'i: . 
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l'fil' libn' quell'o[HluC CD, il la dislance ~ de AB a 
subi lin allongement DE = IW + EF, le point F étallt 
obtenu en conduisant CF paralldc il SI, Ou a aussi: 

DE = BG + FE = Bo ' d.c + z. al'e FeE, 

Or dx = pdy, p rayon primitif de courbul'e; arc FeE = 
,Hy, Il viendra donc, pour la dilatation de la fibre CD : 

,nE 00 ~ do + ~j.rlç, 
-0 --- ,. • 
- cu - (? +~) d? 

, ~ j.d9 
00 + - --' 

? do 

.\ppelon~ (ù 1(' rappod de la variation j.d9 de l'angle d'-i 
il c('t angle; on a 

(1) == 

? (1 ) 

d la lension cOl'l'espondante. en supposant que la matii'l'(' 
ob('iss(' ft la loi de Hooke : 

t.:.=. - == - 0 0 1(1)-001--? 1 [, + ' '. ~ ] 
~ 'l. . . ?+.:_ (2\ 

l~cri vans l'équation d'équililll'c de translation Ic long de 
l'axe, Il vient: 

L'équaLion de rotation donne: 

1\I = Jt(l~ . ~ = J +.: [00 + ((ù -;lo) p ~.: ] rh;, (4) 
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Supposons:;. invariable: 

\' 1 [, J'd 1 ( , 'J" z 1 ] == -;; 0 0 S---;- lI) - l'){J: ? + ,:; (S 

01' J as = S; J ~ as = n, Posons, d'autl'e parl : 

! -=-dS=-/S 
?+z ' (5) 

On a: 

d'où 
, ~[ 

(0 - Ou == '".J.. --, -

I.S? 

00 = 'i ~ + (t" - (la) 1. = ~ (1' + ~) 1 
S s p \ 

, M 'i (Il '1 + M) hl = Ou + 'i --, - = -;- + - ---
I.Sp S P 1.2 1 

7) 

L'équation (2) donne: 

(8) 

l'our l' -= 0 011 a : 
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DOlle, pOUl' llll pri;;lll(' il axc pl'imilircmcllL courbe, les 
tensions ne sOIlL plus nulles SUI' l'axe ]oIlS'iLlldinal; l'axe 
lIeuLl'e ne coïncide plus an:c l'axe ,II- la )lii'cc. 

flepl'Odllisons U'C[lIation 

j' .~ ; l ... d., _ /. \~ . 
, : + ~ 

I\Tirolls-la SOIIS la fonne : 

J/) -2 
~ , ) 

---- d.' = /:-. :-- . , 
1+-' 

~ 
t. ' 

Si? est LI'('s g'l'atHl vis-il-\'i;; de ;" on relit lIég-ligTI' le 

Lel'llle -~- dcyant l'unitt, cl il viellt : 
? 

formule ùe la Jlexion plane compusée. 
Bevenant il la Hg'ure, on l'econnait que le rayon de cour

Lure primiLif ?, a varit, pt aaCf{llis la valeur ?I. (.n a : 

.\11 = rI.r = ? Il.~ . 

. \t: = d./' + :::.tI.I' _ pl (d.~ + :::'r1'~;. 
Diyisons pal' dJ: ou ~J tf't : 

1 + .}.(':!'. __ = 1'-. Il + :::'11.1') 
(/.c ?, ri? 



A 

Un a 

,_1+~" __ 1+ 
? t + !")O 

+ ;;., = -''''- \1 + "). 
? 

" ? (: + l' +~,I ) 
r 

: \,../' 
~ 

1 
1 
1 
1 

... _.~ 
1 

Fig. 19li. 

o 

En général,) a une faible valeur ct 011 pe~lt poser 

Rf'prcnons l'équation : 

)( 
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Si le rayun de courbure p est très grand vis-à-vis de _ 
et qu'on puisse écrire x.Sp~ = I, il viendra: 

uu 

:l :l + ;\1 
0' = -;- 'Jo -1-' l, 

)1 = (~ -- ~) ~, 
o Q ':J. , , ' 

(19) 

Considél'ons maintenant (fig, '1:16) UIIC pièce cumbe 
APCD, encastrée en A et soumise à l'action d'une force 
extérieure à son extrémité libre D. Rapportons à deux 
axes rectangulaires A Y, tangent à l'axe longitudinal en "\, 
.\X perpendiculaire sur A y, Ln point C quelconque pos
sède les coordonnées Xc et yr, Sous l'action de l'effo!'t 
extérieur, la forme de l'axe longitudinal varie, il en est de 
mèmedes coordonnées du point C qui deviennent Xc + ~x" 
Yc + ~Yc' Soit maintenant un second point, P, de cour
données X et y; le rayon de courbure en Pest p, L'dé
ment de longueur ds, en P, a pOUt' valeur ds = ?d'1' 
Sous l'action de l'effort extérieur l'élément ds s'infléchit 
autour du point P; la tangente PT vient en PT!, dt( de\'ient 
~(Jç! = wd9, ds subit un allongement ,)0 ds, Le point C a 
déc!'itl'arc de cercle CCI -= PC, ~d9' L'abscisse du point C 
a pl'is la valeUl' 

- PC ' :!.dc: 8in Cl~.\ = - PC ,,;ill CI<: \ , :!.d'1 = - l!J - !J,) .:!.d'1' 

Son ordonnée est deven uc 

Par suite de rallongement de ds, le point C se meut 
dans la direction PT; son abscisse subit un accroisse
ment 1)0 ds sin 9 = 1)0 âx et son ol'donnée un accl'Oissc
ment 1)0 ds cos cp = ,\ dy, 

L'accroissement des cOOl'données x" ct Y, qui résulte 
de l'infléchissement de l'élément d,~ pt dC' son allongC'mf'nt 



Ji.O ÉLASTICITli ET RlbISTANCE OES MATÉmAliX 

a donc pour expression : 

d (~x,) = - (y- Ye) ~d9 + ,)od,v = !J,("eZ? - YW(/9 + ood,c 

d(~y() = - (,ëc - xl :!;rl9 + "orly = - ,1:, (ùd9 + ,1:wd9 + Dolly, 

L'accroiesement total dù ù tous les éléments compris 
entre les points A et C est donc: 

:!;'Uc = !J, r, (')(/9-- (", !/(oi!r.r: + .Iu"" o"t/,r 
l {I t'U 

Dans le cas où les dimensions de toute section normale 
il l'axe longitudinal sont faibles vis-il-vis du rayon de 

b 1 1\1 l' cour ure r. l'terme l' + -r- ( Isparaît et on a : 
i 

7.:11 M 
fI) -= - -- -=- 'l. - J 

S /.2 l' 

11 yienl : 

:!;,cc = 7. [ye Li' ,~l ,Jd9 -l" !J J: pd9 + LC' {- d,1;] 

:!;u, = Cl. [-'/", ,f' ~ pd9 + f' ,1; ~I pd? + J:'IC ~ ilY] 

. l' t ,\1 '. ' d l l'II neg Igeau -0- vls-a-vls e', 

li convient maÏlitenant de calculer l'expressioll 

f f ;:; /.=--s, z+p tls 

pour difJérentes sectiolls, 

Section l'eclangulait'e (k lal'g'cUl' b, de hauteur h, Il 
yiplÜ : 



FLE\IUN 

ft li 

Z ___ 1 ("2 _;_0i/; ___ 1 (T (l--P )d; 
-- bhL~ p+; - !tu_~ p+z 

Soit 

Soit P > e : 
e 1+-

ln ---,-P-
l-~ 

P 

h 
P+T ? 

X=-1 +/ï ln ft 
0--, 2 

o+~ 1+~ . 2 P 
h = /" ---'--

t -~ 
? 

0--, 2 

z = -31 (!..-) 2 + _1 (~) '. + ~ (_~) 6 + ... 
P 5 P 1 P 

Section circulaù'e. Section elliptiqtte. Développons en 
série: 

1 r 1 1 J' .:: Z2 .:;3 Z =- - --::.rl.,=--,- (1--+-. - -.- + - S? .:: s? ? Q2 0.1 
. . i + --- ' ." 

p z' :;" :;6 ) -. - -;;- + -6 •.• ::.11., 
o· Oi) 0 , , , 

( - _1 J- 2d" + ~ J -:)('S - ~ J-'dS + ) - Sp ? ~ '0 p:! ~ ,( p:~'" ... 

z= -~ (-\ J'::2d8--\ JZldS+ ~JZ\dS - ~JZ.dS+ ... ). 
o p.... P ? ~ p" 

Pour 1<, rprr!(', par suite de symétrie, on a : 

J::.~dS = 0; J::.:;rlS = O. 
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Soit l' le rayon du cercle: 

1.=+ C)"++ (ff+ ~~ (ff+··· 
On obtient la même valeur pOUl' une ellipse, l' repré

sentant, dans ce cas, le demi-axe de l'ellipse qui tombr 
dans le plan de l'axe longitudinal de la pil:ce. 

Trapè:;e avec axe de symétrie (fig. '197.) 

S - b + bl l' 1 _ d' _ J. + b - bl (., -) 
'-~ l, (S -!J z, !J - UJ --/t- 1-~, 

( b-b b-b) ds = b1 + __ /t_l l"~ - --h-' z d:; 

1 = - ~ J (1 - -_P ) ds = - 1 +...2,.. J~ . s p + z S p+: 

J~=(b + b-b1 v') (t' ~_ b-b1 1'" zd:; 
p+z J Il L-V p+z Il _vP+Z 

f '" zd- 1"/ ( 0) 0 +v' 
+~ _ = i - -+' _ dz = v + v' - pin '0 -v 

l'?..... -- 1) p ~ ~ 

J~= (b b-bJ 1") III p+V ' _ b-blx 
? + :; 1 + 1. P - V ft 

t' + V' - 0 ln L-( +t,,) 
I P _ 'l,1 
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:!~ \[1 b-o l (' l]' ?+v' lb ')1 /=-1+ Ih+'blh l 'l+-,-/-v+? "~-r -\ -J, \ 
\ II • 

Triangle équilatéral. - Faisons, dans cette dernière 
expressIOn, 

il vient : 

. ) 
b O• r' = ~ li' 

1 = , :i' r=_I_I1 . 
:1 

-"----I-----r--~ 

Fig. 197, 

r :! li ] t+-. -
/ = -- 1 + 2t .. (~ + f) '"-I-=:-I';--~ - '. 

:~ p 

Section quelconque. - On divise la section en un cel'
tain nombre de handes pel'J)endiculaires au plan de l'axe 
longitudinal. SoicnUS la sUl'face d'une hande, ~ sa distance 
à l'axe longitudinal, positive dans un sens, négative dans 

l'ault'e sens; on cherche la valeuI' ,+z . ds de chacun des 
" ~ 

ôl(~ments, on fait. la somme algM)I,iqIH' C'l on r1ivisC' pal' S. 
On obtif'nl ainsi la vah~ur fiC' 1.' 



C.\"; IIÉTEfUII:\I::::; DE CJlARl;E::-i 

Crochet de grue, - Fn Cl'Odlel de gmc (tîg. 1:l8, il 
section trapézoïde supporte une chut'ge Q. Le momelll 
ma\:imum sc produit dans la seclion Boe il laquelle sc 

, 
" 
" 
, ' 
1 \ 1 

',1 '" ': ... ~ .. _-~---_ ... .,/ 
: 1 

Q 

t ~ h 1 _:s_ 
.. ,., 

Fi!!, I!I~, 

trollH~ au~si appliqué l'effol'l nOl'mal Q. L'ax/' du ccn!I'c 
de gra\'itl~ est ici la droite 00. La tension il la distancc :. 
de cel axe a pOlir expression 

I=~+~+~~ 
S S? jS? p+~ 

S = li ~ bj li; :II = _ Q (a + )") 

en aplwlanl fi la di~\.anl'P r]p Q i. la ha,qp h, 
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Prenons, ponr rayoll de courbure? sur l'axe 00, la dis
tance OA = a + Vi,' on a donc v + p = a + h et p - v' 
=a 

._ 51? I[ b-b, 1 ] a+h Î 
ï.-- i + (b+b,)h 1 b1+ -/t- \a+h) lll-a- - (b-b j ).\ 

1. = -- 1 + ~(I)~+c-'2,J-o-b ,-c-) -c-"h ! [b (1 + T.) - b j ~ ] X 

III (t + ~) - (b-bj l :. 

Si fi = :2 a et lJ = 3Ul1 

, Il b + 2bj It:i bj ;; [; 

l' =;) b + hj = TT li; = 12 ft = ij Il 
11 :') == fl + 1" == - a '·6' 

Il vient: 
11 

1. = - 1 + ;;;- (H" 3 - 2) = 0,09ij. 
~. 

1 _ .)_ --- 10,_. 
1. 

? = 1/ + r' = -~ a. 

()n a, pOUl' la tension: 

t= -IO'>i ~ • 
. - S Il 

ij a+ ~ 

Par suite: 

Pour li ;:; == - r' == - - a, 
6 t = + 8.56 ~ (au point D) 

t = + 3,8:; ~ :\ 
--fi 

(i ' 



0, 

3 
+""6 n, 

t = 0 

tJ t = - 2,:20 S 
7 f=+T Il • t ., 9!J Q . . t C' . = - .) .. S \all pUIIl 1 

Hepl'ésentol1S (tig-. Hml ces tensions pat' la courbr AOE 
obtenue en élevant des nOl'males à la ligne moyenne du 

A 

Fig. 199. 

tl'aphe, (~g-ales aux tensions j pour le poinl 13 Oll a 

UA = + l'l,M) ~ ; en r.: il vient CE = - 3,99 ~ . 

Si la section Boe {~Utit considôrée comme travaillant il 
la flexion plane eomposôe 011 aurait: 

~= _1_1 b/I" = ~ Sil = ~I/S. 
'" :1U 00 30 

La tension ail poinl Il s(,l'ait : 
11 

(1 - Il 

tJ • (\ IJ +, .. ~=+(j V 
1_ S + :-:- S .1 S S 
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et au poillt C : 

La ligne représentant la tension calculée de cetle 
manière est la droite FDG. On voit que la tension en H, 
déterminée comme si la pièce travaillait à la flexion 
plane composée, est de 

t 00 Il.;';6 - 6 - '30 t 00 
tl.5ü -. p. 

plus faible que celle déterminér en supposant la pit'ce 
primiti\'enH'nt courbe. Dr plus, l'effort de traction en fi 
n'est nullement ég'al il l'effort de Pl'essioll en C ; le pre-

1 ) "6 IJ 1 cl 3 nn /) . n1ler a pour \'a eur H,b S et e secon ",,, S ' SOit 

100 p. '100 plus petit que l'effort de tmction. On ne peut 
considérer avec approximation la pièce comme travaillant 
à une charge excentrée que si le rayon de courbure? est 
très grand. Il convient donc cie faire la courbure la plus 
faible possible, ("est-à-dire de reporter le centre de com
bure beaucoup il droite du point A. 

Cylindre chargé. - Considérons (lig ':lOO) un eylindre 
ehargé longitudinalement d'un poids 2Q par unité de lon
gueur. Les quatre portions AB, BC, CD et DA se compor
tent identiquement et il Il 'y a lieu de eonsidérel' que l'un 
de ees quarts, .\.B par exemple. :\'ous supposons que AB 
est fixé en A et que, en n, ag'it un effort Q donnant liell 
d'ailleurs il un moment ~I eonsidéré eomme positif ou 
négatif suivant qu'il a une tendance à augmenter ou il 
diminuer la eourbme. Considérons une section CUC quel
eonque (tig', 201) faisant l'angle 9 avec la section l\ID. On 
peut appliqurr il cdle section deux efforts égaux rt con-



trail'CS il Q; ('ctte section est donc soumise il un effort 
normal P '----=' - (~ cos 9, il un moment Jléchissant M,. = 
l\1 - QI' (l - cos 'f) cl ft un effort lmnchanl T = Q sin ~ 
que nous Ill'giigeolls. La t.ension a pour expression 

t=~+~+~ ~ 
S SI' ISI' 1'+.:;' 

Fig. 200. 

S repl'ésentantla Sl'(' Lion par uniU' de longueur du cylindre. 

Pal' suilp : 

.\1 
SI = - (1 l'II~ Q + - - () + () l'OS Q + 

- '1' ' 

i ()[. ). - - -- () + () ('OS "" /' + : 
1. l' '-

,)1 1 (.\1 + . ) N SI = --.-- - 1) -+-- - - - 1) 1-, ('OS "" /' . 1. /' ' ; +1' 

.\1 l'sI inconnu. :\OllS allons Je dét.ermine\', 
Soit Cl 0 1 Cl une secowle seelion infiniment voisine dr 

la premièl'e ct formant ayec celle-ci l'angle d'f avant 
l'application de la charge, Une fois celle·ci appliqw;e 
1':111',.](' d,; varie de ,.. , 

:::.t!,~ = ",no;;, 
, ' 
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La somme de ces vaI'iations pour toutes les sections 
compriscs entrc les sections eXll'(\mes ,\ et n doit dt'e 
nulle si on admet ql\(' l'angle droit .\:\IB doit l'cslPt' inva
riable. On il donc: 

Ici: 

d il viellt : 

I ~_." ,. \1 
- (J + - (-~-

l' 1. \ l' 
IJ + IJ ('0:; ,:,) J 

" 

~ 1 1. [1 ~I 1 (' M ')' 1 7: t-I - (')(Q= ---:- - -(J~ - --0 -+- n 
v" • S " l' 1 1. l' \:.! 1.-

\'l: 

d'oil 

\I=(J!, 

o 
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Heprenons l'expression de St : 

St = - + - - U ('US 0 ---
2Q 1 (2Q ) z 

d+/.lrr 1. (1 +1.1 TC + ' , /' +; 

Q[ 2 1\ 2 1"] t - - - + - - + cus 0 \ -~-
- S (!+x.1TC 1. 1 (1+/.1TC ' . r+= 
Pour unc section redallg'ulaiI'e : 

! (e)J 1 (C)" 1 (C)6 1.=3 -; +T r +7 r + ... 

SoiL _c_ = ;) 
r ' 

Donc: 

t= ~.' [-0,63+i3,2(-0,(j3+(,O~OI v ~ ]. 
e) • " a e z 

Les yaleUl's limites correspondent à 9 = 0 (section en B), 

'1' = ~ (section cn .\), ainsi que pOUl' z = -+ e. On a, 

pour la section en B où 9 = 0, pOlll' la libre inlerue, 
z=-e: 

l, = - ; (0,63 + 73,2.0,:17 +) = - 7,1,0 ; 

ct, pour la flbre rxterne, z = -t- e .' 

te" = ~ (- 0,63 + 73,2.0,37 +) = + 3,88 ~ . 

Pour la seeLion en A, olt 9 = ; , pour la libre interne, 

z=-e: 

ti =; (-0.ti·I+7a,2.0.63+) =+1O.90~ 
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et, pOlll' la lihre exLeme, :, = + e 

t,.,::::- ~ (0,63 +73,2,0,63+) ::::-8,32;, 

Le plus grand efl'ort sc produit donc dans la section A, 
vers l'inlériem du cylindre ot'! la tensioll de traction, tan-

~'entielle, acquiert la valeur 10,90 ; ,Dans la mèmc 

section, \'el'S l'exLl'L'ienr, règne une tension de compression 

égale li 8,32 ~ , Dans 1" section H, une tension de 

, , t 1" t' 'II 1 - '0 0 pl'e:::slon eXLS e vers 111 erLeur; e e a pour va eul' l ,!Je s; 

"ers l'extérieur, règne une tension de traction égall' 

il 3,88 ~ , Dans les deux sections il existe donc Ull 

endroit olt la tension est nulle. La position de l'axe neutre 
correspondant, pOUl' la section n, où 9=0. est donnée pal' 
la condition: 

: 
0= - O.L):I + ;3.2, O.;{ï . 

~e + ~ 

d'où 

eL, pOUl' la section A, où ? = ~ ,l'axe ncuh'c est déter

miné pat' la condition: 

d'où: 

:; 
0:::: - 0,63 - ;3,2 ,0.63 ~ c + : ' 

; = - 0.06; l'. 

Obsel'\'ons que si on fait:, = 0 on a : 

, IJ 
1 = - O,h.\ --, 

~ 



dOll(; la lcn:,;ion ici ('sL ind('peIHlanlc dc 9; pat' ('ollSéqUClll, 
l'Il tons points de la dil'ecLricc moyenne du cylindrc, il y 
a compressiun cuns/rmlc. Dt' mt~me il existe unc scction 
tIan:, chacune dcs qualre portions du ('ylilHlt·c pOUl' 

laquellp il ." :1 cmIlJlI·I'.~.~iu1t ('ml.~t(m/I' "" IOlls points. 
POSOII ,; 

:2 
,'()~ ';; == ~~~---- == 

. (1 i / -;: 

.) 

Un Pl'lIt t!Ncl'lllillC'l' Il' lieu des poinl:,; Oll. dan,; touLe 
:,;cctioll normale ù l'axe du ('~'lindl''', la t"nsioll est nulle. 
En faisa n L t _CO" 0 011 ;1 : 

O=-II+:!./)~-+-~ (-(1+:2/ >. +"0"9) 
d'où: 

;.+= . 

~ ( 1 1")' . C 
1'0" 9 - > •• 1 + t+ / --.:- = Il,1;', +- O,Ol~-=-

ou 
~ = /' __ 1_. __ .~ __ 1 ___ = O.oûi:i 1: _____ _ 

1+/ ~ .. o,,<;; --1 - t"05 <;;.- 1 2 . ~ 1 

POUl' les libl'es intcJ'llcs, (;·c:,;lù·dil'c pOUl':' = - c, t =0 
SI 

co,; ':' = 0,6·j, - 0.0\,3 = O,a\J7. 

POlll' les lihre:,; pxterlIPS, c·est-ù-dit·c pOUl' 

t =0, si 
('os 9 = O.Gf + 0,0·\<1 = o.utn . 

. \ n"> cos y-'" O,ii on a t = 0 pOUl' 

1 ; = 0,0(;,:; ---- c =- 0,31 ,> 
~-1 

"1-

+e, 
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et avec cos Cf = 0,8, t = 0 si 

1 ,:; = 0,0675 , e = + O,26e 
U,'lo 'IT - t 

ES S.-\ 1 snE PI 1:; CES P R DI! T 1 Y E Jl E i'\ T COU R B E S 

SOU:\lISES A LA FLEXION 

3'\3 

1. Cylindres creux en fonte. - Les essais effectués par 
Bach ont montré que la rupture se produisait bien en 
même temps dans les sections A et C (fig. 200); la croùte 
de fonte diminue la résistance de 10 à Hi p. 'i00; il Y a 
donc avantage à tourner extérieurement et même inté
rieurement les cylindres. Toutes les fontes n'ont pas 
montré la même résistance, cc qui est dù à la yariabilité 
du coefficient 'J.. Les sections sont restées très approxima
tivement circulaires. Enfin il a été constaté que la résis
tance de la fonte travaillant dans ces conditions était en 
moyenne 2,22 fois sa résistance il la traction comme 
prisme droit. 

Il. Essais pour vérifier la loi de répartition des tensions. 
- Dans l'étude de la flexion on a admis jusqu'ici: '1 0 que 
les sections transversales restent planes; 20 la loi de 
Hooke. Ces deux hypothèses conduisent aux résultats 
suivants: 

A. Pièces primitivement dl'oites, dans le cas où le plan 
des forces extérieures renferme un axe principal des 
sections successives. a. L'axe neutre passe par le centre 
de grayité ct coïncïde avec le second axe principal de la 
section; b. Les tensions t croissent proportionnellement à 
la distance;:; à l'axe neutre de sorte que si t1 est la ten
sion à l'unité de distance, la tension à la distance z sera 
t = f1 z. La loi des tensions est donc une ligne droite. 

WtVE. - Résistance de. matériau •. :il3 
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B. Pièces primitivement cow'bes, dans le cas où l'axe 
longitudinal est une ligne à simple courbure dont le plan 
renferme un axe principal de toutes les sections succes
sives et coïncide avec le plan des forces extérieures. 
a, Le second axe principal des sections n'est plus l'axe 
neutre; b. Les tensions t ne croissent plus proportionnelle
ment avec la distance z à l'axe neut.re, mais plus rapide
ment du côté du centre de courbure et plus lentement de 
l'autre côté, 

La différence entre les résultats obtenus dans l'un et 
l'autre cas, quoique en part.ant d'hypothèses semblables, 
provient de ce que les fibres ont toutes même longueur 
entre deux sections consécutives d'un prisme droit alors 
que cette long'ueur varie entre deux sections d'un prisme 
courbe. Si une fibre courte est soumise au même effort 
qu'une longue, la dilatation spécifique qu'elle éprouve est 
plus considérable de même que la tension qui en est la 
cause, 

Fôppl admet pOUl' les pièces primitivement courbes une 
répartition des tensions d'après la loi t = tl z; hypothèse 
qui entraîne, étant donnée la loi de Hooke que cet auteur 
conserve, la courbure des sections primitivement droites 
sous l'action du moment fléchissant. Fôppl base cette 
hypothèse sur diyers essais qu'il a effectués avec des 
cylindres d'acier aux extrémités desquels avant essai il a 
marqué des cercles concentriques et des rayons équi. 
distants. Il a constaté, après essai, que les rayons du milieu 
des quatre cadrans avaient pris la forme d'S. D'après cet 
auteur, la répartition linéaire des aetions moléculaires est 
aussi Yl'aisemblable dans les prismes à axe courbe que 
dans le cas de prismes à axe rectiligne et on pourrait 
appliquer sans changement la formule relati ve aux actions 

l , 1" dl" I"t ' t· d" ~Iz mo ecu aires ans es plCces (l'OieS, c es -a- 1re t= -1-; 

la variation /j.d'f de l'angle d'f des plans de deux sections 
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est remplacée dans les calculs par la val'iation de l'angle 
comlwis entre deux tangentes inl1niment voisines de la 
Hure neutre; eette Yê1l'iatioll sc calcule id'aide de l'équation 

M:x 
j,d? = lis -1-

dans laquelle ds est la longueur de l'élément de fibre 

Il 

,t 
/1\ 

l ' , , ' 
l ' 1 \ 

" \ / \ 
1 \ 

" \ 
" , 
" ' : / , , 

, 'A 

A 'A2'1\ It,r --_.~-~--+-~~, 

'1 

" 

l 
" Hj 

1 

1 

61 L(Ç ____ ~ _ _+_f-~=. 

Fig. 202. 

E 

neutre. Bach discute longuement ceUe hypothèse de la 
répartition des tensions en ligne droite ct pl'éfèrC' prendre 
comme point de départ l'hypothèse cie I3ernouilli ou des 
sections restant planes. Il arrive ainsi à des formules 
plus eompliquées mais, dit·il, plus exactes. Considérons 
(fig. 202) un él{~ment ABCDEFGH de prisme soumis à la 
flexion; AIIG et CDE sont deux sections primitivement 
droites. Dans l'hypothi'sC' où les sections restenfplanes, la 
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section AHGtourne autour du pointH, où se projette l'axe 
neutre et vient en AIHIGI; la section CDE tourne autour de 
l'axe neutre Dl relatif à cette section et vient en C1DIEj • 

Supposons maintenant avec Füppl que les sections ne res
tent pas planes et que la répartition obéisse à la loi t=tJ Z; 

les fibres les plus longues se raccourciront le plus, les 
fibres les plus courtes s'allongeront le moins; les sections 
prendront les formes courbes A2HG2 et C2DE2 représentées 
en trait mixte; elles présenteront donc leur concavité 
vers la section moyenne BF. On voit bien que, sous l'action 
du moment fléchissant seul, les sections n'ont aucune 
tendance à prendre la forme en S. Cette dernière forme 
trouvée dans les essais est le résultat de l'effort tranchant 
qui intervient aussi, comme on a vu, dans la flexion des 
prismes droits. L'effort tranchant peut acquérir souvent 
une très grande valeur ct ilintervient alors, comme il a été 
observé dans l'éLude de la flexion, pour faire courber les 
sections. 

Il résulte d'essais de Bach sur des pièces en fonte en 
forme d'U à branches rapprochées, soumises à la flexion 
par l'écartement des branches de ru, que l'hypothèse 
d'une répartition linéaire des tensions doit être écartée, 
les efforts auxquels résistent les sections dangereuses 
étant évalli(~s dans ce ras en moyenne 33 p. '100 trop 
bas. Avec des U à branches écarLées, la rupture dans 
l'hypoth(~se d'une l'épat tition linéaire devait se produire 
au milieu de la partie droite qui réunit les deux branches, 
alors qu'en réalité elle se produit aux coudes de raccorde
ment de cette partie droite avec les branches; les efforts 
ici sont encore évalués en moyenne 31,;) p. '100 trop bas. 
L'écart est d'autant plus considérable que la largeur de la 
pièce dans le sens des rayons de courbure est plus grande 
par rapport à ce rayon. 
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ÉTGDE DU C[S.\[LLEl\1E~T l'AH LA THÉORIE JIATHÉ;\IATIQUE 

DE L'ÉUSTICITÉ 

Considérons (fig. ~03) un prisme ù sedion rectangulaire, 
le plus grand coté étant parallèle à l'axe OX de la pièce; 
les axes OY ct OZ sont dans une section, Chel'chons les 
conditions pOlll' qu'une section descende d'une certaine 

L 
, 

01t----- --.---- - -+-x~.)' 

-'-~ 
T' 

T Z 

Fig. ~03. 

quantité parallèlement à LEe des Z. Pal' hypothi.'se Oll a 

u=O; V=Û: lC=f(,1'), 

Celte déformation est-elle théoriquement possible? Il 
vient: 

clone 

De plus 

0U -,- = 0: 
f),'C 

0ll -,- = 0: 
Of/ 

c = 0, 

t.r = ),e + 21.1 

tu = 0 
t, = Û, 

0if -,- = 0 
1)":; 

Quant aux composal1 tes tangentielles, elles deviennent: 

( OU Ol' ) 
fJ:ry =: p. -,- + -,- == () 

oy 0,1' 
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( ov + (10) = 0 
OZ ~x 

( 010 OU) _ 1 -,- + -,- - p.f (X). ou oz 

Enf1n les équations d'équilibre sont: X = 0; y = 0 ; 
P. fI! (x) + Z = O. Nous négligeons le poids de la pièce, 
donc X = 0, y = 0, Z = 0 et 

r (x) = 0 

d'où 

aj étant une constante et 

f' (x) = O!jx+~, 

La section d'encastrement est immobile; pour x = 0, 
w = 0; or w= ((x), donc 

On a ~J = 0 
donc 

On trouve: 

t." = ty = 8zx = 6xll = ey• = 0 

ex, = f-lXj' 

Les équations de la force élastique en un point devien
!lent: 

Considérons en premier lieu la face du prisme paraI. 
lèle au plan des ZX, donc normale sur OY ; m = 0 ; n = 1 ; 
P = 0 ; pour cette face on a donc 

x =Y = Z = o. 
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Aucune force n'agit sur les deux faces normales sur 
DY. Yoyons maintenant les faces parallèles au plan YZ 
ou normales sur OX. Pour la face de l'extrémité libre 
'In = J, n = 0, p = 0; donc 

X=Y=o; Z=!1-Gtt. 

SUl' cette face intervient donc une force parallèle à l'axe 
des Z et positive; soit T la résultante, b et c les dimensions 
de la section: 

T = Zbc = !1-Gtibc. 

Dans la face d'encastrement rn = - J, n = 0, p = 0 

Dans la face supérieure, parallèle aux XY ou normale 
sur OZ : m = 0, n = 0, p = - -1 

X = - ,'..lOCi; Y = Z = 0 
- 1" = - !1-Gt j bL 

Dans la face inférieure: 

Les deux forces '1' ct - '1' constituent un couple de mo
ment T. L ; les deux forces TI forment également un couple 
T' . C; la condition d'équilibre est 

T. L = T'e, 

équation vérifiée puisqu'on a 

I..lGt j beL = I..lOC j bLc. 

Soit s le glissement total du prisme ous = !Xj L, ou valeur 
de W = Gt j X pour X = L. Il vient: 

s 
oci=T 
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si S = bc; T est ce que nous avons appelé l'effort tran

chant, l'inverse I~ de p. est le coeffîcient de glissement ~. 
Xous avons tr~uvé, d'autre part, la relation 

ou 

1 3" + 2p. 

-;-- 1+.2.... 
p. 

Dans l'hypothèse de Poisson J, = fl., on aurait 

ou, en nous seryant des notations modules: 
') 

(; = ...:::'.. E. 
li 

ÉTUDE DE LA FLEXION PAR LA THÉORIE MATHÉMATIQUE 
DE L'ÉLASTICITÉ 

Considérons (fig. 204 et 205) une pièce prismatique sou
mise à l'action d'un couple agissant normalement sur les 
sections, l'encastrement étant un couple égal et contraire 
au précédent. La fibre moyenne s'infléchit, un point 1\1 
vient en M, 0;\1 = x ; :\Ii\[' = w. Si on regarde l'axe OM' 
comme un al'C dc cCI'c1e de rayon H, on pourra écrire: 

x 2 = w (2 H - w) 

west très petit et on a 

.1:2 = 2 H. IV 

x J 

W = --= ax2 
2H . 

Il vient donc: u = 0; v = 0; W = ax 2 pour la fibre 
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moyenne seulement. En vue de satisfaire aux éffuations 
d'élaslicili", posons 

/(' = a,t' - b!J' - [;1 
Il = c,r; 

l' = d!!; 

Flg. :?O-i. 

pour un point quelconque et dé-tel'minons les cÏIHf coeffi
cients a, b, {, c, d par la condition du problème qui est 

z 
Fig. 205, 

qu'il n'exisle pas de force le long de la surface latérale et 
que les bases sont soumises il l'action de couples dont 
les plans sont normaux sur ces bases. Il vient: 

ou QV OH' -,- = cz; -,- = dz: -,- = -- 2fz 
ox oy' 0; 

c=z(c+d-2n· 
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Les composantes agissant sur trois éléments perpendi. 
culaires ont pour valeur : 

tx= Àe+2rt ~~ =),z (c+d-2fJ + 21.lzc =z [À(c+d-2f) +2fLe] 

t!l = Z [À (e + d - 2f) + 21.ldJ 

t, = Z [À (e + d - 2f) - 4rtfJ 

( àu av ) Oxu = 0ux = fL -,- + __ - = 0 ay ox 

( 6V ÔW) 
0Y' = !J oy = fL -,- + -,- = fLY (d - 2b) oz oy 

( ow OU) 
O~Z = O'X = fL -,- + -,-. = fLX (e + 2a). ox oz 

Les équations d'équilibre sont vérifiées pour X = Y = 
Z = 0, ce que nous avons supposé; négligeons comme 
d'habitude le poids du corps. Les forces sont nulles pour 
la face latérale du prisme; pour cette face, la normale 
est perpendiculaire sur OX et nt = 0; n 2 + p 2 = 1; X, 
Y et Z doivent être nulles; donc: 

À (e + d - 2f) + 2p.d = 0 

À (e + cl - 2{) - 4fLf = 0 

d - 2b = 0 

c + 2a = o. 

Calculons quatre des coefficients, c, d, b, r en fonction 
du cinquième a. Posons: 

on trouve: 

De plu:"> 

À - ~. 

~-~' 

2a:E 
cl = 2b =-2f= 

1 +2~ 

e = - 2a. 

u = - 2aœz 
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Or fz ds = 0, le centre de gravité de la section étant 
sur OX. Les forces se ramènent donc à un couple dont le 
plan est normal sur la section puisque ce couple provient 
de forces toutes perpendiculaires sur cette section. Soit 
~I sa valeur et projetons sur OY ct OZ. 

l\I cos':/, = f Xzds = -- 2a + f Z2dS 

:M sin':/, = -fXYdS = 2a + fzYdS 

tO'':/, = - Jzyds . 
b Jz'd.~ 

On peut sc donner ~I et a.; l'une des formules précé
dentes fournira a et le problème est résolu. L'étude de la 
flexion par la théorie de l'élasticité se poursuit de la 
méme façon que la théorie élémentaire que nous avons 
longuement exposée. 



CHAPITRE 1 Y 

TORSION 

Définitions. - Un prisme droit est soumis à torsion 
quand les forces extérieures donnent naissance dans 
chaque section à un couple dont le plan est perpendicu
laire à l'axe du prisme. Les sections successives subis
sent donc un glissement transversal les unes par rapport 
aux aut"es. Dans ce qui suit nous désignerons par: 

M' le moment du couple de torsion dù aux forces exté
rieures; ly et Ix les deux moments d'inertie principaux 
de la section considérée; 

Il' le moment d'inertie polaire; 
S la surface de la section; 
e la tension de glissement en un point quelconque de 

la section; 
1'''/' l'effort admissible de la matière à la torsion; 
~ le coefficient de glissement, considéré comme inva

l'iable; 
y = ~e le glissement d'un point quelconque de la sec

tion; 
lia longueur de la pièce prismatique droite; 
,) l'angle de torsion ou angle dont a tourné le système 

d'axes principaux d'une section par rapport au même 
système dans une section située à la distance l de la pre
mière. 
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PIUSMES CIRCULAIRES ET ANNULAIRES 

Formules fondamentales. - Le couple de forces pp 
(fig. ~06) est dans un plan perpendiculaire sllr l'axe droit; 
son moment ~r fait équilibre aux tensions développées 

p 

p 

Fig. 206. 

dans la pièce dont les sections tournent par rapport rune 
il I"autre. Dessinons sur la pièce, supposée de section 

Fig. 2U7. 

eirculair·e constante, et ayant la torsion, une série de 
gt.'nl'ratrices él]uidistanles ct de directrices également 
équidistantes: nous formons ainsi toute une série de 
carrés curvilignes égaux. Soumettons la pièce à torsion. 

Nous observons: 



TonslOX 357 

lOQue les directrices sont restées planes et normales 
à l'axe du prisme; 

2° Que deux sections conspcuti"es ont tourné propol'
tionnellement il lem distancl' au point d'application du 
couple; 

;)0 Que les carl'és curyilignes sont devenus des losanges 
curvilignes, 

_--=--------------!1 A' 

B B' 
Fig, 208, 

On peut donc conclure que le centre de rotation de 
chaque section se confond avec le centre de la circonfé
rence, Ce résultat était Ù l'l't'voir. Supposons en effet le 
cenlre de rotation en or (fig. 207) en dehors du centre du 
cercle et considérons deux efforts tangentiels 8 de part el 
d'autre de 0', Ces deux tensions forment un couple; il en 
esl de méme de deux tensions symétriques 01 , i\Iais si on 
prend une tension O2 à dwite de 0 il n'y a plus de tension 
qui lui corresponde il gauche. Il se produirail donc un 
couple résultant de tous les couples fJ/J 1 et ce couple 
ferait ôquilibre au couple extérieur; il sc produirait de 
plus une force résullante des forces telles que O2 ct il 
laquelle aucune fmce exlérieme ne ferait équilibre. Le 
centt'c dc rota lion est donc bien Je centre 0 du ce['(;le. 
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Considérons maintenant (fig. 208) deux sections voi
sines AB et NB', AB étant supposée fixe; NB' tourne 
d'un angle do pür rapport à AB. Un éléments ds, à la dis
tance;:; du centre, vient en ds' après avoir décrit un arc 
dr cerde. Le déplacement par glissement esl : 

d'où: 

g = zdo 

zdà 
y = ([Ji' 

db est un arc dans une circonférence de rayon égal à 
l'unité. La tension tangentielle sera donc: 

0- zdà 
- ~dx 

(1 ) 

équation fondamentale de la torsion. Établissons l'équi
libre entre les tensions intérieures et les forces exté
rieures. Il vient: 

J do J 1 do 
l\I' = Ods. Z = ~dx ;2ds = 13 dx Ip 

On tire de là : 
do pM' 
dx - 11' 

En combinant Cl) et (1) il vient: 

1\1'v 
eu =-1-

l' 

(1) 

Le quotient 1; s'appelle module de torsion. Dans le 

7t'V. • 1 
cercle on a Il' = ~ et pOUl' une surface annulaIre p = 

TI ( , _') 2 v~ - V o'· . 

Section de plus grande résistance, - C'est une section 
qui, il moment et à surface donnés, subit un 6. maximum 
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ou qui, à surface et à tension données, résiste au plus 
grand moment de torsion. A surface égale une section 
annulaire est plus résistante qu'une section circulaire, 
car on a respectivement les deux fOI'mules : 

21\1' 
et 6, = -v'" 

'1' 
en posant k = -;-; de plus, laformuleJ\1'=J8ds,montre 

que la section annulaire de plus grande résistance serait 
celle pour laquelle z serait infini, donc pour laquelle tous 
les éléments seraient rejetés à l'infini. 

Section d'égale résistance. - Toutes les sections sont 
<l'égale résistance. 

Angle de torsion. - On appelle db la différentielle de 
l'angle <le torsion. L'angle 0 que fait une section avec une 
autre prise pour origine est l'angle de torsion. L'angle 6{ 
des deux sections extrêmes est l'angle de torsion totaL 
C'est la longueur d'arc dans une circonférence de rayon 
égal à l'unité, correspondant à 0°. On a, en appelant b 
cette longueur: 

ô ÔO 

~ - :36UV' 
d'où 

On peut écrire : 

~ f d~ 
0= dx dx, 

S ~l\I' do t t ' t' l' 1 upposons -J - = -d cons an ; ces -a-( Ire toutes es 
p x 

sections ayant même diamètre; il vient: 

, AM' 
Q =_I""_x 

Ip 

\VtvW: .. ~ RéSistance ùes matériaux. 24 
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résultat corroboré, comme nous avons vu, par la pratique. 
S. ~M' , 

1 -r- n est pas constant: 
p , -J ~M' d 0_ -J- x. 

l' 

De plus, à la distance l, on aura: 

QI = 11 ~M' dJJ 
rl' 

. pM' 
et, SI -r- est constant: 

l' 

Observons que dans la torsion, à un effort tangentiel e 
dans une section, correspond un effort longitudinal équi
valent (Réciprocité des efforts tangentiels). Pour les 
sections transversales le glissement se réduit à un dépla
cement par rapport à un axe; pour les sections longitudi
nales ou sections déterminées par des plans diamétraux, 
le glissement se réduit à une rotation autour de l'axe de 
la pièce. Dès lors une génératrice du cylindre devient une 

l '1' 1 t' . ~ 111' t le lce par a ors1On, SI -J - es constant, ce que nous a 
i' 

t , l' " . ~M' t . 1 lib mon re expenence; SI -J- es varIa) e, a cour e 
p 

devient gauche et elle se rapproche plus ou moins de 
l'hélice. en plan diamétral devient un hélicoïde à plan 
directeur ou une surface g'auche se rapprochant plus ou 
moins de l'hélicoïde. 

Il résulte de ce qui précède que si nous découpons dans 
le cylindre soumis à torsion un élément de volume 
ACDBEF (fig. 209) délimité par les plans ACD et BEF nor
maux sur faxe et par les plans axiaux ABFD, ABEe, la 
loi de répartition des tensions de glissement dans les 
plans CDA et BFDA sera un triangle, ceci en supposant, 
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comme nous l'avons dit au début, que ~ soit invariable. 
La)lgme mon tre clairement \' ac tion réciproque des efforts 
tangentiels. 

Pour du fer soudant laminé, à cause de la direction 
des fibres du métal, les tensions de glissement axiales 
amènent souvent une rupture en longueur. Pour des 

1 

A 

F 
Fig. 209. 

corps dont la propriété d'isotropie est plus parfaite la 
rupture se produit il 4;-ju relati \'emcnt il l'axe. 

Applications. - Pièce de sec/ion cons/ante encastrée à 
un bout, soumise à l'extl'émité libre à tin couple ;\I j • 

Fig. 210. 

En un point C (fig. 210) quelconque on a M' = ;\I j • Donc 
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La pièce étant circulaire, 

8 _ 2M1 . 
t: ~ nra ' 

Fig. 2J l. 

Celle pièce est d'égale résistance à la torsion, 6v étant 
le mème pour toutes les sections. 

Jteme cas, i\f1 étant uniformément réparti. - On a 
(Iig. 2lJ) : 

1\1' _ l\Il'ë . 
• - 1 ' 

Fig. 212. 

Le ev maximum sc produit donc à l'encastrement où on 
a: 

J le plus, 

dô 
rr;; 

01,' ma...:: = 

f)=: 

2M, 
~. 

(;M x" 
1 l . 

{r:v', ' 
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A/èrne cas, le couple croissant uni(01'rnément à partir 
de l'extl'érnité libl'e. Soit l\11 (fig. 212) la somme de tous 
les couples; rn est le moment par unité de longueur. On 
a donc rn= kx 

d'où 

et 

11 kil 
Mj = 0 kxdx = 2' 

k - 2M1 

- l" ' 

_ 2:\l j x . M' _ l\IjX2 . Oc = 2\1,,'/;2. dl) ~2MjX2 . 
ln - -/.-, -, --Z-2 -, 'ltv·lI2 ' dx - 7'v412 ' 

, 2 ~l\ljX3 
0=3 7tv\[2 

, 2 ~l\Ill 
I)z = 3 T.V •• 

La tension est maximum à l'encastrement et a pOUl' 
valeur : 

Formes d'égale résistance. - Dans les deux derniers 

cas la formule d'égale résistance est 1"/11 = l\'!'V • Pour les 
p 

" '1 . Il 21\1' D 1 d plcces clrcu aIres e e sera 1,111/ = --o. ans e secon 
T:/) 

cas la formule devient 1,1/1/ = 2t~~~ dans laquelle v est 

variable. La forme de la pièce est donc une parabole 
cubique: 

On, a de plus, 

, - 1 3 VI 21\1 ..!... 
t_ -Z /l11· X rrr 
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Il vient, en remplaçant v par sa valeur; 

d'olt : 

3 
~l x 

4 
r. - 1,"""3' (3) 

A l'encastl'ement 

Vi est le rayon à l'encastrement; (3) devient donc: 

, _ 3~M1Z 
o 1 - ----:;v;;- . 

Dans le troisième cas la formule d'égale résistance 
devient: 

d'où 
1 .) 

, __ ( 2M j )"3 i-
I._ -Z") JII/ x -r;r 

Le profil est une parabole semi-cubique. De plus, on a : 

do = 2~M1X2 = 2~MI ( 2i\I1 ) - : x {-
dx ["ni'" nI" [2nr"" 

et on calculerait 8 et 01 comme dans le cas précédent. 

Pièces non encastrèes. - Soit une pièce appuyée à ses 
deux extrémités (fig. 213) et désignons par rn le moment 
par unité de longueur; pour une longueur dx le moment a 
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pour valcU\' m . dx ct, poU\' un point quelconque C, 

~I = L"mdX. Si la pièce est en équilibre on sait que la 

somme algébrique des momenls doit èlre nulle, donc 
'1 

Jo mdx = O. 

X.· .... x p'1 c 
/\ 

Fig. 213. 

Pièce encastrèe à ses deux extrèmitès, - Soieut X el Y 
(fig. 214) les moments de torsion aux encastrements. La 
somme algébrique de tous les moments est nulle s'il y a 
équilibre. Donc: 

x 

C IIIdx + \" + r = 0 
vO 

1 
1 .. ~ 
1 
1 

1C 
1 

Fig. 214. 

( i) 

X et Y sont inconnus et ne peuvent èLri' dl,terminés par 
la mécanique rationnelle. Posons 

m = 9 (.T). 

L'équation (1) devient: 

f 9 (;r) dx + X + Y = O. (i' ) 

l'our un point C on a : 

-'1 = 1'0 (,T) d.r + X, (2) 
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d'où: 

do ~M' 
Tx-t;'-

Posons: 

Le tp(x) dx 
~_:..... "1-1' -= F (x). 

Il vient: 

d' [ X] ri: = ~ F(x) + 1; 

d'où 

l x lX dx o = r F(x) dx + ~x -I-
o 0 p 

(3) 

équation à deux inconnues 0 et X. Observons que pour 
x = l, 0 = 0; donc: 

o = ~ (lF (x) d.x + ~x (1 ~ Jo Jo Il' 
(~) 

d'où on tire X. 

Théorème. - SI LA. SECTION E:iT CONSTANTE, LES MOMENTS 

Al'X EXCASTREME;\ITS SE RÉPARTISSENT COMME DES RÉACTroNS AUX 

POINTS D'APPUI DANS LE CAS D'UNE PIÈCE APPUYÉE A SES EXTR~;

MITÉS ET SOUMISE A LA FLEinON PLANE SIMPLE. - Considérons 
(Hg. 215) deux pièces, l'une encastrée et soumise à un 
couple rn par unité de longueur, l'autre appuyée et sou
mise à un effort p par unité de longueur. Supposons 
rn = 9 (x) et p = cp (x), donc rn = p, numériquement. 
On a : 

M = .f'f (x)dx + X. 
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Pour la première pièce : 

dà r l. '1'( Î + Xl -(lx = IlT, l' ,1'. , 

à = ~ *' [fF (x) dx + X ,1'] 

0=0+, LfF(.c) d.r+X.1] . 

l 
Fig. 215. 

Pour la seconde pièce: 

T = 1,' P dx + X = la' ",(.1') dx + X = F (x) + X 

l\I = lX F(x) d.r + X . ,1' 

Pour x = l, l\I = 0 et 

o = (1 F(x) d.r + X . [. Jo 

:~ii 

Les deux dernières équations relatives à la première et 
il la deuxii:'me pièce sont identiques; les valeurs de X 
tirées de ces équations sont donc numériquement égales; 
il en est de même pour Y. 

Pièce de section oonstante encastrée aux deux extré-
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mités et soumise à l'action d'un couple. - Soit Ml le cou
ple agissant en C (fig. 216). D'après le théorème précé
dent on il : 

E 

L 

Fig. 216. 

Pour un point E il la distance x de A il vient: 

Fig. 2Li. 

Le maximum de à sc produit pour x = a ; donc: 

, 2~~I,ba 
0" = [r:r l 

Pièce de section constante encastrée aux deux bouts et 
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soumise à des moments uniformément croissants. - On 
peut remplacer tous ces couples par un couple unique 1\I1 

(fig. 217) appliqué au point C, centre de gravité du 
triangle A:\[~. Donc 

AC - 2 l' BC - 1 l' X _ Ml. Y = 2 1\1 -3' '-3' - 3' 3 1 

La question s'achèvera comme ci-dessus. 

PRISMES A SECTION NON CIRCULAIRE 

Vérification de l'hypothèse des sections droites restant 
planes. - Nous avons admis pour établir les formules 
relatives à la torsion des pièces circulaires que les sections 
transversales restaient planes après déformation. Nous 
allons montrer que cette hypothèse est parfaitement 
logique en ce qui concerne les pièces circulaires, mais 
qu'elle ne peut plus:être admise dès que les sections trans
versales ont une forme différente du cercle. Reprenons 
les formules générales de la théorie mathématique de 
l'élasticité: 

m de 
!).2U + -- -+~X=O l m-2 dx 

, ~ 2V + _11_~ _ ~ + ~ r = 0 
, m -2 dy 

m de , 
,.l2.w+ --- +~Z = 0 , m-2 dz 

1 (~+~) , OX,I/ = 6yx = l3 dU dx 

\ i ( clv clw ) , eyz = 6"1 = T d:; + """'di! 
, 6. = fl = _1_ (~+~) 
\'" ,.. 13 dx clz 
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\" = -:- c:: + .. ' 2) 

~ ty = t (:; + m e 2) 
t z = ~ (dw + _e_) 

~ dz m-2 
du dv dU' 

e=(lX+Ty+([Z' 

Soit un prisme soumis à la torsion simple et choisis
sons pour axe des X l'axe longitudinal du prisme; dans 
le cas de torsion simple l'effort tangentiel dans le sens 
de l'axe est supposé nul; cie plus, les tensions tx, ty et t. 
sont également nulles. On a donc: 

tx = 0; ly = 0; t z = 0; Oyz = O. 

Nous négligeons le poïas du corps, supposé immobile; 
il vient: 

X=O;Y=O;Z=O. 

Du fait de tx = 0, ty = 0 et tz = 0 on peut écrire: 

!!!!.. _ 0 . dv dw 
dx - , dy = 0; dz = 0 

donc : 
e= O. 

Du fait de GyZ = 0, on a : 
dv dw 
-d +-d =0. z y 

(1) 

Enfin les équations générales deviennent: 

dJu d2u + =0 dy2 dz2 (1) 

dJv d2v + =0 
dx2 dz· 

(Il) 

d2w dlw 
dx~ + dy2 = 0 

(III) 
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L'équation ('1) peut s'écrire : 

dv dw 
di:=-di/' 

Différentions pal' rapport à z : 
d'v d2tv 
dz" - dydz . 

Or on a : 

donc 

dw 
Tz=O: 

(PU' 
--=0 
dydz 

Introduisons cette valeur dans (II) ; il vient: 
div 
dx" = o. 

La condition ('l) fournit encore: 

dtv dv 
dy - - d; , 

Différentions par rapport à y : 

d'[(· d2v 
dyi - dydz ' 

d d2 
Or ~ = 0; doue __ v_ = 0 et 

rly dydz 
d2w 

A cause de (Ill) on aura aussi dx 2 = O. 

Dressons le tableau: 

381 
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La fonction v est indépendante de y, car on a :~ = 0; 
elle est linéaire de x et ;; puisqu'on a 

On peut donc écrire: 

v = Ao + Aix + Z (A2 + Aax) 

On a de même: 

w = Bo + B1x + y (B2 + B3x), 

01' 

.:!!:.... dw _ O. 
dz + dy - , 

donc: 

d'où 
B2 = - A2 

BB= - A~ 

A l'origine, tl = 0, V = 0, tU = 0; donc: 

En outre: 

Ao = 0; Bo=O. 

dv --o' dx - , 
dw _ 0 
dx -

l'axe des X étant supposé passer par un point infiniment 
voisin; donc : 

Ai = 0; Bi = o. 
Enfin le plan XY renferme toujours un même point du 

COl'PS : 

et 
B~= 0 
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Il ne reste plus qu'une constante, Bs = - A3, que nous 
désignerons par e. On aura donc: 

v = exz.: w = - exy. 

fi l , . du 0'1' Intégrons en III 'equatlOn -, - = ; 1 VIent ax 
u = 9(Y,z) 

fonction qui doit répondre à la condition 

d2u d2u 
dy2 + dz' = O. 

Les composantes 8~!I et ex. doivent donner une résul
tante tangente au contour de la section; soit z = f (y) 
l'équation de ce contour. Pour qu'il y ait tangence il faut 
qu'on ait 

Ocrz d:; 
O,,!, - dy . 

Remplaçons 8", et S.TY par leurs valeurs: 

~+~ 
dz dz d,v 
dy du dt' 

Ty+Tr 

Or v = 6xZ' ; w = - Oxy : 

du 
dz di - Oy 

d;ï= ~ +6.:: 
dy 

(IV) 

. C'est la condition générale que, dans le cas de torsion 
simple, on doit remplÎ!' au pourtour de la section. 

Voyons quelle est la condition pour que toutes les sec
tions restent planes après déformation. Cette condition 
s'exprime par u = 0 partout; u = 0 est une solution de 
l'équation aux dérivées pat,tieUes 
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Al dIt t du t 1 l' , t' d d' . ors dZ e di son nu s; equa lOn e con Illon (IV) 

devient: 
- Oy dz 
a::- - di 
dz _l 
7lY- ;; 
zdz + ydy = O. 

Intégrons: 

équation du cercle, La condition pow' que les sections 
1'estenl planes apl'ès deforma/ion pal' torsion est donc 
qu'elles soient ch'culai1'es, Il résulte de là que l'hypothèse 
que nous avons faite lors de l'établissement de la théorie 
élémentaire de la torsion ries pièces circulaires est paï
faitement j ustif1ée. 

Cherchons maintenant le moment de torsion. Dans le 
plan d'une section un élément ds = dy d;:; reçoit l'action 

1 -1 
des composantes 8,.,/ = T 0.:; ; 0" = -r,- 6y. La com-

1 ... 

posante e,!! donne lieu à un moment + Oro/:':; par rapport 
à l'axe des Y, eX!! étant dirigée vers les Y positifs; la com
posante Bxz donne lieu au moment - exz y par rapport à 
l'axe des Z, (lx. étant dirigée vers les Z négatifs. Ces mo
ments doivent faire équilibre au moment lW qui produit la 
torsion et on a : 

M' = + J(O~2 + Gy") d" = ~ !(Z2 + y2) ds, 

~I=T[" 
Ip étant le moment d'inertie polaire de la section. La 
tension tangentielle en un point quelconque de la section 
considérée est la résultante V 8"y2 + 6x ." de 6 .• y et OX •• On 
a: 
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l'étant la distance du centre à l'élément ds considéré. 

La tension est donc maximum au contour où r = v, 
rayon de la section circulaire; elle y a pour valeur av. 
La condition de résistance sera 

ev -<ri/II 
~ 

e .\1' 

T Il' 
ou, en observant que 

)l'v 1111 

-r- <1' , 
p 

relation que nous avons trouvée dans la théorie élémen-
., 7t v'. v2 • ..... ') 

taire. D autre part Ip = ~ = s 2 ' SI S = T.V~ est la 

surface de la section. Il vient: 

M' Le l'''''S~ - 2 

On peut aussi écrire : 

ou 
M'= _i_~_O_. 

41t· Ip ~ 

Section elliptique. - Reprenons l'équation aux déri
vées partielles 

d2u d211 
-d) +-d' =0. y- z-

L'intég-ration de cette équation, qui donne la forme de 
la section transversale déformée, n'est pas toujours pos
sible. Une solution très simple est n = 0 ou u linéaire; 
elle nous a conduit à la forme circulaire pour laquelle seule 
les sections restent planes. L'équation différentielle CI~ 

dessus est aussi satisfaite par la fonction 

u = Ayz 

qui représente un paraboloïde hyperbolique. 
WÈVE. - Résistance des matériaux. 
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On déduit: 
du du 
dz = Ay; cry = Az. 

L'équation du contour de la section est donc définie 
par 

Posons 

il vient: 

Intégrons: 

Ay - Oy dz y A - e 
Az - G;:; = di = 7 A + tl . 

A -G 

A + 0 

dz b2 Y 
dy-- 7:: 

a2zdz + b"ydy = O. 

équation d'une ellipse. Un prisme à section elliptique se 
déforme donc de manière que ses sections transversales 
deviennent des paraboloïdes hyperboliques. Cherchons 
maintenant pour un prisme elleptique l'endroit où, dans 
une section, se produit la tension maximum, ainsi que 
l'expression de cette tension. Soit S = 'ftab la surface de 
la section. Les moments d'inel,tie principaux sont: 

b~ a2 

I!I=T S; IZ=T S, 

Les composantes exy et ax , deviennent: 

t (dU ) 1 z Gxy = if dy+Gz = T (Az+ 6z) = if (A + 6) 

1 (dU ) 1 Y el en = T CiZ - Gy = T (Ay - Oy) = if (A -

La composante eXil donne le moment + axyz ; ax , le 
moment - ax, y. Ces moments font équilibre au moment 
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de torsion 1\1' : 

lU' = + J[ Z2 (A + 6) + yl (A - el] ds. 

Remplaçons A par sa yaleu l' tirée de la relation 

A - e b2 

A+6 --7' 
il vient: 

26 1 J ' 2& 1 ) 1 • 
M' = a"+b" T (a';;;' + b'y2) ris = a2+b2 T (Ii', + a Iy) 

'l' - 26 (b 2S al 2S b2 ) _ 0 i S 2b2 
II - a" + b2 T + a 4 - a" + b2 -~- a 

a2 + b2 

II' = 1" + 1" = S 4 

al + b2 = ~ 
S 

{ 1 S' 1 S' 
111' = 4 .. 2 T -ç (j = 0,02533 T lp fJ 

forme complètement différente de 1\1' = IlS6 trouvée en 

supposant que les sections restent planes. La tension en 
un point quelconque est la résultante 

26 
.1 e "+ il 2 - • l ' •• 2 + b' 2 V x!I zx - a2 + b2 Va", y 

de Oxy et 0". 

Pour une valeur déterminée de .!..- , c'est-à-dire sur y 
un même rayon vecteur, la tension résultante sera d'au
tant plus grande que y et ;:; seront plus grands. La tension 
maximum se produit donc au contour de la section. A ce 
contour on a : 

Introduisons la valeur de z tirée de cette équation dans 
l'expression de la tension, il vient: 

26b .Ié _ 1}" (a2 _ b2) 
. a2 + b2 V 



388 ÉLASTICITÉ ET RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 

Supposons a > b ou a le grand axe; la tension est 
maximum pour y = 0; la tension est donc maximum à 
l'ext1'émité du petit axe de l'ellipse; en cet endroit elle 
a pour valeur 

2a2b 
a2 + /:,2 e. 

La condition de résistance sera 

Introduisons l'expression du moment MI : 

ou 

M'L~ Sr'''' - 2 

6 _ 2:\1' 
max - '!tab" 

La tension maximum dans une pièce de section ellip
tique se p1'oduit donc à l'extrémité du petit axe et elle a 
pour expression : 

. 
2:\1' 

Omax = -b-) . T;a -

Il serait aisé de représenter la loi de répartition des 
tensions en divers endroits d'une section elliptique. 

Section rectangulaire. - Soit un prisme droit de sec
tion rectangulaire (fig-. 218) sur la surface extérieure 
duquel on trace des carrés égaux limités par des géné
ratrices et des directrices équidistantes. Après torsion 
nous observons: 

10 Les carrés ont perdu leur forme primitive; ils sont 
devenus des losanges. L'angle des génératrices avec les 
directrices a varié d'autant plus que ces génératrices sont 
plus près du milieu des côtés de la section. Le glissement 
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maximum se produit aux points du pourtour les plus rap
prochés de l'axe; 

2° Les sections primitivement planes se sont courbées; 
3° Les deux axes pl'incipaux d'une section sont restés 

dans le plan primitif. 
4° Chacun des deux axes principaux de deux sections 

successives a tourné de la même quantité. 
Considérons, avec Füppl, Ulle section rectangulaire 

rapportée à deux axes de sy
métrie OX et OY. :\'ous admet
tons que les efforts intérieurs 
sont dirigés dans le sens des 
côtés. Dans ces condilions les 
composantes 8.r et 6!, sur lin 
élément ds auront le sens in
diqué; la tension sur les élé
ments symétriques dans les 
trois autres quadrants auront 
la direction figurée', car la 
torsion sc produit partout dans 
le même sens. Ainsi, Ox en A 
étant dirigl~ vers les X posi

'yI 

E 1 F 

~I ds ~ 
o 1 At: 

1 B,y 

_·;-·_--.l·-·-·r-r·-·· 
01 ' x 

-Je I-:b 
i t 

H!---I---6,.!,·---"-

~ ........ ~ .... i 
Fig. 2HL 

tifs, celle composante en J3 sera dirigée vers les X 
négatifs, Cil C Yel'S les X négatifs et en D \'Crs les X posi
tifs. Donc ponr y positif, f),. est positif et pour y négatif, 
0", est négatif. On peut dOlic dire que Ox est une fonction im
paire de ycarpour y=-+ Oll a aussi G.r=-+. D'autre parties 
tensions qui agissent sur deux éléments symétriques par 
rapport aux axes sont égales en valeur absolue; ainsi ex 
en A est égale ù Ox en D; donc pour x = ± les valeurs 
de ex sont égales. On peut donc dire que 6.10 est une 
fonction paire de x; 0, est donc une fonction pair'e 
de x et impaire de y. Cetle fonction ne peut être ni du 
premier, ni du second degré, si elle doit réaliser les 
conditions précôdrntes; la plus simple sera nécessai-
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rement une fonction du troisième degré et on pourra 
écrire: 

ex = Cly + Ct'yx2 + CsYs. 

Pour x = -t- a cette fonction doit s'annuler, car sur les 
côtés FG et HE, B = 0, la tension étant dirigée suivant 
les côtés du pourtour. On a donc: 

o = Cly + C2ya2 + CsY~ 
0= C! + C2a2 + C3y2 

relation qui doit être satisfaite quel que soit y. On doit 
donc avoir C3 = 0, donc Cl + C2 a2 = 0, d'où: 

Il vient finalement: 

(i) 

Opérons d'une façon analogue pour By, qui est une 
fonction impaire de x et paire de y, c'est-à-dire: 

ey = C'!.'!: + C'2.'!:y2 + C'3X3 

expression qui doit s'annuler pour y = -t- b; donc: 

o = C'1X + C'2xb2 + C'3X'l 
0= C'! + C'2b2 + C's,'!:2 = 0, 

équation qui ùoit être satisfaite quel que soit x. On a donc 
C/~ = 0 et 

d'où 

C' --~ 
2 - b" 

i - 11 C't 2 ty - C !x - IT xy . 

• Les actions moléculaires qui agissent sur un élément 
de volume infiniment petit se font équilibre et on a 
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démontré (Elasticité) que 
dOx 

d,v 
_ dOy . 

ay 

Or 
dO C' 
_!/ -_') _1 xy 
d - ~ b2 .If 

donc 
C' __ C j b2 

1- a2 

et 
C b2 C o = - _1 - X + _1 xu2 . 

?I a:!. a2 ,/ 

39t 

(2) 
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Or 

C b2 C e = - _1 _ X + _1 xy~ 
!J al. a2 

1-- . ( y" ) 
b" 

Les valeurs de ex et eu montrent que les actions tangen
tielles sont perpendiculaires le long des axes de symétrie 
sur ces derniers et qu'elles croissent linéairement du 
centre à la périphél'ie. Sur les contours de la section ces 
actions sont dirigées suivant les côtés du rectangle et la loi 
de répartition est du second degré. Le long d'une diago
nale les actions sont parallèles à l'autre diagonale et la 
loi est du troisième degré. Le long d'un vecteur quel
conque leur direction varie d'un point à un autre. Cher
chons le point où e est maximum. On a : 

82 = e"~ + e".'! 
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Les valeurs de x ct y qui rendent cette expression maxi
mum s'obtiennent en égalant à zéro les dérivées par
tielles par rapport à x ou y, ou ce qui revient au même, 
par rapport à x 2 ou y 2• Posons y2 = Yi' x 2 = Xl; il vient: 

6"j = yj (a" - Xj)" + ,'1\ (b" - Yj)2 (1) 
6"1 = yj (a" - Xj)" + ''V j (b\ - 2b2Yj + y2j) 

Dérivons par rapport à YI, on a : 

(a 2 - Xj)" + XJ (- 2b 2 + 2YI) = (a 2 - Xj)2 - 2X j W - Yi) = 
(a" - X")2 - 2x2 (b2 - y2) = 0 (1) 

D'autre part ('1) peut se mettre sous la forme: 

Yl (a> - 2a"xl + XI") + XI (b2 - Yi)2. 

Dérivons par rapport à XI : 

ou 

Yl (- 2a2 + 2x i ) + (b 2 _ YI)" 

- 2Yl (a" - XJ) + (b2 - YI)" 

On voit que les coordonnées du sommet du rectangle 
satisfont à ces relations. Les autres solutions s'obtiennent 
en résolvant. Tirons de (1) 

1 (b2 _1j2) - _ (a" _ X")2 (3) . .- 2x2 ." 

Remplaçons dans (lI) : 

_ 2y2 la" _ X2) + _1_ (a" - X2)4 = 0 
\ 4x I 

1 
- 2y2 + -4 . (a2 - x2)3 = O. (4) 

x' 

De (3) on a : 
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d'où, dans (4) : 

_ 2b2 + ~ (a2 _ X2)2 + _1_ (a2 _ X2)3 = 0 
x" 4X\ 

équation du troisième degré en X2. Résolvons cette équa
tion dans le cas du carré, c'est-à-dire quand a = b. On 
a alors: 

. . 
qm a pour racll1es : 

X23 doit ètre rejetée car Xs serait imaginaire; X2 aussi car 
elle conduit pour l'y correspondant à une valeur imagi
naire; en effet, en introduisant cette valeur de X2 on 
trouve y22 = a2 (2 - V5). Il ne reste donc que les points 
qui ont pOUI' coordonnées 

X --+-a. /1 . ,-- V 3 ' 
_+ .lT y-_avT 

et si on introduit ces valeurs dans 62 il vient 

3 l\If 
02 -

max - 32 a6 

lW 
ama.< = 0,306 (ï3 . 

Ce maximum de 6 n'est pas nécessairement la plus 
grande valeur de cetle quantité; le maximum de e peut 
~e produire en un point du contour de la section. ~~tant 
donnés les résultats obtenus sur la répartition des efforLs 
à la périphérie il suffit de considérer le milieu des côtés. 
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Pour x = a, y = 0, on a : 

et dans le carré 

9l\1' 
6 = 16a'b 

1\1' 
0= 0 5625-.. , il'l 

395 

(HI) 

Cette valeur de e est donc beaucoup plus grande que le 
maximum analytique qui se produit sur la diagonale. 
Donc pour les prismes dont la section diffère peu d'un 
carré il suffit de calculer la tension tangentielle maximum 
qui se produit à la périphérie. On arrive probablement 
au même résultat pour d'auh'es rapports entre les côtés 
du rectangle. Donc 0 atteint sa plus grande valeur au 
milieu des grands cotés, donc aux points du pourtour 
les plus rapprochés du centre de la section. Dans l'appli
cation de la formule (III) on entendra donc par a le plus 
petit demi-côté du rectangle. Enfin, si on introduit les 
côtés entiers du rectangle al eL bj la formule (Ill) devient 

,,= 9M' 
2 al" bl 

Sections de formes quelconques. - De Saint-Venant, en 
effectuant l'intégration de l'équation aux dérivées par
tielles et les calculs correspondants pour un certain 
nombre de sections de formes diverses, a montré que le 
gauchissement des sections droites est, en général, et 
pour un même genre de surfaces, d'autant plus prononcé 
que leur forme s'éloigne davantage du cercle, ou, en 
d'autres termes, que leurs dimensions maxima et minima 
diffèrent plus l'une de l'autre. 

Ce gauchissement ayant pour résultat de diminuer la 
résistance à la torsion, la forme circulaire est la plus 
avantageuse de toutes à égalité de surface. Les fibres les 
plus fatiguées ne sont pas toujours celles qui sont les 
plus éloignées de l'axe. 

Reprenons les formules relatives aux sections circu-
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laires. En les exprimant en fonction de la section S on a 
3 

i\I' = 0.282 e S 2" (1) 
S'O 

~l' = 0,0253 rr--l 1 
l' IJ 

Fig. :lI U il 228. 

(2) 

Ces formules sont encore utilisables pour toute autre 
section que le cercle Cil les {~!'l'i\'aIlL 

1\1' = of os ~ ; 
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YALEURS 
FORME des coefficienls. SURFACES 

de la section. 
et moments polaires 

<} <}' des sections. 

S _ 7td2 

F. 219 0,282 0,0253 
- 4, 

1 = _1_ 7td' 
p 32 

220 O,282V~ 
S = 7.ab 

0,0253 1 
a> b [p= - 7tab (a 2 + b~) 64 

S = a2 

221 0,2ù8 0,0234 1 1. l'=T a ' 

222 a = 2b 0,174 0,0238 
a = 5b 0,130 0,0252 S = ab 
a = Wb 0,099 0,0260 

Il' = 
1 

ab (a" + b") a = 50b 0,047 0,0274 12 
a= 00 0,000 0,0278 

S= V3 a2 

223 0,175 0,0222 4, 

11'= V3 é 
48 

224 
Carré curvllig'ne à angles 

S = 1,064 a2 aigus et à côtés COD- 0,192 0,0220 1 . Il' = 0,192 a' caves ay an 1 ~ de fle-

che. 

225 
S = 1,032 a2 Carré curviligne a angles 0,200 0,0232 

arrondis et à côtés Il' = 0,n9 é 
légèrement concaves. 

226 S = 1,220 a2 
Etoile carrf>C curviligne 0,161 0,0211 Il' = 0,297 é à 4 pointes arrondies. 

227 S = 0,291 a2 
Double spalule analogue 0,128 0,0232 

à un rail. Ip = 0,126 é 

228 S = 0,256 a" 
Autre forme de spatule. 0, H9 0,0239 Ip = 0,113 a' 
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de Saint-Venant a calculé la valeur des coefficients ~ et 
yi pour les différentes formes de sections suivantes (voir 
tableau ci-dessus). 

Le coefficient par lequel il faut multiplier + ~: 0 pour 

obtenir la valeur du moment de torsion est donc à peu 
près constant. 

Conclusion, - Les formules de torsion peuvent se 
meLtre sous la fOl'me générale 

M' ,s Cf1'"'' +, 
1"1', moment du couple tordant. 
b, rayon de la circonférence, plus petit axe de l'ellipse 

ou côté le plus pelit pour un rectangle; 
l, le plus petit des deux moments d'inertie principaux; 
9, coefficient qui a pour valeur: . 

Cercle plein et sec lion annulaire. 
Ellipse et ellipse annulaire. 

Rectangle, , , , , , , . , ... 

Pour un triangle à trois côtés égaux on a : 

:\1' = _1_ l""'b3 
. 20 

Pour un hexagone régulier: 

1 
M' = 1,09 l',ulbs 

b étant la longueur des côtés. On a donc ici: 

9 = 1,385 et 1,694. 

2 

2 
8 

Il Y a lieu d'observer que, pour l'établissement des for
mules précédentes, on a supposé que les sections succes
sives avaient la faculté de se courber et qu'aucune 
résistance spéciale n'intervenait pour empêcher ce gau· 
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chissement. Ce n'est plus le cas pour les sections d'un 
prisme qui serait terminé par des plateaux avec congés 
de raccordement: il y a alors sujet à rupture vers les 
bases. 

Ressorts de torsion. - Considérons (l1g. 229) un ressort 
constitué par un arc de cercle ABCD de section cons
tante, de rayon ?, terminé par un bras radial DE. Le 
ressort est supposé encastrô en A et soumis, il l"extrémitl' 
libre E, qui est au c.entre, il un effort P normal au plan de la 
I1gure. Une section quelconque EB, fOl'mant l'angle? avec 
EA, est soumise il un moment de torsion ~I = P. P et à 
un effort tranchant P que C B 
nous laissons de côté, L'ef- ' 
fort limite peut ètre déter- ./\~i!/:< .. 

f /w \ / "'<p'-., 
miné par la ormule _" ---~-.7!''7'77l7m7777:7777;'77 

[ E . 
!\{''«:::::O'l,/ll'_ • -,' b 

si on admet que celte for
mule, trouvôe pour des pris

D 
Fig. 2~!J. 

mes droits est applicable il des prismes à axe courbé. La 
section EC distante de EB de ds = J d?, par suite de l'ae
tion du moment tordant lW loul'lle par rapport à EB; 
l'angle de torsion il l'unité de distance a pour valeur 

, _ 32 Pp () 
(1 ---;- (fi ~. 

pour une section circulaire; et, pour Ulle section rectan
gulaire : 

La torsion il la distance ds est 

ods = 0 J d9· 

Le point cl'application E de la force se déplacera clans 
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le sens de celle-ci de la quantité 
ods. p = il p2 cl,? 

La flèche totale ( du point E relative à la longueur com
plète ABCD a pour expression: 

1" f = il 0 ' do. "' , o :.J 

Posons il = A.p ; pour une section circulaire 
32 1 

A= -;- d' P. ~ 

cl, pour une section rectan
gulaire, 

\. .1. b' + h" pr.. , = ,*,0 b::h:1 ... 

On a donc 

f = Al" p" d'f. 

La flexion du point E re
lalive au bras DE peut être 
cOllsidérée comme négli-

Fig. ::!3U. geaLle. 

1 Ressorts cylind1'iques (fig. 230)-lci w=2rr i,inombre 
de spires. Soit J' rayon moyen = p. On n : 

12"i f = A 0 ]"3d9 = 2rri A)':~, 

Pour une section circulaire 

1'1' = ...2:...1'''''d:: 
Hi 

l' 1 3 1" 
f'= 6'1- i ~- ~ = 4rri d l'''''~. 

et pour une section rectangulaire: 
') 

1'/' - -=- j'''''b' h - 9 

b' + hl 4 .1. . b2 + 112 

f 21.' P 38 IJ,I r 2r""(.t = '1'0 lIT b3 h" 1"1_ = 9" .Dm bit' ... 
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b étant le plus petit côté du rectangle si b ou h est dans 
la direction de l'axe du ressort. 

ri 

~ 
Fig. 2~~1. 

Ressorts coniqlles. (fig-. 231). - On a ICI, pétant 
variable: 

·)-i 1'" r' 4 r 4 -,oi A ~,., A 0j d 2 ~ 1 •• 

r=~ -1' ~I' i\ P- P= l' ~ l' .) 
:.! 1 1'2 "2 1 ..;;. 

\V hï-:. ~~ R(~si~tanc(' des matériaux. 21i 
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Pour une section circulaire : 

et si 1'1 = 0, 1'2 = l' 

et 

. 1'~ r = 16 ~ dl P~. 

En introduisant )"'" 

PI' = ~ 1."uCl'] 
2 16 

PI' = ~ j.Ul/d3 
16 ' 

Pour une section rectangulaire : 

"'t, . ., .J b2 + h2 
f = 2 \1'1 + 1) (1'1" +1'~-) 'h bohd p~ = 

et 

1 b2 + h2 
= 2 % 7ti (1'1 + 1'2) (1'/ + 1'22) bah> l' . ~ 

P 2 . 
1'2 = - r U "b 2Jt. 

9 

ESSAIS A LA TORSION 

Essais de Bauschinger. - Cet expérimentateur a vo~lu 
vérifier la formule de de Saint-Venant 

~ = \l/l\l ~ ~l o 1 Sft 1" , 

ooangle à la distance l. Il a essayé des prisme.s en fonte à 
sec Lion circulaire, elliptique, carrée et rectangulairll 

h 2 h 2 L" t' d cl S' t t b = T et b = ""4' equa wn e e am -Venan 

pour les angles de torsion à l'unité de distance oa Ou Oc Od 
il donne 

oa: Où : Oc : Od : oe = 1 ; 1,2a ; 1,13 : 1,40; 9,1. 
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Bausching-er a trouvé 

Oa: Ob: 0,.; Od: Ge == f : f,24: f,20: f,47: 9,65. 

Les résultats de l'expérience sont donc concordants 
pour les sections circulaire et elliptique; il n'en n'est plus 
de même pourles autres sections. Observons cependant 
que dans la formule de de Saint-Venant il n'est pas tenu 
compte de la variabilité du coefficient ~ alors que pour la 
fonte ce coefficient croit avec les tensions; la concordance 
est donc suftisante. Elle s'est montrée aussi satisfaisante 
pour des échantillons d'acier Martin-Siemens de sixdegt'és 
de dureté, pour de l'acier Bessemer, einq degrés de dureté, 
pour du fer fin grain et du fer nerveux. 

D'après le même auteur les coefficients de rupture pour 
la fonte, correspondant à la formule 

ont pour valeur: 
Cercle , 
J<.:llipse. . . 
Carré .... 

h 
Rectanglef) 

J J\I ~ t:ll'U"_ , b 

2 
1. 
4 

Il'''' = 1. 950 kg;cm2 

2 ;SB 

2453 

2740. 

3262 

Essais de Bach. - Bach a effectué de nombreux essais 
à la torsion. 

1 G Essais avec des prismes ronds et des vis de fer sou
dant et de fer fondu. Il ressort des résultats constatés 
une influence remarquable du sens du filet SUt' la résis
tance à la torsion. Des vis à filet droit, en fer soudant, 
tordues vers la gauche, se sont déchirées au filet alors 
que l'effort de rupture du noyau n'était pas atteint. Des 
vis à filet gauche en fer soudant soumises à un moment 
tordant à gauche et des vis à filet droit tordues à droite, 
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également en fer soudant, ne se sont rompues que lorsque 
l'effort a atteint sa valeur normale. Quand le moment est 
dirigé vers la gauche, il y a augmentation de longueur 
pour les filets à droite et raccourcissement pour les filets 
à gauche. Les éprouvettes rondes s'allongent aussi à la 
torsion; la résistance des vis dans bien des cas est supé
rieure à la résistance des prismes ronds de même matière. 

2° La résistance de la fonte, à la torsion, varie avec la 
forme de la section. 

Prisme à section rectangulaire avec abouts renflés, 
b 1 1 R'"' 

h = T à 9 ; R = 1,42 à 1,59. Hupture à proxi-

mité des extrémités de raccordement aux abouts . 
. RI/ II 

Prisme à section circulaire avec abouts. R = 1,02 

à '1,05. Rupture à 45°. 
RI/II 

Prisme creux, section circulaire. R = 0,82. Rupture 

dans la partie prismatique. 
RI!II 

Prisme creux, section carrée. R = 1,13. Rupture dans 

la partie prismatique. 
Si on compare la résistance à la torsion d'un prisme 

carré plein à celle d'un prisme carré creux on trouve 
1,25 ~ . . . 
-1- ; la meme comparaIson entre un prrsme rond plem 

et un prisme rond évidé fournit également le rapport 
i ,25 L t" " l' d . t'l' -1-' a ma lere sItuee vers axe est one mieux u 1 1-

::;ée que ne le montre la théorie; ceci pour de la fonte, bien 
entendu, et le résultat est compréhensible car pour cette 
matière le coefficient de glissement ~ croît avec les ten· 
SlOns, 

Prismes C, 1 et +. Rupture aux extrémités en deux 
ou en quatre points diamétralement opposés. L'équation 

1 8 
l\I ~ 91,1111 li avec l' = 3'" 
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paraît inapplicable pour la fonte, pour les sections précé
dentes. La section C est peu propice à la résistance à la 
torsion. 

La résistance à la torsion de prismes travaillés, donc 
dépourvus de leur croûte, parait supérieure à celle des 
prismes bruts. 

Pour deux fontes A et B dont la résistance à la traction 
R a été respectivementl?)79 ct 1679 kgrjcm 2 on a obtenu 
les résultats suivants: 

RÉSISTANCE A LA TORSION 

FORllE DE LA SECTION R"" kg/cm' 
Rapportée à]a r(';sis f ance 

à la (raclion R 
. 

A B A B 

Circulaire pleine . 1618 » 1,02 )) 

Circulaire creuse. 1299 1439 0,82 0,86 
b 1 

Rectangle Tt = -1- 2228 2598 1,42 1,55 

l 
2529 1,60 -- » )) ') ,. 

~.;) 

1 
2366 2663 1,50 1,59 -

5 
1 

2 :;08 1. 59 - )) » 
9 

Carrée creuse. 1 788 )) 1 , 13 » 

RI/" 
Les rapports -r sont relatifs à de la bonne fonte de 

machine, travaillée. Les éprouvettes 6, 9 à 12 se sont 
toujours brisées à proximité des abouts de fixation à 
la machine à essayer; on a vu qu'en cet endl'oit les sec
tions ne pouvaient gauchir. C'est un cas de torsion com
binée avec traction; la valeur moyenne de R'!!! est donc ici 
plus faible. 
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FORME 

de la section. 

Fig. 232 

- 233 

- 234 

- 235 
a>b 

ao bo 
a=T=m 

- 236 

- 237 
h>b 

- 238 

Tableau récapitulatif. 

MOMENT 

de torsion. 

~ j'''"d3 
16 

it 'n' d:' - do~ 
16 1' d 

~t"llabl 
2 

7t .1111 ab3-aobo3 

2'1' b 

_1_ r""b3 

1,09 

..!..- r""b3 

20 

ANGLEUE TORSION 13 

à la distance 1. 

E-~~ 
7t d" 

32 M' 
- d'~do"~ 7t 

_1_ lW a2+ b2 B 
7t a3b3 1 

..!:..l\I' a2 + b2 

7t a3b3 (1- m4)~ 

M' 
0,967 /ji: ~ 

h 1 
pour b = T 

"6 !\l' b2 + h! P 3,'" ~~ 
h 2 

pOUl' b =T 
b2 +h2 ~ 

3,50 M' bah3 

RIII! 

lf 
pour la fonte. 

1 

0,8 (1) 

1 à 1,2;; (2) 

0,8 à 1 (3) 

pour ~ =+ 1,4à1,6(2) 

" ,b2 + h2 

3,3.., l\I b3h:J il 

h 8 
pour -b- = -1-

b2 + h2 
3,21M'~~ 

lU' 
46,2 li'" ~ 
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b 

-<-, 
l'-"--b· 

e 
~----: 

407 

,né'h h'b 
ao ho ,.:;; 

.+ .Y ___ -';:/'. ' '~:, __ .. 

ao K b ~ 
a _~ 

, , t:. __ L___ 1 

-- : b 1 6
0 

: 
k 0 r >1 

a>b 
p 

):;; 

. bJ k . 

e=b-bo =o/5(h-hoJ 

J. ~e: 

T ... -- % 
h __ • . e 
~--- 1 __ i-

lb .. ~ k····· . 
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FORME ~IOMENT A:\'GLE DE TORgIO:\' Il R'''' 

de la section. de torsion. à la distance 1. 
R 

pour la fonte. 

- 239 
h>b 

ho - liv :2 "" b3h-bo3ho 
1 à 1,25 (3) h - -b- -- r )) 

9 bo 
'> 

Fig. 240 i r''''e2(h+2bo) 1) 1,4 à 1,6 (2) 

" - 241 ..::.. r""e2 (h+b-e) » 1,4à1,6(2) 
9 

" - 242 ; 1'''''e2 (h+2bo) » 1.4 à 1,6 (2) 
e=b-bo = 

0.5 (h- ho) 
') 

l.H 1,6 (3) Fig. 243 i r""e2 (h+b-e) » 

Les éprouvettes H et 12 supposent au moins ~ = 

~ . Pour '11, bo n'est pas supérieur à e = b -bo. 

10 Cette valeur dépend du rapport ~ qui varie de 0,8 

à 0,7. 
20 Ces chiffres sont d'autant plus faibles que l'ellipse 

ressemble plus au cercle, le rectangle au carré, les sec
tions double Tet 1: au carré ho = 0, h = e, les sections + 
et équerre au carré h = b = e. 

30 Même observation que ('1) et (2). Plus ao et bo sont 
faibles vis-à-vis de a et b, bo ct ho vis-à-vis de b et h plus 
on se rapproche de la limite supérieure. Celle-ci est rela
tive aux longues sections. 



CHAPITRE V 

RÉSISTANCE COMPOSÉE 

La résistance est dite composée quand des efforts de 
natures différentes agissent sur les pièces; on peut avoir 
affaire, par exemple, à un effort tranchant et à une torsion, 
à une tension et à un effort tranchant, à une flexion et à 
une torsion, etc. 

FORCES NORMALES DANS DES PLANS DIFFÉRENTS 

Considérons (fig. 244) une pièce prismatique AB encas
trée en A et soumise à l'action de différentes forces 1\, 
P2' P3, normales à son axe et situées dans des plans dif
férents avec AB. Une section quelconque comprise entre 
B etD est soumise à la seule action de la force Pl ; il n'y 
a rien de partieulier à dire à ce sujet. Au delà de D jus
qu'en E on a affaire aux deux forces 1\ et Pi normales 
sur l'axe mais dans des plans différents. En D appliquons 

deux forces égales ct contraires, de grandeur P~a ; Pt 

et DF donnent lieu sur la section S à des moments flé

chissants égaux Pla et Pia b qui se détruisent; cette 

section peut donc être considérée comme uniquement 
soumise aux forces Pi et DG passant toutes deux par le 
point D; par suite la section n'est sollicitée que par la 
résultante DU de ces forces, qui donne lieu à un moment 
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fléchissant DH. b agissant dans le plan HDG. La valeur 
de DH s'obtient par une construction graphi([ue ou par la 
relation 

-.) ( l' a) 2 Pa nu- = -~- + Pl + 2 -1;- 1\ cos Cl 

et le moment 

Fig. 244. 

Soient J\a = ~Il ; 1'2b = M2 ; il vient: 

DH . b = 1/.\11" + l\I," + 2111 11\12 cos Cl 

Le moment relatif à une section quelconque est donc 
en grandeur et en direction la résultante des moments 
partiels. Si de D en A se trouvent de nouvelles forces 
normales on opérera de la même manière. 

Observons que le plan des divers moment.s change 
avec la section considérée; pour que la flexion s~ pro
duise dans le plan en question il faut donc que ce der
nier coupe la section considérée suivant un axe principal 
d'inertie, c'est-à-dire qu'il doit y avoir égalité des 
moments d'ÏIwrtie pour toutes les droites passant pnr le 
centre de gravité; c'est ce qui a lieu pour lin cercle, un 
carré, un triangle ôquilatôral. Si cette condition n'est pas 
réalisée, la flexion est gauche. 

Hemarquolls aussi que par suite des flexions dans des 
plans différents la libre moyenne prend une double cour
bure; chacune des forces normales donne donc lieu il un 
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moment de torsion; en général cc dernier est faible et on 
peut le né'gliger. 

FORCES OBLIQUES DANS ilES PLANS DIFFÉRENTS 

Le problème sc traite comme dans le cas précédent. 
l'ne force F (fîg. 22?J) donne naissance dans une section S 
à un moment fléchissant 

1\1 1 = p'f! + Pb, 

ct à une force de traction P qu'on peut supposer unifor
mément répartie. Les moments :\11, :\I, ... ainsi déterminés 

!S ;--;N; 
_ 'L.. ~ __ _ 

" 

1 r .... ... é! .. . >j 

Fig. 245. 

se composent entre cm .. comme ci-dessus ct leur résul
tante J\I donne lieu pour la section S il une tension maxi-

1\1 l' 1 Il'1 fi' 1 . mum -1- il aque Cl aue ra aJoutel' a traction 

P+l'J+l',+ ... 
S 

EF~'ORT TRANCHANT ET TORSIOj'{ 

Les efforts extérieurs agissant sur le prisme supposé 
droit sc réduisent pour toute section li un effort tran
chant situé dans la section et il un moment de torsion 
dont le plan coupe normalement l'axe longitudinal. Sur 
un élément quelconque ds de la section considérée l'ef
fort tranchant T donne naissance à un effort de glisse
ment 6' et le moment tordant il un second effort de glis-
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sement el!; la résultante de 6' et e" fournit l'effort de 
glissement réel sur l'élément ds. 

Section circulaire. - Nous avons vu que l'effort de 
glissement dù à l'effort tranchant est maximum sur le 
pourtour de la circonférence où il a pour valeur 

O,-~..!.-~-'!:... 
1 - 3 S - 3n di 

S = n:' , surface de la section, d le diamètre du 

cercle. L'effort de glissement dù au moment tordant est 
aussi maximum sur la périphérie et il a pour expression 

O"_~~. 
1 - 1! d3 

Les efforts maximum 6'1 et elf l s'ajoutent puisqu'ils sont 
tous deux tangents à la circonférence et on a, pour effort 
résultant: 

0' e Il _.!.?. 2- + ~ M' _ ~ (~+ M') , 
1 + 1 - 3n d" .. d3 - .. d2 3 d 

Section ci1'culaire CJ'et~se à mince paroi. - On a ici: 

T 
llt'=2S' 

e 1/ _ ~ 1\1' d M'. 
1 - 1t' d' _ do' = 2 dmS environ 

Solide de J'évolution en général. - On admet parfois 
que l'effort Test uniformémcnt réparti dans la section; 
soient l'axe de la pièce horizontal et l'effort T vertical. 

Le couple de torsion 1\1' donne lieu sur la circonférence 
, , 1 M'v. b' extérieure à un effort tangenbe e = -J - qUi se corn me 

, l' 
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avec un autre effort tle mème nature -}. La fatigue 

maximum a lieu il l'extrémité g'auche du diamèt"c hori
zontal (Hg', 246) où les deux efforts s'ajoutent et olt on doit 
aVOIr 

"" _ T .\1'(' 
}' 7---' 

S 11' 

Si on voulait trouver la charge qui correspond à un 
autre point quelconque de la scction on composerait 

1 

1 . v 
__ ~--h 

--'--r-~-- - ~ 
1 

1 

1 

"---t---'-- - - ~ 

T 

Fig. ::?4(). Flg. 217. 

géométriquemcnt entre elles les cieux tensions; pour le 
point le plus bas, par exemple, où ces tensions sont à 
angle clroit, leur résultante a pour valeur 

V ( T ) 2 (M'V) ~ r"l!=;:;; _ + _ . 
S Ip 

Section rectangulaire, - Supposons que l'effort tran
chant T agisse normalement sur la largeur b (fig, 247); les 
cieux glissements sont maxima au milieu des longs côtés. 
On a: 

3 T 
0' ---
1- :! bh 

O"-J!..~ 
1 - 2 b2h 

6' + b " = ~ _i_ (1' + 3~) 
1 J ~ bit b 
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TRACTION OU PRESSION ET TORSION 

Les forces extérieures agissant sur le prisme supposé 
droit donnent lieu dans une section quelconque à un 
effort normal P tangent à l'axe longitudinal et à un 
moment de torsion ~I' dont le plan est normal sur cet axe. 
Sur un élément ds quelconque de la section S considérée 
l'effort P, supposé de traction, engendre une tension nor
male 

p 
[= S 

Le moment tordant 1\1' donne lieu au mème point à un 
effort de glissement a. La résultante des deux efforts est 
maximum, si on suppose l'effort P uniformément réparLi, 
quand a est maximum. Il s'agit ici d'une déformation 
composée et la formule de de Saint-Venant est applicable. 
Reprenons cette formule: 

oa = m - i t + m + 1 • / t" + 6". 
IX 2m 1I! V 4 

Un peut l'écrire, en appelant r l'effort admissible de 
traction: 

l' ~ m - 1 t + m + t yi [2 + 40" . 
2m 2rn 

(I) 

Nous avons vu, d'autre part, qu'entre le coefficient ~ = 

+ et le coefficient de dilatation oc existe la relation 

2 m+ 1 y= IX -rn--6 

établie en supposant une matière isotrope, ce qui n'est 
généralement pas le cas, notamment pour le fer laminé 
dont la résistance au glissement n'est pas la mème dans 
le sens des fibres que dans le sens normal. Il y a donc 
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lieu, d'une manière générale, de corriger la relation ci
dessus, cc que l'on peut faire en introduisant un coeffi
cient pratique OCv et en écrivant: 

111 + 1 ï = 20c ---'-- OCo e 
m 

L'équation ('1) devient: 

m-1 111+1./ /' ;" --- t + --- vt~ + 4 (oco6)" 
2m 2rn 

(2) 

Observons que l'introduction du coefficient OCQ dans 
(2) revient à son introduction dans la relation 

pl/If === ln }> 

ni + 1 

entre les coefficients admissibles et à écrire : 

d'où 

oc 1'1/1/ = __ 1_11-,- l' 

m+l 

l' 
OC o = ---;----;---

112+1 1/" 
'--1' 

m 

Les équations de condition seront donc 

l' 
(/.0 == 

rn. + i r lf " 

111 

S. 40 
lrn=-3-

l' ;" 0.35 t + 0,6t\ \/ t" + 4 (ocoO)" 

r 
(/.0 =: i~31'"'' 
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Supposons maintenant que l'effort P agisse par pres
sion; les équations de condition seront: 

r ~ 0,35 t + 0,65 Vt~ + 4 (Ct olt 
r' 

Cto = l,3 r"" 

avec: 

l' 

."1. == 1,3 r"" 

si, bien entendu, le flambement ne peut se produire. 
Plus simplement soit, pour un solide de révolution, 

M' le moment de torsion auquel est soumise la section S 
considérée; P est la force de traction appliquée à la 
fibre moyenne. Le couple M' produit un glissement tan
gentiel dont la valeur est maximum à la circonférence et 

a pour expression 0 = l\-:'v ; l'effort P donne lieu en tous 
j! p 

points à une tension normale t = S . On a donc: 

p ~ 1 ( P ) " (M'V ) ~ r 5' 0,35 S + 0,6:1 V S + 4 Cto T 

ou tension de traction des points qui fatiguent le plus 
dans la section S et qui sont tous situés sur son contour 
extérieur. 

FLEXION ET TORSION 

Les forces extérieures agissant sur le prisme supposé 
droit donnent naissance, dans chaque section, à un 
moment fléchissant M et à un moment tordant M' ; le 
plan du premier coupe normalement le plan du second. 
En un point quelconque d'une section le moment fléchis-
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sant engendre une tension normale t et, le moment de 
torsion un effort de glissement e. L'effort résultant au 
point considéré doit rÉ'aliser les conditions : 

r'U ~ 0,3:; t + 0,65 Vt' + 4 (::toV)" 

l',rr 

rXo == 1.3 r'lll • 

JI ya lieu de chercher dans la section l'endroit où se 
produit à la fois le maximum de t ct de O. 

Pour un solide de révolution le moment tordant M' 
fait travailler d'une manière égale tous les points du 
contour extérieur; ceux qui fatig'uent le plus à la flexion 
par le fait du moment fléchissant l\[ sont dans le plan 
de flexion; ce sont donc ces derniers qui éprouvent la 
plus grande fatigue et on a : 

JIu . l / ( I\II' ) " 
l'OU /" :c'" 0,:~5 -t- + (l,ô;; V -'-t- +4 

ubsel'vons que la plupart du temps il ya un effort tran
chant dont il y a lieu éventuellement de tenir compte, 

Section circulaire. - Les maxima de t pt 0 sC' pro
duisent au mème endroit et on a : 

donc 

,'" ""- 0 '1" 32_ ~ + 0 6". / (:~~ ~)" + 
1 - .' ,) 7t d' . "V 7t (fi 

39 f 
l'''' ~ -;-- (fi 1 O.;~5 JI + 0,ô5 ~hl' + 

Le résultat est le même pour une section circulaire 
annulaire. 

Wi-:VF.. - Rr:sÎslance {les matériaux. 27 



Sec/ion elliptique. - a. Le plan du moment fléchis
sant l'st pat'aW'le HU petit axe de l'ellipse. La tension nor

)"11 ~ 

A 

B 

1 

fA 
Fig. :!4S. 

male maXllllUm 

se produiL ù l'extrémité B du petit axe 
(iig. 2481. L'effort de glissementmaxi
mum 

2 1\1' 
B ----

1 - T. ab' 

sc produit ail Il)(\me (·ndroit. On a 
(Ionc : 

.''' 0,. i:.. _1_ .' 01" '1 + 0 r" \/\12 + ( \1""1 1 - T. ab" l ,,;) . ,1.). 'l.o· ',' 

b. Le plan du moment fll'chissant est parallèle au grand 
axe de l'ellipse. La tension normale 1 acquiert sa plus 
gl'ancle valeut' il l'extt'(~mil{~ A du g'l'and axe tandis que 
l'effort tangentiel e est maximum ù l'extrémité B du petit 
axe. Il y a done lieu (l'examiner oit se produit l'effort 
r('sultan! maximum. JI est évident, a priol'i, que cela ne 
peut (\tt'C' que sur la ph'iplH~rie de l'ellipse, La tensioll 
normale l, il la distun('(' i/ du petit axe. il pOlIt' expres
SIOn 

'\1, M , 
t=-I-Y = !J. 

~ (l"b 
J. 

L'rffOl't tangentiel dù au moment Lordant il la mème 
distance y' du pelit axe, a pOUl' eXjll'ession 



'fi 9 

nt, : 

L'effort résultant au point yx Je la périphérie a Jonc 
pour expression : 

- - 0 3~ 41\1 .'-l-
- - , J 7:a3b y , 

0,05V(T.~~lb y,)" + (~~o)2 (1- a2~b' y'") 

4.\1 [ .,., "/ ,., (!II' a" )" ( a'-b' "') 1 ; = 7:a3b 0"3,,.11 +0,0" \J .11-+ M b ~o t --a-' -y - . 

expression qui e~t maximum pOUl' 

!l'où l'on tire y = y'o 
et on aura: 

d; 
"(l'Y' = 0 

.,. l / (Y'o) 2 (III' a )' ( a' - b" ) ] + O,li" V a + -xI b ~o 1 - --a-:-'- 1/0'2 

Section J'ectangulaire. - a. Le plan du rnoment fléchi . .,
sant est parallèle au petit côté b a= --
du rectanglp. - La tension nor- ~I j T 
male et l'effort tangentiel Ront B --_. :-._- - ·b 
maxima en mt1me temps au mi- C, _____ li. 

1 jl , 
lieu du gt'and ('CM (fig. 2491 .. · .. --fl····~ 
Ona 

Fig. :?i\l. 

i\I 
t = 0 b'h : 
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t'l: 

l'''' "'"" Ü cIO 3" l\I + 0,1);)' /~p + (1,5 '1.0 :W)" .1· .. -- b"h ,;) V _ 

Pour le carré, h = b ct il vient : 

b. Le plan du rnornent flechissant est pa1'allèle au long 
càté h du rectangle. - lei t et e n'acquièrent pas leurs 
valeurs maxima au même endroit; t est maximum sur 
le petit coté et A SUl' le milieu du grand côté; il ya lieu 
d'opérer comme il a été faiL pour l'ellipse (b). 

c Le plan du rnornent fléchissant n'est parallèle à 
altcun des càtes. - Pour un élément quelconque de sur
face x, y, la tension normale est déterminée par l'équa
lion 

t = M (J; eOt-; ~ _ !J sill [1) 
lx Ir 

r = J...- bh3 • Iy = ~ b3h x 12' 12 . 

L'effort tangentiel est donné par l'expression 

ft = V6., 2 + eu" 

.w [ (2X)2] 8y = 9 b" h 1 - h 11 

Of = 9 --. 1 - -- X }[' [ (2Y) 2] 
bl/" h 

Ces valeurs ùe 0 et de t sont à introduire dans la for
mule de de Saint-Venant; on cherchera le maximum de z 
comme il a Np fait pour une section elliptique (b). 



l\~SISTANC E COMl'OS~E 

TH.ACTION OU PRESSiON ET EFFORT TH.ANCllA:"IT 

Les forces extérieures donnent lieu dans une section S 
à une composante normale P de traction tangente à l'axe 
longitudinal et à un effort Ull1chant T perpendicùlaire 
sur cet axe. La tension t duc à P étant supposée unifor
mément répartie. on a 

l' 
t= -

S 

La plus grande valem de 6 due à T est, pour un 

cercle 
4 T 11=----
:1 ~dl 

/~ 

et pour un reclangle 
3 T 

0=--. 
2 bh 

On introduira ces valeurs dans l'expression: 

1"" ~ o,:{:; t + 0.6:; V t1 + 4 (Clo~)i 

Si P est une compression, il viendra: 

avec: 

/,' ~ 0,35 t + 0,li5 vt i + 4 (CLoO)" 

l"~ 
CL ----

ù - 1,3 l"" 

r 
~n:=: 1,:1 r"! . 
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FLEXIO.'l ET EFFORT TRANCHANT 

Les forces extérieures donnent lieu dans ulle section 
quelconque du prisme à axe droit à un moment fléchis
sant i\I dont le plan est normal au plan de la section, et à 
un effort tranchant T dans la section. Sur un élément 
quelconque ds de la section considérée agissent: 10 une 
tension normale t due au moment fléchissant NI; un effort 
tangentiel e dù à l'effort tranchant. ~ous supposerons que 
le plan des forces extérieures coupe la section suivant un 
axe de symétrie dans la direction duquel nous supposons 
aussi qu'agit l'effort tranchant T. Pour tous les éléments 
de surface d~ situés à la même distance z de l'axe cen
lI'alla tension t a pOUl' valeur : 

Mz 
t ----. - 1 

L'efIOl't tallgentiel appliqué SUl' un élément ds paral
Ii'iement à l'erfo!'t tranchant T a pour exp!'ession : 

T te 
f) = hl Jz b;dz. 

L'erfol,t tangentiel 0/ appliqué tangentiellement sur un 
élément ds du pourtour de la section est lié à l'effort tan
gentiel (J appliqué pa!'aIlèlcment à T pal' la relation 

d'où 
0= 0' ('(J"; 7 

e'= _6_. 
cos 7 

On aura donc pour un élément ds du pourtour 

l\I V "1 ' (Ta: l'" ) ~ 'u 0 3" 1 .:; + " ( n ) ~ + ' 0 b"d' r = "l -1- 0,6" T Z ± bl COR? z ~ ~ 

1,1" 

C%o == J.:~ l'UfI • 



:==f~iI19: 

TI . 4 Tl 
1) = --- )' Sill 0 = - -,- ~11l c-

• 1; 1'<1 

0' == -±- -,-' - ('tJ:-; ~;, :3 ;-: /,2 , T 

"' TI . 
l"" 7' (U:. - -,- SIII C- + 

7: J" ' 
Fig. 2~)O. 

TI r . / . ( :l j' ) 2 1 
7: l''' .0.3:.,.;iIl1'+ U.G:; V ~1Il2,?+ -:l~o [COS '? 

4-

Soit '1. .. = 1, (,'('st-il-(Ii!'!' }' 
Tl 

('st la tellsioJl Jlo!'llwl(' 
..2'. ,.) 

4 

1 ,;~/'! Ol! 1'= 0, ï7 J,I : 

appliquée aux fibres 

l'xtt'èlllcs dans le cas 011 l'd'fort t!'allchalll sCl'ait nul 
d<"sigllolls-la pat' [' ; Ol! a : 

Il' l' lo 3'" + U 6" Vi . -J + r 7' r. .;) ,;Ill ;- . J ';111' ;-

Faisons diverses hypoLhl'ses. 

. . Ii l' :-'OlL l = }' = --- . l ''l('IlL: 
2 

( ~,. )'1 J [eus 9 

/'''' 7' t' [O,:3:i siJl 9 + O,ti:j VSill " ':' -[- (~ cus 9)".1- z. 

Pour c- O Zllla~ 0.43 t' , roi Il t ° SIlI ? U,2:; ZlUax 0.54 t' 

0 30° Zilia" O.6i t' 2 

'? - 45° ZOla\ OJlO l' 3 -

'? - 1\0° ZlIIax O,DI t' 4 

':' = 90° Zm;!x = 1.00 t' 
,. 
.) 



",lel1Ol1s les horizontales passant pal' les points 0, l, ::!, 
3,'~ eti> (fig'. 2~il) ct portou:" ;', p,nlir d!'s points 0, ()I, 

(l" Oô, 0; p( 0;; : 

O'\u = O.\-J 
U:;A:, = 0,8U 

11[.\ = u.;;·j. 
U.,A, = 0,9t 

U,.\, = O.Il' 
(\A" = t,OO 

Joignons ll's poinl.,; ,\", Al, A" A" .\, et A;; par un Irait 
continu: la l'oudH' A"AIA,:\,A.,A:. pst la loi de yariation dl' 

J/ig-. :!;-j1. 

l'dfmt résultant d" t cl r) tout Il' loug du pourtour de la 
sedion. i\U point 0 on a t = 0, f) agit seul; au point 5, 
f) = 0 et t inb'I'Yienl scul. i\ous voyons que dans le cas 

011 1 = r = ~ l'effort corrcspOIHlallt à la tension tang'en

ticHe maxima n'cst pas encore la moitié de l'effort cor
respoudant ù la tension normale t agissant seule, c'est-à
dirc de l'effort au point 1) Si donc on caIeule uniquement 
la pièce il l'eHml tranchant on commet L1ne el'rrem de 

100 p. 100, 
.• 1 ri Il . L SOIt malIltenant 1 = T J' cc--e 4' \'len: 

Z = t' [O~:i sin 9 + 0,0:; VRin' 9 + (;: ('os 9)' J 



POUl' '? = 0 
si Il '? = U.2ti 

Q = 30" 

v 60 ü 

';' = 90') 

Zm,n = 0.8i t' 

Z"Il" = O,9'\' l' 
Z",,,, = 0.99 t' 
Z",", = 1,01 l' 

Zma, =- 1.01 i! 
Zm.lX = 1.00 t' 

Le diagramllll' esl la courbe 13013 113213,13\A;;. Donc pOUl' 

l = 0,5 l' = 0.25 d, l'effort tangentiel à l'axC' neutre est 
encore nolablement pins faible que l'effort normal t, au 
point 5, correspondant au cas oit k moment fléchissant 
agirait seul. La plus grande valC'Ul' de l'effort résultant Z 
se produit E'ntrC' 'f = 4~io et 9 = 60" pt surpasse l' d'pnvÎron 
I,:i p.l00. 

S . 1 ri 
. Olt 1 = :1 l' = Il . Un a : 

Z = t·lO.3~ sin Q + 0.G5 1 sin 2 Q + (2 cos Q)"! 
, 1 t. , 1 

POUl' 9 - Ou Zm.x - 1.30 t' -

sin 9 = 0,25 Zmax - 1.35 l' 

Q ;~Oo ZmRx - t.3:i l' 

'? - .'1-:1 0 Zmrt""( ~- 1.28 l' -

Q ~- 60" Zma-x = l.tG l' 

':l - \H)O Zlllil ..... - 1.00 l' ~ -

Le diagramme est la courbe COC1C2C3C,.\;;. On voit 
qu'ici l'effort tangent.iel à l'axe neutre surpasse l'effOl't dù 
au moment fléchissant, en 5, de 30 p. 'lO0. La plus 
grande valeur de l'effort résultant se produit à une dis~ 
tancc située entre 0,25 l'ct 0,5 l' de l'axe neutre; elle sur
passe l'effort tangentiel sur cet axe de 4 p. 100 seulement. 

Il n'y a donc pas lieu, pOUl' le rapport l = ~ , de tenir 

compte du moment fléchissant. 

Soit enfin l = 0,l~3 l' = 0,215 d. Dans le cas oil l= ~ 
l'cfl'ort tangentiel esl les O,Si de l'effOl't nOl'mal il la dis~ 
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tance l' ; pour 1 = ~ il est de :10 p.lOO supérieur. II est 

l 
intéressant de déterminer pour quelle valeur de r les 

deux efforts sont égaux. 
Si Z = li, ? = 0, on H : 

{= 0.(i5 ~ ~ 
::l 1 

d'où 

_1_ = ~ = 0,43. 
J' 3 ' 

Z = t' [0,35 sill 0 + 0,65 • /sin2o + (~ -,-::!- cos o)~] . V' 3 l,::! • 

POUl' " = 0° 
sin? = 0,2~, 

'0 = 30u 

'f = (iOu 

'? = 90° 

Zma, = 1,00 t' 
Zm" = -1,07 t' 
Zmax = 1.10 t' 
Zmn = 1.09 t' 
Zmax = LOo t' 
Zmax = 1,00 t' 

Le diagramme esl la courbe Vul),I)"I);,D, A,,; la valeur 
Il1Hximum de l'effort résultant est à peu près il mi-hauteur. 
Elle est de 10 p. 100 supérieure à l'effort tallgentiel il l'axe 
neutre et supérieure il J'effort normal en 5. 

n résulte de ce qui précède que pour un prisme droit 
circulaire il suffIt de calculer la résistance à l'effort de 
flexion 

Tl -10 Tl 
('_._--- --

- .-; [3 - d" 
32 c 

tant que la longueul' l du prisme Il'est pas beaucoup plus 

petite que ~ ; si 1 est notablement inférieure il ~ il Y a 

lieu de ne considérer que l'effort tangentiel 

4 T 
0=---

3 ..2... ci' • 
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Si le rapport <Xa est différent de l'unité il y a lieu de 
revenir' à la formule générale. 

,,'ection rectangulaire bh; T est supposé parallèle à h; 
on a ~I = Tl 

et 

Tl 
t=---: 

_1_ bh~ 
12 

expression ùes tensions à la distance ~ de l'axe neutre. 
Supposons encore <Xo = '1 ; il vient: 

/'''' "" t' ' 0 3V ~ + - \,;) fi 

1 2 

en posant 
Tl 

t'=---
_1- bh2 

fi 

Prenons l = 0,325 h; il vient: 

Pour : = 0 
1 : = -- h 
tl 

.:: =~h 
4 
3 

=-8': 

;; = -.!.... h 
2 

Zmax = f ,00 t' 

Zmax = 1.04 t' 

Zmax = 0,99 t' 

Zmax = 0,91 t' 

Zm .. = 1.00 t' 



Le diagramme est la courbe (fig" 252); Oll voit que ref
forl résultant a une yalcur maximum ct une valeur mini-

mum ent.re l'av~ neutre et ~ c= ~ " Dans le premier cas il 

surpasse t' de 4 p" 100; dans jl~ second cas il est inférieur 
rIe 9 p" 100 h t" L"effort tangentiel ù l'axe neutre, s'il ya 

v 

Vi p" 
--------______ -2~ _1 

T 

effort tranc Iwnt seul, est égal il l'effort normal aux fibres 
pxterncs sïl y a flexion seult'. Si l <: 0.325 h l'effort tan
gentiel h ra~e n(~lItre a Ulle valeur supérieure il l'effort 
normal vers l'extérieur; l'inverse a lieu pOlir l > 0,325 li" 
[)onc dans le ras d"lIn pl'isl1H' dI'Oit. rprtang-Illail'f'. il 
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suftit de calculer la résistance à J'effort normal seul 

6Tl 
t =-

bit." 

si l ~ 0,325 h; si l < O,3::!5 li Oll ne considère que l"effort 
tangentiel 

;) T 
8=--

2 bit 

Si 1X0 est différent de l'unité on utilisera la fOl'mule géné
rale. 

Section doubleT. - Pour cette section et d'autres sem
hlables il y a liell d'appliquer la formule générale. 

T R.\ C T l () N, F LEX ION, E F FOR T T R.\ :'\ CHA N T 

Soit ,\1 le moment fléchissant auquel est soumise la 
section S considérée de la pièce; P est la force de trac
tion appliquée au centre de gravité 0 de cette section et 
supposée répartie uniformément. Pout' les tensions en n 
etn' (fig, 20:3) aux fibt'es léS plus fatiguées, on a 

Mv P . = -1- + S tractIOn 

et 
Ml" P , 

t = -1 - - S compl'eSslOlI. 

M/" l' 
Supposons la diffél'ence -1 - S positive, c'est-à-

dire qu'il ya réellement compression des fibres ni; dans 
le cas contraire la fatigue est moindre en n qu'en n'et il 
n'y a pas lieu de s'en pl'éoccuper. On devra avoir: 

l' 7' 0,35 (~~) ~ l 1 (~ f) 2 !. ( T) " 1 + S +0,6;) V 1 + S +4 c;(o S 

r' ~ 0,35 ( l\lv' P ) .. V ( Mv' P) ! ( '1') " --- - + 06" -- - - + 4 :x -1 S . 1 S Os 



XOliS avons supposé dans ces fOl'l1lUles que Tétait 
uniformément réparti. Si, au lieu d'une traction P, on a unp 
compression, on (' hangem + Pen - P dans les formules. 

TRACTION, EFFORT TR.\:\"CEL\..i'lT, FLEXION, TORSiON 

\"ous supposons avoir affaire ici à un solide de révolu· 
tian. En un point quelconque (fig. 25f) du contour exté-

1 

!B _-.:=-=_"""' ____________________ L __ ---J 

flan de Mf 

T 

rieur de la section transversale considérée on a deux 
tensions tangentielles 0 et 0' dues au couple de tor
sion lW ct à l'effort tranchant T; elles peuvent ètre rem
placées par la règle du parallélogramme en une tension 
tangentielle 1)'; (~ell('-ci se combine avec la tension nor
male due à P d avec la tension normale de pression ou 



d'extension duc au moment fléchissant M, En A les deux 
tensions e et e' sont à angle droit et donnent lieu 11. un 
effort de cisaillement 

D'autre part, en ce mème point, les tensions normales 

j\~v et ~ dues au moment fléchissant M et à la trac

tion P s'ajoutent entre elles pour donner un effort de trac-

, :\Iv + l' 1 f t' , , 1 t t' . hon -1- s; a a Igue maXImum a a rac 1011 qUI, se 

produit en A a donc pour valeur : 

0,35 (lV~V + ~) + 

. /( }Iv P ) " [ ( T ) " ( !\l'V) 2] + 0,65 V -1- + S + 40:0" S + T 

Au point B l'effort de traction Mt est remplacé par 

un effort de compression lV~t, .: on a donc pour la charge 

à la compression en B: 

03" (!\IV _~) + 
, " 1 S 

1 ( Mv P ) ., [ ( 'si' ) 2 + ( M1'pV ) '] + 0,65 V -1- - S - + 4 0:0 2 

En C l'effet produit par le moment fléchissant l\'I est nul 
tandis que les tensions tangentielles e et G' s'ajoutent; on 
a donc pour la valeur de la fatigue maximum à la traction 
au point considéré: 

.. P . / ( p ) 2 " [( T) 2 ( !\l'V) '] 0,3:> S + 0,65 V S + 40:0· S + -lp-



En D les deux tensions 6 et 0' se retranchent l'une de 
rautre, ce qui donne pour ce point: 

p • / ( l' ) " [ ( T ) " (W) "J O,:rî S + (),6~j V S +<(/.0" s - + 
11 n'y a évidemment pas lieu de tenir compte de cette 

valeur, car elle est inférieure à la précédente, 
Si au lieu d'une traction P on a une compression, on 

remplacera + P par - P dans les formules précédentes, 
En pratique la flexion l'emporte souvent sur le glissement; 
la fatigue maximum se produit donc en A dans le cas d'une 
traction P et en B dans le cas d'une compression - p, On 
n'a donc le plus souvent besoin, pour s'assurer de la soli
dité de la pièce, qu'à faire lIsag-e de la formule 

( Jlv P) r' ou l' '7 0,35 -" 1- + S + 

+ 0,6:; V (~+ ~)' +"~ ~,,,-[ ('~)" + ( ~~~~ ) J 

Nous avons supposé dans ce qui précède que les 
pièces comprimées sont assez courtes vis-à-vis de leurs 
dimensions transversah's pour que le flambement ne soit 
pas à craindre, 



CHAPITRE VI 

RÉSISTANCE DES ENVELOPPES ET DES PLAQUES 

E~YELOI'I'ES CYLl~DRIQCES A l'RESS!O~ 
INT~RlEURE ET EXTÉRIEURE 

Théorie, - Kous désignons par: 
a le rayon intérieur du cylindre; 
h le rayon extérieur; 
li la pression intérieure spécifique; 
p' la pression externe spécifique, 
Happortons ['enveloppe cylindrique fl un :-iystème de 

trois axes rectangulaires (fig, 2D~;): 0:\ suivant l'axe du 
cylindre, 01' et OZ dans un des plans normaux SUL' l'axe, 
L'enveloppe est supposée terminée aux deux extrémités 
pal' des calottes Il'ayant aucune influence sur la déforma
tion de l'enveloppe projlrement dite_ 

Considérons llll poiut quekOlHluc de l'euveloppe dans 
le plan 'des YZ; il a pour cool',lonnées x = 0, y et' .:;, 
Après déformatiou teS coordonnées ont varié, 

Appelons: 
tx la tension agissant en ce point claus le sens de l'axe 

cles X; 

t'I la tension au même point agissant dans la direc
tion 01'; 

t. la tension au même point ag-issant daus la clirec
tion UZ, 

Concevons (fig, 2o()) autour d'tlll point un élément volu-



miljuc in1iniment petit compris : t 0 PlItt'(· deux plans 
radiaux AB, CD faisant. cniI'p pux lin angle ri?; 2° entr!' 

II 

--J-- i 

deux plans lIormaux SIlI' 
l'axe du cylindre et dis-
1 anIs de doL' ; :1" entre de\lx 
surfaces ('ylindriques, 
dislantrs de d.:., eOI1('rn
Il'iques a \'rc Ir:,; autrrs, 

Dans le plan d" la S('('-

1 ion ABCD agisspnt : 
l" Ll's ('fforls sp('cili

<jlll'S l,;. I!; nOI'maux res
pectin'm('nl SUl' AB ct 
Dr.: 1('\11' r{':mltante SUl' 
(' li ae un (1"s plans est l,; 

Il:. . dx; ces l'éSllHante~ 
sont de sens contraires 

1" L'el1'orL sp(o('iliqlU' 10 SUl' AC; la rèsltltante est l, ' :. , 
Il::; , dx; en passant SUI' U'lé'menL BI), t, change de sens 
ct subit un accroissemeut; en dh'C'loppant pal' le théo
rème de TadO!' et s'an'rtant aux tCl'mes canés, ['effort 

. " '\" dl- 1 [ • It t s]>e(,ltJqul' SUI' ~ \, sera 10 + ri:' (:" a l'l'SU an p, 

L'équation d'équilibre dans le Sl'ns OZ est donc: 

do + 2 t.1ld:' lü, sin -2 =: () 

d'y est Il'l'S faible cl OH ]lelll ('Cl'il'l' 

,d::- do 
.) "III -' - - Q -' rl'~, ... ' :! - - - '2 



I\~SI:;TA:\C~; OE:; E:\\'ELUI'I'E~ ET ilE'; l'LAVU> 

, , l t' l' 1 dl~ 
Ih\'lSOIlS pal' d'il JA:: e· BCg Jg'eons e lerme ---;}--:-

l'st 1111 infininll'nt petit du 3econd ordre; il yient : 

rlt- l,; - {, 
- l 
li; 

dl1 

D'autre part on a : 

ty 
B 

G +dIJ.ydx 
~ __ -,----,>~:Y dx 
, 
~ dx 

o., = 'l. (/, _ t'I ~ 1; ) 

(1[ "!I = 'l. (1" _ If ~ t, ) 

~, = 'l. (l, __ t,. ~I (,,) 

1 nHII~ la Iig'lIl'P ::!:i6 r.'JlIplèU'('1' pilrlnlll ,l' pHI' .:::;. 

d:, qlli 
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AdditionnOIls: 

( t., + t'I + t, + 2 tx + t'I + t.) = c , m 

e, dilatation cubIque, i\ous avons établi dans la théorie de 
l'plasticité: 

t, = ~ (0, + m c 2) 
1111) ) t" -- : (0,,+", ' ,) 

t, = T (0, + ln e 2) 
Du fait des pressions intériemes et extérieures l'or

donnée:; subit un accroissement IV; la circonférence AC, 
de rayon :;, se dilate concentriquement et acquiert le 
rayon:, + w; cette dilatation est évidemment ô!! et elle a 
pOUl' expressIOn: 

2rr (; + (l'Î - 2rrz 

En mèmc temps il, subit Ull accroissement dw et la 
dilatation radiale ou 0, prend pour valeUl' 

, 
0H' 

0==-,-' 
~z 

Les équatiolls (LIl) deviellilent en y introduisant ces 
expressions de 0:1 et o~ : 

(
,li' ÔW) 
Qx + - + -,-2 ~ z oz 

t - -- Qx • 
x- ~ + rn-2 

(IV) 
( 

, wou,' ) 
11' Or + Z + OZ 
-;+ 111-2 

( ,'((' 011') 
0((' 0" + ---;:- + ---;:--+ ~ ,~ 

OZ 1I!-2 



Tirons 0,. de la première de ces relations: 
11' 011' 

1I!~2 ---+~ 
0./, == -,-----,- Bt r - -' .., 

:l (m -1) . . In - 1 

et introduisons cette expression dans les deux autres; 

2 1 ( w + àw) t T 
ty = ---')- -0- m --;- -o'z +~, _ 1 

ln - "'" r' _ IJI, 

2 
t, = -)-n--'2- ( 

Œ èw ) tx z + II! 3z + m - 1 

Enfin introduisons ces deux dernières expressions dans 
l'équation (1) ; il "ient : 

ou 

Intégrons: 

d'olt 

ou 

à2w à te 11\ 
;-,-.-, +~,---=O 

0Z- 0:: ;; 

= o. 

Ôte ;-,-+ 1(' = A; 
0; 

à ~ll'Z) = Az 
oz 

Intégrons ('ncore : 
1 

::;11' = 2 A;l + B. 

diyisons par .:;1 ; 

/l' A Il 
--- = '> + -::? 
~ - ~ 
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1 ntroduisons ces valeurs dans les équations IV : 

t'I = --- ~ --;- (iii + 1) +- -, (lit - i) + -_.-.~ é [.\ il . ] te 
111 - 1 ~ .:;~ iii - 1 

t:, = II! 2 1 ~ [.~ (II! + 1) - ~, (Ill -1)] + II! tx. 1 

Déterminons les constantes d'intégration A et B : 

Pour.:; = a 
.:; = b 

t, =-p 

t~ = - p' 

(" est-il-dire : 

_ , ___ 2_~ 
P-m-l ~ [~ (m + 1) - ..E2- (ru - 1)] + __ tJ.--,-

2 b II!·-l 

d'où l'on tire: 

A = JI! - i • (pal - p'b" _ _ t,=-_) 
II! + 1 ~ b" - a' rit - 1 

o = P - p' B a"b2 

2 ~ b:!. - a:! 

La pression effective sur l'enveloppe est la différence 
enLre la pression intérieure et la pression externe; sur une 
section normale sur l'axe du cylindre elle a pour expres
sion: 

On peut admettre, puisqu'en général·il s:agit d'un fluide, 
que la pression se répartit uniformément sur la section et 
on peut écrire: 

7: W -- a") tx = 7t (pa 2 - p'b") 

pa' - p'b" 
t .• = b' _ ai 



Introduisons cette valeur ainsi que celle des constantes 
A et B dans lest'xpressions oe 1'1 et 10 : 

pa 2 - p'b' a'I,! 
• \ 1'1 = b2 _ a' + (p - p'i b' _ a" ;;" 

(v) f _ pa' - p'b' _ _' a'b2 

, t; - b' _ a2 (p p) b" _ a' ~2 

Les dilatations 0I' 0v et 0;; prennent la forme: 

, ln - 2 ]la' - p'b' 
o.r = 111 7. b' _ a" 

, ln - 2 pa' - p'b' III + i a2b' i 
r,y = -/-n- CI: b' _ a' + --m- 7. b' - a" (p - p') ;" 

, ln -2 pa' - p'b' 1Il + 1 (l'b' ( --11') 
0; = -/-1/- '1. b'- (l' - --1/1- CI: b2--a' ,p ;; 

Nous allons examiner ditIérents cas, 

Pression intérieure seule. -On a p' = O. Il est visible qut' 
la dilatation a'i est la plus grande; c'est clone la seule à 
considérer; Ou et 0; acquièl'ent d'ailleurs leur valeur 
maximum pour z = a c'est-il-dire il la surfacp interne de 

1, J " 1 ° 1 enve·oppe. SlJn= T on aura (one: 

(~) = (m+i)b'+(m-2)a' = 1,3b'+O . .\:a' 
ct Hln m (b" - a") p b' - a' 

Soit 1', coefficient admissible à la tt'action, l'équation de 
résistance sera: 

111 + 1 b" + lit - 1 " ---" --- a" 
m ln 1,3 b' + O,.\: a' 

l' ~ -------cb.,.-, --a"C"' --- p = Il' _ a' P 

ou (YI) : 

b ~ a V/-I'-+--(;---l-----;~-1 );--p_ = a • / r + O • .\: P 

( 1) V l'-I .. i}! 
r- 1+m- P 



Pour 1,3 P ----' 1', b -= CA; quel que petit que soit a à 
condition que a ne soit pas nu\. 

Il résulte de lil qu'il est inutile d'augmente!' l'épaisseur 
de la pal'oi de l'enveloppe une t'ois quc la pression inté
rieurc atteint une cel'/fline limite; on n'y gagne rien en 
résistance; ensuite p ne peut rIépasser la limite 

ou, en général, 

/' 111 + i 
P -" Hi r 

La matièl'e située vers l'extél'ieur est donc très mal uti
lisée; cette inel'Lie au delà rIe l' =1,3 p, valeur pour 
laquelle le mélal ne travaille plus, a conduit il l'emploi 
des llÛJeS t'I'ettés ou rIe ('~'linclres concentriques. 

Tubes frettés. - Le f['ettage consiste il appliquer il 
chaud sur le cylindre une enveloppe (Iont le diamètre est 
il froid lôgi'l'ement itlt'éripmit celui de l'enveloppe interne. 
Heprenons l'ôquation : 

~_'----_~+~ 
:.:: -:!. ;:;:! 

ou 
,\ Il -/1'=-;:;+-2 ,: 

Affectons de lïndice 1 les leU.res se rapportant il la 
fl'ette, de l'indice ~ l'l,Iles qui sont l'ebtiyes ~l l'enveloppe. 
(ln il : 

11'., =~ z + }3, - z ;; 

Il s'agit de déterminer les qùaLre constantes AI, A2' 
BI cl B,. ~O\lS ferons pom cela quatre h~'poLhèses : 
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[°1 =Üpour;;;=a; 
~o 1: = Ü pOUl' ::; = C ; 

c étant le rayon intérieUl' de la fI'eUe ; ces deux condi
tions pI'oyienncnt de l'application de la fl'ette ; 

:~o 1. prend la même v<lleU!' pOUl' l'enveloppe l't la frette 
pOUl' -.:; = b, 

~,o Appelons ~ la diffél'ence entre les diamètres cet b; 
cette quantité est fixée Ct prioJ'i, La sommp des valeurs 
absolues de lUI et 1l'2 pour ~ = b est égale à la diffé
rence ~; W l est positif (la frette subit une dilatation); lU2 

est négatif (l'enveloppe cst comprimée), - Ecrivons ces 
quatre conditions en nOlis reporlant à la valeur de tz ; il 
vient: 

,\,' ( +) H" ( ) -;;=-- III i --; 111-1 =0 
"' a-

Al ) BI 2 (m + 1 - CT (m - 1) = 0 

Al b ,Dl A2 b + B, _ T -t--b--T -,,-_.l 

,~(m+j)-~(m-1)=~(m+1)-~ m-l1 
:l \ b' 2 b" 

On tire de ces quatre relations: 
~ _ (e' - bJ ) (m - 1) .l 

2 2 (e' -- a') mb 

Fl = _ a' (c' - b2 ) lm + 1) .l 
1 2 (Cl - a~) nlb 
A2 (b" - (12) (m -1) .l 

:2 2 (e 2 - a') mb 

H, = c2 .(1)2 - ([2) (III + 1) .l 
- 2(C'_([2)l1Ib 

La pression qll'cxerce la frettc sm l'cnveloppe a pOUl' ' 
pxprcssion : 

(Ur =~1 ~ [~(IU + il - ~,'~ (m - 1)] m -:.. J-

lb" - a") (c' - b2) 1 ~ 
(t.:r=- 2b'(c'-a') 'J. b 



Reprenons d'aulre part les formules 

ai (Z2 - b2) 
t"=p~~-+ z' (b 2 - ai) 

a' (z"- + b') 
ty = p --:--"""--'----0'

z' lb' - a') 

obtenues des formules (Y) en y faisant p' = O. On peut 
calculel' t, et t'f en un point quelconqlle de la frette en 
écrivant dans c{'s formules 1) au lieu de a et c au lieu de b; 

enfin (t,)r au lieu de p. Empruntons un exemple à Foppl. 
Soient a=IO cm., - b = Hi, c = 20. A 100° le diamètre 
interne de la fretle esL ég'al au diamètre extérieur de l'en
veloppe; ~ est la diffèrence de ces diamètres à froid; si 

8U ~UO est le coefficient de dilatation calOl'ifique 

1= 80~UU iOO=0.t8i\11m. 

Prenons 
t . ) 

'1. = 2 5UU UUU (acler 

On trouve pOUl' la pression de la frette SUl' renveloppe 
intérieure: 

(t=)r = - 506 kg/cm'. 

A la paroi intérieure du tube on a (z = al: 

t, = - 1820 ]{g"/cm'. 

A la surface interne de la frett{' 

t, = + J 960 kg cm'. 

Soit maintenant une pression p = 2000 kg/cm'; on 
trouve sur la face intérieUl'e de l'enveloppe: 

t, = + 3 no kg·jcm'. 

et SUl' la fare interne du tube 

t, = + ~OIO kg (,\11~. 
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.\joutons aux chiffres ci-dessus: 
Face intel'lle de l'enveloppe: 

- i 820 +:1030 = 2110 kg '(,I1l~. 

Facc interne de la frette: 
+ 1960 + 2 010 = 3970 kg cm~. 

Enveloppes en mince paroi. - Si l'épaisseur de la paroi 
e = b - a d'une enveloppe est relatiyement faible on 
peut admettre avec suffisamment d'exactitude que les 
pressions se répartissent uniformément sur la section du 
cylindre; soit l longueur de l'enwloppe. On a: 

d'ol! 
il 

l'~Pe 

2 alp ~ 2 elr 

ou 

relation que l'on peut tirer de l'égalité (\1) en y faisant 
'ln = 00, c'est-à-dire en supposant que la contraction 

latérale ~ est nulle; cette ég-alilé devient: 
III ~ 

b=a~/I'+P =a~/1 +2-P-
V 1'-P V 1'-P 

Pour une enveloppe en mince paroi, p ne représente 
qu'une faible portion de l' et on a : 

b = a ~ / i + 2 ..E... = a (t + L) V r r 

b-a=c=a.1!... 
l' 

comme ci-dessus. La tension t SUl' la section normale à 
l'axe, 1t (b! - a2), se tirc de la relation 

r.; rf 2p = 1t (b 2 - a") t 
a~ a 

t = P bt - at = P a + b (b _ al 
a 



Elle n· cst donc que la moiti{> de la tension dans le sens 
du pomtour de la section. 

Pression extérieure seule, - lei p = 0 

, 
Ox ==-

m-:l 
m 

, 111 - 2 b2 , 111 + 1 
Oy = - -m-- Il -cb-:-" -_-_ -a""'", P - --m- Il 

a2b2 ,i 
b2 - a2 p z" 

, m-;l b" , ri! + 1 
b" _ a" P - 11i Il 0-=---- Il • m 

Ox est la dilalation la plus faible; on peut ne considérer 
que Oy et Oz qui sont maxima pour ~ = a 

( 0'1) :lm - 1 
- ---:;- max == ln 

b2 , ~ b2 

b"- a" P = t,1 b' -a' p' 

( oz) = ~ b.) b2 
2 p' = 0,9 b.) b2 

.) p' 
(J. max m - - a - --- a-

10 0 t" pour ln = """"3 . -n peu ccrlre: 

b2 

1" ~ j,7 b' _ (/" p' 

valables pour 
)"' 

p'<--
1.7 

ou 

011 

a 
b= ---;===7 

l / p' Vi -- 1,7 -1'-, 

b= a V p' 
1-09-, l' 

}" 
p'<--. 

0,9 

Pour unc cllycloppe en mince paroi e = b - a on est 
amené, en opérant comme ci-dessus) à 

ri ~ , b Pe Ou e=bL... 
-r' 
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Enveloppes sphériques. - Soienl a le rayon intérieur 
de la sphère, b son rayon externe. On opère comme pour 
les enyeloppes cylindriques. 

Pression intérieure senle, - Effort maximum à la 
paroi interne, Tangentiellement au contour on a : 

l' = 

II! + 1 b'l ln - 2, 
~ + -n-~-a" 0,63 b" + 0,4 é 

P = b" _ a:' Jl 

Hadialement : 

li! + 1 b' _ ln - 2 a" 
m ln 1,3b:1 -O,4a3 

/" ~ ----;-,;-----::---- p - p 
b" -, a" - b3 - a" 

pOUl' une enveloppe en mince pal'oi : 

e=b-a 

d'où 
Il 

l' ~ TP e 

7: a2p ~ J' 2r;:{/c 

ou c=~((L, 
2 )' 

Pression extérieure seule. - Efforts maxima Yel'S la 
face intel'l1e. Direction tangentielle au contour: 

, 3 (m - 1) b" , .. b'l 
/' ~ 2m bol _ œ' P = 1,0;:, 1/ - a" P 

Baclialement: 
3 b l h' 

)' ~ -n0 bJ _ a:1 ]l' = 0,9 b p' , :l_a" 

et pour une enveloppe en mince paroi: 

1,' "- _1_ p' b e ___ 1_ 1. p' 
- 2 c ou :! u 7 

Plaques circulaires planes. - La tltéOl'ie de la résis
tance des plaques est due à \Vinckler et ù GrasllOf. 



COllsid('rOIlS (iig-, :2;}"i 1 1I11 Jisque cil'culaire plein, 
d'ôpaisselll' h, de rayon l', reposant librement sur SOli 

contour ou bicn encash't· par scs bo['(ls, :\OU8 le suppo
sons chaJ'g'{> d'un poids uniquc P appliqw'· all c(,!lITe, nor-

10 
2r 1 

1 

1 

Fig. ::,"17. 

x 

malCl1lCllL SUI' la plaqu(' l'l d'ull poids llllifÙl'lnémCllL 
l'èparti p par uni Lé de sul'l'acl', La sUl'face latérale :2T:/'h 
cst soumise radialement il l'actioll d'un cffol'Lph pal' unité 
de surfacc, uni[ol'mt>nwnt l'('parli 

rtappol'lons ce cli"qlw à \ln s,\'sti'me de !t'ois axes coor
donnés l'crlanglllail'es : 0:'\ et 0'1' ;;ont clans le plan 
m('dian Iwimitif de la plaquc; l'Ol'igine cst ail ccntl'e; 
l'axe OZ est lIol'mal f'lll' 1(' plan drs \.Y; I(·s Z positifs sont 
comptés "el'S k bas, 

Le probkmc ]!l'èsente um' el'l'IailH' <lnalog'ir <I\'ce celui 
de's pl'ismcs fl(·chi,,; ail lie'1l d'lIne' ligne' (·laf'tiC[lle nOlis 



m'olls ici une sll/lacc élaslùJllc qui est le plan médian 
déformé; nous admeu'ons (IUp tous les points de la plaque 
situés primitin'l11enl sur une Illl\me yerticale sc trouvent, 
aprt's déformation, Sllr ('('Ile I1II\m(' droit(' qui vient alors 
cOlljwr l'axI' tirs Z l'lll' s('('1 ion anllulail'!' primitiH'l1lent 

A' 

i 

~.":\ 1 \ \ 

1 \ " , , \ 

1 \ \ 

1 \ \ P 
\ \ 

1 \ \ 

1 ln " ' 

kT ., 
1 
1 

x 

cylindrique pt (IOlll rax!' ('st OZ ('si tll'\'('lllle ltl1e sUl'fact' 
conique de mème aw, 

Considérons un poillt ,\1 ;'1 lïnt,\rielll' de la plaque à la 
di,;tancc x dl' OZ ct .1 d(' 0\; le point (,OIT(,Rpondant SUI' 
la ,;urfacp élastique AB psl MI, Aprl's déformat ion 
(fig, 258) AB dni"nt .\'Ir san" ('hanger d(' longucu['; 1(' 
point ~Ij pst donc \'('[ll! en :\['1 Ù la distance x d(' OZ; la 
tlI'oill' :\Dl j ('st deyclluc :\""1', ; le rayon du ('errlt' passant 
par:\l' n'cst plus x, lIIais x + :\1':\1 2 ; la mati~'['(' s'pst donc 
dilaV'I" ('n :\1', suivant t'j, ("cst-;\-dil'I' tangl'ldi('lI"IIII'nl 
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Soit une seconde dl'oite NI:\" ü la distance dx de l\JjM; la 
fIbre ~IN est devenue ~l!:\"! : elle s'est allongée pal' rapport 
à ~l'I:\"!I = dx; cct allongemcnt peut sc décomposer en 
deux composantes, suivant (,. et t,; mais t, sera néces
sairement extrêmement faible. 

Rappelons les furmules : 

.) 

lI' == ---T 
i' 
.) 

t,/= T 
2 

t, = -r,-
i' 

:\"ous venons de yuir que t, élait très faible, la hau
teur Il de la platIue étant petite vis-à-vis du diamètre 2,'. 
()n peul dOllc écrire: 

m-I 

el : 

:l 
(1/10, + Oy) 0) - (m -1) ~ 

(Il ) 

0'1 == 
2 h+moy) ,m - 1) ~ 

:\"ous allons déterminer maintenant les va lems de Cx et 
cie 0Y' Calculons d'abord OLe La fibre :\L'\ est devenue l\F~,'; 
elle a subi d'abord une extension clue aux efforts PI sur le 
conto\ll', dans le sens (" puis dans le sens l,,; la tension 
composée (lue h ces deux efforts est: 

(Ill -11pt 
/II 
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el la dilatation correspondante, 

, lm - 1) 
fj = 'X rit Pl' 

La tib,'el\IN', devenue ;\['.\', a subi d'aut,'e pal'Lune dila
tation caI'aclérisée par 

ou 

d'où 

M'N' _ P + & 
}l'Il'i'J - --p-

, .1 
Q=-, 

P 
, 1 d":, l ' 

ICI - = - -t " ; on a ( onc pour oJ p (X-

, 111 - 1 d";:, 
°x= 'XPI 111 -.1 dx" ' 

Voyons maintenanl il!l; c'est la dilatation dans le 
sens tu; ici encore agis sen t deux efforts Pl et la dilata
tion corr('spondante est 

m-I 
'XPI --m--

eumme ci-dessus, Le rayon x est devenu x + 1\121\1' 
, /', , " 

x + M'M'l sm 1\12M'l1\1' = x + â sm 9; la circonférence 
croit nécessairement dans le mèmerapport que le rayon; 
la dilatation a pour expression 

il sin 'f , 
;c 

Calculons sin tp ou, ce qui revient très sensiblement au 
mème, les angles étant toujours très faibles, tg'f' L'angle 
.\'Jl\l'lA = 9, car ils ont leurs côtés normaux; .\' lA 

\Vb-.E, -- Ré~istancc ùes malériaux. 2\J 
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- d~; .\11.\=: d.}; d t,go "--' - ~,~, ' La dilatation Il a 

donc pOlll' expression 

, 111 ~~~- J j. d.: 
~'I = 'f.)J1 --1/l- - X -;r;:-' 

In Ll'Oduisolls I::t valem de 6., ct de il '1 dans les relations (Il) 
el celles-('i dalls les équations (II en négligeant 0, et [' : 

1 III ((1':; i d:. ) , = Pl - . j. m -- + - -
(In' - 1) ':J. " d.);' ;c dx 

JI/. ( (12:; II! ri::.) 
t" = Pl - '. ' j. -- + - --, (m' - i) ':J. d,c' .c d,/: 

Les ,'aleurs des aeLiolls l1loléculaÏt'es étant, truuyées UOLIS 

allons établil' h's conditions d'équilibre d'un él<"mcllt de la 

t z +cJtz dz 
dz 

z 

ax ,,; 

Fig. ~riq. 

plaque, Conduisons (lig. 2(9) par l'axe ()X dClIX plaus fOl'
mant ('IILee ClIX lin angle infÎniment petit drr ; ccl angle ne 
suhit pas dl' variation pendant la dNol'llwtioll ; IB{>mC'Jll 
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est limité d'autre part par deux cylindres d'axe OZ et de 
rayons x ct x + dx; il a pour hauteur dt.., Sur chacune 
des sections AB, CD, AC et BD agissent les tensions l, 
cUy, mais il existe en outre, dans ces sections, des ten
sions tangentielles 8!/; en effet, les tensions t.e et t'f étant 
horizontales ne pourraient faire équilibre aux charges 
yel'ticales, l~crivons l'équation d'équilibre suivant OE; 
on a; 

f,r, rd9(Ü + 2 t'I sin ri dj,dx + By (:1: + d;) d9d,y 

- (tJe + ~; dX) (x+d,y)d9d~- (B y + ~; (ü) (x+ ~y) X 

d9rf,y = 0, 

On tire' de lit 
dt., d6'1 

ty - t.e - ,1; d,y - ,1; dâ = 0 

dt J 

te t., + ,y -d d 
~ -.!i!... _'Y _ til (xtxl 
d~ - ,T X -x-x~ 

Introduisons dans cette relation les valeurs de tr et Iv; 
il vient; 

dO y 1 [ ln 1 ( dl;; III d;:;) 
dI - X Pl - m" - 1 -:;: j, dx" + 7 dx - Pl + 

lit _1_ j, (mx d:l ;:; + m di;; + d2;;)] 

m2 - 1 x dx" dx2 dx2 

dO'1 I/!" 1 ( d3::; 1 d"::, t dZ) 
d~ = m" - 1 -;: â dx3 + X dx 2 - ,T2 dx 

Intégrons pal' rapport li la variable il ; 

111" 1 j,2 (d3;; t d";: 1 d:;) 
Oy = m" _ 1 -;: 7 dx3 + X dx2 - Xi dX + A, 

La constanle A sc détermine en observant que pour t.. = 
h . 

+ g on a e'l = 0; d où ; 
~ , 

/fI2 1 h2 _4j,2 
°'1=- --- - ----. m" - 1 Œ 1:) 

--. ------ 3i ( (P;; + t d2;1 dZ) 
d,t·· ,/: dx~ ;c" dx (, 
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Les tensions tangentielles 6!} sont équilibrées pal' les 
charges verticales et on a : 

+.!:. J_ 11~2 ~'1 27rxd:J. = P + 7rX'p 
, 

Introduisons l'expression de e" dans ceUe relation: 

m" ( do::, 1 d2;; i dZ) 
27rX m' _ 1 (X dx" + x dx' - ;);2 IIi x 

JT", _,_! '--;-:_4_:J._' 
_ _ Il d:l = P + 7r x"p 

., 

d'où: 
d"::, 1 di::, 1 dz lit' - l 

-(f.r"· + x (Le" - .1,2 d./; = 6 m" 

équation différentielle de la slll'face élastique. 
Le premier membre de cette relation est identique il 

l'un des membres de la relatioll (3): on a dOliC 

3 lt 2 -4.1.2 (p,"+ ~x) 
6'1 = T It" v" 

POUl' x = 0, c'est-à-dire au milieu de la plaque, e!l 
devient infini si P> 0, Observons que la charge P n'est 
pas appliquée en Lill point, mais en l'éali té sur une petite 
surface circulaire 7:l'u', }'o l'tant petit vis-à·vis de J'. 

Posons: 

L'équation de la surface élastique devient: 

d3::. 1 d2 Z 1 dz b -- +- -----=ax+-dx" x dx" ,7;' dx te 

On peut éCl'ire : 

~ (dlZ + _1_ ~) d \ 1 d 
!I.e d.,:' ,1; do - d,1; ( x ({J; 



d'où: 

el 

. b 
1 =a.Y'+-
\ . ./' 

,1 li ( d~ ) a " b 1 + B - -d x -d = - .c- + oga ,/; 
.r x x 2 -

dz il, bJ 1 d + B 2 C ,1' -d = -,'C" + ,1' ogn'1' te -2 x + ,1' 8 

x IOg'n .'cd.7: =-'-, (2 IOgn'1' -11 J 1'2 

, 'Jo 

11= a, b '1 B C -/- = -8 .7: 1 + - .7: \ 2 og'".1' - Il + - .f: + -
( :1; .}. ~ • 2 :1' 

(51 

a , b '''1 ' + B ., + (' 1 +" /6' .:; == 32 x'" + T .1;- \ ogn .1~ - 1) T .L:- • ogn.x u \ ) 

Jetons un eoup d'œil sur les expl'essions de f., et tu ci
ùessus ; on aura pour valeur de eertains de leurs terme" : 

1d~ a, li Be -:c dx = T ,r;- + T (2 logn ,t: - 1) + 2 + '7' 
d"~ 3, b B C --= -a;c-+-(2100'11,.I.'-I)+-.-"'·-' d:c" 8 .} b 2 :(;" 

Il s'agit maintenant de déterminel' la valeur des eons-
d-

tantes B, C et D. Observons que pour x = 0, d; = 0, 

la tangente au sommet de la surface élastique est horizon
tale; la relation (5) fournit: 

(5') 
b C 

o = '> x log'n ,1' + --:-
~ :r 

Or 

pl'end la forme:::"" pOUl' x = 0, Cherchons la vraie 
00 

yaleur de cette expression cn ('criy,wt If' quotient des 



dérivées: 

(5') peut donc s'écrire: 

O=O+(~)J =0 
et C =0. 

Si la plaque est complètement libre au pourtour on a, 
pour x = r, quel que soit.l, t:r = Pl ce qui n'est possible, 
si on jette un coup d'œil sur l'expression de t.r, que si 

d 2::, 1 cl::. 
III -d ' + - -t- = O . 

• C" :u ( x 

d2z 1 d~ 
Hemplaçons -1 -, et - - par leurs valeurs: (x- x da; 

1 3m + l, ( m - 1 1) 
B = - T m + 1 aJ'- - b logn l' + m + 1 2 

Si la plaque est encastrée au pourtour, l'axe des X est 
tangent à la surface élastique ft l'encastrement; donc 

d:; 0 t l' . t' (") d . t pour il: = J', -d = e equalOn i) eVlen: 
,'1: 

a b B o = - 1'" + - l' (9 10 0 ' l' - 1) + - l' l:; 4 ~ "n 2 

d'où 

B = - .!!..- 1'2 _ b (Ioo'n l' __ 1_) . 
4 b 2 

Nous avons déterminé la constanle C = 0 dans tous 
les cas et B dans deux cas différents; reste à déterminer 
la constante n. Nous allons examiner différents cas. 

A, - Supposons la plaque chargée seulement du poids 



uniform('ment réparLi p par unitt~ de SUl'face ; P = 0 et 

m2 - 1 6 P 
b= 'J. - -= O. 

m" Il'' 1t 

Obsenons que pOUl' x = J', ;:; = 0,- r équation (6) 

devient: 

o =..!!:.... 1'" + ~ 1'" + D 
32 4, 

Cl, B 
D - - - l" - _1'2 

:12 ~ 

Si la plaque est libre sur SOIl pOUl'tOUl' on a YU 

B = _ 3m + i i a1'2 

m + i 4, 

car li = 0,- d'autre Pal't 
6 

a= 'J. 0}J 

donc 

3 m2 - l 'J. L (5m + 1 ,2 _ .1;2) (1'2 _ .1:2). 
~ - 16 m" h" 111 + 1 

Faisons x = 0; il viendra pOUl' la flèche au milieu 

3 (m-i) (5m+t; 1'. 
(=16 m" 'J.p 0 

. 10 
etsl'ln = T: 

(,'t 

t' = 0,7 'J.PT< 

Si Pl = 0 les expressions de (lx et Oy deviennent: 

0", = - .... -- = - 'J. - .l r· - 3.7,2 , ,(PZ 3 m" - 1 P (3m + 1, ) 
(ü:' 4, m2 h" rn + i 

0>1 = - ~ ~ =.2.. In' - 1 'J. ':") .l (31n + t 1,2 _ :1'2) 
. ,'1: (la: 4, mt , rn + 1 . 



4-56 ÉLASTICl'n: ET IlI~SISTA]I;CE DES MAT~:IUAUX 

Ellps atteignent leur valenr maximum pour X = 0, au 

milieu de la plaque, et pour ..l = -+- ~ , aux fibrps 1('8 

plus éloignées. Les maxima sont: 

(Ox)m", = -+-: (m - 1) (~m + 1) 
. 0 m- (

1' ) 2 
'1. 7ï p = (Oylma, 

En ces endroils les efforts tangentiels ey sont nuls; 

( ~ ) est done l'effort maximum subi par la matière et 

si ]"11 est l'effnd admissible à la flexion on devra avoir 

r'" 7' -t- ~ (m -1) (3m + fi (.l-,'/) 2 p 
o m:!. 

10 
et, pour 1n = -;\-

),111 ~ -+ 0.87 (T'j' )"}) 

Si la plaque est encaslJ'ée, B devient, pOUl' b = 0 

B =-~ l'" 
4-

En opél'ant comme dans le cas d'une plaque libre on 
trouve 

3 m2 - 1 P ( > ")' .:; = W 'Ill" '1. h'ï r- - .'C-. - ; 

la flèche au centre, ou pOUl' x = 0 est: 

10 
Si 1Il = T 

D'autre part: 

3 
f=-16 

l ri.:: 3 
---:;: rr;: -1 

Ill" - 1 II _----,_ cc _ (r· 2 - x 2) 
1/1." 11;' 
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à" B.-Supposons PI différent de zéro; - passe par deux 
'7. 

1 d O h'l maxima; 'un corrcspon à x= ct j. =: 2""; 1 cor-

respond aux fibres inférieures du milieu; l'autre répond 

, Il t 1 JOb ' . 1 a X = l' ct .l = - 2 ; ce son es 1 l'es superieures ( C' 

]' encastremcnt. Le prC'micr a pour yaleur 

( 0.1 ) /Il - t +:1 ln" - 1. - =---P, - --.,-
:t. maxi Ut 8 11t-

(~)" ]l II. 

et lc second 

( Ox ) 'III -, t + 3 ru" - 1. - =---P, - ., 
7. ma'l;:~ III 4 ln-

Le second maximum est supérieur au premier; on aura 
donc il écrire la condition 

l""::" ---P .-L - - 11 
ln - t 3 Il'" - 1. (1') 2 

- /li ".J, ln" h 

étant donné que pour :1 = ± ; ,6!1 est nul. 

Sipi = 0, 

10 
Pour rn = -3- : 

( l' )" - Il II. 

( :" ) 2p r'U ~ 0,68 /, 

Plaque lifl1'e, poids unique P. Ici P = 0 

11= /JI" -1 'Y. ~ = ° 
m" il" P 

C::-:O: pour.7" = r, ;:;=0, 
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L'équation de l'élastique devient: 

b" B ""'4 LI'" (log'nl' - 1) - X' (log"n J: - i) J - 4 (1'" - ;J:'; 

B = - b (loo'n l' + ~ ~) 
b 2 ln + i 

m2 -1 () P 
b = C( 

m' 10 -;-
Finalement 

3 m"-
~ - 47t m' 

La flèche au milieu, ou pour x = 0, est: 

f'=~ (m-i) (3m+f) 0<1' /" 

47: m' ft" 

10 
et, pour m= 3 

t'- 0 ,,,. ]' /" 
- ,;},)O< V 

1\ vient pour 0"; ct oyen tenant compte de la condition 
Pl = 0, C = ° et de la valeur de B : 

o., = ! ml]::: 1 0< {'l (IOg"n .: - lJl +1) :, 
0, == - --- C( - IO()·]l --- - --- ~ , 3 'Ilt' 1 P ( l' Ill) 

1 7: m' h" '" ,/; m+1 

En réalité la charge l'est appliquée, non en un point, 
mais elle est uniformément répartie sur une petite sur
face de rayon J' ; la valeur maximum de 011 a lieu pour 
..1 = 0, P = 0, x = 1'0 et elle est 

3 l' 
°.lllllax :::::--

.].7: hl'o 

D'autre part le maximum de ,l., ct 011 a lieu pour 

x = J'" et t.l = ~ ,mais 6!/ est le plus grand; il est: 

( ;:; ) 3 m' - i ( l' m) P 
-;- milX == 21: m:! log',} -;:; + 'In + f W 



L'équation de condition sera donc .-

n, __ 3 m" - 1 
/' 7" 2.. m' 

lü 
et pour ln = 3- : 

lOO'n - -----( /' II!) l' 
" /'" + m + 1 hl. 

( . r ) P 1.3 logn -+ 1 -l"~ 
1'0 t-

pour autant que pour la matière consirlél'é'e on ait 

~~~L (0'/) 
.).'7: h,' 1n - 'J. IlIa x 

hypothèse réalisée quand h est relativement faible vis-à
yis de 1'. 

Discussion, 
Dans la plupart cle8 eas de la pratique, les efforts exté

rieurs sont cOllstitlll;S par la pression de fluides. Les pla
ques sont alors fortement pressées sur cles surfaces d'appui 
et on ne peut les considérer ni comme libres ni comme 
ehcastrées. Considérons par exemple (fig. 260) une 
plaque fixée par boulons à une enveloppe cylindrique sou
mise à pression intérieure; il est visible que, même avant 
l'arrivée du fluide, la plaque doit se courbel' sous l'ac
tion du serrage de8 écrous de fixation, la flexion étant 
d'autant plus considérable <lue la distance x de l'axe 
du boulon à la surface d'appui est plus grande. Mais 
même dans le cas olt cette distance serait nulle, ce qui 
n'est pas impossible à réaliser, les faits ne concordent pas 
encore avec les hypothèses qui ont été admises dans les 
développements ci-dessus. Soit une plaque reposant sur 
la surface d'appui du C'ylindre pal' l'intermédiaire d'une 
bague circulaire formant joint (fig. 261), la fixation supé
rieure donnant lieu à des efforts dirigés sur la bague; le 
bras de levier x est donc supprimé. Sous l'action de la 
pression intérieure la plaque fléchit et tend à glisser, 



glisse réellement même, sur la bague et il se produit un 
frottement des deux côtés du disque; ce frottement fait 
intervenir des efl'orts supplémentaires radiaux qui agis
sent sur la déformation et sur la flexion de la plaque; le 
moment dù à cette action a été laissô complHement de 
côté dans les équations d'équilibre de Grashof. 

Les résultats d'essais effeclués par Bach et Ensslin sul' 
des plaques circulaires en tL'lle cracier fondu ont con-

d=2f' 1 -------------1 

Fig. ::!bO. Fig. ::?f)1. 

jinné les déc\ueliom; précédeutes el ont mOlllI'é qu'il n'y 
avait lieu d'appliquer la théorie de \\Ïnckler qu'avec u!w 

certaine réser\'!:. L'acier fondu posst"de un cocffkient de 
dilatation Cl. constant. Ce eoeffîeient, déterminé de la 
manière connue SUI' ries (~prouvel1es, a été ll'oU\'é 

1 
égal à 214iOOO ,alors que calculé cl"après la formule 

/,1-

-' - 0"5 1) ~ _ •• ) 0: -,-.-. 
l" 

1 
il a été tI'OUVl' en llloyellne de 2Ii,;2 UliU ,soit 

26i2000-2HiOOO _'l' ,. tOO 
1 00 - 2 147 000 - - _t ... Il· 

plus petit qUt' le codlicicul de dilalation r('1'1 de la maliè!'p 
(·oIlsidh'(~l'. Il ôI élt'~ u))Jstatè de plus que, pn faisant noît!'e 
g"l'aducll('nwut la l1('xion, 1(' codfî('i('nt Cl. dirninup aH dt~hlll 
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très lentement pour diminuer encore par la suite. Les résul
tats précédents sont relatirs à des plaques chargées au 
centre. Les résultats sont les mèmes pour des charges uni
formémentrépartiesdues àdesfluides. - Ces essais divers 
ontamené Bach à établir une théorie approchée que l'on 
rencontre aujounl 'lmi dans la plupart des traités relatifs à 
la résistance des matériaux et dont les formules parais
sent concorder suffisamment ayec les faits obseryés. 

Théorie approchée de Bach. - a) Plaque circulaire 
}'eposant librement sur son contour, soumise à la pres
sion p d'un fluide sur la surface 7.1'2. On peut admettre 
par raison de symétrie que les plus gmnds efforts se pro
duisent dans les sections passant par le centre de la 
plaque; on peut donc opérer comme si la moitié de la 
plaque était considérée comme un prisme encastré sui
yant un diamètre, la section d'encastrement étant un rec
tangle de largeur d = 21' et de hauteur h. Ce prisme est 
soumis: to il la pression p sur la surface O,n7l:1,2; la résul
tante de ces pressions passe par le centre de gravité 

du demi-cercle, c'est-il-dire il la distance !~ du centre; 

le moment fléchissant, pour la section d'encastrement, 
dù à la pression, est donc: 

']' 
0;; r: 1'2p -oje-

, ::lr: 

:20 à la résultante des réactions O,!'iT.}·2p SUl' la demi
circonférence que forme le contour; cette résultante 
passe par le centre de gravité de la demi-circonférence, 

2t' 
c'est-à-dire à la distance 

aux réactions est donc 

du centre; le moment dù 

Le moment résultallt ou moment fléclJissant réel a pour 
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valeur 

Il vi('nt : 

_1_ 21'"'' 
I~ = ~_ 21'11" 

r h 6 

2 

_1_ )''')) .C:: ,/"p _1_ 21'''2 
:l - 6 

dans l'hypothèse yue le moment se répa/'tit uniformément 
sur la section de largcur d = 21' ct abstraction faite que 
des tensions normales entre elles interviennent, En réa
lité donc, les éléments de surface de la section dange
reuse sont soumis h des dforts plus considérables quI' 
ceux supposés ct on tiendra compte (l!' ce fait en suppo-

21' 
sant que ces efforts n(' s'exerrcllt quI' sm' une partie 

fI-
de la largelll'; on a donc : 

l, 1 21' 
--,'l l'''p ~ l"" ->- -- iL" 

Ü 1.1. 

( l')" 1 (cl)' . 
l',u "'= :~ T JI = 4:~ T p 1 

(1 ) 

il :-" l' VIl. ;'/1 = O,J rlV:1. I~' \ 

:1. est un coeftlcient à dNel'mincl' par l'expérience; il ne 
dépend pas simplement de la non-uniformité de la répar
tition des pressions (sans quoi il serait plus grand que '1), 
mais aussi de l'('xistence de tensions normales entre elles 
(par le fait seul desquelles il serait plus petit que '1); il 
(lépend aussi du mode de fixation de la plaque, du genre 
de réaction cl. ainsi de suite; d'après les essais de Bach 
le ('o('fficÎ('nf :~ varie entr(~ 0,8 ct 1,2 pour la font(', 
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D'après les équations (~i-r1('ssus on a, pour la flèche au 
milieu, 

(:l) 

formule dans laquelle, d'aprb les essais de Bach, y varie 

entre -+ = 0,'167 et ~ = 0.6 (l'aprps le mode (le fixa

tion, 

Il) Plaque cil'culail'e de rayon l', l'eposant livrement SUI' 

son contour, chargée au milieu d'ml poids P unifol'mé
lIient réparti sur une surfllce circulaire 7:ro2. 

En opérant de la même façon que ci-dessus on trouve, 
pour le moment relatif à une section diamétrale dù à la 
réaction 0,5P supposée uniformément répartip sur la 
moitié 7:1' de la circonf{~r('ncc d'applli : 

0.51' ~, 
7: 

Ce moment agit en sens inverse du moment dù à la 
charge O,nP supposée répartie sur la surface du demi-

1 0 5 ' , t· d' 0 "P 4r a cere e , 7.1"0, C es -a- Ire ,~l 3" 

Le moment fléchissant résultant a donc pour expres· 
sIOn: 

:\1 =0.5P ~ _ 0.5 P ~J'u = P _1_' (1 _ ~ ~) 
'T. 310 T. 3)' 

et : 

n'Oll 

P - l -;- _u ~ J"II -, ~ h/!· l, ( .) 1') t·) J' 

T. .~ l' h fl 

3 
J'/II :;7 :J.-:;-

/ :~ 
li 5' V 1.1-, T: 

(3) 



l'OUI' P = ""1' " Ji et ru = l' on a : 

li ::.c.. ,. L / '1- P - VI 1'''' 

l'OUI' de lrl'S petit.es yaleurs de J'ù ou pour t' = 0 on a 

h::c. '1---yi ;~ li 
- ~ ï. 'l'"I 

donc indépendant de r ou de d. La fIl'che se détermine 
par les équations connues: 

(i) 

Ilach a trouyé l'ourde petites valeurs de J'o, jusqueO,IJ' 

;1- = 1,~ el 

l'OUI' des valeurs supérieures (le l'" les dellx coefficients 
:L ct. '.;, diminuent, ,~ décl'Oissant. plus mpidf'men t que :L. 

Plaques elliptiques planes. - On supposel'a a > b 
1 tig-. ::!6~). ]1 ;.- a lif'1I d'examiner ici si les plus grands 

: 
1 , , 

b 

---L.-t-J.-~_",_-::: ________ 1 ___ ::l 
1 
1 

.. ~ 

Fig. :!o~. 

efforts se produisent dans la sedion du grand axe 011 dans 
celle du pcLit axe de l'ellipse. Considérons deux bandes 
t~tl'()ite~ de largeUl' l, dt' IOllgueUl's l'cspcdin~s (l ct 1) 
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dans le sens du g'l'and et du petit axe. Ces deux bandes 
se coupent à angle droit au centre de l'ellipse où agit 
l"effort extôrieur P normal à la plaque. Les réactions 
d'appui aux extrémitôs des bandes sc répartissent de 
façon à produire une égale flexion au centre. Repl'ésen
tous par X" les réactions aux extrémités de la bande de 
longueUl' a et par' X" les réactions aux bouts de la bande 
de longueur b; l'effort P peut donc ètre considéré comme 
constitué de deux efforts Xa et de deux efforts Xbagissant 
au centre. La tlèche au milieu d'un prisme de longueur l 
reposant à son extrémité SUl' deux appuis de niveau et 
chargé au milieu d'un poids T a pour expression, 1 étant 
le momentdïnertic d'une section, 

r =-T 2.~. 
Ij.b 

La flexion f" de la bande de longueur a est donc: 

pt la fli·c he relatiyc il la bande b ; 

;\Iais fa = ru; doue; 

ou 

(1 ) 

L'efIort maximum lit au milieu de la bande a, abstrac
tion faite de l'influence que peut avoit, une bande SUt' 
l'autre, est donnée par la fOl'muh' 

X ai,., . "2 = Il la l -

:10 
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d'où 
y a 

ta = 3_~a -'0' L-

On a de mème, pour l"effort sur la bande b : 

tb = 3X b _lb, 
1-

En tenant compte ùe la relation (1) on voit que 

ou 

( a) 2 
tl. = ta T 

Donc, si (l> b, 

.\insi, pOUl' 

ft = 2b, ( 2b ) 2 
th = ta -b- = 4 ta 

et si 

a = 3b, ( 3b ) 2 
II' = ta li = 9 ta 

(2) 

On conclut de là que les fibres les plus étendues dans 
le sens du petit axe subissent des tensions normales beau
coup plus considérables que celles dirigées dans le sens 
du grand axe et que par suite la rupture doit se pro
duire dans le sens du gTand axe. 

a) La plaque elliptique repose sur son contour pal' 
son grand et son petit axe; elle est sonmise à la pl'es-

7t 
sion p d'un fluide SUI' sa surface 4"" ab. 

Le moment fléchissant 1\1 résultant est la différence 
entre le moment i\I' dû aux réactions produites sur la 
moitié dn contour elliptique èt le moment Mil dtî à la 
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pœssion directe du fluide ou Mi' = 8 .. abp 3: b = 12 

ab2p. Mais le moment j\l' n'est pas aussi simple à déter
miner. Pour une plaque circulaire on peut admettre une 
répartition uniforme de réaction sur le contour circu
laire; mais cette hypothèse n'est plus admissible pour 
une plaque elliptique; c'est en effet ce que montre la for
mule (1) qui indique que les réactions aux extrémités des 
deux axes sont entre elles en raison inverse des cubes des 
axes. On peut admettre que là où le rayon de courbure 
de l'ellipse est le plus petit, la réaction d'appui atteint son 
minimum de valeur. En effet, le rayon de courbure de 
l'ellipse dans le sens du grand axe a, comme on sait, 
pour expression 

b2 
Oa==-, 2a 

le rayon de courbure, dans le sens du pelit axe, a pOUl' 

valeur 

On a donc: 
pli _ a:: 

P;; li" 
c'est-à-dire le mème rapjJort qu'établit la formule (1) 
entre les réactions Xb et Xa . Les réactions Xb et Xa se com
portent comme les rayons de courbure correspondants; 
plus a et b diffèrent l'un de l'autre, moins la répartition 
est uniforme. Rapportons l'ellipse à un système de coor
données rectangulaires, l'origine élan t au centre de la 
plaque, l'axe des X dans la direction du grand axe, l'axe 
des Y dans le sens du petit axe. Désignons par ds l'élé
ment de courbe situé au point x,y de l'ellipse; la rpaction 
en ce point est Xds; on a: 

:W = jyXds 

le signe d'intégration se rapportant à LIlle demi-ellipse. 
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L'équation de l'ellipse est 

li 
On a, d'autre pat't, x = 2 sin?; donc 

dy 
dX 

Posons 

Il yienl 

Il = - ~ - ,r,2 = - cos t:l b V(·)' b . a 2 2 1 

a 1 -V 1 -2 

a2 - b2 ( b ) 2 ---,,---- = n 2 = 1 - -a a'l 

ds = ~ VI - n" sin" t:l (le:; '2 l , 

all • j, . , d 
yd~ = - vI - n- SIW t;l cos t:l t:l 4- 1 j, 

Nous ayons YU ci-dessus que la réaction x: au poinl 
x, y est proportionnelle au rayon de courbure en ce poinl 
ou que 

Xu-L, a-



Or 
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p =-+ 

a" V 0= - 1 + , 2b 

2b 
-7 cos"? 

( 
b ) , .·l 

- tü"· (0 cos3co = a b 1 1 

~ cos' 0 + - sin"o l V ( b ):2 :; 
2b ' a . 

_ a" V a~ - b" . 2:; a2 .., 
- -;--b 1 - ., SlIl (0 = -.- V t - n' S1l1 2(O" 2 (!"' tb . 

valeur absolue du rayon de courbure. 
a" Pour x = 0 ou 'f'= O. p = pu = tb 

Pour x = ~ ou 
2 

r: 
'f'= 2' 

b2 

P = pa = 2i! 

,. :\ P "-. / 1 ., - .) ;: ., =. b ~ =."" r - n· SlIl'? 

2h 

on aura, pOUl' une demi-ellipse: 

''l'_-J'YX(l .. ,_-~ (/41' 'X'l'T ,1 il . e::: . u -- Il" sin"'f')" cos 'f'd? 

}l' = a; Xô (i - ~ n' + ~ n.) 
La valeur de X" se détermine en observant que la force 

qui résulte de la pl'ession p SUl' la moitié de la plaque, ou 

7':ab l' f' 'l'b l '1 ' -::;- p (Olt aire éqm 1 re il a somme ( (,'S réactIOns Sll\' 

la moitié du contoUl' ellipti(IUl' : 
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On a donc: 

7tab J"d fl y 1': ( ,', )'d -~- p = .~ s = 2 2 ·~b 0 - i - n' SUl' C? ' ? 

Par suite 

= ~ aXh (1 - n2 + ~ nô) 
2 ~ 

Xb = + p 1 3 
1 - n2 + - n' 

8 

Le moment fléchissant rbullant SUl' la section de lar
geur a et cie hauteur h, eu égal'd au coefficient de cor
rection i.L, a pour expression: 

d'où 

( b)2 (b)" 3,4: + 1.2 li -0,6 a 
:l + 2 (~)" + 3 (~)" 

/ 
1 

h :0. ~b\ ./ 2u 
- 2 V L 

( b)2 (b)l. 3,4 + 1,2 Cl -0,6 a 
:l+2(:)"+3 (!f 

( b ) 2 }J -

h 1 
(3) 

~ 
ou 

Pour a= b = d il vient 

ou i V P h~~d iJ.-,-" 
~ r 

expl'essions identiques à celles que nous a vions trouvées 
pom les plaques circulait'cs. 
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On peut écrire avec. approximation: 

(b); (b)' 3,4- + 1.2 a - O,ü a 
3 +2 (~r+;~ (~r 

Dès lors: 

Pour un trou d'homme olt a =l ,5b les équations 13) 
donnent: 

ou 

, ,') ± , t ti 
3,,*+1,~ \ï -O,G St' 

4 tG 3+2-+:1-
\1 ~I 

(b)' (b)" h p=0,4,25p. h )J 

j-

iL ~ 0.65 b V? ;,,, 
et les équatioIls (4) 

/'''' ::0.. _1 u. ( b ) " 0 )/. (b) " - 2 ' ---4'--,- T, ]J = .:),*6 iL h P 
l +T 

ou 

h ~ 0,59 b ViL I~' 
Dans r exemple considéré les équations (4) conduisent 

donc. à une épaisseur de 

100 O,6:i - 0.59 = 9 100 
0.65 p. 

iIlrérieure à celle qui est donnée par les équations (3i, 
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Le coefficient }J., d'après les recherches de Bach, varie 

entre : = O,6ï et f ='1,12, suivant que l'Oll peut con· 

sidérer la plaque comme plus ou moins encastrée ou plus 
ou moins libre. 

b) La plaque elliptique précédente est chm'gée au milieu 
d'un poids P. On trouve, pOUl' le moment ~l' : 

'l' - _au X ( ') 
•• - • Ii i - -=-3 n' + 

:2 i.. n") ,. 
,) 

( b ' 2 

n' = i - il) 
l' 

( XiZ,; = 2 ~ \" j'+ (t ~ n' sin',?)' d~ 
,. 0 

.) 

.. \ ( '+ 3 ,) = 2 Il. Ii i - n~ T JI> 

. P 

XI, = 7ra (1 -n'+ ~ n-) 
Lintroduetion de cette va/cUl' clans l'expression de M', 

en admettant que la charge P se répartisse sur une petite 
surface au centre de la plaque, conduit il la condition: 

d'où: 

i - ~ n' + ~i~ n~ 
..!!.... 11 il ;) 
2~ 3 

- n' + - ni, 
8 

8+4 'br (br 
r Jn :::.'" -!!- p. 

(- +:3 -'-a a 

(~r 3 (~r ;::rr; 3+ 2 
li + a 

8 + 4 
/ 8 (+r+3(~)" 

"'èoV - ? (br' (br ~T. 
:1+2 a +.\ a 

b l' 
a F 

(5) 

b p 

Il 7' 
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. 1 1 1 lIa 1'" 1) après es l'ec lCl'C les (e Bac l, il. = 2" = ' ,ù a 

= '1,6i. 
Si li = a l'équation (:), deviC'nt : 

'" :{ p 
}' ::::::".- '1-

;: 1· Il:.! 

la mêmc que l'équation rC'Iative aux plaques cil'culaires, 
en faisant 1'0 = O. 

Plaque carrée plane. - Soita longueur d'un côté. Il y 
il lieu ici aussi de recherc hel' la section la plus dange
reuse. Considérons (Hg. 263i, dans la plaque non 
chargée, un élément de surface earré dont les côtés BAB 
sout parallt,les aux côtés de la plaque. Sous l'action de la 
chargc les longueurs ~rA dC'viennent ~rAI; l'allongement 
est donc AAI; les droites "\13 se dilatent donc vers le 
dehors el la flgllI'e prend la forme ~\IBI'\lnIAIBIAIBI' un 
côté BIAIBI présentant Ulle cel'taine courbure. La dilata
tion dans 1C' sens MA a pOUl' C'xprrssion 

.\.\ j 

---sï:\ 

Lp quadt'allt ~JA13A sc transtorme en ~IAA, BjAjA; la 
dilatation dans le sellS AIA, est mesurée par 

AIA, -. AA . 
\A 

~ "Al VU.5 _ .\A j 

jLW ~ j(A 

Les dilatations dans les autres directions sont plus 
petites. Le plus grand effort en dehors du point M se pro
duit donc dans la direction AA ou AjAj; la section dange
reuse sera donc une diagonale du carré. 

al La plaque carrée ?'epose .~U1' son pourtour 4a et elle 
estsoU1nise à la pression p d'un fluide sur sa surface a'.
La section dangereuse étant la diagonale a V2 (fig. 26~), 
Oll ponna considrrer \Ille demi-plaquE' comme encastl'P(, 
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suivant cette diagonale. Le momellt lléchissanL résultant 
~l s 'obtient en considérant que sur chacun des quatre 

côt(,S du carré agit une réaction +- a2p dont le point 

(fapplication est au milieu des cotés,. dOliC h la distance 

lA, 

'.a 

Fig. ~6;). 

li • / 1 de la spelioll ll'ellcasll'emellt el llue, pat' .) V 2 1 1 
suite, le moment .\1 a pOlir expression 2. 2 X a2p T ({ 

V ~ ; le moment ~l" est dù il la force ~ a1p agissant au 

centre de gravit\" de l'aire considérée, e'est-ù-dire il la 

distanec ~ Ct vi ~ de la section dangereuse, On a : 

1 l V1 1, a V-1- 1 3 v1 
JI== 2 . ~;- a2p. --;;- a -:) - -:) a-p -:;- ~== -1-) a p -:) 

-i' .... _ -' o.J .... .... -' 

La section dangereuse a une largeur a Vl~ el une hau
teur h: il vient: 

t " v-\- / ". t a V'~ l" - t V-1-r'" ah' (l'p - ~ r --- ,---- --tT 2 - li:J. :1:,,:2 
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d'olt : 

n'après les essais de Bach, 

_ 3 _ 0 ~5' 9 - j f'1 
[J'-4-·,aT-·~ 

suivant que la plaque peut être considérée comme plus 
ou moins encasLrée ou libre. 

b) La plaque carrée précédente est chargée au centre 
d'un poids P. - En opérant comme dans le cas précédent 
011 tl'Ouve : 

p 
--a 

2 2 

Bach a trouvé: 

V-t- ",la V2 /., 
- .LI' --- t-

;2 -- li P. 

i , 
fi = 4' = 1, i5 a 2, 

Plaque rectangulaire plane, - On supposera a> b. 

a) La plaque repose sU}' son contour 2 (a + b) et elle est 
sottrnise àlapression p d'un fluidesUJ' sa sUJ'face ab, -Les 
considérations qui ont amené dans l'étude des plaques 
elliptiques à conclure que l'effort maximum au centre se 
produisait dans la direction du petit axe conservent toute 
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leur valeur ici, Par conséquent, pOUl' une plaque rectan
gulaire l'effort maximum au centre se proùuit clans la 
(lil'ection du pelit cùLé et par suite la section dangereuse 
en cet endroit est dans la direction du grand cùt(· du rec
tangle, Cependant il résulte de l'expérience que les cre
vasses de rupture se produisent généralement dans le 
sens de la diagonale, ce qni r{'sulte probablement du 

, , 
\ 

manque d '!tomogônéité de la matière ou du mode tle lixa
lion des plaques, Il ell rC'snltt' que la détermination de la 
section dangereuse jll'ésente ici une certaille insécuritl~; 
la présence du coertLcient de rectification pratique :~ 

dans la formule nous pel'l11C't de faire l'It,\'potllt'se que la 
section dangereuse est dirigé)!' sni vant une diagonale; ce 
sera la section d'encastrement de la demi-plaque à consi
dérel', La pression totale p,au ne sc l'l'partit pas nniformé
ment SUl' les côtés il et u; il es t ecl'lain qlle la réaction sera 
plus grancIe vers le miliell ([IIC vers les exlrémitôs des C()t(~s 
et qu'elle diminue dl' cc milieu aux sommets, Quoi qu'il 
en soit admettons que la r('actioll résultant<' pour chacun 
des eôt{'s passt' pal' son milieu, dOliC !tla distance 

l, (J 

:.l ~!I/' + 1)' 
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Le moment fléchissant aura po ur expression : 

1 b aIl a 1 a"b2 

l\I= 2 abp 2 Va 2+b2 - :.! abp Tb Va2+bi = 12 Va l +b2P 

La spction considérée a pour longueur V a" + bé et 
pom hauteur h; il vient: 

ou 

h. ~ 

Appelons c (fig. 265) la distance d'un sommet à la dia
gonale de longueur cl; on pourra aussi écrire: 

il "- c / ~~~, V ~J 

Si li = a il yient : 

ou 

(1 al 

il Cc..~. j--p
- 2 V p.? 

identiques aux formules trouvées pour les plaques car
rées. 

b) Plaque J'cctangulaire pm'tant anecha1'ge P au rnilieu. 
- En opérant comme dans k cas précédent ou trouve: 

Il b a / J'''' _1 V a" + b" - - ~ --'---'--- h 2 
2 2 Va:! + h2 - Ü fi· 
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d'où 
3 1 

l''J/:::::::'''_fI-

-2 ~+~ 
b a 

ou 

h~ ,/ : fi-
1 

Si b=a: 

p \ 

V 1 (2) 

) p 

h"'- -11--V a c l' 
- 2 , .. d ri" 

comme pour une plaque carrée. 

(2a) 

Résultats d'essais. - Bach a fait un très grand nombre 
d'essais relatifs ù la résistance de plaques en tôle d'acier 
fondu et en fonte. Ces essais ont surtout porté sur la 
détermination de la section dangereuse ou de rupture. Il 
résulte de ces essais que les hypothèses émises dans la 
théorie approchée se sont très approximativement réali
sées en pratique, c'est·à-dire que les plaques circulaires se 
sont rompues suivant un diamètre, les plaques elliptiques 
dans la direction du grand axe, les plaques carrées sui
vant une diagonale et les plaques rectangulaires très 
approximativement aussi. Le même expérimentateur a 
controlé la loi des formules approchées, à savoir que la 
résistance des plaques planes est proportionnelle' au carre 
de leur épaisseur. Cette loi s'est aussi vérifiée. 



CHAPITRE YII 

TRAVAIL DE DÉFORMATION DES PRISMES DROITS A LA 
TRACTION, A LA COMPRESSION. A LA FLEXION. A LA TORSION 
ET AU CISAILLEMENT. 

T ENS [ 0 N SET D 1 LAT .\ T ION S A L '1:: T A T D Y NAM [ Q U l': 

T. - Ir. y A )IOU\'E~IENT nu SOLIDF: SA;'oIS n~:FOR~IATION. 

A. Considérolls (lig-. 266) 1I11 solide prismatiqlle soumis 
dp l)[Is Cil haut ù une force Q plus grande qlle son poids; 

r--

B 

N 

Q 
Fig. ::!Iili. 

donc Q > mg. Sous l'action de ~cttc for~e le solide sc 
déplacc. Isolons la portion au-dessus de la section AB. 
Si, pour unc longueur l on a une masse m, pour une Ion-

1/! 
gucur 1 011 aura une massc -l- et poU\' UllC longueur 
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1 III (l - X) dl' 1 . -..c, une masse ~~l-- ,masse l' a portiOn ( u prIsme 

au-dessus de AB. On sait qu'entre la force qui pro
duit l'accélération, la masse ct l'accélération, existe la 
relation F = 'in J. Pour le solide complet, en appelant.l 
l'accélération. on aura Q - mg = nt i' (t) ; '{ est donc racc 

dlération que prend le solide sous l'action de la force 
Q - mg. Pour la portion du solide située au-dessus de 
AB, la force agissante n'est plus Q, mais S X t', S section. 
~\B, t' tension spécifique sur cette section. On a donc: 

S ' 1 - x ln (1 - xl 
t - mg -,- = '{ 1 (2) 

Del"équation (1) on tire'( qu'on introduit dans l'équation 
(2); on obtient une relation de l' cn fonction <le quantités 
connues; l'équation (2) montre que l' diminue quand x 
augmente; pour x = l, tl = 0; le diagramme des teu
sions t est une droite MN. 

B. Considérons (fig. 267) un arbre soumis au moment 
moteur :\J j ct h \Ill moment résistant ?lJ2, ct soit l\C > ~b ; 
j'arbre tournera. Cherchons le moment de torsion 1\1 dans 
une section queleonqup C et soit 1 le moment d'inertie de 
l'arbre par rapport à l'axe de rotation; Ij d l, sont les 
moments d'inertie cie l'arbre ;\ droite' l't il gauche de C. 
Pour la partie de droite' on a : 

el, pour la portion de gaue Ile : 

dt<l 
l, Tt = JI - JI, 

(1) 

(2) 

Ces deux équations n'cu fOlll Cil l'l'alité qu'ulle seuIl'. 
Pour l'arhrl' complet on a : 

1 ~ - '1 - '1 (3) dt -. j 1>" 
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De (3) on til'e (:/~ ; en remplaçant dans (1) il vient: 

1 
~Il - ~l = _\1- 011 - 'l,) 

d'oi! on tire:\J. 

__________ L _______ --_ 

M2~----------~C----------~ 
x 

M 

Fig. ~67. 

Sllpposons la section constanle, Il = J., 
• dOI1(, 

le diagramnle des moments pst unE' ligne droit". 

Fig. 2ôS. 

Sllpposons que I"al'hre pOlte llJl yolallt dig, iti8) , Dalls 
('e cas on !W pPIl! considérf'r quI' le momf'nt rlïnPrtip 1 du 
,"olnnt pt il vipnt. pOUl' ll\l(' sprtinn C : 

dt" 
Il --/- = "1 - ,1. ( t 

31 
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dt>. 
Un Pl'Id suppmwr It = 1; .\1 = Ml - 1 -Tt, d'oü 

.\1 = '\1,; pour ulle section il droite, telle (IUC C', on aurait 
M = 1\11 , 

Il. - Lr. 1IOU\'Em::'I!T n~:SI'LTr. [)ES D~:FO[DL-\TIONS DU SOI.IO[, 

TRAVAIL ilE THACTIO'i ET l'RE::iSION 

Cn prisme clroit de longueur l (tig.zGg) ct cie section S 
esl thé lt l'un0 de ses extrémités; lt l'extr{'mité libre il 

l. 

-- -- Y. 
l , , , 
L_ _.! 

p 

Fi~, ~ti9, 

est soumis à une charge croissante de 0 ù 
p, Il subit, comme on sail, trois allongr
menh: 

1° L'allongement total ~; 
2° L'a]Jongemen t permanent~' 
::)0 L'allongement élastique ~/'. 
Ces allongements sont fonctions de la 

force P, ct on a: 

:, = 9 (l') ou 
:,' = 9' (P) ou 
:," =-= ci'" (l') ou 

p = cp (:') 
P = CP' (:") 
P == ff>" (~") 

Sïl s'agit, pat' exemple, d'unc (,olllToie, on sait que les 
dilatations croissent plus lentement que 10S tpnsions. la 
courbe relatin: à ~ = 9 (1') ou P = (1' (S) est représentée 
ligure 270. Le travail ml'canique dépensé pour passer de 
l'allongpment ~ = 0 ù ~ = OQ" correspondant h l'effort 
OQI. est représenté pal' l'aire OQQ, dont l'expression est 

On aurait df' même, pOlit' 1<' Im\'ail 
pondan L aux dilations pel'manent0s : 

mècanique corres-

i [:" J':" T, = l'd:,' _. 'l" (:,.) ri:,' 
rI.. <) 
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d.e sorte que le tra \'ail élastique de la matière, l'cstitllé pal' 
celle-ci quand on supprime la charge, a pOlir expres
sion: 

On ne considf.'re généralement que ce dernier travail, 
appelé travail de déformation ou travail élastique el on 
admet qu'il ya proportionnalM p 
entre les dilatations rt les ten-
sions, en d'autres termes que la 
courbe des dilatations est une 
droite. Dans ces conditions, en 
désignant le travail élastique pal' 
T et l'allongement {'lastiqlle pal' 
1 on aura 

T = _1_ P ~ = _1_ St~ 
2 '2 

D'autre part 
~ = ~tl 

donc 

D/ - ____________ 0 

Q, ------- - 'Q 

Fig. 27u, 

T = -'- û"SI ::::: _1_ û"Y 
2 2 

(4': 

v = st, volume du prisme droit; le tra\'ail élastique est 
donc proportionnel au volume du prisme ct au carré cie 
la tension. Si on introduit dans la formule le coefficient. J', 

on aura le travail élastique maximum admistiible T = _L 
~ 

~ 1,2 V; et, si on va jusqu'à la limite d'élasticité, T = ~ 
~ It2 

7. Il" V; le terme 2 représente le tl'avail elémentail'e 

de la matière ou travail l'apporté à l'unité de volume. Il 
résulte de ce qui précède que le travail élastique est le 
même pour deux pil'ees de même matiëre et de même 
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volume quelles que soient leurs formes. On ne peut plus 
appliquer la formule au delà des limites d'élasticité, car 
la loi de Hooke n'est plus \Taie alors. Celle-ci donne 8 = 
'lt; (4) devient 

(5) 

S'il s'agit d'un prisme à section variable, dans J'hypo
thèse où 'l est constant, on obtiendra comme suit le tra
yail de déformation. A la distance x de J'extrémité libre, 
l'élément S dx est soumis, dans la direction de x, à un 

allongement ô dx; on a aussi t = : et, pour le travail de 

cet élément: 

Pour le prisme entier 

'1' 1 11" S l 'l il 'Sd =2;' 0 r,- C,?J=T 0 t- x (6) 

et, si le prisme est à section constante: 

T = ~ 0" Sl = ~ l'SI 
2"1. 2 

comme ci-dessus. 
Supposons (fig. 2H) la pièce présentant plusieurs 

sections droites différentes. A J'état statique elle résiste 
de la mème façon que si on enlève la partie hachurée, à 
condition que la longuelll' soit assez faible pour qu'on 
puisse ne pas tenir compte du poids. Il n'en est pas ainsi 
il l'état dynamique. Soit Y le volume de la partie la plus 
(>troite et S la section correspondante. A l'état statique 
l'effort le plus grand qne J'on puisse développer est 
p = 'l'S. Soient Yb V" les volumes des diverses autres 
parties de la pièce; Sn), Sn~ les surfaces des sections 
correspondantes, n" n" étant supérieurs à l'unité. Cher~ 



TII.HAIL DE DÉFORMATIOX DES PRISMES DRUITS 485 

chans le travail que l'ail peut déYelopper; t est la tension 

sur la section S, Il SUl' 51, t2 sur S2; on a t 1 = + ; t2 = 
1 

; donc: n2 

ou: 

p 

Fig. ~71. 

et, pour le travail maximum: 

\ f) 

Supposons maintenant qu'on réduise toute la pit'ce à 

r . . y d' VI 'd' SI Y sa sec \Oll mll1lmUm; 1 eVlent -;;:- ,51 CYlcnt -/-( ; 2 

est devenu V2 , et ainsi di' suile. Dt' 1 bs. loult's les tl'n
n.] 
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siolls sont égales il l, Il vient: 

~I'" ,\1 r 
101"=-2- ~ -

~ n 

Ce travail est plus grand que (l) ct la pièce résiste 
mieux qu'autrement. 

Fig. :::?i~. 

Considérons maintenant le t'as particulier ei-contrc 
(tig, 272). Soit Y le volume total, v et VI SOllt les volumes 
du petit tronçon intermédiaire et du vide. 

\" oc....: t. + VI 

On il: 

'l.1'~ ( V) 'l'max == -)- V + -~-:.. n-

u est négligeable il côlé de VI; un peut (Ionc écrire Y = v 
,t '1' ~ Il. " l J" , d ,,' ( ·,w, = -- --. . )OIlC SI ans Ulle l)\ece IJl'lsma-

'~Ii.!. , 

tique on fail Ulle entaille, T",a.r est réduit dans le l'apport 
J . l' . t . ; au POIllt ( e YLIe sLatIllLIe el' rapporlne serait que -. 

11- n 
Observolls que si les pièees tm\'aillellt par pressioll, 1 

étant négatif, l"expressioll du travail reste la même, car t 
ligure <lU calTé dans la formule et on a 

'l" - ~I"~\" 
111(1),.- :2 

Cas d'Il/! chuc. - COllsidél'OlIS (lig. 27:)) une piècc 
ellcastrée Ù l'ulle de ses extrémités et préselltant à l'autr'c 
p :d rl'm il(' IIlle ,;aillie. }.t' long- de la pipce g-lissf' tin 
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mouton qu'oll laisse tomber du haut et qui vient fmppel' 
la saillie, Le phéllomène qui se produit est fort complexe, 
:\UI11Ol11ent olt le mouton vient en contact avec la saillie 
son mOllVPIlH'nt, uniformément accéll'l'é, sc l'alentit pal' 

L 

1------1 ,------1 
1 1 1 

1 1 
1 1 1 
1 1 1 

a' 1 ~ _ _;:Q~~~ 

.:LçJ"l _____ ~1 hl 

a'r----------------,b~-L 
1 1 
1 1 
l , dt ________________ j c 1 

Fig. ::17::' 

silill' de la l'é~actioll de la pi''.''I' liXt!: l'Il même Lemps la 
pièce lllobile exerce llne pressioll molrice (illi est précisé'
ment égal!' il ceUe réaction, Pal' suite de cette pression 
motrice la (lii'ee fixe va s'allonge!' de façoll que la saillie 
abcd Vi(,llllC ('II a'l/c'd, par exempk, QuanL ,'1 la pÎi'Ct' 

l1lobik trois eas peuv('nt st' présenter: 
[0 Au 1ll0llwnt olt la pii'ce lixc atteillt son allongement 

maximum la pit'c'oe mohile esl en ('ontael avec ell(' et son 
centre d" gTavité aUpint son point le pliis lias; 

::!o Au IllOmenl olt la pièce li xc atteint SOIl allongement 
maximum le cenLl'e de gl'a\'ilé du mouton n'a pas encore 
atteint SOli point le plus has; la lllatil'l'e du moutoll se 
lassPj (",'si, le cas 011 ,~pttc matit'l'I' ,,:-,1 tl'i's dt"fol'Ilwbll'; 
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donc, au moment olt la pièce fixe s'arrête, le mouton subit 
une contraction; 

3° Le centre de gravité du mouton a atteint son point 
le plus bas avant que la tige fixe ne se soit complètement 
allongée; c'est le cas olt le mouton s'est relevé après 
avoir touché la saillie. De plus, les efforts dans la pièce 
fixe ne se produisent pas comme si la pièce était à l'état 
statique; au moment olt le mouton touche la. saillie les 
molécules de celle-ci descendent avec une vitesse accé
lérée, puisqu'elles partent avec une vitesse nulle; donc 
un élément de la pièce fîxe n'est pas en équilibre, car la 
résultante des forces est plus grande que la résultante des 
résistances; puis la vitesse diminue jusqu'à devenir nulle, 
alors les forces motrices font équilibre aux forces résis
lantes; les tensions dans la pièee fixe diminuent donc de 
haut en bas. On voit donc bien que la question est com
plexe eL pOlir la résoudre, nous émettrons les hypothëses 
suivantes: 

1 0 ~ous supposerolls que les tensions se produisent 
comme il l'état sLatique, c'est-à-dire qu'elles sont uni
formément l'éparties ; 

2° :'\ous négligerons le tI'avail de déformation dans les 
deux régions de contact de la pièce fixe et de la pièce 
mobile; 

3° :'\ous admetlrons qu'au moment olt la pièce fixe 
atteint son maximum d'allongement, le centre de gravité 
du mouton atteint son point le plus bas, Appliquons le 
théorëme des forces vives. L'accroissement des forces 
vives est nul puisque les molécules partent d'une vitesse 
nulle pour arriver il une vitesse nulle. Soit 0 le poids du 
mouton, Le tra \'ail de la pesanteur est 0 (h + hl). Le 

• . " aVt2 
travail reslstant de la plece est - ~ ; on a donc 

~ \'t~ 
fi (h + h') ~ -- = U: 

'2 
o (h + h') = ",:t2 (1) 
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Xous avons une hypothèse trop favorable en supposant 
les tensions t uniformément réparties; mais observons 
que nous faisons une hypothèse défavorable en suppo
sant que le travail moteur est annulé par le travail résis
tant, alors qu'il faudrait tenir compte de la déformation du 
mouton. On a : 

h' == Q . l == ~tl 

L'équation ct) devient: 

(2) 

On pourrait se demander la hauteur maximum dont le 
mouton peut tomber sans occasionner de déformatioll 
permanente de la pièce fixe; R étant la limite d'élasticitt~ 
on a : 

o (h + ûW = 'XH"Y 
\ ) 2 

d'oll 

hm" = - -- ~ 'XIU 1 (<:r:H'\' ) 
, Il \ 2 (3, 

Cherchons la valeur de la tension t; l'équation (2) 
donne 

t 2 __ 2fJtl _ 28h. 
V 'Xv = 0 

or 

v~s 

S étant la section; on a donc: 

,28 'lM 
l-~st-~=o 

et enfin: 

,4) 
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Le radical est plus grand que ~ ; m t est positif; on 

prendra le signe + devant le radical. 
Dans la plupart des cas li' =xtl est négligeable devant 

h; les formules deviennent : 

Oh t = . / 20ft • 
V 'XV 

Un cas particulier intéressant est celui qui corres
pond à h = 0, la charge est appliquée brusquement salis 
cependant qu'il y ait choc, L'équation (4) dpvient 

28 
t=S' 

Dallsle cas d'une charge slatiqueon avaiL t= ~ ; l'er

fort est donc doublé. li pourraü y avoir là une contradic
tion. Observons cependant que dans le cas statiqlle la 
force i) est appliquée en augmentant graduellement, 
tandis que, dans le cas actuel, le mouton est placé sur la 
saillie de façon qu'il y ait contact sans pression, puis 
làché brusquement; au moment oiL on le làchait les 
efforts dans la pièce fixe étaient nuls; quand on làche le 
mouton celui-ci tenll à sc mettre en équilibre ct la pièce 
tlxe prend un mouvement accéléré qui devient uniforme 
au moment oil l'effort total IS dans la pièce égale fJ, donc 

quand la tension dans la pic'ce est t c= -{- ; mais en verlu 

de la vitesse acquise les deux pièces dépassent le point 
limite ct alors IS> 0; le mouvement est retardé jusqu'à 

-)[) , 

une certaine limite telle que tS = ';lfj ou t = ~ . Cette 

remarque est tJ't'S importante pour le cas où on a affaire 
à des pièces soumises à des efforts très brusques. Oc 
telles pièces doivent êtl'e calculées cOlllme si les efforts 
étaient doubles de ceux qui sc produisent ù l'état sta
tiqlH', Si donc 011 a affaire à une pièce qui doit subir un 



effort P à l'état statique et de plus un effort P" plus ou 
moins brusque, on calculera la section d"apri:'s la formule 
p = 1'" + ~P!'. 

Yoyons maintenant ce qui se produil CJuand la pièce 
lixe a subi SOIl maximum de dilatation. Si les deux pièces 
étaient parfaitement {~Iastiques, la pic'ce fixe subir<Jit une 
accéléralion vers le haut, se raccourcirait ct remonterait 
suivant une loi inverse de la loi de descente, en commu
niquant au mou~on une impulsion égale et d" signe cou
traire à celle qll(' If> nlfluton lili-n1(\mc lui ayait commu-

h' 

6' 
Fig. 274. Fig. ~"7J. 

niquéc; <.:elui-cÎ remonterait donc il sa hauteur primilin'. 
~Iais cela ne sc passe pas aill si. Admettons que le mouton 
reste en contact an'c la pii'cc el que celle-ci oscille en 
portant le mouton; donc le moutoll, primiti n'ment en repos 
en a'l/, est soumis Ü Ull trayail moteur de la part de la pièce 
et il un travail l'(>sistanl dù ;\ son poids. Le premier tra-

'1 l" 'l.{"y 1 l ' yal es eXpl'lJl1\' pal' -2- ; e Sl'<':OIH pal' - (Jol = - O:.ttl 

'l./" " (5); or, d'après l'équalioll dl, 'l.(Jtl <.) il moins 

que li = O. La somme des cleux tl'a\'élux {51 ne peul donc 
èlre nulle et on a 

Cela pl'OUYe que 1000sque la pièce est al'l'IYCe en ab 
Ifig. 274) sa vitpss(' n'es! pas encorf' nllll(': (',Ile re-
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monte donc jusqu'en al'b'l à une hauteur de ab égale à 
h" = - ::t.l'l; li est négatif. Pendant cette dernière période 

la pièce tixe développe un travail résistant _ cr.t;," ; la 

pièce mobile développe un travail motenr sur la pièce 
fixe, égal à 'J..8t1 l, On a donc 

at2V at'2V 
-- - 'J..8tl = -- - a8t'[ . 
22' 

t et t' jouent le même rôle dans cette équation; li étant 
négatif sera donné par la seconde racine de l'équation (4) 
et on aura: 

o • / ( ~ ) 2 2fJh 
t'=s-v S + o:V 

Les dilatations extrèmes sont al et - al', La dilatation 
moyenne est la dilatation correspondant ü la tension 

t + t ' 90 0 
moyenne l" = -z ; on a r = ;s = s ' Elle est donc 

égale à la tension il l'état statique, La pièce oscille dOlic 
de part et d'autre d'une position correspondant à la dila
tation à j'état statique, 

TRAVAIL DE FLEXION 

Considérons un prisme soumis à la flexion simple plane 
et laissons de côté l'effort t.ranchant; admettons la cons
tance du coefficient :c, Pour un élément de section ds 
(fig, 273), de longueur dx mesurée clans le sens de l'axe 
longitudinal, à la distance z de l'axe neutre on a un tra
vail 

1'[' tils 'd :C'd d ( = -- 0 x = - te s ,U 
2 2 

cr. 
sachant que t = -,,- , 

o 
Or, si le plan des fOl'ces extérieures coïncide avec l'un 



TRAVAIL DE DÉFOIIMATION DES pm,MES DROITS 493 

des deux axes principaux de la sec lion dont le momeut 
d'inertie par rapport à l'autre axe est I, on a 

)I; 
t=-I-

dl' - ~ l\P Z2 ris dx. 
- 2 P 

el. pour le prisme entier, 

T - Cl f l\F d J- 2d' - 'J. J J\l2 d -2 -V x -'~-2 -1- x (1 ) 

l'intégrale se rapportant à la longueur totale de la pièce. 
Soit un prisme fixé à une extrémité, chargé à l"extr{>

mité libre d'un poids P; désignons l - x par:; et dx par d~ ; 
on a: 

Celte équation permet de trouver très rapidement la 
valeur de la flèche ( de l'extrémité libre; en effet, le 

travail + P( pour une charge croissant de 0 à P, doit 

être égal à T; il vient: 

4-, Pf = ~ ~" Il 

f=2-~p 
3 1 

Soit 1'11' l'effort à l'encastrement h la distance z = V de 
l'axe neutre: 

Pl-)"" ~ - V 

T - -=- ."'2 _1_ 1 - 6 1 Vi 

1 = + SV2 
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Pour une section rectangulaire: 

1 = ~ bha = <1bh (~) 2 : 12 . 2 . 

Pour une section circulaire: 

1 = - d' = UJ - d" - . T:, ,11: (d)2 
64 . 4 2' 

d'antre part Sl = Y, volume: 

<1 = _l_ 
, 3 

1 .L-_· 
'1' - 4' 

T = ~ ,11''''2 SI = ~ ,1/,"'2 \' () , li ' (2) 

Le travail de flexion est proportionnel au volume du 
prisme ct au carré de l'effort de la matière. 

Soit maintenant une pièce d'égale résistance à la 
Il' 1 Md' ueXlOll; )'1/ = -1- Y = constante. Intro Ulsons cette 

valeur dans l'expression ('1) : 

T = + f ( l~" ) 2 ~ = + )'"1; f ~" dx 

1 = 'fSV2 

T - ~ 'fr"') [l Sdx - ~ 'fl''''" V (3) - 2 Jo - 2 ... 

Ici le travail à la t1exion est donc indépendant de la 
charge et du mode de fixation de la pièce; il est propor
tionnel au volume et au carré de l'effort; il est trois fois 
supérieur à la valeur du travail relatif à une pièce pris
matique ordinaire. 

Considérons une pièce portée par deux points d'appui 
et soumise en son milieu il un effort P croissant graduel
lement; on il, pour le travail élastique 

T = fPdr 

Pl " = ---;-; l 

IllY 
t= -1-

I-tl 
l'=Vi; 
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d'autre part: 
l't'IX 411t:JC7. tl21X 

f = TsT = Vi 481 = t2V 

-J~ ~ - J.J.- ~ tilt - _1_ Jlt2C7. T - \' 1 12 V dt - 3 V~ - 6 V~ 

1, _ 1 IllF:x 
max- 6Vl 

Si la pièce est encastr0e à un hout et soumise à reffort P 
Ü J'extrémité libr8, 

l , _ tl , 
- TT' 

P est quatre fois moindre que dans le ras 1-'récédcnt mais 
1 Ilc2:x 

f est quatre fois plus grand; on a toujours T= T ----y;- , 
Soit enfin une pièce appuyée à ses extrémités et un 
mouton tombant d'une hauteur h; nous ferons ks 
mêmes hypothèses que dans le cas du travail de tension, 
II vient: 

ou 

Ilt~:x 

o (h + f) = 6\'" 

(1 ) 

Dans le cas d'un mouton tombant sur l'extrémité d'une 
pièce C'ncastrée, on aurait 

( tl~:x ) t21l:x 
o h+""'3\' = ôP (2) 

On voit que, quoique le travail résistant développé dans 
les deux cas soit le même, le poids e que l'on pourra 
faire agir dans le premier cas est plus grand, toutes 
choses égales d'ailleurs, que celui qu'on peut faire agir 
dans le second cas; la pièce appuyée résiste donc mieux, 

(PC7. tPC7. 
En général on peut nég'liger les termes 12 V ou 3V 
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t'Il:< . 
ct on a alors, pOllL' !t:s deux l'as, 8h = -tlV ; d où, pour 

, 1· t, .! l '. r H"[/':I. . . 1 ( \lIlC ldll (L11 1 (onnce. lllla, -== li,'th et, pOlil un pOl( s J 

d . - lVIl':l. , TV fJOh onne, h llla , - 6\T2() ; d aulre part, t = \ --. TIepre-
:zll 

nons la formule 

-, 
1'2 Z2 
~ ________ __ _______ .;.L 

Fig, 271', 

Soit ru le rayon de gi ['alion, On a 1 = l'"US, en assirn i
lant la surface :'t la masse; donc 

y "olurne de la pil'ce ; dt·s lors 

donc pour les pit·ces de sections identiques, c'est-à-dire 
pOUl' Il'squelles 1\, est le mèrne, le 1\n", est pl'oporlionncl 
;1U "olurne. Ce principe est encore vrai si les sections sont. 

spmbia!Jles, En effet. on peut ~crire '1'= Y~2':1. ( j\~ ) 2 

n{~mollt['ons que ~ pst le Tlll\rne pOUl' deux pii·ces dt, 

sf'etioll s(·rnblahle, Soipnt (Hg. 2ï6) deux sections dont 

\('s dinwnsions sont dalls If' rappOl't ~ , On a: 
1/ 



/ -;;::J 
, _ 1 _ lU' . 

J :!.'! - \ JI:!Sl J'/! 

donc 
)'J'i 1',/,/1 

\. 
1 \ 1" 

. . \" l'" ( l', )' (1!J:SCI'\OllS qn\' II' Il'al'ad li<' Ik.\I'!I1 -,-', - --( l'sI. plll'; 

1)l~tiL I[Ul' I(~ Il,:tl"aii d'(,Xlcll,,;i()Il'l~I~ . LI' !lrcllli('1' r;H:tl~UI' 

____ ___ 'L 

c· 

Fig. ~-;7. 

C:SI. -+ d'uil ('Mt', tandis qu'il Il'esL 'lUe' -+ de L\lIlrc 

coll'; de plus il est cel'Lain que I~I < 1. Cl' fail était éyi

dent Cl p7'iol'i cal' dans le cas d'extension toutes les sec
tions subissent la tension H dans tOlites leurs parties; 
tandis que dans le cas dr flexion il n'y alll'a qu'une seule 
section qui suhit 1\ et s('lt!elîlent dilllS ses parties extrêmes: 

:':\C' ( l' )" :.:l/t' La forlîlule T c-cc -2 -~'c-- ou T = 1;"\'" montl'e qu'à 

('g-aliV' de sectioll 1(' travail T esl pl'Oporlionnel il la lon
gueur; donc des deux pif'ce,.; ci-de";,.;u:,,. d) ['(;siste Ir 
mipux: l'inYel'.~c il lit'II il l'dal ,.;l:lliqul', cal' alol's Oll ri 

:::l 
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MY Pl 41 . 
t = -,- , .\1 = T ; P = VT t et on VOIt que Pest 

inversement propodionnel à la longueur. 
Observons enfin que la forme de plus grande résistance 

n'est pas la même qu'à l"état statique. En effet, à l'étal 
. 4[ 4t 1 . 

statIque, on a P = VI l = -t- T et Il faut chercher à 

. 1 . l" d' T 1 avoll' V maxlmum .• \ etat ynanuque on a = VT 
lt"rJ. '1 fi' . 1. . X -6- et 1 aut cherc 1er a aVOlr "TT maXImum. ConsI-

dérons, par exemple, une section en losange à bouts 
recoupés (fig. 277). On a 

Annulons la ,Jérivée pour avoir + maximum; on a : 
4 1 

Y = \! h j ; il faut donc recouper à 9 de h j ; d'autre 

part 

d'où, en annulant la dérivée 

1 
::s 

2V 

T' 

Théorèmes su?' la défm'malion. - Nous avons eu l'oc
casion de voir que toutes les forces extérieures agissant 
SUI' un prisme ne sont en génél'al pas connues. Les réac
tions d'appui, par exemple, les liaisons de corps entre 
eux demandent des calculs spéciaux pour leur détermi
nation, Parfois les équations d'équilibre de la mécanique 
rationnelle suffisent et le système est isostatique; si elles 
ne suffisent pas il faut faire intervenir lf's lois de l'é[as-
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ticité et le système est hypeJ'statiqne; c'est notamment 
ce que nous avons fait lors de l'étude générale de la 
déformation des corps. On doit à Castigliano et à 
Maxwell deux théorèmes qui facilitent singulièrement la 
recherche des liaisons, particulièrement quand il s'agit 
de eharges roulantes, pour le ealeul des ponls à plusieurs 
appuis. Ces théorèmes sont basés sur l'élude des défor
mations. 

Thém'ème de Castigliano. - Le déplacement du point 
d'application d'une des forces extéJ'ù'ul'es agissant 
sur un corps obéissant à la loi de Hooke est égal, dans 
le cas d'une déformation elastique du corps, à la dérivée 
pm'lieUe du tJ'avail de déformation prise par J'apport à 
la (orce considél'ée. Considérons, en effet, une foree 
extérieure Pe agissant SUl' un corps et ayant un dépla
cement y,; elle donne donc lieu à un travail de défor
mation Te. Supposons que Pe reçoive un accroissement 
infiniment petit dP,; l'accroissement correspondant du 
travail de déformation sera dT,. Il s'agit de calculer la 
dérivée partielle 

dT,. 
(lp 

Appliquons d'abord sur le corps la seule foree dPc; le 
travail de déformation eorrespondant est 

_1 dP dy, dr 
2 e dPe e 

Appliquons ensuite progressivement la force Pe en la 
faisant croître de zéro à son maximum; le corps subit la 
même déformation que précédemment et le travail est le 

même ou T = ~ ~ Py. Le point d'applieation de dP, se 

déplace de y'; le travail de dP, est 

.1/" dP, 
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donc: 

'l' + d'r 1 "p + I" + 1 d!J, IP" =9~!J !J,cr, - -dP ( " 
.-! 2 c 

Négligeons les infiniment petits du second ordre: 

dT = .II, dr,. 

dT 
!le = dl'" 

relatiun qui démontre le théorème. 
Suppusons donc que la mécanique rationnelle ne four

nisse pas un nombre suffisant d'équations dans un cas 
d'équilibre déterminé. On exprime alors en fonction d'in
connues que l'on choisit les autre::; inconnues en utilisant 
les équations d'équilibre; on opère de même pour les efforts 
tranchants et les moments fléchissall ts; on exprime le 
travail de déformation par l'équation 

T=+ fat 
ct on applique la relation dl' Castigliano 

dl' 
.Ile = dP, (1) 

autant de fuis qu'il y a d'inconnues. Si la liaison est fixe 
. dl' 

Ye = 0 et pour ce pomt dl'e = 0; d'où le second théo-

rème de Castigliallo : 

Théorème du travail minimum. - Les forces de liaison 
dont le !l'avail est nul sont telles que le travail de défor
mation du système hype1'Statique est minimum; ou pOUl' 

résumer en même temps le premier thôorème : 
La déJ'ilJée partielle du travail de déformaMon d'un 

corps obéissant à la loi de Hooke, pal' J'apport à une 
force extéJ'ieUJ'e ne prodllisant aucun travail est mtlle. 



Celte (oree est telle Ijue le IJ'avail de dé(01'lnali()}/ du 
système hyperstatique est minimum. 

Nous allons intéresser le th()orème dc Castigliano par 
un exemple. COllsiclél'ons une poutre uniformément 
chargée d'un poids p pal' unité cie tongueut· et reposant 
sur trois appuis (fig. 2il:l). La seule inconnue est la réac-

r J J ~ .. a b 

Fig. :!7~. 

tion Z de l'appui intermédiaire. Les conditions (réqui
libre sont: 

x = P la + b) _ Z _b_ 
:2 a+ b 

y= p(a+b) _Z_I_I-
:2 a+b 

Le moment fléchissant dans une section de la travée 
de gauche a pour valeur 

x"!. 
-'1 = Xc- p 2 

Le trayail de déformation o:'obtient par la relalion 

T - _1_ r :x'P d 
~ :2, l J; 

Calculons dT ct admettons :x ct 1 constants: M c1épend 
de Z: 

d'où pour la travée de g-auc.he : 

,C (\ x - p ~;) ,T I~~ rI.l' = (-~;13 _ P -;:-) :~~ 
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D'où 

~ = --=- [( Xa'l _. ~) dX (Yb:! _ ~) dY] 
d::. i\J 3 P 8 dz + 3 P il dZ 

l'intégrale relative à la travée de droite se trouvant de la 
même manière que celle relative à la travée de gauche. 

D'autre part 

dX b 
dZ - - a + b .: 

Le point d'application de 
df 

CiZ= 0 et: 

dY a 
dZ - - a + b 

Z ne se déplace pas; donc 

- a! b [2t (p a ~ b - Z a ~ b) - P {-] 

- a ~ b [2:~ (p a t b - Z a ~ b) - P b;] = 0 
d·où 

Soit a = b; il vient 

Z :; 
~ = Tpa 

Théorème de Maxwell. - Les influences réciproques 
de deux {m'ces suTle déplacement de leurs points d'appli
cation sont égales entre elles. On a vu : 

(1 ) 

d'où 

(2) 
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De (i) et (2) on tire 

dT ~Pe dYe 
dPe - dPe 

_ "P dYe 
y" -- " dP, 

(3) 

(4) 

Dérivons par rapport à rune des forces P, par exemple 
par rapport à Pk, en observant que dans le second membre 
le terme seul en Pk dépend de YI,. 

~ = ~p d2y + dYk 
dl',. e dPe dP" dP, 

Or les déplacements Y SOIlt des fonctions linéaires des 
forces, la loi de Hooke élant supposée applicable; 
admettons aussi le principe de superposition. On a done: 

Les coeftlcients :t. sont appelés coef'llciel1ls d'influence; 
ils dépendent des propriétés élastiques de la matière COII

sidérée et du mode de répartition des forces extérieures. 
On déduit: 

et 

Par suite: 
L'influence de la force l\. SUI' le deplacement du point 

d'application de la force e est égale à l'influence de la 
force e SUl' le deplacement du point d'application de la 
force K. 

Reprenons le cas de la poutt'e reposant sur trois appuis. 
Supposons le point d'appui intermédiaire enlevé et appli
quons en ce point une force égale ft l'unité de force, 
Déterminons analytiquement ou graphiquement l'élas-
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tique correspondant il celte répartition (l'efforts exté
rieurs. Drsignons par x une abscisse quelconque à partie 
de l'appui de gauche. L'ordonnée de l'élastique en ce 
point est ".I..m · Le théorl'me de :\Iaxwell ùonne !'/.ax = r},xa. 

On connait l'inflexion en a si, l'appui interméùiaire étant 
enlevé, on applique en x l'unité de force. La valeur de la 
réaction doit êLre tt-Ile qu'elle compense l'inflexion. On 
connait l'élastique donc l'inflexion r},aa de la section a qui 
se produit sous l'influence de l'unité de force agissant dans 
cette section; la déformation élastique est proportionnelle 
à la valeur de la force. Soient P la force en x, Z la réac
tion de l'appui intermédiaire déYeloppée par P. On a 

".I. aa P = 7.", P 

et, d'après le théorème de :'\[ax",ell : 

z=~ 
rJ. all 

Le rapport des ordonnées de l'élastique primitivement 
tracée correspondant aux abscisses x et a fournit de 
suite la fraction de la charge P supportée par l'appui 
médian. Cette fraction est proportionnelle il l'ordonnée 
!'/.aa de l'élastiqlle. Donc celle·ci étant tracée le calcul de 
la poutre continue est ramené à lin prohlt'me isostatique. 

'l'RA YAIL DE TORSIOX 

La pièce est soumise à des efforts tels que la torsion 
simple intervient. On admeLtra l'invariabilité du coeffi· 
cient ~. Considérons un point quelconque P de la section, 
où se trouve l'élément ds = dy dx, il la longueur 1. On a: 

fJ --....L -- r;. 
l' 



ct, pour le prisme entier: 

T = l{ ffJJdS (il 
:! 

l'intégrale sc rapportant à la section entière. 
Pour une autre section circulaire, l''' étant l'effort de 

torsion à la distance )', 

r. 
T=L 

2 

on tire '1'" de 

8 == 1'11 ..l.
i' 

- p2ds = -1-'- 1 ___ '_" r' = L /,"2 -::r"l 1'''2 f (, l'''" - (. 
1"' , 2 l'" 2 4 

7:1"/ = Y yolurne : 

o 
T =+ ).'" V: 

ct 

M'=~ r"d" 
16 

Pour un cylindre creux: 

T - -.1. )'''" d' + (V \' 
- 4 (/2 

(2) 

(31 

Comparons le travail d'un cylindre creux de ,"olume V 
il la traction, à la flexion et à la torsion. On a : 

T, = _i_ CI)"V 
2 Sl t = r 

Tf = _1- ~r''''V 
24 
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Or 

r" = __ 1Il_ l' 

m + i 
Soient 

On a: 

10 
m=T' 

~::= 2.6:z; 

t,/I == l' 

• • 1 _ f 2. f ,2. 1 
Tf. Tf. T t - ,>:zr . 'J""'4 ctl • - 2.6 :z (~ )2 

13 r _ _ 4, 

1 10 
=1: 12 : 13 

= i : 0,083 : 0,76Çl 

Pour une section elliptique de demis-axes a ct b on a 
2 1\1' 

6 = - -- '/a'Y~ + b'T" 
T: a3b3 V ' 

. ~ lIF J 1 = 2 7:" a6b6 1 (aly2 - b'x") d~ 

Jy2dS::= ~ ab3 ; J x2d~ = ~ a3b 

r. 2 + b" T - _I_'~ a "M"[ (4) 
- 27t a3b3 • 

(, b r. a2 + b2 
T = _t'_ ~ 1'''2 - (a 2 + b2) [ = -~- r""V (:il 

2 4 a l:l a2 

V = 7tabl 

La formule (4) permet de déterminer facilement l'angle 
dont l'UIlt' des sections extrêmes a tourné vis-à-vis de 
l'autre; cet angle, divisé par l, fournit l'angle spécifique 
de torsion Q, l'angle total de torsion élant 8.l. Le moment 
de torsion croit dl' 0 à 1"1' et donne lif'L1 à Ull travail de 
torsion d'une section à l'autl'e, dl' 

~ 'tl'àl 
t 
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Ce travail est égal ù celui que fOLll'nit l"équation (4) : 

J ~., + b" 
_'_ :Will = ~_ a- . . - :11"[ 
2 2-;: a3b3 

(6) 

POUl' une section rectangulaire de largeur b et de hau
teur h on a, pour la tension e du point quelconque P, 

m=i-0'a: 

Soit l'l!, tension e/a en _-\ : 

2b , n=y 6 a 

f 02dS =.!. 1'''2b b2 + Jt" 
45 h 

4 b 4 b2 + h" 
T = -, Br"! - (b 2 + h2) [ = -. « r"2V (7) 

45 ft 4.1 t-' ftl 

y = bltl. 

Or 

(8' 
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Le travail que le couple ;'Ir engendre par la rotation 
d'une section vis-à-vis d'une autre à la distance 1 fournit 

(9) 

Les résultats déduits de celte formule diffèrent de 
ceux que donnent de de Saint Venant; ils se rapprochent 
davantage des chiffres obtenus par Bauschinger, Les 
coefficients de de Saint Venant sont dans le rapport 

Ceux de Bauschinger sont: 

oa : Ou : 0, : Od : Oc = 1 : 1,24 : 1.20 : f ,47 : 9,65. 

Enfin ceux que l' Oll déduit de la formule (9) : 

Les recherches de Bach montrent que le coefficient 
'fo dans la formule 

(9 a) 

décroît avec le rapport 4- ' un peu plus rapidement que 

les coefficients de de Saint Venant. On aura: 

T =.-i.. <1 p. b" + h" \1'"1 
2 ,01"' b"h" . (8 al 

En introduisant le rayon de giration il vient, pour le 
travail d'un prisme circulaire encastré et portant à son 
extrémité un bras de levier au bout duquel ag'it l'effort 
F (fig. 279) : 

T = fFad':J. 

'1 = Fa =.ï . V 
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car 

jl'r 
0=-'1'-: 

soit l, rayon de gÎratiol1 polain·. 

l"~ = SI.' 

\" k'iJ',~ 
2\'"' T 

. il 

Fig, 27\l. 

, 
'1 

J' 
" 
" -~ --J 1 

POlll' cles scctions "emblablcs ~.~ est constant, T est donc 

proportionncl au yolun1t'. On SUpp0:'iC la pil'cc appuyl~e 
SUI' un support. pOUl' él-itcr la flexion; "ïl Y a choc à l'extré
mité du leviel' : 

et, en négligeant 

(j (', + 81~) __ 1l/,IJ'~ 
( r -- 2\' 

lili = "pH';> . 
2V' 

On Lil'e d('li\ ft""" t'tant dOlllll'~ f): ou (J,,,,,, {>tant donné h. 
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TRAY,lIL DE Cl~AILLEME~T 

L'effort extérieur T pour une :'>cction considérée tombe 
dans cette section cl coupe normalement l'axe longitu
dinal de la pièce. Généralement l'effort tranchant est 
accompagné d'un moment fléchissant que nous laissons 
de côté ici pour l'étude du travail de déformation. Pour 
un point quelconque on a, commc on sait, 

T 
6 =-;:---

2y cos 9 -\-

le coefficient ~ étant supposé invariable. L'élément de 
surface est ds = dn d:;, ù la distance:; de l'axe principal; 
il a une longueur dx; il Y nalt une tension tangentielle 

a = i- et il Y a nn travail mécaniq ne 

dT = 6ds '(dx = .1. 8"dsdc 
2 2 

Pour la dôformation totale on a 

T = ~ JdX J02dS = ~ JdX J Je2dl~dZ 
Soit une section rectangulaire de largem h, de hauteur 

h; il vient: 

ds = bdn 
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Séries de prix passe·partout. 
Séries pas!".e-parlout maçonnerie, chal'pente, couverluJ'c el feyLlantcl'ie, r~lenui

serie, serrurerie, plâlrerie, peinture, pal' ALlmHT PA~(.lrET, Ingéllleul' et al'clutec.lc. 
1 volume in·,iD • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • -} fI'. 

Série locale type. 
Série locale type serrant ùe ba'"ic et de guide pour la r{~d~,clion de~ séries locales 

(ma(,ollnerie, charpente, COllYC1'1urc pt fp,rblanlcl'i~. ll1C'lllli.;,cri(', serrul'f!ric, plàtl'e
rh~! ~peinlurc), pal' ALBEHT PASQLET, Ing&nieur arcllltectc. l ,olwnc ill-4{). 1,'j fI'. 

Unification du mode de métré. 
Unification du mode de mélré pOUl' ]cs lravaux de bâlÎmrnl entre tons les cons

tructeurs français. Projet soumis à l'ap:remcnl de toules les 50cii'fés .d·al'cllitectcs, 
mélreurs-yériHrateurs, cOllstructeurs ct syndicals pall'ollau\ du LàLIment confol'
IlleIll('ut à la décision du congrès des architerles fl'ancais à Pau j le 10 juill lÇ10a , 
par ALBERT P"\.S\,.llTf, lugéllÎCUl' et architecte. 1 brochure in iO ....• " ::! ft'. 

Distribution d'eau.- Assainissement. 
SaluLl'ilr ul'LainC'j distribution d'eau ct assaÎuiss0lllcnt. .1,.'alld)/·it/J urûaine, L·C'au 

dans les ,-ilIes. Aperçu historique. Dis(n'lJution d·e(ru. Rf'~oills. He~soul'('es. H.e
cherchc, exaDlrll ct choix des eaux deslilléps à l'alinH'lllalion. f'<1ptage des eaux. 
Procédés rmploy('s pour l'améiioration des eaux nalulTiks. Ameuée de l'cau pal' la 
~ravité. Elévation nlécaniqlle de l'cau. Réservoirs. Dlsll'ibul iOll géuél'ale. ~(,l'vicc 
public, l'eau SUl' la yoie publique et dans If's prolllenadcf;. \cnlr r\ liY.ralson de l'eau. 
~ervice priH!'. l'eau dans la maison. Assainissempnl. L·cffiu). df's ydles. Systèmes 
d·évacuation. D('\"el'~en1f'nt ou lraitpmellt final. Caualisation În!0l'irure d('s maisons. 
Canalisation des voies publiques. Hés('au\ (règ-out~. Con~truC'lion de~ ('g'ou1s. Curagf'. 
Epuration d('s caux d'égout par le sol. Trail(,llH'llt adjj;ciel des e(lUX d'égout Ré
glementation. ~tatisljqll(,. pal' G. BECH~lANI'i', inghlÎcUl' ('Il chef dcs ponts ct chaus
sées. ~e édilioll, très augmrntpC'. :2 voiumes ill-sn aH'C figurf's daus le lcüe 40 fI'. 

Chaque 'Coll/me w rCJ/d sépariment au prix de 2u j'raI/cs. 

Assainissement de Paris. 
NoUc(' sue le ~elTice des ('aux ri Ù(' l"assainissC'IlH.'ut de> Parj~. Les C:lUX cl It's 

ègouts il y il 100 aus. Les ('aux {'l If's rgouls dans la prf'lllii'l't' moilié du XIXe siècle. 
PérIode de Bclgraud. Période d'Alphaud. Elat actuel. Eu~('mld('. OqtanisaLioIl. 
Personnel. Alimeutation des s('r, ices publics et pl'i' (>."'. H(\:-;('}'\ oirs. l)i~ll'iblllioll. 
égouls et collecteurs. Champs d·éllUra!ion. Canau\. de lla,·igatioll. Fonctiollucmcnl 
des seryjces, exploitation et. eutr('ticn. Résultats t('chni(j1Jrs et financiers ùrcss('s 
par les soins de G. BECmH::-l~. Îllgéuieul' cu chef des ponts cl chaussées. t volume 
in-So, contenant des figures daus le tr\.te. l\eli(' . . . . . . . . ï fI' .. ')0 

Terrassements, tunnels, etc. 
Procédés géuéraux de construction. Tl'ayuux de tcrras,"cDlcnl, tunnels, drag'ages 

ct dérocllf'mcnts. RensC'igncmcnts g:(>néraux. Terrassemeuts à bras d'hommes. Ter
russemruts à raide rie machines. Dl'Llai de rochcl·. l\-lode (rc\.éculiou des déblais el 
des remblais. Des TUNJ/els ('n général. Monographies df' 1111111els. Tunnels en ter
rains ditlicilrs. Terrassements sous l'cau. Recolluaissancf' du terrain. ])J"((guye. 
Déras['mclll de roches sous-marines. Remblais sous-marius. Entreprises de te.rra:-'>
semcnts. Dt>hlais sout<'l'1'ains. Fonctionnemen1 des rll'uguC's à aspiration. ])el'oche
rnents, par ERi\ESr PONTZE"i'i'. 1 '01. in-So, ay('c 2:n fig'. {lans le te},.tc. .. 2~ fI'. 

Travaux d'art. 
Pl'oc{>dés g'éuél'aux de eonstruclion. Tra"aux d'art, par A. DE PRÉACDEAU, a\cc la 

collaboration de E. Pontzen. ' 
Tome 1. Elémenls des ouvrages. Généralités. Qualités cl rllonC' d'emploi des maté

riaux: Travaux preparatoires (Terrasserncnts, DJ'ogog(Js, Pieux, Bâlardeau.J', 
E'pltlsements, etc.). Trayaux accessoires (Cinb'es, Ec!lajaudayps cl llO/Ils dt> ser
L'tee. 1 yolume grand in-So. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 fI'. 

Tome II. Couslruction des ouvrages. Fondations à rail' librc, à sec et sous l'cau. 
~rocédés (le cOllsolil.lulion du sous-sol, accidcnls. Foudatiolls à rail' comprimé. 
Entretien ct réllal'allon des ouvrages, d('lllolitioll. TI'U"lllX ('Il ('IC',alion. Pri),. d..,. 
revient (l?undations, travaux en élél..'atioll). t volnlllC' grand În-8'\ avf'C 3RB (ig-urf'''i 
dans le te,te . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 ft'. 

Le Bouclier dans la construction des souterrains. 
Emploi du bouclier dans la construction des soutenaius. EXJlosé, enveloppc, cou

teau, avant-bec, divisions horizontales, divisions yrrticalc::i, la cloisou, corps tlu 
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bouclier, queue, long'ueur totale, vérins, poids des boucliers, blindage~ du t:ro'nt \ 
d'attaque, dispositio115 relatives à remploi de rail' comprimé. RevèLernent. Condi
tions générales d'emploi de la méthode. A pplications diverses du bouclié:t, par 
RAYNALD LEGOUEZ, ingénieur des ponts et chaussées 1 volume in-So, avec ;137 figures 
dans le texte, relié. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 fr. 

Le Bouclier dans la construction des souterrains. 
Le Bouclier et les méthodes nouvelles de pm'cemeut des souterrains. 1re partie. 

Collecteur de Clichy. Siphon de l'Oise. Prolong'cmel1t du chemin de fer d'Orléans 
iL Paris. Collecteur de Bièvre. Chemin de fer mélroJl0litain de Paris. Boucliers de 
Dioudonnat, de \Veber, df' Lamal'l'e. Sout,errain de Meurlon. Dérivation du Loing et 
du Luuain. Applicalions à l'étrang'cr. 2e parlie. Méthode. Avantages et inconvé
nipnls de la méthode. L'engin. Utilisation de l'engin, par RENI!: PHILIPPE, ingénieur 
des ponLs el chaussées. 1 rol. in-So, contenant 22~j fig. dans le texte. Relié. 20 fI'. 

Mesurage et Métrage. 
Trailé pralirJuc et complet de tous les me5uragp~, métrages. jaugeages de tous. 

les corps, appliqué- aux art ... , au),. n}(~licrs, à l'indusLrie, aul\. constructions, aux tra
\ au},. lt~ ul'auliquc<;" au'- ni \"cl!cmcnts pOUl' construction de roules, de canaux et de 
chemins de fer, drainage. etc., enfin à lit r(:dacLion dp projets dc toute espèce de 
traraux. du r('ssort de l'archilpdurc ct du géni<~ civil ct militaire, terminé par une 
anal~ sc et série de prix. avec dé~ails sur la nature, la qualité, la façon et la mise 
en ceune (les malc'riatn, par E. ~EIH,F:n. fol' édition. 2, olun1f'~ g:l'and iu-So et 1 atlas 
de 47 planches in-folio. . . . . . . . . . . . • 50 fI'. 

Géométrie descriptive. 
Cour~ Ùf' g:éomdJ'ie dcscl'iptiye. Pel'specti\ c. omLl'(,s. courbes cl surfaces, char

peille. Professé à rEcole cE'lltralc des ads el lllannfacfUl'es, pal' CH. BmssE, rédigé 
el auuo!é l'al" H. PIl~QL'F.T. e\.amiuatrur d·admission à l'"Ecol(' polytrcbnÎ(Jue. 1 volume 
ill-~(), aH'C 3uO figuTCS dans le tcxte . . . • . . . . . . • . . . . . . 17 fI'. 51) 

Coupe des pierres. 
Traité prali(Jue (le la coupe des pierres, précédé de toute la partie de la géomé

trie de~cripti,f' qui trome son application dall~ la coupe des pierres, par LEJEUNE. 

1 ,alume ill-?>,O d 1 atlas iu .}() de .jj) planches, contenant :381 figures . . . 40 fI'. 

Coupe des pierres. 
Coupe des pif'lTrs, pl'éc(~dée des Jll'incipC's du trait. de stéréotor:nic , pal' EVGÈNF. 

ROCCHÉ, c"\amiuatrur de sortie à l'Ecole Pol~ !('cllllic!uc, professeur au Conscl'"aloire 
des Arts et Métiers, el CHAllLE5 BIlI~sÉ. profrs<;,cur à rEcole centrale. l ,"olume 
grand iu-8 o cl 1 atlas iu-4(! de 33 planches. . . . . . . . . . . . . . . . 25 fI'. 

Matériaux de construction. 
Connaissance, rccherche ct essais des matériaux. de cOll.:3Lruction et de ballastage 1 

Jfalél'iau.I" tii,·er8. ':Sables, pouzzoLane, chaux:. ciments, plâtr(>, pierres à bàtir, 
pll?l'l'es arLiûeielles. briques, tuiles, carreaux, pavés, boutisses, bordures, 
bitumes, asphaltC's, goudron, brai. Bois de constl't~ction. Division des bois, classi
ficatioll el u~ages des bois de construction, causes de destructIOn des bois1 pL'éser
yation, cOllsenalion, carbonisation. dessiccatioll, sénilisation, i~nifugation, métalli
sation, coloration . .ir/élU/LE. Composés ferreux, fonte, fer, acier, cuivre, plomb, 
étain, zinc, poids des rn6taux au mètre carré, actIOn des huiles sur les mélaul., 
es~ais cles métaux, qualité de!" matières, épreu\'es à leur f lire subir, réglemenLa 
tion dl~s essais. Jfafàimu' pour ballastaye. 2e édition pal' E\T. RAun,,;oN, in5pecteUl~ 
aH ~en ice cenlral des lru,'au\. de sun cillauce au chemin de fer du Nord. 1 fort 
,'olurne in-Sa. Hclié. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .• 10 fI'. 

Chimie appliquée à l'art de l'ingénieur. 
ChilLLie' app\îqu('p il l'ad de lÏugénielll'. p,'pmière lj(tI,tie: Analyse chimique. des 

Illal01'iaux dl' COII~lL'l1elion. G{'LH'~ralités. ~Ialél'iaux de marOllneL"Îe. l\!ptaux. MatérIaUX 
divers. Eaux natl1rf'lIf's, lerrc~l amelHlcmcn(s cl }ll'odui'ts agricoles, pal' CH. LÉON 
OUBAl'\U-LLAYE, ilL~ppelelll' t:l'IH'l'al. f'I.. Th:HÔ~lE, chimiste de ce Laboratoire. Seconde 
jJ(U'lie: El.ude spt'cialc drs lllaU'I'Îaul. (l"ag"l'6galion. Histol'i(lue. Classincation. P~bri
catioll. Propl'j{'Lt'·s. Es~ai~. :Mürtiers. Br"lollS. Applications. Comparaison de dIvers 
lianls hyclJ"aulil(Ul'~, par REi'lJ:: FERET, alleÎf'll élè\cf' de l"Ecolf' l'0lylf'chnique. i vo. 
lum(' ill-~O, [HeC gL"arul"e~ dans le le~le ................ ' 15 fr-

Chaux hydrauliques et ciments. 
Fahrical.ion et emploi des chaux hydL'auliques ct des ciments. Chaux hydrauliques. 

- CinH'IlLs de g1'i1Pl'iC'l's. ~ Ciments nalurels et. al'lincÎels. Leur I"aln'icatioll, leurs 
essais cL leur emploi. Formant un guide pratique du faluicant, de ringénieur, de 
l'architeete Pt. de l'f'lltl'PIH'e'Ilt'UI' l par HUEllO, illg't'llÏcnl' clf'S Arls pt Mau u factures. 
1 volume in-8° l ayec t.}·8 lig'U!'l'S daus le lexte, relié. . . . . . . . . .. 10 fr. 



-5 

Ciments et chaux hydrauliques. 
Ciments et chaux hydrauliques. Fabrication, propriétés, emploi. Chaux hydra.uli

ques. Ciments Portland. Cim~nt de laitiers, ciments naturels, ciments mixtes, 
ciments de grappiers, ciments prompts, ciments romains. Pouzzolanes. Trass. Essais 
des produits hydrauLiques. EmpLoi des produits hydrauLiques. Cause de destruction 
des mortiers. Théories di verses sur ta constitution, la prise et le durcissement des 
chaux, cimente et mortiers, etc .. par E. CA'NDLOT, 2[: édition revue et considérable
ment augmentée. t volume grand in-So, avec 98 figures dan;; le texte et 23 tableau 'X: 

graphiques de résistance des ciments, relié. . . . . . . ........ . 

Chaux et sels de chaux. 
Chaux ct sels de chaux appliflm's à l'aT't de lïngénieul'. Chaux et sels de chaux. 

con5idérés min6ralogiquement, chimiquement et industriellement. Propriétés et. 
procédés de fabrication des chaux grasses et maigres, des chaux hydrauliques ct 
des ciments di,'ers. Propriét.és et modes d'extraction du carbonate de chaux, des 
pierres calcaires, des marbres, des albâtres, du sulfate de chaux et des plâtres. 
Théorie de la solidit1caLion des chaux, ciments, mortiers et plâtres. Essais mécani~ 
quesetessaischimi(fues des chaux, sels de chaux el ciments, par GRANGE, agent voyer 
en cheC du déparLcmenl de la Vienne. 1 vol. grand in-8° avec 8 fig. dans texte. 18 fI'. 

Murs de soutènement. 
Études théori(Jues et pratiques sur les lllUl'S de soutènement eL les ponts eL vja~ucs 

en maçonnerie, par DUBOSQUL-;, sous-ingénieur de!; ponts et chaussées, 50 édîtlOllS 

revue, corrig'ée et augmentée. 1 volume in-8°, u, ec 15 planches et 141 figures, 
reLié ....... '. ....... . . . . . . . . . . . . 15 fr. 

Murs de soutènement. 
Tracé du profil des murs de soutènemenl et de pilasll'C's ùe porLes, par EUGÈNE 

JOYECX, architecte. 1 ,olume in-8°, a"ec ;)6 figures dans le texLc . • . •. 5 fr. 

Poussée des terres. - Murs de soutènement. 
Poussée des terres. SLabilîlé des mUI's de soutèuemellL Formules générales 

relatives à l'équilibre int.érieur d'un corps dépOUlTU de cohésion. E![uilibt'c d'un 
massif indéfini limité pal' une surface libre plane. Elluilîbre d'un massif limilé par 
deux plans. Stabilité des murs de soutènement. Rensei'2;ncmel1Ls numériques. 
Cours professé à l'Ecole des Ponts et Chaus"iées, par J. RÉSAL, ingénieut' en 
chef des Ponts ct Chaussées. 1 volume grand in-So avec 13:i- figures dans le texte. 

10 fI'. 
Résistance des matériaux. 

Cours pratique de résistance des matériaux. Professé à la Sociélé d·enseigne
ment profpssionncl du Hhtme, par J. NO\AT, ing(~lliellr des art.s cl manufaetures. 
1 volume in-lB contenanl de nombreuses figures intercalées dans le texte. Relié. 

5 fr. 
Résistance des matériaux. 

Résistance des matériaux. Notions préliminaires de géométrie et de st.atique O"ra
phique. Principes génét'aux de la théorie mathématique de l'éla-.;Licité. Classifica
tion eL propriétés élastiques des matériaux. Résistance des matériaux. Pl'Opriétés 
physiques et élastiques des matériaux de construction. Cours de récole des ponts et. 
chaussées, par JEAN RÉsAL, ingénieur en chef des ponls et chaussées. 1 volume 
grand in-8°, a\'ec de nombreuses figures dans le Lc\le. . . . . . • . .. 16 fI'. 

Stabilité des constructions. 
Traité élémentaire de la stabilité des constructions. Principes d'analyse, de 

résistance des ~atériaux et de statique graphique. Poutres droites et courbes. 
Charpentes en bOlS et en métal. Cintres. Aiguilles de bal'l'age. Planchers, travées 
solidaires, leur lançage. Arcs articulés et encastrés. Piles métalliques. POl\ts, 
grut!s, ponts tournants, ponts suspC'ndus, déformations ct contreventemcnt. 
Portes d'écluses et vannes. Barrages en maçonnerie. Voûtes, piles et culées en 
maçonnerie. Murs de soutènement. Pieux. à vis. Applications. Renseig'oements 
numériques. Règlements minist6riels, à l'usage des ingénieurs, architectes, offi
ciers d'artillerie et du génie, conducteurs et commis des ponts et cha.ussées. 
agents voyers, entrepreneurs et employés d'entrepreneur5 de travaut.: publics et 
particuliers, par E. MÉTOUH, ing6nicur des ponts et chaussées. t volume grand in-.8 0 , 

avec 400 figures dans le te de et fi) planches hors LexLe. Relié. . . . . . 30 fI'. 

Stabilité des constructions. 
Stabilité des constructions. Calculs des poutres. Pièces courbes et arcs. Systèmes. 

articulés. Systèmes rigides. Constructions en maconnerie. Cours de l'Ecole des 
ponts et cha';lssées, par JE'\.N RÉ.8AL, ingénieur en ch'ef des ponts ct chaussées. 1 vo
lume grand 111-8" avec de nombreus('s figures dans le texte.. . . . . •. 20 fr. 
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Résistance des matériaux. 
Stabilité des constructions et résistance ltes matériaux. Moments d'inertie. Théorie 

de l'élasticité. Constructions rD maçonnerie. Poussées des terres. Murs de soutè
nement. Voûtes. :s~ slèmes arliculés. Exlen ... ion ou compression, torsion, flexion. 
Poutres encastrées. Pièces chargres debout. Poutres comFosées. Poutres arc-boutéèS. 
Flexion des arcs Plaques minces. Portes d'écluses. Flexion des ressorts. Chatge 
roulante, par A. FLAMANT, ingénieur en chef des ponts ct chaussées. 28 édition, revue 
et augmentée. L'n volume grand in-8° avec ~51 figures dans le texte. 25 fI'. 

Statique graphique. 
Statique graphique appliquée aux cOllsll'ucliollS, toitures, planchers, poutres, 

ponts, etc. Elémcnls du calcul graphique. - Des forces el de leur résultante. -
Oes momen ts fléchissant!';, des efforts tranchants. - Recherche des maxima. - Sur 
charge permanente concentré-e ct. l'(~par1ie. - Surcharge mobile. - Données pral
ques sur le poids propre des toitures et sur leur surcharge accidentelle. - Poutres 
pleines. - Poutrrs à treillis, simples el multiples. - Celltre ùe gravité. - Notions 
sur la résistance des mat.érlaux. - Moment d'inertie. - Exemples et applications, 
par 3IA[H!cE MAlTl.FR, ingénieur. 1 yolurne granù in-8° avec figures et i allas in-4° 
de 20 planches. . . . . • • . . . . . . . . . . . . . . . . • . 12 fr. 5U 

Statique graphique. 
Elérnents ùe statique gTaphiquE', par ELGl.:\E RncCHE, examinateur de sortie à 

l'Ecole polytechnillue. 1 ,olume grand in 8°, ayec grayures dans le texte. 12 fl'. 50 

Statique graphique. 
Application de la statique graphir[ue. Règlcmculs miuistériels, charges des ponts 

el des chal'penles, poutres droites, IJoutl'es courbes, pleines, à treillis, continues, 
ponts-grues, arcs mdalliqucs, fermes métalliques, piles mélalliques, influence du 
vent sur les constructions, IcuL's déformations, calcul des poulres pour le lançage el 
le montage, piles 011 maçonnerie, calcul des joints des poutres, formules el tables 
usuelles, par I.\LU;R1CE KŒCHLl!\, administrateur de la Société de Construction ùe 
Leyallois-Pcl'rct. 2r. édition. 1 volume grand in 8°. avec figures dans le texte el 
i atlas iu-4° de 3·'l- planches . • • . . . . . . . . . . . . . • . ~ • • . 30 ft'. 

Statique graphique. 
Éléments ùe slatique graphit[uf' app1i1lUéc à }"<'-quilihre des systèmes articulés, pur 

~-\.RTHl:H. TH1HÉ, ancien élèn~ ùe rEcole }lol~1eclll1i(lue, 1 volume grand in-8° et 1 atlas 
lD.~4° de 18 planches. . . . . . . . . . . . . .. 10 fl'. 

Cours de mathématiques. 
Cours de mathématiques pures cl appliquées, à l'usage des conducteurs des ponls 

et chaussées, agenls voyers, che1"s de section, architecles, conducteurs de travaux, 
entrepreneur"" etc .. comprenant: Arithmétique, Géométrie plane, Géométrie de 
?,espuce, Algèbre. analyse ct yéom.étrie analytique . .il/écanique. pal' L. LA]';CELlN. 

lllspccteur général ùes pouls el chaussées. 1 volume Ül-So, ayec de nombreuses 
figures dans le te.d.e, relié ..... " ............... 10 fI'. 

Résumé des connaissances mathématiques. 
Rt;sumé de ... cOllllai<,sal)('('s matlJ('matiqucs nécc~~aircs dalls la pl'atique des travaux. 

publics el de la cOllslruclion, par E. ~h:SSAT. ingéllif'ur des ponts et chaussées. 
1 ,'olume gl'and iu-So, anc 13;: figul'es dans le 1e).Lc. .. ....... 10 fI'. 

Voirie. - De l'alignement. 
De 1'alig-w'Ill(,lll ou du l'l'gime des propriétés priv(~f's borùant le domaine public, 

pal' C. 1\IUHl]';. 1 yolurne grand in_~O. . . . . . . . . . . . . . . . . . • 15 fI'. 

Traité de topographie. 
Traité ~e t?pographic. Appareils d'optique, applications de la géodésie ~ la 

topog.l'aplllc, 11lslrUlllcnLs tIf' nH'sure, levé des plans ùe surface, levés soulerrams, 
~héol'le ùes el'l'curs, par AI'WH1: PELI.EL.I,l'I. ingénieur cu chef des mines. 1 volu~e 
m-8o, avec ~35 figures dans le lexte, relié. . . . . . .. ....... 15 JI'. 

Topographie. 
COUl'S de topogl'aphip. LeY(~ a('s plans de surface et levé d('s plans de mines, pm' 

A. HADr~TS, illg'éllieur 11OIloraire des mincs, 3e édH. Ivolin-8° arec 107 fig., relié. tOfr. 

Levé des plans et nivellement. 
L('\(~ ùes plans ct nivellement. ln Opérations sur Je Lerrain. 2° Opérations sou

terraines. ;)0 Nivellement de haute précision, pal' LÉON DURAND·GLAYE, ingénieur ~n 
('hef des ponts et chaussées, PELLETAN et LALLEMAND, ingénieurs des mines. 1 volume 
ül-8°, avec figures dans le texte... . . . . . . . . . . . . . . . .... . 25 fr. 
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Levé des plans. 
Traité du levé des plans ct de l'arpentage. Notions l'clalb"cs aux. ligues .el aux 

angles. - Description des instruments. - Levé. des pla,?s. - ~l'w.ngulatlOll. -
Arpentage. - Pol~ gonornctC'ric. - ~lcsUl>cs des dIstances maccrsslbles, par J. ~ Dv
PLESSIS 1 40 édition. 1 yolume in-So, avec 105 figures dans le Lexte . .:. fI'. 

Nivellement. 
Traité du llivellement, contenant Tes principes généraux, la descI'ipliOl~ cl l'l!s,age 

des instruments. les op6ralions et les applicahollô, }lal' J. DUPLESSIS, ;Je éÙÜIOI1. 

L volume in-So, contenant 11:2 figures. • . . . . . . . . • • . . . • •. lU fI'. 

Tables trigonométriques centésimales. 
Tables ty'iO'onométriques c('nU~simalcs pour le tracé des courbes des yoies de com

munication, ~\ugmcnlécs de tables tachéomélriflues, suivi d'un recueil ùes coordon
nées Jlolaires ct des coorùol111éps reclangulaires, de tables donnant. les élémenLs de 
raccorùement dps courbes et des dèclivilés dps voies de fer cl dl' llornbl'CllSCS lable"s 
relatives à la pose des voies de f~r, par Tu. \VnoNEcKI, ingéuÎeur, aucien élève de 
l'Ecole volytechnique Je Zurich. 1 volume in-8°, cadollué. . . . . •. 1:' fI'. 50 

Tables tachéométriques. 
Tables tachl'onH.:'triques ùonnant sans calculs Hi inLerpolation les ùi ... lances el les 

haulpurs de:" points le, b, au lacJJéomèlre' cOIl!Jlr(~nanl les (-ll'nlentR l'clati~s à lous 
les calculs des le\,(:5 tacJd'omdriqlle~, pal' TH. "HOl'iEUd, ing·('nieur, anCIPl1 (~lève 
de l'Ecole polylcchnitlUC de Zurich. l VOIUlllC' 1n-8°, rclié. . . . . . . .. 1.:5 fr. 

Tables tachéométriques. 
Nouvelles tahles tat'héomètriques centésimales el ~pll.ag:ésill1all's pOUl' calculer les 

distances réduit.es à I1lOl'izon, les difflTences de nh pau. Jps cool'donnét's ('cclangu
laires ct. les courbes. Pl'éci'dées d'une ÎusLl'uctiull J(-taill{'12 sur leur., difl\"l'enls 
ùsagps, par J. ORLANDI, ingénieur civil. 1 volume III 12, cartollné. . . . • 7 fI'. 50 

Tables tachéométriques. 
Nouvelles tables tachéumétriques centésimales et sexag15simales pour caleuler les 

distances réduitf"s à l'horizon, les diffén oces de niye.au, le:,; cool'données rectangu
laires et les c.olll'bes. PI'É'eédées d'une instruction délaillôc SUl' leurs différents 
usages, par J. OItLANDI, ingénieur clyil. 1 "olume in-11, cartoIlné. • •• ï fI'. ;')0 

Tables tachéométriques. 
Tables lacIH;oméll'iqucs, donnant aussi l'apillement. que la l'Pgle logarit.hmique lous 

les calculs nécessaires à remploi du lachéomôt.l'e. par Lous PUj',". int;"t-nicur Œ,Çludes 
.de chemins ùe fer. i volume in-8°. relié. • . . . . . . . . . . . . . .. 10 fI'. 

Tachéométrie. 
Suppression du chaînage, des règles à calcuL des tables taclteométriques et des 

tables logarilhmiques dans le nivellement f'l jp levé des plans, méthode donnant 
simultanément la conhl!uration ct le relief dps tprrain" de toute étendue par la lec
ture direcle des distances horizontales, des difU'rpnces de' niyeau et des coordonnées 
rectangulaires des POillLs ,is6s par raIl]lorl à l'orirntation de chaque station. par 
LOIR ERAS'IE, agent voyer, 30 édition. 1 ,"olume iu-8°, tU ec 3 planches. •• {) fI'. 

Courbes de raccordement. 
Tables pour le lracé drs courbes circulaires rIe raccordemeut ùes yoies ùe com

munication, par CHARLES GRl\nlElf:iEN, allcipn inl2:Pllicur. 1 Hllllllle in-12, avec figures 
dans le lexte, relié . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . " 9 fI'. 

Courbes de raccordement. 
Tracé des courbes sans aucun chainage de cordes ni t1"orüonnc'es cl le, é des 

profils en travers sans niveau, pal' LOIR EltARME, 3C édit. 1 vol. in-So, a,Tcc 1 pl. 1 fI'. 

Calcul des raccordements paraboliques. 
Calculs des raccordemeuLs pat'aboliques dans les tracés de cht'mins ùe fer com

preu~nt de nombreuses tables Ilum('riques et la thc'ol'w complète de'5 COurues à 
consHlérer en plan ct cn profil, ]laI' MAXI~lL1EN DE L~:BEH., illSpccL<'Ul' des chemins de 
fer, avec une introduction ,pal' CHARLES! BRICKA. ingéuielll' en chef des ponts et 
chaussées. 1 volume in-So, avec figures ct planches, relié . . . . . • . .. :1.3 fI'. 

Courbes de raccordement. 
NouvelIeEl tables pour le tracé des courLes de raccordement en arc de cercIe 

(chemins de fer, canaux, routes et chemins), par CHAUVAC DE LA PLACF.. 6fl édition. 
1 volume in-12, relié.. ................... 7 fI'. 50 



-8-

Airomètre. 
Procédé graphique ou airomètre, très simple pour évaluer rapidement ~es sur~ 

faccs de d6blai el de remblai des proôls en tr,lvers, concernant les chemins en 
lacune à élargir et à construire, par Eur,. DUMF.TZ, conducteur des ponts et chaus,
sées, ancien agent cantonal. 1 brochure in-SO contenant 5 figures dans le texte el 
une planche hors texte. . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . 2 fr: 50 

Mouvement des terres. 
Thëorif' et pralique du mouvement des Lerres d'après 1(' procédé Bruckner, par 

EH:Œ~T HE:>;RY , inspecteur général des ponts el chaussées. 1 vol. gr. in 8°. 21'1'. 50 

Tables de déblais et de remblais. 
TaLlf's des surface>;, largeurs d'emprises cL longueurs des Lalus, ùes profUs en 

(l'a,crs d,'~ voies de communication, mais plus spécialement destinées aux chemins 
de fcr il ,-oie étroite, pal' L. I-IE:-IR(ET, chef de section. 1 ,"olume in-8°, relié. 12 fr. 

Cours de routes. 
Cours ùe routes proressé à l'Ecole des ponts el chamisées. Dispositions générales, 

définition. formes des différentes parlif's des roules. Etude et préparation des pro
jets. Etuùe des tracés. Rédaction des projet:;. Construction des routes. Terrasse
mf'uts. chaussées, ouvrap;cs accessoires. EntreLien des chaussées empierrées. Entretien 
des chaussées pavét's. Entretien des parties accessoires, des routes. Evaluation et 
répart.ition de.., dépenses d't'ntrctLcJl 1 pal' CH. Lf:07\ D(1HANO CI.AYE, insprcteur général 
des ponts et chaussées. 1 volume grand in-8°. a, ec fig;ures dans le texte. . 20 fI'. 

Chemins vicinaux. 
Traité pralir{ue des chelllins vicinaux. Généralit.{s, personnel 1 assiette des chemins 

vicinau},., ressources de la ,oirie vicinale, exécution des travaux, comptabilité des 
chemins vicinaux, police dE' la. voil'ie vicinale, JlolicE' de roulage. objets divers, par 
EH:'\EST HE~R y, inspecteur gén('ral des ponl::i et chaussées. i volume grand in-8°. .20 fr. 

Réparation et entretien des chaussées. 
Réparation ct entretien ùes chaussées en empierrement. Instructions pratiques à 

l'usage des infçénieurs, conducteurs, commis et agents voyers et plus spécialement 
à celui des canlonniers, pal' J. DL:BOSQCE, sous-ingénieur des ponts eL chaussées. 
2e édition mise à jour. 1 volume in-il , carton Ut'. . . . . . • . . . .• 1 fr. 50 

Pavage en bois. 
Le bois el ses applications au pavage à Paris 1 en France et à l'étranger. Divers 

systèmrs de .pavage en bois; bois emplo} é au pavage; étude des propriétés phrsi
ques, mécanIques. anatomiques et chimifJllCs des bois j conservation et préparahon 
des bois; fabl'icalion des pavés; enlretien et durée des pavages en bois; pavage en 
bois dans les voies à tramways; régime des sociétés ùe pavage en bois; contrats 
et call1ers des char~;('s; fonctionnement du système de la régie, à Paris; prix de 
re\ieul, pal' ALBERT PETSCHE, ing·énieur de~ ponts eL chaussées. i volume in-So, avec 
223 figures dans le texte, relié . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • 2(} fr. 

Asphalte. 
L'asphalte'. Son origine, sa préparation) ses applicat.ions, par LÉON MALO . .2e édi

lion, entièrement l'pfondue et mise au courant des derniers perfectionnements de 
f'jndusLrie de l'asphalte. 1 volume in-i.2, avec 2 planches. . . . . . . . 3 fI'. 50 

Traité complet des Chemins de fer 
Traité complet ùes chemins de fer. Hjsloriquc et organisation financière, cons

truclion de la platc-t'ormC', ouvrages d'art, voie, slnlions 1 signaux, matériel roulant, 
tradioll, exploitation, chemins de fCI' à voie élroile, tramways, par G. HUltlBEAT., 
ing6nicul' (lr~ ponls et chau~sées. 3 volumes grand in-Bo, n,rec j'OO figure;; dans le 
le,te. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 ft'. 

Réception du matériel des chemins de fer. 
Guide' pOUl' la réception du matériel des chemins de fer et tramways (Manuel de 

l'inspeeteur). Rails ordinaires et de tramways,traverses, bandages et essieux, 
attaches de l'ails, tôles, plats, solives, cornières, fers profilés. etc., considérations 
relatives à la rédaction des cahiers des charges pour rails d'acier, pièces détachées 
des locomolh'es, tenders et autre matériel roulant, remarques SUl' les essais .de trac
tion et les essais par gra\'urc 1 par G. R. BDD~lER, Lraduit et adapté de J'anglais. I?ae 
A. HOULETTE, ing0nieur, professeur à l'Association polymati(Iue, officier d'Acadérllle. 
1 ,olumr in-So, contenant .25 figures dans le texte. Relil' ......•.. - 6 fr .. 
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Chemins de fer. Notions générales et économiques. 
Chemins dc fer. Notions génél'ales et économiques. Historique, formalités d 

l'èO'lcmenls relatifs à l'exécution des travaux, régimes, développements, dépellses. 
co~)par'aisoll des yoies ferrées avec les routes et les voies de na.vigalion intél'Îcl1rp
prix ùe l'crient des transporls sur rails, larif~ et leur application, recettes d"cxp\oi, 
lat ion, voie ct traction, chemins de fer à voie élroite, considérations économiques. 
par LfoN LE\'(;UE~ ancien ingc'>nicul' des ponls et chaus~écs, ingénieur civil. 1 vo
lume gr'and in Rn • • • • • • • . • • • • • • • • • • • • • • •• 1:5 fI'. 

Construction des chemins de fer. 
Illstl'ucliOllS pOUl' la préparation des projets el la sun cillance des travaux de

consLruction de' la plate-forme (les chemins de fer, sui,jcs ùe LabIes pour lc calcul 
des COUl'ùe~ ct pour l'évalua Lion des volumes des déblais et des remblais, par 
1... PARnOT, in"pcctcur général des ponts et challssëes. 1 volume peUL in-.}o, avec 
8 planches et dl' nombreuses figures inlercalées dan" le te'\lc, relié L'j fI'. 

Chemins de fer.- Superstructure. 
Chemins de fer. Superstructure. Les diycrscs voies de communication. Composi~ 

tion et lal'gtur de la voie, divers types de l'ails, longueul', fabl"ication, éclissagc, 
fh.aLion et durée des rails. Traverses, longrines, balla~t. Pose de la voie. Appareils
de communication entre les yoies. Appareils d'al'I"èt ÙCS yéhicules. Oulillag'c de la 
yoie. Passag"es à ni,·cau. Garcs et stations, serdce ùes yoyag'clll"S, voie unique, Yoi(~ 
douhle. Slations intel'm(·diaires, st.ations de granùe C;t'C'ulalioll, gares ùc bifurca
lion, gares lerminales. 8cJ"dce dC'5 marchandises. Sel'\"icc uu miltérÎel roulant, dé
Lails. Signaux:. Sig'naux de la voÎ('. Lang'age, sll'uclurc des signaux: mobiles. Rr:'glc
mcnlation des :--.ignaux. Installation, enclenchements. Application de l'rleclt'icitl' 
aux signam .. , pal' E. DEIIAR)IE, ingt>nicur du sen ice cculral de la Compagnie dn 
~lidi. 1 volume in 8° an'c 310 figures dans le tex.te eL 1 allas de i:{ planches 
doubles. . . • . . . • • . . . . . . • . • • • • . . . . . . • • •. 50 fr. 

Chemins de fer d'intérêt local. 
La rpglemenlation des chemius de fer Jïntérêt local, aes tramways cl dps au

tomobiles. Enquêtes. Histol'Î(lue de la réglementation dcs chemins de fer ùïnlél'è
local et ùes tramways. Hëg'lemcnlalion d'administration puuliqne concernant l'état 
hlissement et l'exploitation des voies ferrées sur le sol d('s voies publiques. Cahier 
des charges-types dC:-5 chemins de fer dïnlérèt locaL. Cahier des charges-types des
lramways. Rt-glemenlation dcs aulomobiles. Documcnls officiels. Lois, décrels ct 
circulaires ministél'Îene~l par A. DO)(lOL 1 in:;pectcur grnl'l'al des ponts et chaussé('s. 
1 volume grand in-8° ........•..•..••. " .•.•• 10 fI'. 

SUPPLEUENT. - La r(\glemeulation des chemins de fer d"intérèt local et de, 
Ll'amways. Ouvrage complétant l'ou\-Tag'e ci-des-ms public'; en HlûO cL t.raitant tif' la 
jUl'Îsprudellce admiuistl'aLive des concessions d'après les lois. décL'ets et circulaires 
ministérielles (lui ont paru dans ces dC'rnièl'es années, pur li. Do;-aoL, in~pect('ul" 
général des ponts et chaussées cu rcLrailc. 1 volume grand in-Rn. 3 fI'. 

Chemins de fer d'intérêt local. 
Tl'ait(~ dcs chemins de fer ùïnl<;rèllocal. Chemins ùe fcr il yoie éLroit.e, tramwa~ 5, 

chemins de fpl' à crémaillère' et funiculair('s, par G, HUlHErIT, ingéIlÎf'tu' des ponts
et chaussrcs. 1 "olume gTand in-8° avec ~lt ligures ùans le le\.tc. Relié. 20 [1'. 

Chemins de fer à voie de 0,60 centimêtres. 
Construction el eXl'loilatiou des chemins ùe fer à voic de 0,60 cenlimètrcs. Yoie, 

terrassements, oU'Tage~ li'arl, machines cl malôriel roulanl, avec élude d'un tracé 
entre denx points ùounés. par R. TARTAlty, conùuclC'Ul' ùes pouts ct chauss{'ics • 
t volume grand in-~u avec Vi figures ùans le te\.tc ....•• a • 10 fi'. 

Chemins de fer funiculaires.- Transports aériens. 
C.hemins de fer funiculaires. Transports aériens. Funiculail'cs à mouvements alter

natifs mus par une machine fho. Funiculaires à conLre-poids d"eau. Funiculaires à 
càhle~ sans nn. Principes, théorie, description, voic, poulies de SU)lports, cflbles, 
!llaclll.nes n~o~rices, description. . Càbles aériens porLeurs, par A. LÉvy- LAMII~H T, 

lIlgéllleur CHïl. 1 volume grand m-8°, avec I1gul'es dans le texle. • • •• L) fI'. 

Chemins de fer funiculaires. 
Etude des .chemins de Cel' funiculaires. Hisloriquc cl classil1cation, éLude du protH 

PU long,. l'c?lsLance au ntom:ement des trains, engins spéciaux et voie, construction 
C't exploltalion, pal' Ar.PHO~SI'; YArT!F:n. ing:énieUl' ch-il. 1 brochure grand in_8d av cc 
figures dans le tpxtC'.. . . . . . . . . . . . . .. ......•. 2 f1'. 50. 
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Moyens de transport. 
Les moyens de transport appliqués dans les mines, les usines ct les travaux pu

blics; voilures, t,ramwa}s, chemins de fer, plans inclinés, traînage par câble et 
par chaine, etc., organisation et matériel, par EVllArw. 2 volumes ill-So avec i atlas 
de 123 planches in-folio contenant 1.400 figul'Ps. . . . . 100 fI'. 

Tarifs de chemins de fer. 
Traité gélll~l'al des tarifs de chemins de fer. contenant ulle éluùe spéciale des 

tarifs appliqués cn Allemagne, Autriche-Hongrie, Suisse, Halie, Frunce, Belgique. 
Hollande, Angleterre ct Hussip, pur F. ULRICH, conseiller intime au ministère des 
tru,'aux publ,ies nc Berlin. Edilioll française rcvue el augTuentéc l'al' l'auteur. 1 vo
lume g-I'llnd IIl-8° . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 16 fI'. 

Chemin de fer métropolitain de Paris. 
Le chemin de fer m('lropolitain municipal de Paris. Description du l'éseaugéuél'al. 

- Lignes en exploitation. Type ùes oUH'ng"Cs. - C sillps el sous-stations électriques. 
Résultats de l'exploitalion des lignes en sen ice. Pu&lù> at'ec l'approbation de 
Ji. le P,'é(et de la ,-"'cillc. par J. HERYlEU, conducteur des ponts et chaussées, 
chef des bureaux du scryicc technique du métropolitain, prccédé d'une préface par 
F. BIEr.;VENl:F:, ing6nicur en chef des ponls el rhaussrcs, cber du sf'l'vice technique 
du mUropolitain, 1 ,ulume' grand in-..:. a contcllant 75 gravul'(,s dans le texte et. 
lU planches hors texte. . . . . . . . . . . . . 15 fe. 

Hydraulique agricole. 
Hyd,'uuliquc agricole. AménagC'lllcnl Ù('S cau\. ; irrigaLion de~ terres labourables, 

<les cullul'f's mal'aiellt,I'f'S, des janlins: ùes prairies, cie. ; cl'éalion ct entretien des 
prairies; des::iécllements, dessalage, limonage et colmatage. curag'c; irrigaUon et 
drainages cornLin6s ; rf'llscig-nellll.:nts compU'melltaires t.echniques et administratifs, 
)laI' J. CHAHPENTIEH DE COSS1G~Y, ancien élè\CC tle l'Ecole pol~ tedmique. 2{l édition 
re1 ue ct augmelllée. 1 "01. gr. in-8!l a1 cc de nombreuses figures duns le Lexte. 15 fr. 

Drainage. 
Drainage ct assaillissCIllC'nl agrÎcole des terres. Généralités. Considéralions 

1!:én\"rales SHI' l'assainissement ct le drainage. Assainissement pt desséchement. 
Principes dn df'ssèchemenL et de 1'assainis..,cmenl ùes grau des surfaces. Assainisse .. 
menL agricole des surfaces ùc petite étendue. Drainage, Tracé du drainage. Exécu
tion déS [l'al'au:\.. Economie du drainage. Etude et rétlacLion des projets. Applica
tions des données à un exemple, par L. FAunE, inspecteur des améliorations. 
i volume jn-8° contcnanL J 19 figures ùans le te).te. Relié • . • . . 12 fr. 50 

Navigation intérieure. - Rivières à courant libre. 
Rivlt'l'es à courant liLre. Etat nalul'l'l des cours tl'can. OpéJ'aLîons ct observa

tions pour l'étude des cours d'cau f't de leur l'rgime. Matériel et procédés de la 
navigation fluyjale. Premières an)('jioration:o:.. l'ra, aux conlre les inondations. 
R('gularisation des fleu1'es ct riYÎèrcs. Exploitation. Cours de navigation inlérieure 
de rEco1e nationale des ponls cl. chau~~t'i('s, IJaI' F.-B. DE:àlA~, jn~pcct.eur g{'néral des 
ponts ct chaussée:-;. 1 vol. gr. in 8° a\ cc 48 pl. illlercalées dans le texte. 17 fI'. 50 

Navigation intérieure. - Rivières canalisées. 
HÎvièrl's callali:-.é'es. G{~né]'alitps. Barrag-es aulres que les Larrages mobiles. Bar

rut;es mobiles il fermeUes. Barrages mO}llles à pont supérieur. Barrages mobiles à 
hau~scs. Barrages mobiles à t.amIJoul'. R('g-Ies à sui,)'c pour rétablissement d'une 
retenue ù't'au au moyeu tl'un ball'age moLilc. Eeluscs il sas. Porles d'écluses. Em
placcmcnt, ahords pi, accessoires des (·dust·s. Exploitation. Cours de navigation 
intérieure ùe l'Ecole natiollalc des ponts ct chaussr0S. pal' P.-B, DE MAS, inspecteur 
?;énrral des }Jollis d chaussées. 1 \ olume ~Tanù in·R') <lYf'C ~~) planches et 91 figures 
intcl'calécs daus le lexte. • . . • . . . . . . . . . 17 fI'. 50 

Navigation intérieure. Canaux. 
Cauaux. Section transversale, lracé, Oll\Tag'es à la l'ellcolltrc des voies de com

mUIl icaliun ]laI' ICI'1'0, oun'ag'('s à la t.l'aH'l'~ée des cOUl'~ d'cau, a~ccllseurs et pl~ns 
illclinés, COIl~Ollllllation d'cau dans les canaux, alimentation ùes canaux-réscrvOlrs. 
pxploilalion. COlll'S de na,igalÎon iuL('l'ieul'e de l'Ecole Ila001la}e des pOllls et chaus,,: 
~t'C's, pal' F. B. DE MAS, ill:;;'pC'clcul' g('u<"l'al d('s pont~ ct. chauss('es. t volume gra~d, 
ill-~o a'cc 101 planches el I:W flgures JUBS ll'le\tp. . . . . . •. 17 fr. 50 

Travaux maritimes. 
Cours de tl':t\ aux maritimes prof('ssé à l'Ecole nationale des ponts et chaussées 

par 1(' Laron I,lCll\hTTE DE HOCUIUIOJ'..-r ~ inspecteur dC's ponts et chaussées, et HE~Rl 
Dt:SPltEZ, ingénicur dos }lonts el chaussée:-i. Mal'ées, courants el venLs. PropapatlOn 
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de la marée dans les fleu\ es. Lames. Rég-jmc des plages. - Action de la mer sur 
les matériaux de construction. Navires, navigation. - Rades, Ports, Enh'ée des 
ports. Digues, jetées. Brise-lames. EstararJ~s .. Mode d'exécution des digues et..jetées. 
Avant-ports. Bassins. Darses. Murs de quaI. Appontement ... Modes d"exécutlOn des 
quais. Ecluses ùe ua,,'igalion. Podes d'écluses. Ponts mobiles. Formes de radoub. 
Bateaux-~I)stes. Appareils de radoub divers. Ouvrages divers. - Mo~ens d'obtenir 
et de maintenir les profondeurs dans lrs ports ct à leurs abords. Chasses, Dragages. 
- Défense des côles.- Flcm'cs maritimes.- Canaux mari Limes. Eclairage et bali
sage des côtes. Outillag des port~. - Administration et exploitation des ports de 
commel'ce. - Renflouement et dispersion des épaves. 2 volumes grand in-go avec 
082 figures intercalées dans le texte et l atlas de 18 planches. . . . . • . 90 fI'. 

Travaux maritimes. 
Travaux maritimes; phénomènes marins; accès des ports. Mouvements de la mer. 

-- R('gime des côles. - ~Iatériaux dans l'eau de mer. - Atterrage. EnlL'ée des 
ports. JeU'es, pal" LAROCHE, jng(..nieur en chef des ponls et chaussées. 1 volume 
grand in-8° ct l atlas in- 'J. 0 de 46 planches douLles. • . • . . . • . •• 40 fr. 

Ports maritimes. 
Porls maritimes. PorLs ù'échouage. - Bassins à flot.- Ecluses des bassins à flot

Portes d'écluses,- Ponts mobjlcs. - )'lo~ens d'obtenir et d'entretenir la profondeu
à l'cnlr(~e des ports.- Ouvl'ages et appareils pOUl' la réparatioll des navires. Dé
f(,llsc des côtes. Ectairage et balisage des cotes. Exploitat.ion des ports. r::anaux ma
l'itimcs 1 par F. L,\ROCH8. inspecleur g{'Héral des ponts et chaussées. 2 yolumes in-S/J 
a\'cc figures dans le tex.tc et 2: atlas in 4° conlenant 37 pianches douLles.. ~jO fL'. 

Ports maritimes de la France. 
Porls maritillH'S tif' la France. ~otices historiques. hydrographiques el des

criplh-es sur les pot'Ls lIlaritimes de la Fi'aller, publié-es pal' le Ml:'iISTÈRE Dt:S TRA

vACX PUBLICS. 8 volumes gralHl in~8/J, avec lOti planches in-folio, gravées eL impd
Illées sur cuivre. 

Tome l. M"CHC. - De Dunkerque à Étretat, avec 14 planches (pl. 1 
:l 14.) . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 40 fr. 

Ton.e [1. 'L"CIIE. - Du Havre au Becquet, avec 16 planches (pl. 15 
à ~O.). .......... . ......... 40 fr. 

~OTA. Les tc:\.lcs des T011)(':-\ 1 cl Il. sout (>puis(·s. 
Tome Ill. :\IÂ:\'(~lIë. - De Cherbourg à Argentan, avec 21 

a 51.). . . . .. 
Tome I\'. O(~~.AN. - D'Ouessant au Pouliguen, avec 27 

il ;S.). . . . ...... . 
Tome V. OCÉAN. - De Saint-Nazaire à Ars-en-Ré, avec 

;9 à 93.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

planches (pl. 31 
5U fr. 

planches (pl. 52 
50 fI'. 

15. p.la~,clle;o (f~: 
Tome V!. l'" partie. IkÉA~. - De la Rochelle à Maubert, a,ec 12 "lan-

ches (pl. 94 et rl4 bis à iO.l-.) . . . . . . . . . . . . . . .• 32 fr. 
Tumc VI. 2e par'lie. OLfAN. - Des Calonges à Hendaye, avec 11 planches 

(pl. Il);) à 115.) . . . . 30 fI'. 
Tome VII. 1re partie . .\h:UlTEHl\.\.Nf:E. - Banyuls à Aigues-Mortes, avec 

R planches (pl. 116 à 123j. ....... ....... 25 fr. 
Tome Vll. 1re jHlytic (suit!?'!. l\h:[)[rE[lIlA~.\l~E. - D'Arles à Carri-Ie-Rouet, 

avec 7 planches (pl. 12/, à 1:l0).. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 20 fr. 
Tome VU, 2\.' partie! 1re section. ~lhUITEHRAf;EE. - Marseille 1 avec 12 planches 

(pl. 131 il 142.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 45 fr. 
Tome VIIl. l rl' pnl'tie. MI::DlTEILHA:oIÉE. - Corse. Algérie! de Nemours à 

Tipazza. avec 15 planches (pl. lB à 157.) . . . . . . . . . . . . .. 30 fr. 
Tome VU!. 2" partie ~hDITEK"A"Ü. - Algérie, d'Alger à la .Calle, avec 

il planches (pl. 158 il 166.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . .. 30 Cr. 
Les volumes de texte dont se compose rou\'l'ag'e peinent êlrc vendus séparé

ment, aux IH'ix suivanls : 
Tomes 1 et [1. De Dunkerque au Becquet (i'.'pllisès). 

Ill. De Cherbourg à Argentan . . . . . . . 
IV. D'Ouessant au Pouliguen .... 
V. De Saint-Nazaire à Ars-en-Ré. . .. 
VI. 1" pa>'tie. De la Rochelle à Maubert .. 
VI. :l" partie. De Callonges à Hendaye ... 
VIl. 1" partie. De Banyuls à Aigues-Mortes. 
VIl. 1" partie (suiLe). D'Arles à Cari-le-Rouet. 
VIL 2' parlie (1" section). Marseille .......... . 
VII. ~~ partie (2' section). De Marseille à Menton. . . . 
VlIl. l" parUe. Corse et Algérie de Nemours à Tipazza. 
VIll. 2' partie. Algérie, d'Alger à la Calle ...... . 

12 fr. 
12 fI'. » 
12 fr. 
7 fr. 50 
7 fr. 50 
7 fr. 50 
7 fr. 50 

n fI' •• 
10 fr. 

7 fI'. 50 
7 Cr. 50 
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Ponts en maçonnerie. 

Ponls en maçonnerie, Var E. Of WRAl" D, inspecleur général des ponls ct chaussées, 
et J. RÉSAL, ingénieur des ponts el chaussées. 2. volumes grand in-8° avec de nom
breuses figures dans le texte.. . . . . . • • . • . . . . . . 40 fr. 

Barème des poutres métalliques. 
Barèmes dc~ poutres méLalliques à ,1mcs pleines ct à treillis, par P ..... SCAL, ing'é-

nicur t;ivil. 1 \'olume lU-'V) avec figures dans le lexte. Relié. . • 12 fl', 50 

Constructions métalliques. 
Constructions m{:tallirlucs. :.\otions sur la t1H~orie mathématique ùe l'élasticité. 

Propriélés l'lasLiques des maL01'iaux. Rè~I'iLancc des malé'rau'\ Fonle, fer eL acier. 
-;\[éthodes gl'ul'ralcs et formules usuelles. par JEAi\' H!:.s.-\L, in;'!/'IÜeUl' ùes ponts et 
chaussées. 1 ,DIurne> grand in-SO a,-ec figures daus le lexie .....• '. 20ft'. 

Ponts métalliques. 
Traité praLique dcs ponts Jllplallir!ucs; staLique graphique: ;;tpplicalions prati

ques. Conditions d'établissernPllt ùc~ ponts métalliqucs. Projels ùe ponts métalliques 
à une seule travée. Ponts pOUl' voie chal'l'etièrc. Ponts ù une travée et 'supportant 
dcs voies ferré,es de largeur normale. Ponts mélalliques à plusieurs travées soli
daires. Pont en arc à longeron droit. Formules. Rcnseignements diyers. Tableaux. 
Règlements, pal' :M. PASCAL, ingénieur. 213 édition. 1 yolume in-Sn avec 125 figures 
dans le texte et 15 planches hors lc\.tc. Relié ..•.• 4 •••••• , 15 fI'. 

Ponts métalliques. 
Ponts n}(~Lalhques, par .h:AN HÉ~AI., jllg:(~nieur des ponts cl chaussées. 

Tome p1'emiel'. - Calcul des pièces pr'ismatiques; reuseigucments pratiques; fol'
mules usuelles; poutres droites à travées indépendantes; ponls suspendus j ponts 
en arc. Un \-'olunle gTand in ~;o av cc de nomLreuses granlres d.ms le texte. 20" fI'. 

Tome scconcl.- l'outl'es à travëes soliùaircs théorie générale des poutres à 
section cOll~lanle ; calcul des poutres s~ métri\lucs ~ poulres continues à section va
rialllc; théorie g('n6rale des poutres de hauteur variaLle; monlage des ponts pal' 
encorbelLement; pont 5 grue ... ; calcul de>; s) stèmcs articules; piles métalliques; 
LabIes nunl(~rit{ues. L:n volume grand in-8° avec de nombreusc" figures dans le texte. 

. ~h. 

Ponts métalliques. 
Calcul des ponls mdalliqnes à poutres droiLes, à uue ou plusieurs ll'avées par la 

méthode des lignes dïllfluence. Formules ct LabIes servant au calcul rapide des 
moments fl('chissants ct des efforts tranchanLs maximums déterminés, en divers 
poinls de., poutres pal' des charges uniformément fl;parties et ùes charges conceu
trécs moLiles, par AnrnEN CAIl! et LÉO~ PORfES. îng{~l1leues civils. 1 volume grand 
iU-bO a, ec figures dans le ll.:"\.Le et :2 planches, relié. . . . . . . . . •• 20 1"1'. 

Ponts et viaducs métalliques. 
Calculs de ré~i ... lance de~ POl1ts el viaducs mélalliques à poutres ul'oîlrs, ù'après 

]a circulaire minisl6l'iclle du 29 août 1891, pal' l\]AI:ItICI': HllLE'VICZ;, ingénieur, an
cien élè\"c de l'Ecole des pouls et chaussées. 1 volume grand În-3° arec l pla;~I~"~: 

Ponts métalliques. 
Éluùl's th6ol'iqucs el pratiques sur les ponls mélalliques à une travée et à poutres 

droiles ct pleines" pal' E. DU.lETZ, commis dcs ponts et chaus..;ees. 1 volume gr. in-So 
avec 117 figures ùan~ le texte. . . • . . . . . . . . • . . . . . . .. 10 fr. 

Ponts métalliques. 
Pont:"> Illdalliques à trav(~es conLinues. :\léthode de calcul saLisfai!-'>al1t auX nou

yelles lll'escl'ipLions du règ"lemenl mini::)Lél'iel du 29 aotU 1,s()1, avec tables numéri
ques pOUl' cn facilil.er remploi, par BEn"mAN\) OF.; FO:-nVIOLANT, Îllg-{nÎcur à la Com
pagnie Lle Fives-Lille. Un volume grand in-8° avec 3 planches. . . • .. 10 "fI'. 

Arches surbaissées en maçonnerie. 
TaLles et graphiques pOUl" le calcul des arches sllrbais'"iées PU maçonllerie, d'aprè8 

la mt,thoLle de 1\1. TOUl·tay, iug"énicU(' drs ponLs et ehauss('es, par N. DE TJWESCO, 

ingénieur civil. 1 volume in-,t Lo avec 2,) planches ..••. : . . . .. 7 fr, 50 

Emploi des pieux métalliques. 
ELude SUl' l'pmploi des pieu,- métalliques dans les fondatiolls d'ouvrages d'arL, 

Cas O~I il peut èlrc faiL emploi des pieux mélalliques. Diverses sodes de pieux 
mélalhqu('s. 1\11sc ('n place ou ronçage des pieux métallülues. Disposition des ou
'l'ag"cs d'art reposanl SUI' pieux. mélalli(lUeS, applicalion. par C. GrIANGE, agent voyer 
eu chef du département dc la Vienne. 1 vol. gr. in-So avec 51 Dg. dans Ilt texte. 7 ft,. 

ÉVREUX, IMI'RDIERIE DE CHARLES HÉI'.lSSEY 
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